INTRODUCERE
Motivatia, scopul si obiectivele urmarite

incepémd cu ultimele doua decenii, dezvoltarea si aplicarea metodelor mate-
matice avansate din domeniul stochastic au avut un rol din ce in ce mai deter-
minant in studiul instrumentelor financiare si a burselor in care acestea isi gasesc
aplicabilitatea. Astfel, procedee matematice complexe, cum ar fi teoria ecuatiilor
diferentiale, ecuatii cu derivate partiale deterministe sau stochastice, teoria con-
trolului optimal determinist sau stochastic (in care se doregte maximizarea unei
functii valoare, ce se definegte in functie de modelul ales), calculul stochastic nean-
ticipativ (de tip It6) sau anticipativ (de tip Malliavin), analiza numerica, analiza
functionala, teoria proceselor stochastice (de tip Wiener pentru modele continue,
Poisson pentru modele discontinue ce prezinta salturi la momente aleatoare de
timp datorate unor cauze exogene sau procese generale de tip Levy, adica procese
cu cregteri independente si stationare, cu traiectorii continue sau discontinue).

Studiul ecuatiilor de evolutie cu perturbatii stochastice foloseste unei va-
rietati largi de domenii cu aplicatii multiple, printre care matematici financiare.
Ecuatiile cu derivate partiale neliniare stochastice au aplicatii in modelarea ratelor
dobanzii, in controlul stochastic cu informatii insuficiente etc.

Lucrarea de fata este o sinteza a rezultatelor obtinute in cadrul proiectului
,,Cercetarea stiintifica economica, suport al bunastarii umane in context euro-
pean“ (proiect finatat din Fondul Social European de catre Guvernul Romaniei
prin Programul Operational Sectorial de Dezvoltarea a resurselor Umane 2007-
2013, prin contractul SOPHRD/89/1.5/S/62988), desfagurat in perioada 1 de-
cembrie 2010 — 31 noiembrie 2012 gi avand ca beneficiar Institutul National de
Cercetari Economice ,,Constantin C. Kiritescu* al Academiei Romane, iar ca
partener (unul din cei cinci parteneri afiliati proiectului), Institutul de Matema-
tica ,,Simion Stoilow “ al Academiei Romane.

Scopul cercetarii a fost abordarea catorva directii privind studiul ecuatiilor
cu derivate partiale neliniare stochastice asociate cu ecuatii diferentiale stochas-

tice cu salturi si obtinerea unor aplicatii ale acestora in matematici financiare.

Metodologia utilizata
Metodologia utilizata este adaptata cerintelor de cercetare stiintifica si urmareste
indeplinirea obiectivelor proiectului in conditiile respectarii normelor deontologice

ale cercetatorului.



Pe parcusul intregului proiect s-au avut in vedere urmatoarele :

1. Studiu bibliografic. Pe intreaga perioada de desfagurare a proiectului
am studiat mai multe articole stiintifice de referintd si cirti de specialitate. In
lista de referinte bibliografice apar doar o parte din aceste articole (bibliografia
din lucrare fiind una selectiva).

2. Cercetare stiintifica individuala. Am efectuat cercetare stiintifica
individuala, aceasta fiind reflectata in rapoartele lunare si trimestriale elabo-
rate, rapoarte vizate de expertul indrumator in cadrul proiectului. De aseme-
nea, am elaborat lucrari stiintifice (o lucrare a fost acceptata pentru publicare
la Mathematical Reports, revista cotata ISI, lucrarea va aparea in nr. 4/2012,
alte doua lucrari sunt trimise pentru publicare la NODEA si .). Am participat la
conferinte stiintifice nationale si internationale la care am prezentat rezultatele
acestor cercetari.

3. Colaborare cu alti cercetatori. Un rol important al cercetarii
stiintifice efectuate a fost colaborarea cu alti specialisti din domeniu. Am co-
laborat cu dl. Prof. Univ. Dr. Constantin Vrsan de la Insitutul de Matematica
,Simion Stoliow“ al Academiei Romane cu care am discutat posibile abordari
ale temei propusa in proiectul de cercetare postdoctorala, precum si directiile de
dezvoltare ale tematicii abordate. Un rol important l-a avut si colaborarea cu
expertul indrumator (Prof. Univ. Dr. Lucian Beznea, Institutul de Matema-
tica ,,Simion Stoilow“ al Academiei Romane) cu care am discutat diverse aspecte
legate de cercetare: rezultate obtinute, probleme aparute in cercetare si posibila
lor solutionare. In perioada stagiului de mobilitate extern, efectuat in perioada 2
Aprilie 2012-2 Tulie 2012 la Departamentul de Statistica si Probabilitati al Uni-
versitatii Lille 1, Stiinta si Tehnologie din Lille, Franta, am colaborat cu Prof. Dr.
Ciprian Tudor cu care am discutat progresele inregistrate in cadrul cercetarii efec-
tuate, posibile directii de dezvoltare ale tematicii abordate gi am primit sugestii

referitoare la activitatea de cercetare ulterioara.

In toate lucririle elaborate in cadrul acestui proiect am citat si autocitat
(acolo unde a fost cazul) rezultatele utilizate in cercetare gi am mentionat sursa
de finantare. De asemenea, am avut in vedere respectarea obligatiilor ce decurg
din finantarea acestui proiect (evitarea dublei finantari, respectarea termenelor
impuse pentru raportare, prezentarea documentelor de decontare si a rapoartelor
de activitate privind activitatea de cercetare desfagurata in perioada stagiului de

mobilitate extern.



Structura lucrarii

Lucrarea cuprinde 4 capitole, fiecare dintre acestea fiind impartit in mai
multe subcapitole. Acestea vor fi prezentate succint in cele ce urmeaza. Mai
multe precizari gi trimiteri la diverse rezultate din literatura de specialitate sunt
facute in cadrul fiecarul capitol in parte.

In primul capitol sunt prezentate notiuni generale referitoare la Algebre Lie
finit dimensionale, sisteme de tip gradient asociate acestor tipuri de algebre, pre-
cum si unele elemente de baza din teoria proceselor stocastice, cum ar fi integrala
stocastica de tip [t0 sau Fisk-Stratonovich, formula lui It6 de diferentiere stochas-
tica, teorema lui Girsanov. Aceste notiuni vor fi utilizate pe parcursul intregii
lucrari.

Capitolul 2 contine 4 subcapitole. In primul subcapitol construim solutia in
sens tare a unei ecuatii diferentiale neliniara stochastica considerata in sens clasic,
descrisa de integrala stochastica Fisk-Stratonovich dand o reprezentare gradient
pentru curentul stochastic generat de ecuatia diferentiala stochastica asociata
cu sistemul sau de caracteristici. Principala ipoteza este proprietatea de comu-
tativitate a campurilor vectoriale (driftul si difuzia) in raport cu paranteza Lie
uzuala. Acest rezultat este apoi aplicat pentru a construi solutia unui sistem de
ecuatii Burgers cu perturbatii stochastice gi, de asemenea, pentru calculul medi-
ilor unor functionale care depind de valoarea finala a unui proces non-Markovian
(in subcapitolul 2).

Rezultatele de mai sus sunt utilizate apoi in subcapitolul 3 unde studiem
o problema de filtrare pentru ecuatii diferentiale stochastice non-Markoviene in
cazul In care campurile vectoriale din partea de drift comuta cu campurile vec-
toriale din partea de difuzie. Este descrisa de asemenea evolutia valorii medii
conditionate utilizand ecuatii diferentiale parabolice de tip retrograd cu parametri.

In ultimul subcapitol al acestui capitol studiem inversabilitatea curentului
stochastic bazata pe reprezentarea sa integrala, in cazul in care campul vectorial
de difuzie comuta cu campurile vectoriale din partea de drift. Solutia unica
satisface o ecuatie cu derivate partiale neliniara stochastica.

In capitolul 3 se studiaza functionale si curenti gradient stochastici cu sal-
turi asociati cu ecuatii cu derivate partiale neliniare stochastice. Analiza din acest

capitol se prezinta in doua cazuri: cazul in care salturile si campurile vectoriale
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din partea de difuzie sunt marginite este analizat in subcapitolul 1, iar in sub-
capitolul 2 sunt prezentate rezultate de acelagi tip, dar in cazul in care salturile
sunt nemarginite.

Ultimul capitol prezinta functionale de tip valoare finala sub o forma La-
grange in conditiile in care functiile implicate sunt numai Lipschitz continue,
iar dinamica este data de ecuatii diferentiale stochastice. Analiza se prezinta
in doua cazuri semnificative incluzand si parametrizarea functionalelor relativ la
traiectoriile continue ale unui proces observat care necesita rescrierea dinamica a
mediei conditionate folosind aproximatii netede, ecuatii parabolice de tip retro-
grad (ecuatii Kolmogorov) gi transformarea masurii de probabilitate printr-o teo-
rema de tip Girsanov. Realizarea finala sub forma integrala utilizeaza gradienti
generalizati (functii masurabile Borel) ale unor functii continue care reprezinta
solutii generalizate ale ecuatiei Kolmogorov. FEste prezentata si o aplicatie la
o problema de control optimal din matematici financiare, strategia optima fi-
ind derivata in sens slab a solutiei ec uatiei retrograde Kolmogorov de-a lungul
solutiei x(t). In ultima parte a capitolului definim o strategie admisibild pentru
o ecuatie diferentiala stochastica non-Markoviana. Analiza prezentata aici poate
fi utilizata in dezvoltari ulterioare cuprinzand subiecte noi.

Lucrarea se incheie cu o bibliografie selectiva continand peste 30 de articole
si carti din cele folosite pe parcursul cercetarii.

O parte din rezultatele obtinute in lucrarea de fata au fost trimise pentru
publicare si sunt in curs de aparitie, in diverse reviste (inclusiv ISI) sau au fost
prezentate la diverse conferinte. De asemenea aceste rezultate vor constitui in

perioada urmatoare un punct de plecare pentru alte directii de studiu.
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CAPITOLUL 1

NOTIUNI SI REZULTATE TEORETICE
PRELIMINARE

1.1. Algebre Lie

Acest subcapitol este inspirat in principal din monografia [31] [C. Varsan,
1999, pag. 7-65]. Autorul dezvolta teoria sistemelor hiperbolice de ecutjii diferentiale
utilizand ca instrument principal reprezentarea algebrica a a sistemelor gradient

intr-o algebra Lie finit dimensionala.

Definitia 1.1. O algebra reala A se numeste algebra Lie daca operatia de
multiplicare satisface axiomele:

(1) ab = —ba, a,b € A;

(1) a(bc)+c(ab) +b(ca) = 0, oricare ar fia,b,c € A (identitatea lui Jacobi).

Vom considera in cele ce urmeaza algebra Lie a campurilor vectoriale
F, = C*(R™,R") in care se considera comutatorul sau paranteza Poisson de-
finita prin:

@”8)( 15)4 n
_%(x)Y(x)—%(x)X(x), r € R",

X,Y €F,

Ly X)) = (XY@

Un camp vectorial X € F,, defineste o derivare ? € Der (R"), care se

reprezinta ca un operator diferential prin relatia:

(12) X(5) = (G X)) = Y ala) (o),

unde S € C* (R",R).

Definitia 1.2. Se numeste curent local generat de campul X aplicatia
G(t)(x) = G(t;x) de clasa C®, t € (—a, a), v € V C R", solutie a sistemu-

lui de ecuatii diferentiale:

oG (t; ) .
(1.3) o L (G)

G(0; ) =z € R™
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1.1.1. Sisteme gradient in F),

Incepem prin a aminti teorema lui Frobenius, in cazul clasic, pentru sisteme
gradient in F),. Fie X; € F,,, © = 1, m. Se considera sistemul:
9y

_:Xz ) :T
(1.1.1) ot; ) e

y(0)=2z€V CR"
Definitia 1.1.1. a) Prin solutie pentru problema (2.2.11)) se intelege o
functie

G(p;x): Dy xV - R?

de clasd C1, care satisface problema (2.2.11) pentru orice

T
1

. de i
P = (tl tm) = : - Dm :f H (—ai,ai)
i=1
tm
six eV CR" V o mulfime deschisa.

(b) Sistemul din (2.2.11) este complet integrabil daca pentru orice xg € R™
existd o vecindtate V (o) C R" gi o solutie unica a problemei (2.2.11), fie aceasta
G (p;x), (p,x) € Dy x V (x0), solutie care satisface conditia G (0;x) = x, © €
Vv ($0) .

Teorema 1.1.1. (Frobenius in F,). Fie X; € F,, i = 1,m. Sistemul

(2.2.11) este complet integrabil daca si numai daca:

[XZ‘,X]'] = 0, VZ,j < 1,m,

0X; 0X,;

unde [X;, X;| = ¥ (y) X; (y) — B0 (y) X; (y) este paranteza Lie. In plus, orice
Y Y

solutie locala G(p,x), p € Dy, © € V () este data de
G(p;x) =Gi(tr)o...0Gn(tm)(z),
unde G; (7) (z) este curentul local generat de X;.

Observatie 1.1.1. Forma generala a condilier de integrabilitate Frobenius
pentru cazul in care campurile nu sunt omogene, adica avem o dependenta
X (t1, -« tm;y), devine:
0xX; 00X,

_ g e {1l ...
mi@w) aQ(Ew,VuJG{, ,m}

(1.1.2) (X (t,y), X; (t,y)] =
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In numeroase demonstratii se va considera urmatoarea aplicatie:
Fie X un camp vectorial i difeomorfismul ce reprezinta curentul local ge-
nerat de X, t € (—a, a), y € D, cu multime deschisa din R".

e [0G -
Notam H (t;y) def [ 5 ! (t; y)} . Atunci aceasta aplicatie este solutia
x
urmatorului sistem de ecuatii:
oH 0X
£, —H(t,y) = (G(ty)), t€(—a,a),y€ D
H(0y) =1,

Cum G(—t; G(t; y) =y si G(t; x) = G (t; G(—t;G (t;x))), prin derivare
in raport cu z se obtin identitatile H(t,y)H(—t,G(t,y)) = I,.

Alte proprietati ale acestei aplicatii sunt prezentate in:

Lema 1.1.1. Fie date campurile X, X1, Xy € C* (R",R") si G(t,x) curen-
tul local generat de X,t € (—a;a), y € D, cu D multime deschisa in R™. Atunci
sunt adevarate relatiile:

(c1) H(t;y) [ Xy, Xo] (G(t;y)) = [H(t) X1 (G(E; ), H(E; ) Xo(G(E: )] (y)s

(c2) H (t; y) X (G (t; y)) = X (y);

(e3) H (=t; y) X1 (G (=t; y)) = (exptadX) X (y).

Definitia 1.1.2. Fie p := (t1, ... ,t;) € Dy, = H(—ai,ai), yeV CR"”
i=1
si fie X; (p;y) € R™ de clasd C' pentru j = 1,...,m. Prin definitie X; (p;y),
j =1, m defineste un sistem gradient (sau indeplineste conditia de integrabilitate
a lui Frobenius) daca:

(L14) G i) = G (59) = X5 0. X (0] (). ¥ g € {1

unde:

def 024

(21, 2] (y) = a—y(y)Zz(y) — ——(y)Z1(y) (paranteza Lie).

Teorema 1.1.2. Fie Y; € C* (R R"), 29 € R", j = 1,m, fizafi. Atunci
existd D,, = H (—ai,a;), V(zo) CR" 5i X; (pj;y) €R™, p€ Dy, y €V () de

=1
clasa C*, p; def (t1,...,tj—1), Xi =Y, astfel incat:
0 0 0
(c1) a—i =Y1(y), 8_ty2 = Xo (t1;9), -+, 8Ty = X (t1,- - tm-1;y) este un
0

: : Xi o
sstem gradient (S5 1y0) = X i ., (s ) 1<) s
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(2) G (pi) = Gr (1) -0 G (tm) (), D € Dy y =V (0) este solutie
pentru (cl) cu conditia Cauchy y(0) = x € V (o) unde G;(t) este curentul local
generat de Y.

1.1.2. Sisteme gradient determinate de o algebra Lie

Am observat nainte ca orice compunere finita de campuri

y(p) =Gy (t1)o...0 Gy (tm) (z0)

poate fi asociata cu un sistem gradient

oy oy
— =Y — = X5 (1;
atl l(y)v 8t2 2( 17y)7

si solutia sa locala.

oy

— =X, (t1, ., tm_13Yy), y(0) =
T (t1 1;Y), ¥ (0) = 20

Atat solutia cat si sistemul gradient sunt in mod esential legate de propri-

etatea ca —, ..., — sa fie derivari comutative in Der (R™) si aceasta poate
oty Ot

fi reconsiderata daca pTe i = 1,...,m sunt inlocuite de ¢; € Der (R™) (sau
gi == ¢ € F,, i = 1,m) necomutativi.
Definitia 1.2.1. Prin definitie o algebra Lie reala A se numeste finit ge-
nerata (f.g.r) daca exista {Y1,...,Ym} C Ay astfel incat orice Y € A admite
M

reprezentarea Y = Z a;Y;, cu a; € R, depinzand de Y; {Y1,..., Yy} un sistem
j=1
de generatori.
Amintim ca pentru Z € A aplicatia liniara adZ € Der(A) este definita prin
adZ(Y) = [Z,Y], unde [, -] este data de algebra Lie A.

Lema 1.2.1. Fie {Y1,...,Yy} un sistem de generatori pentru algebra Lie

A. Fie Z € A. Consideram seria formala

I t dZ t* d*z

(1.2.1) exp ad 7%

Definim o matrice (M x M)B astfel incdt
{ad Z (Y1), ...,ad Z (Yy)} ={Y1, ... ,.Yu} B.

Atunci (exptad Z) (X) € A pentru orice X € A sit € R verifica
cl) (expt ad Z)(X) ={Y1,..., Yy} (exptB) v, unde v € RM gi

M
X => "y,
k=1
¢2) (exptadZ) " = exp —tadZ.
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Lema 1.2.2. In ipotezele Lemer 1.2.1, solutia analitica a ecuatier diferenti-

dX
ale E(t) =[Z,X(t)], teR cu conditia Cauchy X(0) = X € A este unica si

(1.2.2) X (t) = (exptad Z) X ={Y1,..., Yy} (exptB)uv,

unde v € RM satisface conditia kaYk = X.
k=1
In plus, (expt ad Z)[X1,X5] = [X1(t), X5 (t)] pentru orice X1, X, € A,

unde X; (t) & (exptad Z) X;, i =1,2.

Lema 1.2.3. Fie A o algebra Lie f.g.r. si fie {Y1,...,, Y} C A un sistem
de generatori. Definim X; (p;) si )?j (pj), j =1, M, conform (1.2.6) si (1.2.7),

corespunzator. Atunci:

(1.2.3) X1 (pjr1) = X1 (pj41)

pentru orice p € RM, j =0, M — 1.
Suntem 1n situatia sa formulam:

Teorema 1.2.1. Fie A o algebra Lie fiind generata (f.g. r) si fie [Y1,..., Y]
un sistem fizat de generatori. Atunci X; (p;), j = 1, M, definiti de (1.1.4), este
un sistem gradient in A adica:
0X;

1.2.4
(1.2.4) Y

(p;) = [Xi(pi) , X (ps)]
pentru 1 <i<j=2,M.

Observatie 1.2.1. Se pune problema de ce se foloseste un sistem de gene-
ratori [Y1, ..., Y| pentru un spatiu linear finit dimensional A.

O explicatie pentru aceasta rezulta din forma mai simpla pe care o putem
obtine pentru aplicatiile din (1.2.6), care definesc sistemul gradient. In cazul in
care A\ este o algebra nilpotentda atunci putem lua un sistem nilpotent de generatori

Y1,...,Yum], si atunci
(exptj ad Y}) {Yi, e ,YM} = {Yi, e ,YM} (eXpthj) s

unde matricea (M x M) B este nilpotentd (adica B} = 0 pentru un anumit N

natural).
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1.1.3. Algebre Lie finit generate peste orbite (f.g.0)

si sisteme gradient

Cum s-a vazut deja, o algebra Lie A finit dimensionalda, A C F,, (sau
Der (R")) poate fi asociati cu algebra Lie a cAmpurilor vectoriale analitice. In ge-
neral, noua algebra Lie nu mai este finit dimensionala, dar poate fi caracterizata
folosind un sistem global de generatori cu conditia ca spatiul R al coeficientilor sa
fie inlocuit cu spatiul functiilor analitice C'™ (]RM ; ]R). Aceasta revine la a spune

ca noua algebra Lie L (qq,. .., qn) poate fi determinata de un sistem

{Q17"'JQM7 Qerl?"'aQM} gL(Qlaan)

peste inelul functiilor analitice. Este astfel problema generarii finite pe orbite a
algebrei Lie care sa conserve proprietatea de dimensiune infinit (pentru algebra),
ca si analiza sistemului gradient asociat.

Dupa cum este de agteptat, sistemul gradient asociat cu o multime finita de
campuri vectoriale intr-o algebra Lie A C F), (sau Der (RM )) este definit local si
depinde esential de solutia orbita a algebrei.

Precizam ca prin orbita a algebrei A intelegem doar o compunere finita de

curenti locali.

Definitia 1.3.1. Fie A C F,, o algebra Lie si fie xqg € R™, fixat. Prin orbita

cu originea in xo a lui A se intelege functia

G (p;70) 2L Gy (1) 0... 0 Gy (1) (20),

k
de de
p:f(tl,...,tk)EDk:f (—ai, a;) ,
i=1
unde G;(t)(x), t € (—ai,a;), x € V (xg) este fluzul local generat de un anumit

Y, € Al

Definitia 1.3.2. Spunem ca A C F,, este finit generata in raport cu orbitele
in xyg € R*(f.g.0;x0) daca exista {Y1,..., Yy} C A astfel incdt orice Y € A de-a

lungul unei orbite arbitrare G (p;x¢), p € Dy, poate fi scrisa sub forma:
M
Y (G (p5w0)) = ) a; (0)Y; (G (p570))
j=1

cu aj € C®(Qy) depinzand de Y si G (p;xo), p € Di; {Y1,...,Yu} se numeste

un sistem de generatori.
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Observatie 1.3.1. Se vede usor cd {g1,...,9m} C F, in involutie, adicd,
9, 9;] () :Zak () gk () cuay € C® (R™), determind algebra Lie A (g1, ..., gm)
k=1

care este finit generatd pe orbite. In particular, orice algebrd Lie f.g.r este o f.g.o

algebra Lie cu un sistem de generatori fixat independent de originea xq.

In cele ce urmeazi originea zy € R"™ a orbitelor este fixata si pentru orice
sistem de generatori {Y7,...,Yy} in algebra Lie A(f.g.0;2) consideram sis-
temul gradient general asociat algebrei Lie. Aceasta revine la a spune ca, pentru

Gi(t)(x), t € (—a;,a;), x € V (xg), curentul local generat de Y;, scriem:

les -1
H; (t;y) := (8y (t;y)) o Vi =G (=t v, yi=v,

i=1,...,M—1.

(1.3.1)

Apoi definim campurile de vectori:

Xi(y) =Y (y)
Xo (ti;y) = Hi (=t 1) Yo (Gh (=t 1))

(1.3.2)
Xur (tr, - tu—1iy) = Hy(=tisyn) X Hy (—ta312) X ...
v X Hyoy (=t yav—1) Y (yr)
M
unde z € V (z9) sip = (t1,...,tnm) € Dy = H (—aj, a;).
i=1

Campurile vectoriale din (1.3.2) determina un sistem gradient (vezi Teorema
1.1.2)

dy _ 0 _ v . 9y _ :
(133) 8t1 _Xl (y)7 (9152 _X2 <t17y>>"'7atM _XM (tlw"athlvy)a

pentru p € Dy siy € V (), si orbita cu originea xg € R",

(1.3.4)  y(p) =G (t1) oGy (ta) o...0Gpr (ta) (xo), p:= (t1,...,tx) € Dy,
satisface (1.3.3).

Lema 1.3.1. Fie A C F, o (f.g. 0;z0) algebra Lie si xy € R", fizat.
Se considera sistemul gradient (1.3.8) asociat cu sistemul fizat de generatori
{Y1,...,Yu} € A. Atunci orbita (1.3.4) este solutia sistemului gradient (1.3.3) si
exista matricele nesingulare, de tip (M X M), Z; (t;itj, ..., tm), j=1,...,M—1
astfel incat campurile vectoriale X; (p;;y) din (2.2.2), pentru y = y(p) dat de
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(1.3.4) satisfac:

Xyt (pjysy (@) =M @), Yu (@)} Zy (tite, ..o tar) X
XZj (tj;tj, - ,tM) €j+1,

unde ey, ...,en € RM este baza canonicd si Z; este de clasi C™ inp € Dy si
dZ;
satisface ecuatiile diferentiale d_tj =7Z;B; (t; —t,tjt1,. .. ta), Z;(0) = Iy

Observatie 1.3.2. Daca fiecare Y; genereazda un camp global G;(t)(x),
teR, zeR", j=1,...,M, atunci concluzia (c) din Lema 1.3.1 are loc pentru

orice p € RM,

Observatie 1.3.3. In ipotezele Lemei 1.3.1 scriem:
Zj (p) = Zl (tl;tly e ,tM) X ... X Zj (tj;tj, e ,tM) s

undep = (t1,...,tym) € Dy, g =1, .., M —1, iar Z; (tj;t;, ..., ta) sunt definite
de Lema 4.1 i satisfac concluzia (c).
Definim matricea (M x M) C> prin:

A(p) = (61, Zl (p) €, .. '7ZM—1 (p) €M>, P € DM

Atunci campurile vectoriale X; (p;, %), j € {1,2,..., M}, satisfac

(Y, Xo (t1) -, X (B, t-1)} (y) = {Y1, - Yar} () A (p)

cu conditia y = y(p), pentru orice p € Dy, cu A(p), p € Dy matricea
C (M x M) data mai sus gi care satisface conditia A (0) = Ip;.

Observatie 1.3.4. Cum s-a stabilit in Lema 1.3.1 reprezentarea unui sis-
tem gradient nu este o reprezentare globala si in plus ea depinde de solutia locala
y(p), p € Dyr. Sunt date doud tipuri de proprietati locale, una este conditionata
de existenta unui curent local G; (t) (z) (vezi p € Dy) si a doua exprimd nesin-
gularitatea matricei A (p) (vezi 1.3.2 pentrup € V (0) C Dy (vezi A(0) = In).
Important este sa ne asiguram ca singura restrictie reala pentru o reprezentare

nedegenerata este determinata de existenta locald a campului G; (t) (z).
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1.2. Calcul stochastic
1.2.1. Medii conditionate

Consideram campul de probabilitate {2, F,P} si fie G o sub o-algebra a
lui F.

Definitia 2.1.1. Fie X o wvariabila aleatoare cu valoari reale positive
(X(w) > 0, a.s. P). Ezista o variabila aleatoare Y integrabila si G-masurabild

astfel incat pentru orice A € G, avem
/X(w)dIP’(w) = /Y(w)d[P(w),
A A

Y se numeste media conditionatd alui X data de G si notam E(X | G). Y

este unica a.s. P.

Daca G este o o-algebra generata de variabila aleatoare Z, adica G = o0(Z2),
scriem E(X | Z) in loc de E(X | G).

Proprietatile mediei conditionate

1) Liniaritatea mediei conditionate

Daca X gi Y sunt variabile aleatoare integrabile

E(aX +bY | G)=aE(X | G)+bE(Y | G

pentru orice a,b € R.
2) Iterarea mediei conditionate

Fie H o sub og-algebra a lui G. Daca X este o variabila aleatoare integrabila,

atunci

E(X |H)=EEX[G)[H.

3) Daca X este o variabila aleatoare integrabila si Y este o variabila aleatoare
integrabila G-masurabila, astfel incat variabila aleatoare XY este integrabila,

atunci
EXY |G)=YEX|G).

4) Independenta

Daca X este o variabila aleatoare integrabila independenta de G, atunci
E(X|G)=E(X).

5) Inegalitatea Jensen pentru medii conditionate

20



Daca f este o functie convexa gi X o variabila aleatoare integrabila, atunci
E(f(X)16) > f(E(X|G)).

Uneori se va folosi urmatorul rezultat.

Propozitia 2.1.1. Fie X o variabila aleatoare G-masurabila cu valori intr-
un spativ (E,E) st Y o wvariabila aleatoare independentd de G luand valori in
(H,H). Atunci, pentru orice functie f mdasurabila Borel care este pozitva sau
marginita, definita pe (E x H,E x H) functia g definita ca

9(x) = E(f(z,Y)), Vz € E
este masurabila Borel pe (E,E) si avem
E(f(X,Y)]G) = g(X).

Deducem din definitia 2.1.1 ca estimatorul conditionat E(X | G) este un
estimator ,bun‘ pentru X, luand in considerare informatia continuta in G. O
intrebare naturala la care ne putem gandi este urmatoarea: F(X | G) ne da cele
mai bune informatii despre X daca ne bazam numai pe informatia din G?

Fie Z € L*(Q,G,P). Din inegalitatea lui Jensen pentru medii conditionate
deducem c& E(X | G) apartine, de asemenea, spatiului L2(€2, G, P). In continuare
avem

E(X-2P|=E[(X-EX|9)+EX|9)-2)]=E[X-EX|9)]+
H2E[(X - E(X |9)(EX |G) - 2+ E(EX | G) - Z)7]

si al doilea termen din partea dreapta este egal cu
2E{E[(X - EX |G))EX |G)-2)|6]} =
=2E{(E(X |G) - Z)E[(X - E(X|G)[G)[G}=0
unde am folosit faptul ci
E[(X-EX|[G)|G]=EX|G)-E[EX]|G)]G]=0

si proprietatile mediilor conditionate.
Rezulta ca

E[X-EXI[9)]<E[X-2)7],

astfel cd eroarea de aproximare a lui X cu elemente din L?(Q2,G,P) (in sensul
normei L?) este ultima valoare pentru Z = F(X | G).

Obtinem de aici urmatorul rezultat:
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Propozitia 2.1.2. Fie X o variabila aleatoare de patrat integrabil. Atunci
media conditionata E(X | G) coincide cu proiectia ortogonala a lui X pe spatiul

Hilbert L*(Q,G,P).

Acest rezultat are consecinte importante in Teoria Optiunilor deaorece
aceasta Inseamna ca cea mai buna informatie la momentul ¢ a pretului stocu-
lui Sz la un anumit moment T > ¢ este data de variabila aleatoare E(Sy | F}).
Definitia si proprietatile de mai sus pot fi ugor extinse pentru variabile aleatoare

multi-dimensionale.

1.2.2. Diverse tipuri de procese

Fie (€2, F, P) un camp de probabilitate dat si fie o familie Fy,cp0 7 de o-
algebre astfel incat F, C F, Vit € [0,T] si care satisface proprietatile:

1) {F;} este ascendenta, i.e. Fy C F,, VO<s<t<T.

2) {F:} este continua la dreapta, i.e. F; = [ Fiqe, V < T

e>0
3) Fo contine toate submultimile lui F de masura nula (in raport cu P).

O astfel de familie se numeste filtratie ce satisface conditiile uzuale (F; poate
reprezenta spre exemplu cantitatea de informatii despre un anumit fenomen,
disponibila la momentul ¢).

Fie X(t,w) : [0,7] x & — R o aplicatie masurabila in raport cu o-algebra
produs £ ([0,7]) x F. Spunem ca X (t,w) este un proces stochastic masurabil.

Procesul X (t,w) se spune ca este Fi-adaptat daca pentru orice t € [0, 77,
X, este variabila aleatoare F,-masurabila.

Daca aplicatia t € [0, T] — X, (w) € R™ este continua pentru w a.s. spunem
ca procesul are traiectorii continue sau este un proces continuu. O aplicatie
7 :Q — R, spunem ca este un timp de stopare in raport cu filtratia (F;) daca
multimea {w|7 (w) <t} € F, VO <t <T.

Definitia 2.2.1. Fie X*(t) un proces continuu, F;-adaptat.

(1) (X(t)) este un martingal daca E|X(t)] < oo si E[X(t)|F] = X(s),
VO<s<t<T.

Am notat E|X ()| =L [ |X (, w)|dP ().

(11) (X(t)) se numesgte gwrtmgal local daca exista un sir crescator (1,),,5, de
timpi de stopare ai filtratiei F astfel incat nh_)rrolo T, (w) = 400, w a.s. gi procesele

stopate Xt(n) (w) de/ Xint,(w) (W) sunt martingale.

22



(111) (X(t)) se numeste proces crescator daca aplicatia: t € [0,T] — Xi(w),
Xi(w) € R, este monoton crescatoare, continud la dreapta si Xo(w) = 0 pentru
W a.s.

(iv) (X (t)) se numeste proces cu variatie marginitd dacd poate fi scris ca
diferenta a doud procese crescatoare.

(v) (X(t)) se numeste semimartingal dacd poate fi scris sub forma:
X(t)=X(0)+ M+ B;, YVt €[0,T]

unde (M) este un martingal local iar (By) este un proces cu variatie marginitd.

(vi) Fie (X(t)) un martingal continuu la dreapta. Dacd E(X?) < oo,
Vit € [0, T] spunem ca (X(t)) este un martingal de patrat integrabil. Dacd,
in plus, X(0) =0, w a.s., atunci scriem (X(t)) € My (sau M daca procesul are
traiectorii continue). Spatiul M$ devine un spatiu Banach dacd pe acest spatiu
se defineste norma: [X|r = [E (X?)].

Definitia 2.2.2. Fie procesul (X(t)) € M5 si fie
A={0=ty <ty <...<ty, =T} o diviziune a intervalului [0, T].

Definim variatia patratica a lut X asociata diviziunii A prin:

E
—_

(2.2.1) VA (A)ELSTX (tr) = X (8))7 + (X (1) — X (t))?

7

Il
o

unde t € [0,T] si k este ales astfel incat t, <t < tgiq.

n—0o0

Propozitia 2.2.1. Fie (A,),,5, un sir de diviziuni ce satisfac [|A,|| —— 0
unde || A, || este norma diviziunii A,. Dacd (X (t)) € MS atunci V2 (A,)
converge in probabilitate, pentru orice t € [0,T], limita fiind independentd de
sirul de diviziuni ales. Limita se noteaza (X)(t) si se numeste variatia patratica

a procesului X pe intervalul [0, T).

Observatie 2.2.1. ((X) (t)) este un proces continuu si crescator astfel incat
(X)(0) =0, w a.s. In plus, procesul (X2(t) — (X) (t)) este un martingal con-

tinuu.

Definitia 2.2.3. Fie X(t), Y (t) din MS. Putem defini un proces, notat
(X, Y) (), astfel:

(2.2.2) (X, V) =-[(X+Y)— (X —Y)], 0<t<T

1 =
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Lema 2.2.1. Procesul ({(X, Y) (t)) este un proces F;-adaptat, continuu, cu

variatie marginita care satisface (X, Y)(0) =0, a.s. si astfel incat procesul
(X (1) -Y (1) = (X, Y) (1)
este un martingal.

Definitia 2.2.4. Fie (X(t)) un martingal local continuu. Se defineste
v,® (A) ca in relatia (2.2.1).

Propozitia 2.2.2. Erista un proces notat ((X) (t)), t € [0, T| care este
un martingal local, continuu si crescdtor si in plus procesul (X2 (t) — (X) (t)) este

un martingal local continuu.

Observatie 2.2.2. Se poate defini, ca in relatia (1.2.12), procesul ((X,Y)(t))
daca (X(t)), respectiv (Y(t)) sunt martingale locale continue. Acest proces este
un proces adaptat, continuu gi cu variatie marginitd ce satisface (X,Y) (0) =0
g1 in plus procesul (X (1) Y (t) — (X,Y) (t)) este un martingal local.

Definitia 2.2.5. Fie w(t,w) : [0,00) X Q — un proces continuu, F;- adaptat
ce satisface:

a) w(0, w) =0, w a.s.

b) E(w, —ws)|Fs) =0

c) wy—ws € N (0, \/E) unde N (m, o) reprezintd clasa repartitiilor nor-
male de medie m si dispersie o>.

In aceste conditii spunem ca w(t) este o miscare browniana unidimensionala
standard.

Dacd w(t) ia valori in R? gi componentele wy (t), ...,wq (t) ale lui w(t)
satisfac definitia 1.10 gi sunt procese independente, spunem ca w(t) este o migcare

browniana d— dimensionala standard.

1.2.3. Integrala stochastica

Fie (Mt)te[o,T] un martingal continuu, de patrat integrabil si fie:

n—1

Ly = {X = (X0 sepory | Xe(w) = &) - x(03(T) + D &(w) - Xetnra] (),

k=0
unde A0 =1ty <t; <...<ty, =T si&(w) este o variabila aleatoare F; -ma-
surabila, marginita, V1 < k <n }.
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Un proces din Ly se numeste proces simplu. Pentru X € L£; se defineste

procesul (I (X))y<<p Prin:

tn

n—1
(2.3.1) L(X)E N 6 (M, — My) + & (M~ M,).
=0

Propozitia 2.3.1. Ly este densa in L in raport cu norma
T
| X = | [ x?a0m,
0

Fie X € L. Exista atunci un sgir (X (”)) de procese din L astfel incat
lim || X™ — X [|= 0. Se aratd cd lim FE|L (X)) — I, (X™)[* = 0, ie.
n—oo

m,n—00

(It (X(”)))te[o 0 > 1 este un gir Cauchy de procese din M si deci exista
procesul (I (X)),c o 7 din M5 ce satisface: lim [ (X™) —I(X)] =0. Procesul
) n—00

limita nu depinde de sirul de procese aproximate considerat.
t
Folosim scrierea [, (X) = / XsdM,, 0 < t < T si procesul se numeste
0
integrala stochastica a lui X in raport cu procesul M € M.

Propozitia 2.3.2. Fie X € £. Atunci procesul 1(X) = (I; (X))g<,<p este
un martingal de patrat integrabil, continuu ce satisface:
a) Iy (X) =0, w as.

b) E[I} (X)] = E /de<M>s ([LOT=1X1), vt eloT]

o) E[(I(X) - L(X))? | F]=E /Xid(M)u | Fs|, Vs, t €10,T], w a.s.

Fie acum (Mt)ogth un martingal local, continuu astfel incat My = 0, wa.s
si fie :

P = {X = (Xt)ogth proces masurabil si F;-adaptat,

(o) [ xtaan, <) -1}

Pentru X € P se poate construi de asemenea un proces (1;(X))y«,;<p Numit
integrala stochastica a lui X in raport cu M.
Propozitia 2.3.3. Procesul (I; (X)) este un martingal local continuu ce

satisface:
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a) Iy (X) =0, w a.s.; t—/XZ M),, ¥V te [0, T];
c) Daca X,Y € P atunci (I (X), I (Y)); = /XSYSCZMS, VteloT].
Se foloseste notatia I; (X) de] /XS dM,, 0 <t < T.

Teorema 2.3.1. (Formula lui It6) Fie (M;) = (Mt(l),...,Mt(d)> un

0<t<T
vector cu componentele martingale locale, continue si (By) = (Bt(l), e Bt(d)> un
vector cu componentele procese F; - adaptate i cu variatie marginita, cu By = 0.

Fie X; = Xo+ M+ B;, 0 < t < T, unde Xy este Fy - masurabila cu
valori in R, Fie de asemenea f (t,z) : [0, 00) x R — R o aplicatie de clasd

CY2. Atunci are loc formula:

of 1 of
X)) =f(0,Xo)+ 5 (s,XS)derZl/axi (5, X,)dB"+
(2.3.2) 0 A
RO o*f @ 170)
(@) 4 = i J
+§ :a ) AM + ;1 ;1 P, (s, X)) d(MD M)y,

was,VO<t<T.

Observatie 2.3.1. Formula lui Ité precizeaza faptul ca o functie de clasa
CY2? ce depinde de un semimartingal este tot un semimartingal si ne furnizeazd

st scrierea corespunzatoare.
Corolarul 2.3.1. Fie (Xi)cy<p, (Yi)o<pcp doud semimartingale continue.
Xe=Xo+ M+ B, =Yg+ N +Cy, 0 <t <T

unde (My) si (N;) sunt martingale locale continue iar (By) si (Ct) sunt procese
continue, F- adaptate cu variatie marginita si By = Cy, w a.s. Este adevarata
formula de integrare prin parti:

t
(2.3.3) /Xdes:XtY}—XOYO—/Y;dXS—<M,N)t,VO <t <T,

0
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unde:

t t t
(2.3.4) / X, dy, & / X, dM, + / X,dB,
0 0 0

t
(o formula asemandtoare are loc si pentru / Y, dX5).

0

Observatie 2.3.2. Aceasta formula difera de formula de integrare prin
parti clasica, din cazul determininst, prin termenul de corectie (M, N);. O metoda
de a elimina acest termen este de a-l ,,absorbi“ in definitia integralei, obtinandu-
se astfel un nou tip de integrald stochastica care este mai utila atunci cand calculul
ordinar se intersecteazda cu calculul stochastic. Aceastd noud integrald se numeste

integrala Fisk-Stratonovich si se defineste astfel:

Fie (X¢)gcieq §1 (Y2)geier doud semimartingale continue ca gi in corolarul
precedent. Atunci integrala Fisk-Stratonovich a lui Y in raport cu X este:

t t

t
1
(2.3.5) /Y odX, 2 /stMs + /Y;st + (M. N}, 0<t<T.
0

0 0

Vom da acum o formula de tip It6 folosind integrala Fisk-Stratonovich.
Propozitia 2.3.4. Fie {X;: 0 <t < T} cain teorema 2.5.1si fie f : RT —

R un difeomorfism de clasa C*. Atunci:

d t

(2.3.6) PO = 1)+ [ 5 () edXi (o).

=1 0

Observatie 2.3.3. Vom defini acum integrala:

(2.3.7) / FOw(E)dw(t)

unde w(t) este o miscare brownianda gi f(t) este o functie stochastica. Putem

defini :

(2.3.8) I(T) = f(T)w(T) — / Ft)w(t)dt
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daca f este absolut continua pentru fiecare . Mai mult, daca f este doar continud,
sau doar integrabila, definitia data nu are sens. Definim integrala de mai sus

pentru functii treapta.

Definitia 2.3.1. Un proces stochastic f(t) definit pe [a, 5] se numeste
functie treapta, daca exista o diviziune o = to < t; < ... < t, = [ astfel incat

Definitia 2.3.2. Spunem ca f (t) este nonanticipativa relativ la F daca:
(1) f(t) este masurabil;

(11) f(t) este proces separabil;

(111) Pentru fiecare t € [, B], f(t) este F -masurabil sau F-adaptat unde

F este o familie crescatoare de o-algebre generata de {w (t), t € [, B]}.

Definitia 2.3.3. Spunem ca f(t) este functie treapta nonanticipativa in
L2, B], dacd f(t) = fi, t; <t < tir1, unde f; este Fy-mdsurabild si f; € L2,
0<i<r—lundea=ty<ti<...<t,=0.

Definitia 2.3.4. Se numeste integrala stochastica a lui f relativ la miscarea

browniana, vartabila aleatoare:

\3
|
—

(2.3.9) F (b [ (tasn) — w0 (80)].

b
Il

B
Aceasta variabila aleatoare se noteazd /f (t)dw (t) si se numeste integrala Ité.

«

Observatie 2.3.4. Dacd f € L? [«, T pentru toti T > 0, atunci spunem
ci f € L], o00].
1.2.4 Diferentiala stochastica

Definitia 2.4.1. Fie £(t) (0 <t < T') un proces astfel incat pentru orice
0<t1 <ty <T:

(2.4.1) E(h) — & (1) :/a(t) dt+/b(t) duw(t)
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unde a € LL[0, T), b € L2[0, T]. Atunci spunem cd £ (t) are diferentiald
stochastica d§, pe [0, T], data de:

(2.4.2) A€ (t) = a(t)dt + b (t) dw (¢).

Observam ca £(t) este functie nonanticipativa. Este de asemenea un proces

continuu. Rezulta ca £ € L [0, T7.

Definitia 2.4.2. Fie £ (t) ca in definifia de mai sus si f(t) o functie in
L [0, T). Definim:

(2.4.3) FOAE) = F(B)a)dt+ ()b (t) dw(?).

Observatie 2.4.1. f(t)d&(t) este o diferentiald stochastica, unde:
(2.4.4) n(t)= [ f(s)a(s)ds+ [ f(s)b(s)dw(s).
o]

Teorema 2.4.1. Dacd d&; (t) = a; (t) dt + b; (¢) dw () (i = 1,2), atunci:
(2.4.5) d (& (1) &2 (1) = & (1) d&e () + & (¢) A&y (8) + ba (£) b2 (2) dt.
Teorema 2.4.2. (Regula Ito de diferentiere stochastici). Fie
dE () = a (t) dt + b (t) dw (1)

si f(z,t) o functie continud in (z,t) € R x [0.00) impreund cu derivatele sale f,,
fuz, fro Atunci procesul f (£ (t), t) are diferentiald stochastica, data de:

df (€(8), 1) = fi(€(t), D) dt+ fo (E(1), 1) a(t)dt

(2.4.6) 1 2
5 faa (€(0), 1)U (£) b+ fo (€(2), £) b (1) dw (¢)

Aceasta se numeste formula It6. Daca w(t) este continuu diferentiabila in

1
t, atunci (prin formula standard de calcul al derivatelor totale) termenul 3 Frub?

nu va aparea.

1.2.5. Ecuatii diferentiale stochastice — rezultate clasice privind

existenta si unicitatea solutiei
Fie aplicatiile b (t, z) = (b; (t, 7)), ;<4 Si

o(t,z) = (04(t,z)) = (Oij<t7$))1§i§d71§j§r

unde componentele b; (t, x) si oy (¢, ) sunt aplicatii masurabile definite pe

[0, T] x R? cu valori in R. Fie, de asemenea, (W)g<pcr = <w§1), s wt(r)> o miscare
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browniana r-dimensionala standard si o variabila aleatoare F; -masurabila cu va-

lori in R,

Definitia 2.5.1. Procesul d-dimensional X = (Xt(l),...,Xt(d) , unde

)()gth
Xt(’), i € {1,...,d}, sunt procese continue, este solutie in sens tare a ecuatiei

diferentiale stochastice:
(251) dXt =b (t, Xt) dt +o0 (t, Xt) d’l,Ut,

sau pe componente:

(25.1)  dXY =bi(t X)dt+ Y oy (t, Xo)dw?; 1<i<d, te[0, T

j=1
daca sunt verificate urmatoarele proprietati:
(a) (Xt(i)> este un proces F -adaptat, V1 < i < d;
(b) Xo =& wa.s.;

t t
(0P| (s, Xolds+ [ 03 (s, X ds <o) =1, ¥1<i<a 1<) <r,
0

0
0<t<T;

(d) X satisface sistemul integral:
t t
(2.5.2) Xi =&+ /b(s, Xs)ds + /0 (s, Xg)dws; 0 <t <T, wa.s.
0 0

sau echivalent:
t t

(2.5.2)) X = 4 /bi (s, Xs)ds + /Oij (5, X,) dw", w a.s.,
0 0
unde 1 <1 <d, 0<t<T, g1 &= (5(1), ”,75(d)),

Teorema 2.5.1. Presupunem ca aplicatiile b(t, x) = (bi(t, ¥))1c;cq $0
o(t,z) = (045 (t, ) = (03 (t, ), <y < g1 < j<,» Salisfac condifiile de crestere
lintara si sunt global Lipschitz continue in raport cu variabila z, i.e. exista o
constanta strict pozitiva K astfel incat:

(2.5.3) §i
2 2 2
16t )" + [lo (¢, 2) 7 < K (1+ ||=])
adevdrate pentru orice t € [0, T|, x,y €. Fie (Q,F, P) un camp de probabilitate

si fie Fieor) o filtratie ce satisface conditiile uzuale. Consideram de asemenea
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o miscare browniand r-dimensionald w = (w¢)y <, < p §¢ & 0 variabild aleatoare
din L? (Q;Rd). In aceste conditii ecuatia diferentiala stochastica (2.5.1) admite
solutie unica. Unicitatea are loc in sensul urmator: Daca X = (Xi)g o, <p §i

Y = (Yi)g << sunt solutii, atunci are loc:
(2.5.4) P(X, =Y, Ytelo,T]) =1.

In plus, variabila aleatoare X, € L? (Q;Rd) pentru orice t € [0, T| si exista

o constanta C ce depinde de K astfel incat:
(2.5.5) MIX|P<C(1+MEP) e, Yo<t<T

Existenta se obtine utilizand o metoda a aproximatiilor succesive, sirul
aproximatiilor fiind un gir Cauchy in raport cu norma convergentei uniforme
din spatiul Banach C ([0, T];R?), pentru w a.s.

1.3. Teorema Cameron-Martin-Girsanov

1.3.1. O clasa de probabilitati absolut continue

Orice variabila aleatoare nenegativa g defineste o masura absolut continua

P, a carei derivata Random-Nikodim este g, i.e., P, (A) = / gd P pentru orice

A
multime masurabila A. Vom arata ca variabila aleatoare:

(3.11) g=epq [Fedu(s) 5 [IFFds

defineste o probabilitate P,, i.e., Eg =1, cu conditia f € L2 [0, T si satisface o

conditie de cregtere.

Teorema 3.1.1. Fie f € L2[0, T|, f = (fi,..., fu) si presupunem cd

exista numerele pozitive astfel incat:
(3.1.2) Eexp [,u|f(t)|2} <C pentru 0 < t < T.

Atunci:

to to
1
(3.1.3) FEexp /f(s) dw (s) — §/|f(s)|2ds =1ldaca0 <t <ty <T.
t1 t1
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Lema 3.1.1. Daca in teorema 3.1.1 condifia (3.1.1) este inlocuitd cu:
T
(3.1.4) FE exp /\/ |f(s)]Pds » < oo, pentru A > 1,
0

atunci concluzia (3.1.3) este adevdrata.

Lema 3.1.2. In conditiile lemei 3.1.1,
to 1 to

(3.1.5) E < exp /f(s)dw(s)—ﬁf\f(s)\zds \Ft, ¢ =1 a.s.
t1 t1

pentru orice 0 < t1 < to < T.

Corolar 3.1.1. In conditiile teoremei 3.1.1, relatia (3.1.5) are loc pentru
orice 0 < t1 < ty < T.

Observatie 3.1.1. Daca f(t) = w(t), atunci conditia (3.1.2) este indepli-

nita cu b = T

1.3.2. Transformarea miscarii browniene

Un proces {w(t), 0 < t < T} care satisface toate conditiile impuse de o
migcare browniana n-dimensionald (inclusiv continuitatea) in intervalul
0 <t < T se numeste migcare browniana in intervalul [0, 7.

Fie w (t) o miscare browniana n-dimensionald in intervalul [0, T]. Fie
F; o familie descrescatoare de o-campuri astfel incat F (w(X), A <t) este o
submultime a lui F; §i F(w(A+1t) —w(t), 0 < A <T —t) este independenta
de F;, pentru toti ¢t € [0, T]. Putem defini L2 [0, T] si integrala stochastica

¢

/ fdw(0 <t <T) in raport cu actuala familie F;.
0
Daca P este o masura pe (€2, F) data de:

ﬁ(A):/fdP (Ae F),

atunci scriem: dP (w) = f (w)dP (w).

Teorema 3.2.1. (Teorema Cameron-Martin-Girsanov) Fie o miscare brow-

niana n-dimensionala in intervalul [0, T| si fie ® = (Pq,...,P,) o functie din
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L2]0,T]. Definim

(3:2.1) @ = oo -3 [0

(3.2.2) F(t) = wt) — / B (5)ds.

Daca:
(3.2.3) dP (w) = exp [} (®)] dP (w)
(3.2.4) P(Q) =1,

atunciw(t), 0 <t < T este o miscare browniand in spatiul probabilitate (€2, F, ﬁ)

Teorema 3.2.2. (Teorema Girsanov) Presupunem cd este o miscare brow-

niand cu filtratia {Fi},, si cd {0}, este un proces Fi-adaptat astfel incdt:

T
1
(3.2.5) E |exp <§> /QEdt < 00.
0

Definim:
t . t
(3.2.6) L, =exp —/Gdes — 5/9§ds
0 0

si fie PUY) masura probabilitate definitd prin:

(3.2.7) PUIA] = / ()P (dw)
A
Atunci in raport cu mdsura probabilitate PXF) | procesul {w§L)} , definit
prin: Pt
t
(3.2.8) ng) = wy +/95ds,

0
este o miscare browniana standard.

Notatie. Scriem:
ipw)
dP

(3.2.9)

t

Fi
(L; este derivata Radon-Nikodin a Iui P%) in raport cu P).
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Observatie 3.2.1. a) Conditia

T
1
E |exp <§>/9t2dt < 00,
0

cunoscuta ca si conditia Novikov, este suficienta pentru a garanta ca {Lt}tZO este
un (P, {f}t>0) martingal. Deoarece L, este pozitivd si are media 1, P defineste
intr—adevdr;) masura probabilitate.

b) P si P sunt echivalente.

¢) Dacd vrem sd calculdm media in raport cu P avem:
EPL (@] = E[®,Ly].

Masi general,

L
EPL) (0, F,] = EF [cth—tm] .
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CAPITOLUL 2

FUNCTIONALE ASOCIATE CU CURENTI
GRADIENT STOCHASTICI SI ECUATII CU
DERIVATE PARTIALE NELINIARE
STOCHASTICE

Rezultatele din subcapitolele 1 si 2 ale acestui capitol au fost publicate in
articolul Iftimie, Marinescu, Varsan (2011) [11].

Subcapitolele 3 si 4 contin rezultate ale cercetarilor proprii efectuate in
perioada desfagurarii stagiului de cercetare postdoctorala, trimise spre publicare,

in curs de aparitie.
Stadiul actual al cercetarii in domeniu

2.1. Reprezentarea solutiei unei ecuatii cu derivate partiale

neliniara stochastica

2.1.1. Introducere

Studiul ecuatiilor de evolutie cu perturbatii stochastice foloseste unei va-
rietati largi de domenii, cu aplicatii multiple, printre care matematici financiare.
Ecuatiile cu derivate partiale neliniare stochastice au aplicatii in modelarea ratelor
dobanzii, in controlul stochastic cu informatii insuficiente (aga cum se specifica in
Lions si Souganidis [19]). Alte aplicatii ale ecuatiilor cu derivate partiale stochas-
tice (incluzand finantele) pot fi gasite in Da Prato si Tubaro ([?]).

In ultimele trei decenii, au fost studiate intensiv ecuatii cu derivate partiale

stochastice de forma

du(t,z) = L(t,z,u(t,z), Vu(t,z), D*u(t, z))dt
+> Ptz ult, ), Vu(t, z))dWi(t),

i=1
u(0,z) =¢(x),zeR"
impunand conditii adecvate coeficientilor. Aici W (t) reprezinta procesul Wiener
n-dimensional si operatorii de ordinul intai P;(¢,z,u,p) sunt liniari in raport cu
u, p, adica P(t,z,u,p) = (b;(t, z), p) + ¢;(t, x)u.
Cazul in care L este operator diferential liniar

n

L(ta x,u,p, Q) = Z aij(ta 'I)Q’Lj + Z ai(ta x)pl + aO(t7 x)u

i,j=1 i=1
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sici(t,x) = 0 a fost studiat in [30]. Ideea este de a transforma ecuatia cu derivate
partiale stochastice intr-o ecuatie liniara de tip parabolic cu parametrul aleator w
(pentru care autorul utilizeaza teoria semigrupurilor, abordare bazata pe teoria
Kato-Tanabe), via metoda caracteristicilor stochastice (care a fost introdusa de
Kunita pentru ecuatii cu derivate partiale stochastice de ordinul intai, vezi [17]).

Mai precis, solutia £(¢, x) a ecuatiei diferentiale stochastice

€0 =+ 33 [ Vo6 005,60 = 3 [ ioseleawics)
(1.1.1) 0 oo

—o 43 [Chis gl o dmics)

i=1 0

numita caracteristici stochastice, este un difeormorfism in raport cu x si daca
notam 7(t,z) inversa sa, atunci functia aleatoare v(t,x,w) := u(t,&(t,z,w),w)
rezolva ecuatia cu derivate partiale liniara de tip parabolic. Solutia unica u se
obtine ca u(t,z) = v(t,n(t,z)). Integrala stochastica ce apare in ultima linie a
formulei (1.1.1) este inteleasa in sens Fisk-Stratonovich.

Cazul in care operatorul L este semiliniar, adica

n

L(ta x,u,p, Q) = Z aij(ta x)qU + CLo(t, x, U,p)
i,j=1

a fost tratat de mai multi autori (vezi de exemplu [5]), in timp ce cazul cvasilinar

n
L(t,z,u,p,q) = Z aij(t, z,p)qi; + ao(t, z,u,p)
ij=1
a fost studiat numai de cativa autori (vezi de exemplu [2], unde a fost utilizata
metoda splitting up pentru operatori L in forma divergenta, sau [8] unde a fost
preferata o abordare bazata pe semigrupuri).

In toate situatiile de mai sus, functiile ao(t, z,u,p), a;;(t,z,u,p) au fost
presupuse (local) Lipschitz continue in raport cu u, p.

In [6] autorii trateaza cazul in care operatorul L(t,x,u,p,q) este complet
neliniar in conditii adecvate si, in particular, L este local Lipschitz continuu in
raport cu u, p si ¢, uniform in raport cu ¢, x.

Prezenta termenului auxiliar c(¢,x)u in partea de difuzie a ecuatiei cu

derivate partiale stochastice nu modifica foarte mult abordarea folosita in [30].
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Intr-adevar, cu notatiile de mai sus, prin transformarea

w(t> .1') = p(t, x)u(tv f(t’ x))>

unde

t
n

p(t,x) = exp —Z/Ci(s,ﬁ(s,x))dWi(s) +%Z/c?(s,§(s,x))ds :

=17
ecuatia cu derivate partiale stochastica este transformata intr-o ecuatie determi-
nista neliniara cu parametru aleator, in necunoscuta w(t, x,w). In sfarsit, u este
usor de obtinut din w § p via difeomorfismul 7.

Buckdahn gi Ma au tratat in [4] ecuatii cu derivate partiale neliniare stochas-
tice, descrise de integrale Fisk-Stratonovich, de forma

du(t,z) = L(t,z, u(t,z), Vu(t, z), D2u(t, z))dt

m

+ Z gi(t, z,u(t,x)) o dW;(1),

uw(0,2) =wuo(z),t €[0,T],xz € R,

unde
n

L(t7xau7p7Q>: Zaw QZJ+Zb pz+ft x,u,o (ZL“)p),
ij=1
unde a = oc*, In ipoteza ca f este Lipschitz in raport cu u,p. Cu notatiile de

mal sus,
~ 1 &
L(t,x,u,p, Q) - L(t,x,u,p, Q) + 5 Zvugi(tam’u) 'gi(t7x7u)'
=1

Ei demonstreaza, in conditii mai slabe pentru coeficienti, existenta (si intr-
o lucrare ulterioara unicitatea) asa numitei stochastic viscosity solution, intro-
dusa de Lions si Souganidis pentru o clasa mai generala de ecuatii cu derivate
partiale stochastice in [19], via curentul stochastic corespunzator &(t, x,y), solutia
ecuatiei diferentiale stochastice determinata de perturbatia stochastica a ecuatiei

cu derivate partiale stochastica, adica

€tz y) =y + 2 Z/ Vugi(s, 7, (5,2,)) - gi(s, 7, (5,2, 1)) ds

110

+Z/918x€sa:y))dW =y+2/glsmfsxy))odW()

110 z:lo
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Aceasta nu este caracteristica stochastica obignuita, care nu poate fi asociata
aici deoarece partea de difuzie a ecuatiei cu derivate partiale stochastica depinde
numai de u (neliniar), fiind independenta de gradientul sau.

In acest capitol pornim cu problema Cauchy asociata cu ecuatia cu derivate

partiale neliniara stochastica de ordinul intai, considerata in sens tare

du(t, z) = (Vu(t,x), go(z)) u(t, z)dt + Z(Vu(t,a:),gi(a:)) o dW;(t),

=1

(1.1.2)
uw(0,2) = p(z),t€[0,T],z € R™,

sau echivalent

alt,z) = ple) + / (Vu(s, 2), go(x) uls, ))ds+
(1.1.3) o
£ [(Fuls.a).gw) o diWi(s),

=17

unde integrala stochastica este inteleasa in sens Fisk-Stratonovich.

In cazul nostru Pi(t,x,u,p) := (g;(x),p) si driftul L(¢,z,u,p,q) contine ter-
menul (go(z),p)u care nu este Lipschitz in raport cu u, p si aceasta este prin-
cipala diferenta intre rezultatele mentionate mai sus si cazul nostru. Astfel,
daca incercam sa reducem ecuatia cu derivate partiale stochastica la o ecuatie cu
derivate partiale oarecare utilizand carcateristicile stochastice, atunci existenta
solutiei nu este usor de obtinut.

Pentru a rezolva aceasta problema adoptam o alta abordare, considerand
sistemul de caracteristici definit de (1.1.2) (care este definit in analogie cu caracte-
risticile asociate cu ecuatiile cu derivate partiale deterministe). Suntem condusi
astfel la un sistem de ecuatii diferentiale stochastice si ecuatii diferentiale or-
dinare, pentru care existenta solutiei nu este greu de demonstrat.

Aceasta tehnica de a considera sistemul de caracteristici asociat cu ecuatia
cu derivate partiale stochastica de tip parabolic a fost utilizata deja de Iftimie si
Varsan in [12].

Principala ipoteza este proprietatea de comutativitate a campurilor vectori-
ale g;, t = 0,...,m In raport cu paranteza Lie uzuald (vezi presupunerea (A.4)).
Kunita a facut de asemenea aceasta preupunere (vezi [17], paginile 236 si 238)
si unii autorii s-au referit la ea ca la o conditie de compatibilitate referitoare la

campurile vectoriale mentionate (vezi [4], Remarca 3.3).
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In aceste ipoteze, obtinem reprezentarea gradient pentru curentul stochas-
tic asociat cu ecuatia diferentiala stochastica obtinuta in principal din sistemul
de caracteristici definit de ecuatia cu derivate partiale stochastica (1.1.2) si solutia
fundamentala corespunzatoare ¢ (¢, x) a aceleagi ecuatjii cu derivate partiale stochas-
tice. ¥ (t, z) va fi descris ca o compunere intre solutia fundamentala a unor ecuatii
deterministe neliniare Hamilton-Jacobi (vezi (1.3.4) de mai jos) si solutia funda-
mentald a ecuatiei cu derivate partiale redusa (vezi ecuatia (77)).

Turbulenta miscarii fluidului poate fi descrisa de ecuatia Burgers

2
%(t, x) = V%(t, x) + u(t, x)%(t,x),
unde u(t, x) reprezinta viteza campului gi constanta pozitiva v este vascozitatea.
Ecuatiile Burgers cu termenul forta, dat de perturbatia aleatoare sunt mai rea-
liste.
In [3], autorii stabilesc un rezultat de existenta pentru solutia in sens slab

a problemei Cauchy cu additive space-time white noise, data de

ou 0*u ou W
E(th) - V@(t,l') - U(t,ﬂf)%(t,l‘) + 5%(%1’),

2
—— (¢, z) sunt
wae 11 cotime i . a0

intelese in sens generalizat. Utilizand asa numita transformare Cole-Hopf, ecuatia

unde W(t,z) este space-time white noise si derivatele partiale

integrala initiala, obtinuta prin convolutie cu nucleul caldurii, este transformata
intr-o ecuatie cu derivate partiale liniara determinata de integrala stochastica
Fisk-Stratonovich.

O alta clasa de ecuatii stochastice Burgers poate fi obtinuta din ecuatia cu

derivate partiale stochastica

ou 0%u dg

a(tvx) - @(tvl‘) + f(t,a:,u(t,x)) + a_x<t7$>u(t7x)>
82W(t 2)

otox" "

unde din nou W (t, x) este space-time white noise i aplicatia g(t, x, u) are crestere

+o(t,z,u(t,x))

patratica in raport cu u. Demonstratia existentei gi unicitatii solutiei in sens
generalizat (care se dovedegte a fi, de asemenea, solutie in sens slab) a problemei
Cauchy se bazeaza pe mai multe estimari ale derivatelor partiale ale nucleului
caldurii.

Fiind motivati de aceste rezultate, studiem un sistem de ecuatii Burgers

cu perturbatii stochastice definit de procesul Wiener, pentru care sunt utilizate
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campuri vectoriale constante, in partea de difuzie si in partea de drift, in scopul
de a obtine existenta solutiei clasice globale. Speram ca acest exemplu va fi de
interes pentru specialigtii in domeniu.

O alta aplicatie consta in calculul mediilor unor functionale depinzand
de valorea finala a unui proces non-Markovian, obtinut via solutia unei ecuatii
diferentiale stochastice care se obtine scriind sistemul de caracteristici stochas-
tice asociat sistemului (1.1.2). De obicei, aceste tipuri de medii sunt legate de
ecuatiile parabolice Kolmogorov de tip retrograd, dar aceasta procedura nu este
aplicabila in cazul nostru din cauza naturii non-Markoviene a procesului impli-
cat. In conditii corespunzatoare si evitand tehnicile ecuatiilor cu derivate partiale
stochastice, media conditionata parametrizata este solutia ecuatiei parabolice

Kolmogorov de tip retrograd cu parametru.

2.1.2. Preliminarii

Fie {W(t),t > 0} procesul Wiener m-dimensional pe spatiul de probabili-
tate complet filtrat {Q, F,{F:}, P}. T este un orizont de timp fixat.

Facem urmatoarele presupuneri:

(A.1) Campurile vectoriale gy, ..., g, apartin spatiului C* (R™;R") si au deri-
vatele de ordin intai gi doi marginite; go € C} (R™;R"™) si derivatele sale
partiale sunt marginite.

(A.2) Conditia initialda ¢ € C?(R") admite derivate partiale de ordinul intai
marginite.

(A.3) p:=TMK < 1, unde M := sup{|Vo(z)|,z € R"} si
K := sup {|go(7)|, x € R"}.

In tot capitolul vom utiliza notatiile (,) pentru produsul interior si Vh
pentru gradientul in raport cu x a unei functii (vectoriale) h(t,x).
Daca Y(t) si X(t) sunt semimartingale unu-dimensionale continue, atunci

integrala Fisk-Stratonovich a lui Y (¢) in raport cu X (¢) se definegte astfel

t t

(1.2.1) /Y(s) o dX(s) = /Y(s)dX(s) + %(Y, X),,

0 0
unde integrala stochastica ce apare in partea dreapta este integrala It6 uzuala si

(Y, X'); reprezinta variatia patratica a proceselor (Y'(t)) si (X (¢)).

Daca Y (t) este d-dimensional, putem defini in continuare integrala
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t t

/Y(S) e} dX(S) = (/YZ(S) (¢] dX<S))1§i§d-
0 0
Mentionam formula Ité implicata in integrala Fisk-Stratonovich (vezi, spre

exemplu, [14], Problema 3.14, pag. 156 sau [28], Teorema 34, pag. 82).

Propozitia 1.2.1. Fie Y (t) semimartingal continuu d-dimensional si o
functie vectoriald f : R* — RF cu componentele apartinand spatiului C3 (Rd).

Atunci

(122) FVE) = FYO) + Y [ SE () (o)

Avem nevoie, de asemenea, de urmatorul rezultat:

Lema 1.2.1. Fie X(t), Y(t) semimartingale continue cu descompunerea

t
X(t) = +/M dW
0
St
t
Y(t) = +/N dw
0

unde A(t), B(t) sunt procese continue, adaptate gi cu varialie marginitd, $i pro-
cesele definite de integralele stochastice sunt martingale (locale) (aceastd des-
compunere are loc pentru orice semimartingale continue, deoarece filtrarea (JF;)
reprezintd completarea filtrarii naturale generata de W, wvezi [28], Teorema 43,
Capitolul 1V). Atunci

(1.2.3) /tX(s) od /SY( ) o dW (r) /X s) o dW (s).

Demonstratie. Primul termen din partea stanga a formulei poate fi rescris
astfel:

S S

jX(s)od / (r) odW(r /X od/ )dW(r)—i—%/sN(r)dr =

0 0

_ /tX(s)d(/sY(r)dW(T) +%/SN(r)dr> +%/tM(s)Y(s)ds -

0
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= /X(S)Y(s)dW(s) +%/X(s)N(s)ds+%/M(s)Y s)ds =

- / X (s)Y (s)dWW (s) + %(XY, WY,
0
unde am folosit de asemenea formula de integrare prin parti (pentru semimar-
tingale), in scopul de a deriva martingalul X ()Y (¢).
Sistemul de caracteristici corespunzator (vezi, de exemplu, [18], Capitolul
6) este dat de

dz(t; \) = —u(t; A)go(@(t; A))dt + Z(—gi)(f(t; A)) o dW(t);

(1.2.4) S0 =

da(t,\) = 0,3(0,\) = p(\); A € R™,

Observatia 1.2.1. Observam ca integralele
¢ ¢

JEa@seans) s~ [a@saedwi)
0 0
nu sunt egale deoarece termenii din partea de drift au semne opuse.

Deducem ca u(t, \) = ¢(\) si T este solutia urmatoarelor ecuatii diferentiale

stochastice

t

f(t;A):A—go(A)/ Z(s; ) ds+Z/ —g)(@(s:\)) 0 AWy (s) =

0 =17

(125 == [ |oOan(ats ) - V(s 0) - (3l ) s

0

rms

/gz (5: A))dIVi(s).

Conform formulei (1.2.1) o parte a martingalului (local)

t

/ (—g)(@(s: \)) o AWi(s)

0
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t
este data de — /gi(/x\(s; A))dW;(s), care este de asemenea martingal (local), parte

0
a procesului Z(¢; \) (vezi (1.2.4)). Deoarece, in baza Lemei 1t6, o parte a mar-

t
tingalului (—g;)(Z(t; \)) este /Vgi(f(s; A)) - gi(Z(s; N))dW;(s) si aceasta implica
0

faptul ca
t

(=g @), Wi())e = / (Vgi(@(s; N)) - g:(T(s; 1)) ds,
0
pentru j =1,...,n.
Presupunerile facute asupra coeficientilor g;, ¢ = 0, ..., m asigura existenta

solutiei unice Z,,(¢; A) a sistemului (1.2.5). In aceleasi ipoteze, campurile vectoriale

gi, © =0,1,...,m sunt complete, adica ele genereaza curentul global definit astfel
Gi(t,z) = G;(t)(x), care satisface

0G; .

W(t’ z) = g;(G(t,z)), pentru toti t € R, z € R"; G;(0,2) = x.

Se stie ca pentru orice ¢, aplicatia (t,z) € R x R" — G,(t, =) este neteda,
Gi(t)(-) este difeomorfism si G;(t1 +t2, ) = G;(t1)(Gi(t2, z)). Ultima proprietate
implica faptul ca (G;(t))"'(-) = Gi(—t)(-) := H;(¢)(-).

Definim G(p)(z), p = (t1,...,tm) € R™ 2 € R" ca o compunere a curentilor

asociati campurilor ¢y, ..., gm, adica
(1.2.6) G(p)(z) = G(p,x) .= Gi(t1) o...0 Gp(tm)(x).

Avem nevoie acum de urmatoarea presupunere:
(A.4) Campurile vectoriale go, ..., gn comuta in raport cu paranteza Lie
uzuala, adica
96 93] (x) := Vgi(x)g;(x) — Vg;(2)gi(x) = 0
si aceasta Inseamna ca G;(t;) o G;(t;) = G;(t;) o Gi(t;), pentru 0 < 4, j < m.
In aceastd ipoteza, compunerea curentilor globali G(p, ) este solutie a sis-

temului gradient definit de campurile vectoriale originale, adica

g—im 2) = g:(G(p,)).

Notam H(p,z) := G(—p,x), pentru p = (t1,...,tm).
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2.1.3. Reprezentarea gradient a curentului stochastic si

constructia solutiei ecuatiei cu derivate partiale neliniara

Urmatoarele doua leme asigura reprezentarea gradient pentru curentul sto-
chastic Z,(t; A).

Lema 1.3.1. Curentul stochastic generat de solutia ecuatiilor diferentiale

stochastice (1.2.5) poate fi reprezentat astfel
(13.1)  Zp(t;A) = G(=W (1)) o Go(—tp(A)(A) = H(W(t)) o Ho(tp(A))(A)-

Urmeaza rezultatul de unicitate a solutiilor ecuatiilor diferentiale stochas-
tice.
Urmatorul pas consta in gasirea aplicatiei inverse a difeomorfismului

A — T,(t; A), adica rezolvam ecuatia
(1.3.2) TN =z

in raport cu necunoscuta A. Luand in considerare formula (1.3.1) si proprietatile

curentilor G; (care sunt pastrate de (), aceasta este echivalenta cu
Go(—te(A)(A) = G(W(1))(z) == 2(t, z).

Consideram mai intai ecuatia Go(—tp(M\))(A) = z, pentru t € [0, T] arbitrar

si z € R™, care poate fi rescrisa astfel
(1.3.3) Go(tp(N)(z) = A
Notam V (¢, z,\) := Go(te(N))(2).
Lema 1.3.2. Fcuatia (1.3.3) admite solutie unica, data de functia deter-

ministd netedd ¥(t, z) € CY1[0,T] x R R™), care satisface estimarea

9.9 = 2| < Tl

In plus, &(t, z) este solutia unica a wrmatorelor ecuatii Hamilton-Jacobi

(134 Wit.2) = Vilt.2) ao(2) e((t.2).
@//J\(O, z) =z

Urmatorul rezultat este o consecinta directa a acestei leme.
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Corolarul 1.3.1. Ecuatia curent (1.3.2) admite solutia unica A\ = ¥(t,x),

care poate fi reprezentata astfel

1#(757 1’) = J(a Z(t’ x))>
unde reamintim ca
2(t,x)=G(W (t))(x).

Mai mult, functia (t, x) este neteda in raport cu (t, x) si este (F;)-adaptatd,

pentru x fizat.

Compunerea curentilor G(p, ) este solutie a urmatoarelor ecuatii Hamilton-
Jacobi

oG
at;

Acum putem formula rezultatul principal al acestui paragraf.

(1.3.5) (p,x) = VG(p,2)gi(2), i =1,m; G(0,2) = 2.

Teorema 1.3.1. Fie u(t,z) = p(¥(t,z)). Atunci, in ipotezele (A.1)-

(A.4), u(t,x) este solutia clasica a ecuatiei cu derivate partiale neliniara (1.1.2).

Observatia 1.3.1. Functia vectoriala neteda aleatoare 1)(t, ) este solutia
fundamentald a ecuatiei cu derivate partiale stochastica (1.1.2), fiind construita
via n solutii liniar independente. Aceasta se obtine ca o compunere intre aplicatia
determinista neteda @(t,x) (care satisface ecuatiile Hamilton-Jacobi (1.3.4)) si
z(t,x) care este solutia fundamentala a ecuatiei cu derivate partjale stochastica
redusa SPDE (7). ¢(t,x) verifica ecuatia cu derivate partiale stochastica

dp(t,z) = (Vi(t,x), go(x)) o((t, x))dt+

m

(1.3.6) +D_(VU(t,2), gi(w)) 0 WD),

¥(0,2) =uz,t€[0,T],x € R

Utilizand acelasi tip de argumente, putem extinde analiza noastra la ecuatii

diferentiale stochastice de forma

(1.3.7) y(t) = A+ Z/@i@‘)fi(gl(s))ds + Z/gj(@/(é‘)) o dWj(s), t € [0,T].

i=1 =17
Aici presupunem ca:
o fi,....f4,91,--.,9m comuta in raport cu paranteza Lie uzuala;
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e campurile vectoriale gy, . . ., g,, apartin spatiului C? (R™; R™) cu derivatele
partiale de ordinul intai si doi marginite; f1,..., fg € C} (R";R") si deri-
vatele sale partiale sunt marginite;

e 0,...,0q0 € C*(R") si admit derivate partiale de ordinul intai si doi
marginite.

e p:=TMK <1, where M :=sup{|Vpi(z)|, r e R", i=1,...d} si
K :=sup{|fi(x)],z e R", i=1,...,d}.

Notam G,(t,z) = G;(t)(x) curentul global asociat fiecarui camp vectorial
complet g;(x) si F;(t,x) = F;(t)(x) curentul global generat de campul vectorial
complet f;(z).

Notam compunerea curentilor G(p)(z) = G(p, x) := G1(t1)o...0Gy(tm)(x),
pentru p = (t1,...,tn) € R™ si F(q)(z) = F(q,x) := Fi(t1) o ... 0 Fy(tq)(x),
pentru q = (t1,...,t;) € R

Folosind acelasi tip de argumente ca in lema 1.3.2, se poate demonstra:

Lema 1.3.3. Ezista si este unica aplicatia neteda 12)\(75, z) astfel incat

G(p(t, v(t, 2)))(0(t, 2) = 2, $(0,2) = 2.
Mai mult,

~ TK
[9(t,2) = 21 € T le(e)

-~

st (t, z) satisface ecuatia Hamilton-Jacobi
o . ~
(1.3.8) a—f(t, 2) + ; Vi(t, z) - fi(2) @i(¥(t,2)) = 0.

Formulam acum urmatorea teorema.

Teorema 1.3.2. In aceleasi ipoteze ca mai sus, curentul stochastic asociat

ecuatiei diferentiale stochastice (1.3.7) are forma
(1.3.9) y(t; A) = G(W(t)) o F(p(t, A)(N), t €10,T], A € R",

unde p(t, ) == (to1(N), ..., tpa(N)).
In plus, ecuatia curent y(t; \) = z admite solutia A = (t, x) = QZ(t, z(t,x)),
unde z(t,z) == G(=W(t))(x).

Demonstratia acestei teoreme este foarte asemanatoare cu demonstratia teo-

remei 1.3.1.
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2.2. Aplicatii
2.2.1. Solutii Pathwise ale ecuatiilor Burgers cu perturbatii stochastice

In acest paragraf construim solutia unui sistem de ecuatii Burgers cu pertur-
batii stochastice, utilizand rezultatele obtinute in subcapitolul anterior. Ecuatiile
cu derivate partiale stochastice considerate sunt date de

( du;(t,z) = FAui(t,x) + (Vu(t, z), u(t,z)) | dt
(2.1.1) +Z gzl t,2)dWy(t),t € [0, 7],

u; (0, x) —gpi( Jyx eR"i=1,...,n.

\

Aici (W (t)) este miscarea Browniana n-dimensional standard pe spatial
de probabilitate complet filtrat {Q, F,{F}, P}, @i € C*(R") cu derivatele de
ordinul intai marginite si integrala stochastica este integrala Itd uzuala.

Cautam solutii netede in raport cu variabila spatiala si care sunt F;-adaptate

pentru x fixat. Diferentiind in raport cu x; obtinem

ou; 8% 1 3u; 0%u;
3_xl(t’ 8xl )+ Z/ 2 0x,023 (s, 2) + 0x,0x), (s, 2)un(s, )+

6uz ou U
+ ot (5,) s, x}dﬁz/axlaxk 5, 2)dWe(s).

unde derivatele in raport cu x; trebuie si fie intelese in sens L? si, deoarece

aplicatia u(t, -) este neteda, ele coincid cu cele clasice. Deducem

t

8@61 82ui

1% = | =5 ds.

(Greami()) = [Tt
0

Prin urmare, utilizand formula (1.2.1), este usor de vazut ca sistemul (2.1.1)

poate fi rescris astfel

( n

du;(t,z) = <Vui(t,x), u(t, x)ek> dt+

k=1

(2.1.2) +Z (Vu(t ) o dWi(t),

[ ui(0,7) Zwi(m),
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unde sistemul {ey, ..., e,} reprezinta baza canonica a spatiului R”. Procedand in

mod asemanator ca in ecuatia (1.1.2), asociem urmatorul sistem de caracteristici
dZ(A) = =) Tkt Newdt — Y e o dWi(t), 2(0,1) = A € R

(2.1.3) P P

du;(t,\) =0, te[0,T],u;(0,\) = pi(N).

Se obtine w;(t, A) = p;(A) si Z(f; A) care satisface sistemul de ecuatii dife-

rentiale stochastice

T(tN) =\ — Z/%(A)ekds - Z/ek o dWi(s),

k=17 k=17

(2.1.4) - -
=+ Z/gpi()\)(—ek)ds + Z/(—ek) odWg(s), 0 <t <T.
k=17 k=117
Presupunem ca TK = p < 1, unde K := sup{|Ve;(A; A e R",i =1,...,n}.
Cu notatiile din teorema 1.3.2, d = m = n si f;(y) = gi(y) = —e;, pentru
1 <i < n. Prin urmare, F(t,x) = G;(t,x) = —te; + x si pentru t = (t1,...,t,),

F(t,z) =G(t,x) :—Ztiei—l—x:—t+x.

Notam p(t, ) := tp(A), unde p(A) = (p1(A), ..., pn(N)). Atunci
GW(t)) o F(p(t, A)(A) = =W(t) + F(te(A)(A) = =W(t) — te(A) + A
Aplicam acum teorema 1.3.2 si obtinem

Teorema 2.1.1. Curentul stochastic Z(t; \) poate fi reprezentat astfel
T(t;A) = A —tp(A) — W (t)

si ecualia curent T(t; \) = x are solufie unicd data de

A=Yt z) =Ptz + W(t)),

unde {Z)\(t, z) este solutia ecuatiilor Hamilton-Jacobi

~

o) —~d 0
Ptz > SL (2 D10.2))

Notam u;(t,x) := p;(¢¥(t, x)), pentrui=1,...,n. Atunci

u(t,z) = (u(t,), ..., un(t, z)) = p(¥(t, 2))
este solufie a sistemului de ecuatii stochastice Burgers (2.1.2).
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2.2.2. O problema de filtrare pentru ecuatii diferentiale stochastice

asociate cu ecuatii parabolice de tip retrograd parametrizate

Cu notatiile de mai sus, consideram urmatoarea ecuatia diferentiala sto-

chastica (ugor modificata):

(2.2.1) dz(t) = o(AN)go(x(t))dt + ; gi(z(t)) o dW;(2),

(care se obtine din ecuatia diferentiala stochastica (1.2.5) prin inlocuirea lui g; cu
—g;) si admite ca solutie curentul stochastic Z,(¢, ). Ecuatia curent z,(¢, ) = =,
In raport cu necunoscuta A, are solutia unica A = (¢, x).

Notam Z,(s;t,z),t < s < T curentul stochastic asociat ecuatiei diferentiale

stochastice
(2:2.2) dz(s) = @(¥(t, 2))go(x(s))ds + Z gi(x(s)) o dWi(s),

obtinuta din ecuatia ecuatia diferentiala stochastica (2.2.1) cu parametrul
A =(t, x).

Scopul principal este sa calculam mediile de forma E(h(Z,(T';t,x))), in care
este implicat procesul non-Markovian Z,(s; ¢, x).

De obicei, cand vrem sa calculam (¢, ) definita ca media unei functionale
care depinde de valoare finala &(7;t,x) a unui proces de difuzie &(s;t,z),
t < s < T, incepand la momentul ¢ din punctul z, utilizam faptul ca functia
u(t, x) este solutie a unei ecuatii parabolice de tip retrograd, numita ecuatie Kol-
mogorov (a se vedea de exemplu [9], Teorema 6.1).

Aceasta procedura nu poate fi aplicata in cazul nostru daca luam in consid-
erare natura non-Markoviana a procesului implicat.

Fie h € C* (R") cu derivatele partiale de ordinul intai marginite.

Pentru a calcula media E(h(Z,(T;t,x))), consideram media conditionata
v(t,z) = E[hMZ,(T;t,x))|¢(t,x)]. Un calcul direct al lui v(¢,x) presupune
cunoagterea procesului ¢ (¢, z), pentru care o situatie favorabila implica o ecuatie
cu derivate partiale neliniara.

O descriere mai potrivita a lui v(t,z) = u(t,z,v(t,z)) se obtine utilizand
versiunea parametrizata u(t, x, \), care este solutie a unei ecuatii Kolmogorov de

tip retrograd cu parametru.
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Utilizand rezultatele obtinute in sectiunea 1.3 din acest capitol, observam
ca reprezentarea gradient a curentului stochastic Z,,(7';t, ) este data de
(2.2.3) To(Tit,x) = GW(T) = W(t)) o Go((T = t)p(4(t, 2))) ().

Notam:

v(t,z) == E[hZ,(T;t,x))|¢(t, )]
si
Yo(sit,x, ) == G(W(s) — W (t)) o Go((s — t)p(N))(x), pentrut < s <T.

Deoarece 9(t,z) = &(t,G(—W(t),:c)) (vezi Corolarul 1.3.1) si @(t,z) este
determinist (amintim Lema 1.3.2), rezulta ca variabilele aleatoare ¥(t,x) si
Yo(T';t, x, \) sunt independente. Observam ca z,(1;t, z) = y (T t, x, ¢(t, x)).

Prin urmare, Lema independentei (vezi [29], Lema 2.3.4) ne conduce la
reprezentarea

olten) = Elba(Tite )|
Definim wu(t,z; A) := E[h(y,(T;t, 2, X))]. Evident y,(s;t,z,\) este solutie

a ecuatiei diferentiale stochastice

v =2+ 20 [anlurdr+ > [atutr)) o dWi), s € 1.7
t =13
Yo (s;t,x, ) este proces Markovian. Aplicand acum Teorema 6.1 din [9], rezulta

ca u(t,z; \) satiface ecuatia parabolica de tip retrograd pamaterizata (ecuatia

Kolmogorov)
(0
a?(t 2 \) + (Vu(t, 3 \), g(2, \)+
1 m

2.2.4 - , =
( ) 2 Zl u(t, z; N)gi(z), gi(x)) =0,

w(T,z; \) = h(x),t € [0,T],
unde g(z, A) := go(x Z Vyi(x ) si D?u reprezinta matricea Jacobi
a lui u.

Analiza de mai sus poate fi sintetizata in urmatorul enunt.

Teorema 2.2.1. In aceleasi ipoteze (A.1)-(A.4), media conditionatd

vt x) = EW(To(Tst, 2)) (1, )]

poate fi reprezentata astfel
o(t, ) = ult, 73 ) r=u(e.a),
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unde u(t,z; \) este solufia ecuatiei parabolice de tip retrograd (2.2.4). In plus,
media E(h(z,(T;t,x))) poate fi calculata astfel
E(h(F,(T;t,2))) = E(u(t,2)).

Rezultate obtinute

2.3. O problema de filtrare pentru ecuatii cu derivate partiale

neliniare stochastice non-Markoviene

2.3.1. Introducere

In acest subcapitol este studiata o problema de filtrare pentru ecuatii dife-
rentiale non-Markoviene 1n care sunt implicate ecuatii cu derivate partiale nelini-
are stochastice parabolice de tip retrograd cu parametri. Aceasta problema are la
baza un sistem Markovian de ecuatii diferentiale stochastice cu parametri pentru
care este utilizata reprezentarea integrala a curentului stochastic

{Z(t;N):t€]0,T],) e R"}
In plus, sistemul fundamental de integrale prime stochastice:
{)\ =Y (t,z)eR": t e [O,f] [x € R”}
poate fi construit ca solutia unica a ecuatiei curent Z(t; \) = z.

Subiectele mentionate mai sus sunt rezolvate in Teoremele 3.3.1 si 3.3.2 din
paragraful urmator (vezi Problemele A si B).

Solutiile Problemelor A gi B sunt utilizate pentru a asocia o ecuatie diferen-
tiala stochastica non-Markoviana si functionale pentru care se rezolva Problema
de filtrare (Problema C ) in Teorema 3.3.3 din paragraful 2.3.3.

Acest subiect a fost tratat si in referintele bibliografice [11] si [23], dar
analiza prezentata in acest subcapitol include o familie de campuri vectoriale in
partea de drift

{f(x;\) eR":z € R", A e R"}
fara presupunerea de comutativitate a acestor campuri.

2.3.2. Formularea problemelor

Fie {w(t) e R:t € [0,00)} procesul scalar Wiener peste spatiul de proba-
bilitate complet filtrat {Q, F 2O {F'}, P}.
Consideram ca {Z (t;\) e R":t € [0,T],\ € R"} este curentul stochastic
care satisface urmatoarea ecuatie diferentiala stochastica Markoviana:
dix = f(z; \)dt + g(x) odw(t), t€[0,T],z € R", A € R"
(3.2.1)
z(0) =\
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unde integrala Fisk-Stratonovich ,,0“ se calculeaza astfel:
1
g(@)odw(t) =g(z)-dw(t) + 5 |09 ()] g (x) dt,
utilizand integrala It6 ,,-“.
Facem urmatoarea presupunere:
(P) campurile vectoriale f gi g comuta in raport cu paranteza Lie uzuala, adica

lg, fr] (z) = 0, x € R™, pentru oricare A\ € R",
unde £ 2 f (z;X), iar f € (CLNC2?) (R R si g € (C, N CLAC?) (R, R™).
Problema A. Utilizand presupunerea de mai sus, gasim solutia unica
neteda si F'- adaptata
{)\ — y(t,z) ER™: (t,7) € [of] X R”} ,
care satisface ecuatia curent

B0t z) =z, te [oﬂ . zeR™

Problema B. Descriem evolutia procesului { (¢, )} utilizand ecuatiile cu
derivate partiale neliniare stochastice
(3.2.2) D(LTEN) =N, te [of] ,
dyp (t, @) + Outp(t, @) f (w3 90(t, @) di+
(3.2.3) + 00 (¢, 2) g ()] odw(t) = 0

A

b (0,2) =z Rt € [O,T]

Aici integrala Fisk-Stratonovich ,,0% se calculeaza astfel

- 1
() h(t,z)odw(t) = h(t,x) - dw(t) — 5(91}1 (t,x) g (x)dt,
utilizand integrala It6 ” -7, unde h(t,x) = 0,1 (t, z)g(x) este un proces marginit
care satisface |h (t,z)] < T pentru constantele p € (0,1) si

k =sup{|g(z)|: z € R"}.

Pentru fiecare (t,x) € [O, T} x R™ fixat, consideram A\ = 9 (¢, x) si definim
procesul {z¢ (s;t)[y] : s € [t,’f] Y € R”} care verifica ecuatia diferentiala sto-
chastica non-Markoviana

dsz = f(z;¢ (t,x))ds+ g(z)odw(s),s € [t,f]
5o (50t 2) ds + g (=) 0w (s)
z(t) =y € R™
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Problema C. Descriem evolutia functionalei valoare medie conditionata

v () = E{e (2 (T:D) [a) [ (t,2)} 2 € [0,.T] o e RY,
utilizand functionala parametrizata u (t, z; \) = Ep (2, (T';t) [z]) si ecuatiile Kol-

mogorov corespunzatoare.

Observatia 3.2.1. In ipoteza (P), solutia
{Z(t; ) - (t,A) € [0,T] x R"}

care satisface ecuatia diferentiala stochastica Markoviana (2.2.1) poate fi reprezen-
tata astfel

(3.2.5) T(t;N) =G (w(t))o F(t;N),t€[0,T],\ € R",

unde {G(0)[z] : 0 € R,z € R"} curentul global generat de campul vectorial {g} si
{F(t;\) e R": t € [-T,T], A € R"} este curentul global generat de campul vec-
torial {fr}, care verifica urmatoarea ecuatie diferentiald ordinard
dF (t; \)
(3.2.6) dt
F(0;\) =XeR™

=f(F (NN, te[-T,T7],

Observatia 3.2.2. Solutia {\ = (t,x)} a ecuatiei curent (vezi Problema

A) va fi gasita ca o compunere

(3.2.7) bt 7) = O (t,3(t2), te [of] , z e R",

unde Z (t, ) “Ia (—w(t)) [z] si aplicatia determinista neteda

12 € C1? ([O,f] X R”;R”) este solufia unica ce verifica ecuatiile functionale
(3.2.8) F <t;1/b\(t, z)> =2z,t€ [O,T\} ,z € R".

Observatia 3.2.3. ¢ € (2 ([O,ﬂ X R”;R”) care satisface ecuatiile
(2.2.8), reprezinta sistemul fundamental de integrale prime asociat cu ecuatia
diferentiald ordinara (2.2.6). In plus, vor fi adevdrate urmdtoarele ecuatii nelini-

are Hamilton-Jacobi

~

(3.2.9) { @1;(15, z) + [3212(15,2’)} f <z;w(t,z)> =0,t € [O,T\} ,

o~

¥ (0,2) =z € R™
Aceasta aplicatie neteda se gaseste aplicand teorema de punct fix a lui Ba-

nach gi utilizand ecuatiile functionale (2.2.8) pe care le rescriem sub forma urma-

toarelor ecuatit integrale
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(3.2.10) Ft; )=z A=z2— /f(F(s;)\);)\) ds © V(t, 2 \).
0

Ciutim T > 0 suficient de mic astfel incat
(3.2.11) ‘aﬁ (t, 2 A)) <pe(01),te [of] ZER"AER"

Aceasta ne asigura ca aplicatia 1% (t,2; \) este Lipschitz continua in raport

A € R" i verifica

(3.2.12) ‘17 (t, 2N =V (t, 2 \)

<pIN = X|,te [oﬂ NN € R,

pentru orice z € R™, unde p € (0,1) este o constanta.

2.3.3. Cateva rezultate auxiliare
Lema 3.3.1. Consideram ecuatiile functionale

t
(331) A=T(h=NY .- /f(F (5:0): N ds, £ € [0,T],2 € R,
0

unde {F (t; \)} satisface ODE (2.2.6).
Definim

k= sup {|0xf (23 A)| + 0xf (23 A)] : 2 € R", A € R}

S
kg (T) = (1 + ]{IlT) exXp le

Atunci

(3.3.2) |ONF (6 N)| < ko (T),t €0, T), A € R™;

(3.3.3) ‘af/ (t, 2 )\)‘ <o Tk [1+ ko (1)), £ € [0,T],2 € R", A € R

Demonstratie. Concluziile lemei rezulta din ecuatia (2.2.6) si lema lui Gron-

wall.

Lema 3.3.2. In aceleasi ipoteze ca in Lema 3.3.1 consideram T>0 astfel
incat
def 45 -
o T [14k (T)] € 01)
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(vezi (2.2.14). Atunci eisti solutia netedd 1 € CV2([0,T] x R™; R")care satis-

face urmatoarele ecuatii functionale
(@) V(tz0(L2) =0 (o), F (50(2) ==
() D(0,2) == R, D (L F () =\t e [0,7];
~ 1 ~ 1 ~
(©) |00 t.2)] <, D2~z < 7R (T2),
k (t,2) € [O,T] x R,

(3.3.4)

Demonstratie. Aplicand lema 3.3.1 si teorema de punct fix a lui Banach

functiei = V'(¢, z; A) rezulta concluziile lemei (pentru mai multe detalii a se vedea

preprintul articolului [13]).

Lema 3.3.3. In aceleasi ipoteze ca in Lema 3.3.2, consideram solutia unica
{)\:@//J\(t,z) te [0,’?] , 2 ER”},
care satisface ecuatiile functionale (2.2.15).

Atunci ¢ € C12 <[O,ﬂ X R”;R") verificd urmdtoarele ecuatii neliniare

Hamilton - Jacobi

(3..5) it o f[g;}? .(t7 5) =0

¥ (0,2) =z€eR"t e
In plus, &(t, ) E(CENC?) (R RY), t € [O,T\} st

N 1 R

8Zw(t,z))§—1 ,tE[O,T,zER”,
—p

pentru o constantd p € (0,1).

Demonstratie. Concluziile Lemei rezulta aplicand lema 3.3.2.

Lema 3.3.4. Presupunem cd g € (C, N CE N C?) (R™;R™) i definim pro-
cesul continuu Z(t, x) = G(—w(t))[z] 2 H (w(t))[z], t € [O,f} , x € R". Atunci
urmatoarea ecuatie cu derivate partiale de tip parabolic va fi adevarata
550 { A2 (t,2) + [0.2(t,2)g(2)] dw(t) = 0,t € [0, 7],z € R"

2(0,z) =z

)

unde integrala Fisk-Stratonovich ,,0“ se calculeaza ca in (a).

Demonstratie. Aplicand regula standard de derivare stochastica procesului
Z(t, x) si folosind identitatile H (0) o G (o) [\] = A € R" gi x = G (o) [A], obtinem
(2.3.2).

95



Suntem acum in masura sa dam solutiile problemelor A si B.

Teorema 3.3.1. (solutie pentru Problema A). Consideram campurile

vectoriale
fe(CinC?) (R*;RY) i ge (ConCiNCy) (RMRY)
care satisfac ipoteza (P) si definim curentul stochastic
{Z(t; \) :t€[0,T],A e R"}

care verifica ecuatia diferentiala stochastica (2.2.1).
Fie {J(t; z):t e [O, f] ,Z € R”} unica solutie construita in Lema 3.3.3.

Atunci procesul continuu si F'-adaptat

(3.3.7) {¢ (o)™ Gt 2(t2) : t [of] z e R”}
satisface ecuatia curent
(3.3.8) Bt (t2) = 2.t € [of] , z € R",

unde {z =Z(t,x): t€ [O,f] T E R”} este descrisa in lema 3.3.4.

Demonstratie. Prin definitie, {{Z)\(t, z)} verifica urmatoarele ecuatii functi-

onale (vezi Lema 3.3.3)

(3.3.9) F (t; D (¢, z)> —_— [o,ﬂ , z R
Utilizand ipoteza (P), reprezentam {Z(¢; \)} astfel

(3.3.10) F(EN) =G wt)oF(tN),te0,T], e R
Ecuatiile functionale

(3.3.11) T(A) =2 €R" (see F(t;N) =G(—w(t))[x])

vor fi rezolvate tinand cont de solutia unica a ecuatiei (2.3.5))

o~

b (t,7) = D (t,2(t2)), t € [of] z € R

Teorema 3.3.2. (solutie pentru Problema B). In aceleasi ipoteze ca in
Teorema 3.3.1, consideram procesul continuu si F' - adaptat
{A:w(t,x) ER":t € [O,f] = R”}

definit in (2.3.3). Atunci h(t,x) ) 0.0 (t,x)] g (x) (vezi Problema B) este un

proces marginit.

o6



In plus, este adevarata urmatoarea ecuatie cu derivate partiale stochastica

dp(t, ) + [0u(t, )] f (29, ) + [0a1p(E, w)g ()] odw(t) = 0

3.3.12 -
(33.12) b(0,2) =z R t € [O,T}

unde integrala Fisk-Stratonovich ,/0“ se calculeazd ca in formula ().

Demonstratie. A se vedea preprintul articolului [13].

2.3.4. Rezultat principal

Cu aceleasi notatii ca in paragraful precedent, consideram procesul continuu
si F'- adaptat {)\ =Y (t,x)eR": te [0, f] T E R”} descris in teoremele 3.3.1

si 3.3.2. Pentru fiecare (t,x) € [0,?) x R" fixat si A = ¢(t,z), fie

{z¢ (s;t)[y] : s € [t,ﬂ , Y E ]R”}

solutia care verifica ecuatia diferentiala stochastica non-Markoviana

) dyz = [ (50 (L) ds + g () oduw (s) s € |6,
- z(t) =y € R™
Alici integrala Fisk-Stratonovich ,,0“ se calculeaza ca in formula

1

g(2) o dw(s) = g(2) - dw(s) + 5 [9-9 (2)] g(2)ds

utilizand integrala It6 ,,-“.

Notdm C¥ (R") spatiul tuturor functiilor scalare ¢ € C* (R") care satisfac
o conditie de crestere polinomiala impreuna cu derivatele lor partiale pana la
ordinul £.

Scopul principal este de a descrie evolutia valorii medii conditionate

E{gp <z¢ (f;t) [x]) /1 (t,x)} défv(t,x),o <t<T,zeR"

utilizand functionala parametrizata
ult,z;0) € By (ZA <f; t) [x]) :

unde r € R, 0 <t < f, si ecuatia parabolica de tip retrograd corespunzatoare
(ecuatia Kolmogorov) pentru fiecare A € R* §i ¢ € CF (R").
Pentru realizarea acestui scop, ipoteza principala (P) din sectiunea ante-

rioara trebuie inlocuita cu urmatoarea ipoteza

campurile vectoriale fy(z) = f(z; ), g (z) comuta, adica
lg, [r] (2) =0,z € R", pentru fiecare A € R",

(D
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unde g € (C,NCENCENCE) (R, R™) si f € (Cf NCE) (R*™,R")
Observatia 3.4.1. In ipoteza (1) si utilizand curentii deterministi
{G(o)[z] 0 € R,z € R"}

St
{z = FE\(s;t)|y] : s € [t,f] , Y€ ]R”}
generaft de {g} si respectiv { fr}, observam ca solutia ecuatiei diferentiale stochas-

tice (1.2.4) poate fi reprezentatd astfel

(3.4.2) 2y (sit) [y] = G (w (s) —w(t)) o Fy(s;t) [y]
unde s € [t,f] ,y € R”

Aici z = Fy(s;t)ly], s € [t,f], y € R™ reprezinta procesul continuu si
Ft-masurabil care satisface ecuatia diferentiald ordinard cu parametru aleator

(3.4.3) % = f(z0(t, 1)), s € [tﬂ 2(t) =y € R".

Reprezentarea integrala (1.2.5) aratd cd zy (ﬁ t) [x] (vezi s = T siy==x
in (1.2.5)) si ¢ (z¢ (’f, t) [:L‘])) sunt aplicatii continue de vectorii aleatori inde-
pendenti zy = w (T) —w(t) (z1 este independent de F') si zo =1 (t,x) (22 este
Ft-masurabil).

Este sugestiv sa calculam functionala medie conditionata
(3.4.4) v(t,x)=E {@ <z¢ (T t) m) 1o (t, ;1:)} 0<t<T,zeR"
in felul urmator
(3.4.5) o(t,z) =u(t,z;(t ), 0<t<T,zeR"
unde functionala parametrizata u(t, x; \) este data de

(3.4.6) u(t,z;\) = Ep (zA (T\, t> [x]) 0<t< f,:c e R™.

Aici zy, (T\, t) [x] se obtine din (1.2.5) inlcuind vectorul aleator V¥(t,x) cu
AeR™

Observatia 3.4.2. Pentru ¢ € C2 (R") firat, asociem functionala (1.2.9),
unde ,,FE “ reprezinta media in raport cu probabilitatea { P} si utilizam dinamica
Markoviana obfinuta din ecuatia diferentiala stochastica (1.2.4) unde vectorul

aleator ¢(t,z) este inlocuit cu A € R™.
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Aplicand acum teorema 6.1 din (9], pag. 124-125, obtinem ca functionala
definita de (1.2.9) satisface o ecuatie parabolica de tip retrograd (ecuatie Kol-

mogorov) de forma

{u(T,:v;A)—w(x);

(3.4.7) .
Owu (t, 25 A) + Ly (u) (t,2;0) =0, 0<t < T, v € R,

pentru fiecare A € R™, unde

L)\(U)(t, €, /\) = <a:cu (tv €, /\) ) f(ZL‘, )‘)> +

3.4.8
(3.48) g (0 (0 (1, 0) 9 (1)) 0 (1)

Ca o concluzie a acestor observatii formulam urmatoarea teorema.

Teorema 3.4.1. (solutie pentru Problema C) Campurile vectoriale
{9(2)} si {f(z;\)} verifica ipoteza (I). Pentru fiecare (t,z) € [0,'?) x R™ fizat
si A =(t, ) consideram solutia {zw (s;t)[y] : s € [t, f} Y € R"} care satisface

ecuatia diferentiald stochastica non-Markoviand (1.2.4), unde
{)\ = (t,z):te [O,f] X E R”}

are proprietatile descrise in Teorema 3.3.1 si Teorema 3.3.2. Pentru ¢ € C’g (R™)
fizat, consideram functionala valoare medie conditionata {v (t,z)} definita in
(1.2.7). Atunci v (t,z) = u(t,x;¢ (t,x)), t € [O,f), x € R", unde functionala
parametrizata u (t,x; \) ,\ € R™ este data in (1.2.9) gi verifica ecuatia parabolica
de tip retrograd (3.4.7).

2.4. Curenti stochastici inversabili asociati cu ecuatii cu derivate

partiale neliniare stochastice

In acest subcapitol studiem inversabilitatea curentului stochastic bazata pe
reprezentarea sa integrala, in cazul in care campul vectorial de difuzie comuta
cu campurile vectoriale din partea de drift. Solutia unica satisface o ecuatie cu

derivate partiale neliniara stocastica.
2.4.1. Introducere

Analizam problema valoare initiala asociata cu un sistem de ecuatii cu

derivate partiale neliniare stocastice, considerata in sens clasic
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(

d
deui(t, ) + < Opui(t, ), Y uy(t, o) fi(x) > di+

(4.1.1) + < Byu;(t, x), ? ) > odw(t) = 0;

\ ;i (0,2) = p;(x), t €[0,T],x e R", i € {1,...,d},

unde integrala Fisk-Stratonovitch ,,0% se calculeaza astfel

(@) h(t, z)oduw(t) = —%&Eh(t, 2)g(@)dt + h(t, z) - dw(t)

13

utilizand integrala 1to ,,-“. Principala presupunere este proprietatea de comu-
tativitate [g, f;] = 0, ¢ € {1,...,d}, utilizdnd paranteza Lie uzualad. Obtinem
astfel curentul stochastic asociat cu ecuatia diferentiala stochastica, definit prin
intermediul sistemului de caracteristici stochastice. Sistemul fundamental de in-
tegrale prime stochastice {¢(¢,x)}, asociat curentului stochastic inversabil, este
construit ca o compunere ¥(t,z) = t (t,2(t,z)) intre solutia fundamentald a
ecuatiilor deterministe neliniare Hamilton-Jacobi, {QZ(t, 2)} si solutia fundamen-
tala {z = Z(t,z)} a ecuatiei cu derivate partiale stochastica redusa (vezi Teo-
rema 4.4.1 din paragraful 2.4.4). Solutia sistemului neliniar (4.1.1) de ecuatii
cu derivate partiale stochastice va fi reprezentata de w;(t,x) = ¢; (¥(t,x)), i €
{1,...,d} (vezi Teorema 4.4.2 din paragraful 2.4.4). Nu ne putem astepta ca
proprietatea de unicitate sa aiba loc, din cauza naturii neliniare a problemei. In
[4] sunt considerate sisteme de ecuatii cu derivate partiale neliniare stochastice cu
termenul de difuzie independent de gradientul solutiei, unde analiza este bazata
pe transformarile de tip Doss-Sussman. Analiza prezentata in [21] si [24] implica
sistemele de ecuatii cu derivate partiale neliniare stochastice unde este utilizata

proprietatea de comutativitate in sens tare [f;, f;] =0, 4,5 € {1,...,d}.
2.4.2. Formularea problemei
Consideram o multime finita de campuri vectoriale complete
{9, fr,--, fa} € (C,nCy NC?) (R™;R™)
si functiile scalare
{e1,...,0a} C (ConCy NC?) (R™).

Fie {w(t) € R: t € [0,00)} procesul scalar Wiener pe spatiul de probabili-
tate complet filtrat {Q, F D {F*}, P}.
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Definim curentul stochastic {Z,(t;\): t € [0,T], A € R"} care satisface

ecuatia diferentiala stochastica

(4.2.1) dyr = ;%(/\)fi(x)dt + g(z) odw(t), t € [0,T], z € R™;

z(0) =\, A eR"

unde integrala Fisk-Stratonovich ,,0“ se calculeaza astfel

() o du(t) = 5 [Beg(w)] o)t + g(x) - du(r)

utilizand integrala It6 ,,-“.

Campurile vectoriale {fi, ..., fs} din partea de drift a ecuatiei diferentiale
stochastice (4.2.1) nu comuta (utilizand paranteza Lie) aga cum s-a presupus in
referintele bibliografice [21] si [24].

Principala ipoteza utlizata aici este urmatoarea

(1) g comuta cu {fi,..., fa}
utilizand paranteza Lie, adica [g, f;] () =0, ¢ € {1,...,d}.

Problema pe care dorim sa o rezolvam aici este sa descriem evolutia functi-

onalei stochastice

u(t, ) L h(W(t,z)), (tz)€[0,T] xR, he (CLnC?) (R

incluzand w; (¢, x) def i (Y(t,x)), 1 <i<d, unde
{/\ = (t,z) € R : (t,z) € [0,T)] x ]R"}
este solutia unica neteda gi F'-adaptata ce satisface ecuatia
Z,(t:N) =z, tel0,T], zeR"
Aceasta solutie va fi gasita tinand cont de ipoteza (I) si de:
(42.2) { V(T N) =\, t e [O,ﬂ, for each \ € R";
(0, ) = .

Urmatorul pas in rezolvarea problemei este sa scriem ecuatiile stochastice

Hamilton-Jacobi corespunzatoare, verificate de

{)\: bt ) : (t2) € [0,T] ]R”}
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utilizand urmatoarea ecuatie cu derivate partiale neliniara stochastica

di(t, 2) +0,0(1, 7) [Z o1 ((t,)) file) | de+

i=1

+10u1(t, x)g(2)] 0 dw(t) = 0.

Aici integrala Fisk-Stratonovich ,,0“ se calculeaza ca in formula («).

(4.2.3)

Fie acum {G(0)[z] : 0 € R, € R"} curentul global generat de campul vec-
torial complet {g} si {F(t;\) :t € [-T,T], A € R"} curentul global generat de
d

campul vectorial {fy}, unde fi(x) def Z ©0i(A) fi(x).

Observatia 4.2.1. In ipoteza (1), o solutie
{Z,(t;A) - (1 A) €0,T] x R"}

care satisface ecuafia diferentiala stochastica (4.2.1) poate fi reprezentata astfel

(4.2.4) To(t; N) = G(w(t)) o F(t; N), (t;A) € [0,T] x R™,
unde F(t,\) satisface urmatoarea ecuatie diferntiald ordinard
dF(t; \)
— = = F(t;N), te|-T,T),
o) A = BF@EN), e [1,T)

F(0:\) =\, A€ R™.
Observatia 4.2.2. Solutia {\ = ¥(t,z)} care satisface ecuatia curent gi

ecuatiile (4.2.2) va fi gasita ca o compunere astfel

{ Y(t, ) =0 (L, 2(t, 7))

(4.2.6) ot 2) def G (—w(t)[z], t € [O,f] , v €R",

unde aplicatia neteda determinista A = zZ(t, z) este solutia unicd a ecuatiilor

functionale

A~

(4.2.7) F(t;\) =z, t€[0,T], z € R™.

Observatia 4.2.3. {)\ = @(t, ) eR*:te0,T), z € R”} care satisface
ecuatiile (4.2.7) reprezinta sistemul fundamental de integrale prime asociat cu
ecuatia diferentiald ordinard (4.2.5). In plus, vor fi valabile urmatoarele ecuatii

neliniare Hamilton-Jacobi.

Ot 2) + 0:0(t, 2) [Z ) fi(z)] =0, t€[0.7]

¥(0,2) =z € R™

(4.2.8)



Prin definitie, {F(t; A) : t € [0,T], A € R"} satisface

d t
(4.2.9) F(t;\) =X+ Z/%’(/\)fi (F(s;A))ds, t€[0,T], A e R"
=17
si ecuatiile functionale (4.2.7) pot fi rescrise astfel
t

Pt =22 =23 o) [ fi(Fs ) ds

(4.2.10) —
= 0

~

A=VI(t,z; \).

Alici aplicatia neteda V(t, z;A) 1[0, 7] x R" x R™ — R™ este definita de
d t
(4.2.11) Vit,z:\) =z — Z ©i(N) /fi (F(s;A))ds,
i=1 .

i cautam 7' > 0 suficient de mic astfel incat

A~

<pI\'=XN|,te0,T], zeR", X,\' e R",

~ ~

(4.2.12) |V (t, ;") =V (L, 2; N)

pentru o constanta p € [0, 1).
Aceasta ne permite rezolvarea ecuatiilor functionale (4.2.10) prin aplicarea
teoremei de punct fix a lui Banach. Acest lucru va fi analizat in urmatoarele doua

leme.

2.4.3. Rezultate auxiliare

Lema 4.3.1. Consideram ecuatiile functionale

d t
(43.1)  A=V(t,z\) . %(A)/fi (F(s;A))ds, t€[0,T], z€ R"
0

i=1
unde {F(t; \)} satisface (4.2.9) pentru
{fi,-- -, fa} CS(C,NCENC?H) (R R™)  date si
{1, 0at S (G NCyNC%) (RY).
d
Definim K; = sup {Z |Oxoi( M| [ fi(x)] - AeR™, x € ]R”} :

i=1
d

Ky = sup {Z loi M| |0:fi(x)] : N ER"™, x € R”} $i
i=1

Kg(T) == (1 + KlT) exXp KQT
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Atunci

(4.3.2) IF(6; N — F(EX)| < K5(T) X = N|, t €[0,T], N, \ € R",

V(t, 2, N) =Vt X)| < T[K + K Ks(T) [N — N,

(4.3.3)
te[0,T], ze R", X, \" € R™.

Demonstratie. Concluziile (4.3.2) si (4.3.3) sunt consecinte directe ale unor
calcule directe aplicate in (4.2.9) si (4.2.11).

Lema 4.3.2. In aceleasi ipoteze ca in Lema 2.2.1, consideram T>0 astfel
incat

(4.3.4) ‘17(15, AN =Vt N < pIN = X|, te[0,T], 2 € R", N, X" € R”,

~

W(t,z)) ==z2,t€ [O,f], z € R",
=\t

A\ telo,T),

~

V(t,z0(t 2)) = (t, 2), F(t;
(435) ( ’271/]( 72)) /(\’2)7 ( Y
¥(0,2) =z € R, (L, F(t; A))

unde {?(t,z;)\)} satisface (4.3.4).
Lema 4.3.3. In aceleast ipoteze ca in Lema 2.2.2 consideram solutia unica

{/\:zZ(t,z): t [0, 7], zeR”},

care satisface ecuatiile functionale (4.3.5). Atunci 121\ cC? ([O,T\] X R”;R") st

urmatoarele ecuatic Hamilton-Jacobi sunt adevarate.

(91;12(15,,2)—!—3212(15,2) [i ©0; (@(t, z)) fz(z)] =0,t€ [O,f] , 2 € R™,

-~ ‘ -~

(4.3.6)
’QD(O, z) =z,

Lema 4.3.4. Presupunem ca g € (C, N CL N C?) (R™;R™) si consideram
At,2) = G(—w)a], ¢ € 0,T), = € R,
unde {G(0)[z] : 0 € R, x € R"} este curentul global generat de {g}. Atunci este

adevarata urmatoarea ecuatie cu derivate partiale stochastica de tip parabolic
(4.3.7) diz(t, x) + [0.2(t, x)g(z)]odw(t) =0, t € [0,T], x € R",
unde integrala Fisk-Stratonovich ,/0“ se calculeazd ca in formula ().
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Reamintim ca evolutia procesului z(¢, ) = H (w(t))[z], prin aplicarea regulii
standard de derivare stochastica, ne conduce la urmatoarea ecuatie
1
diz(t, ) = 05 {H(0)[2]} o - dw(t) + 505 {H () ]} oy At =
~ 1 ~ ~
=g (2(t,2)) - dw(t) + 50:9 (2(t, 2)) g (2(t, 7)) dt

pentru orice t € [0, 7], z € R", unde coeficientii din partea de difuzie si din partea

(4.3.8)

de drift sunt functii marginite.
Rescriind membrul drept al ecuatiei (4.3.8) obtinem ecuatia cu derivate
partiale stochastica de tip parabolic data in (4.3.7) unde coeficientii din partea

de difuzie si din partea de drift sunt functii marginite.

2.4.4. Rezultate principale

Solutia {)\ =Y(t,x) eR": t e [O, f} , T € R"} care satisface ecuatia curent

va fi gasita ca o compunere
(4.4.1) v(t.a) =D (L2 a), te [0,T], zeRrr,

unde {@/Z)\(t, Z)eR™: (t,2) €[0,T] x R”} este analizat in Lemele 2.2.2 gi 2.2.3,
iar
2(t,2) = G(—w(t)[z], t € [0,T),2 € R
este descris in Lema 1.2.4.
Observatia 4.4.1. Prin definitie, {)\ =(t,x): (t,z) € [O,ﬂ X R”} data
in (4.4.1) este unica solutie netedd i F'-adaptata care verifica ecuatiile functio-

nale (vezi observatia 4.2.1)
(4.4.2) Z,(tA) = G (w(t) o F(t;A) = x, ¢ [0, ﬂ .z €R™.
In acest sens, observim cd \ = @(t,z) satisface F' (t;zz;(t,z)) = z, ceea ce
implica G (w(t)) o F (t;4(t,x)) = x, pentru orice t € [O,ﬂ, x € R"™, cu condifia
2 =G (-w(t)) [z].

Ecuatia cu derivate partiale neliniara stochastica data in (4.2.3) va fi anal-

izata In teorema urmatoare.

Teorema 4.4.1. Preupunem cd g € (C, N C}f N C?) (R™;R™) comutd cu
{fi,.... fa} € (CoNCy NC?) (R R™)
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(vezi (I)) i {p1,...,0n} C (CoNCLNC?) (R™) sunt fizate.
Consideram unica solutie netedd si F'-adaptatd

A=t 1) L (5t 2), t e [of] , zcR"

definite in (4.4.1) si care satisface (4.4.2). Atunci este adevaratda urmatoarea

ecuatie cu derivate partiale neliniara stochastica

At @) +0,6 (@ [Z os ((t,0)) fila) | di+

+[024(t, z)g(x)] odw(t) = 0
P(0,2) =z, z €R", t € [O,T\] .

(4.4.3)

Observatia 4.4.2. O solutie pentru problema pe care ne-am propus sa o

rezolvam va fi gasita utilizand argumente similare ca in Teorema 2.3.1.

Teorema 4.4.2. In aceleast ipoteze ca in Teorema 2.3.1, consideram
he (CLNC?) (R and {A — y(t,z) ER™: (t,7) € [of] x R”}
care satisface ecuatia cu derivate partiale neliniara (4.4.3).
Atunci u(t, ) def h((t, x)), (t,z) € [0,T] x R", este o solufie a urmdtoarei

ecuatii cu derivate partiale stochastica

deu(t, z)+ < Oult, x)

Z i (¥ :1:')] > dt+

+ < Oyu(t, x), g( ) >odw(t) = 0;
u(0,2) = h(z), t € [0,7].

Aici integrala Fisk-Stratonovich ,,0 “ se calculeazad ca in formula (o).
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CAPITOLUL 3

PROBLEME BAZATE PE ECUATII CU DERIVATE
PARTIALE NELINIARE STOCHASTICE
CU SALTURI

3.1. Functionale si curenti gradient stochastici

cu salturi marginite

3.1.1. Introducere

In acest subcapitol sunt investigate doua probleme bazate pe ecuatii diferen-
tiale stochastice cu salturi impunand conditia de comutativitate pentru campurile
vectoriale {f1, fa,9} C (CyNCYNC?) (R™;R") care descriu migcarea. Aceasta
implica utilizarea reprezentarii integrale pentru orice solutie a ecuatiei diferentiale
stochastice considerate. In plus, sistemul fundamental de integrale prime stochas-
tice poate fi construit daca sunt indeplinite conditiile din teorema contractiei. O
solutie pentru Problema (I), continand subiectele mentionate mai sus, este data
in Teorema 1.3.1 a paragrafului 3.

Solutia problemei (I) este utilizata pentru a asocia ecuatia diferentiala sto-
chastica non-Markoviana cu salturi pentru care este rezolvata o problema de
filtrare in Teorema 1.3.2.

In paragraful 2 al acestui subcapitol sunt date cateva preliminarii, incluzand
a aplicatie a teoremei de punct fix a lui Banach pentru rezolvarea ecuatiilor
integrale stochastice cu salturi. Teoremele 1.3.1 si 1.3.2 reprezinta rezultatele
principale si se refera la evolutia unor functionale utilizand ecuatiile cu derivate
partiale neliniare stochastice de tip parabolic sau introducand ecuatiile retrograde
parametrizate de tip parabolic.

Metoda generala utilizata aici se bazeaza pe functii netede pe portiuni,
construite ca solutii fundamentale ale unor ecuatii (Hamilton-Jacobi) cvasiliniare
cu salturi. Atunci solutia pentru Problema (I) este definita combinand functiile
test netede pe portiuni cu solutia continua a ecuatiei diferentiale stochastice con-
siderate. Aceastd metoda are multe in comun cu rezultatele continute in [11]
unde sunt studiate ecuatii diferentiale stochastice si ecuatii cu derivate partiale
stochastice cu traiectorii continue. Rezultatele date in [12] utilizeaza o abor-
dare diferita. Unele rezultate ale acestui subcapitol sunt continute in referinta
[31], unde este tratata o situatie mai generala care include mai multe campuri

vectoriale in involutie in partea de difuzie.
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3.1.2. Preliminarii si formularea problemelor

Consideram doua procese independente {(w(t),y(t)) : t € [0,T]} pe spatiul
de probabilitate complet filtrat {Q,F D {F'}, P} (vezi Q@ = Q5 X Qo
F=F xF, Fl = Fi x Fy, P =P, ®Py), unde {w(t) e R: ¢t €[0,T]} este
migcarea Browniana pe spatiul {Qy, F; 2 {F}}, Py} si

{y(t) € [=7,7]: £ €[0,T],y(0) = 0}

este un proces constant pe portiuni definit pe spatiul de probabilitate

{Qq, F2,Ps}. Procesul constant pe portiuni {y(¢)} satisface

Yy (t7 WQ) =Y (91 (w2) ’WQ) n:0t Yi <w2) , le [91 (WQ) 79i+1 (WZ))

unde 0= 0y (w2) < 01 (w2) < ... < Oy_1 (w2) < Oy (w2) = T este o partitie astfel
incat y; (we) : 2y — R este o variabila aleatoare F,— masurabila pentru orice
ie{0,1,...,N —1}.

Consideram campurile vectoriale {g, f1, fo} C (Cy N C N C?) (R™;R™) si
doud functii scalare {1, o} C(Cf N C?) (R™) astfel incat

(A1) {g, f1, f2} commuta in raport cu paranteza Lie

(A2) (v+T)VK =pe[0,1), unde {|y(t)|<~:t€[0,T]},

si
Vo= sup {|0up1 ()], [Owpa(2)] : 2 € R"},
K =sup {[/i(2)],[f2(x)] - 2 € R"}.
Fie {Z,(t;\) : t € [0,T], A € R"} curentul stochastic generat de urméatoarea

ecuatie diferentiala stochastica cu salturi

de = [f1 (Z(t=)) pr(N)dt +f2 (@(t=)) p2(N)dy(t)] +
(1.2.1) +9 (z(t—)) o dw(?);

2(0) =AeR", £ € (0,77, 0y(t) = y(t) — y(t-), 2(t—) = lim (s),

unde integrala Fisk-Stratonovich ”0” se calculeaza astfel

(@) g (@(t=)) o dw(t) = 5 ([0x9]9) (F(t=)) At + g (Z(t-)) - dw(?)

DO | —

utilizand integrala It6 ,,-“.
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Pentru fiecare interval de continuitate ¢ € [6;,0;11) (facand un abuz, vari-
abilele (w1,wy) € Q X {2y sunt omise) asociem urmatorul sistem de ecuatii cu

derivate partiale neliniare stochastice de tip parabolic

(d(t, z) + [0:0(t,2)] fi(z)er(v(t, x))dt+
+ [0:4(t, )] g(x)odw(t) = 0;

I f
]
(122)  Cp(0n0) = Bl (6 (8- 2)) 8y (60) (0 (6i— )
i€ {0,1,...,N—1};
L ¥(0,2) =z €eR",

unde Fy(0)[z], pentru 0 € R, z € R, este curentul global generat de campul
vectorial complet {f>}.

Integrala Fisk-Stratonovich ,,0 ¢ din (1.2.2) se calculeaza astfel:
1
(B) h(t,z)odw(t) = h(t,x) - dw(t) — §8zh(t, x)g(x)dt,
utilizand integrala Ito ,,- .

Problema (I). In ipotezele (A1) si (A2) existi o solutie F'— adaptats
A =1(t,x) € R astfel incat

(1.2.3) To(t;\) =2, t €[0,T], ¥(0,z) =2 € R
(1.2.4) {¢(t,z): t €1[0;,0i11), x € R"} este aplicatie continua;

(1.2.5) {o(t,x): t €[0;,0;+1), © € R"} este aplicatie continuu diferentiabila

de ordinul 2 in raport cu x € R", care satisface ecuatia cu derivate partiale

neliniara stochastica de tip parabolic data in (1.2.2), i € {0,1,..., N —1}.

Problema (II). Utilizand solutia unica {A = (t,z)} a Problemei (I),

descriem evolutia valorii medii conditionate
(1.2.6) vi(t,x) = By {h (2y(T;t,2)) | ¥(t,x)}, t € [6;,0i41), v € R",

pentru orice h € Cg (R™)sii e {0,1,2,...N—1} unde C’If (R™) reprezinta spatiul
functiilor continuu diferentiabile de ordinul 2 astfel incat h, 0,,h, airjh satisfac

o conditie de cregtere polinomiala pentru i,7 € {1,2,...,n}.
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Aici {zy(s;t,z) : s € [t,T]} este solutia unica a urmatoarei ecuatii diferen-
tiale stochastice non-Markoviene cu salturi
dsz = [f1(z(s=))epr (¥(t, 2)) ds + fo(2(s9))@2(¢ (¢, x))oy(s)] +
(1.2.7) +9(2(s—)) o dw(s);
2(t) =z, seltT].

Observatia 1.2.1. Utilizand ipoteza (A1), solutia unica {Z,(t;\)} a ecua-
tiei diferentiale stochastice (1.2.1) poate fi reprezentata astfel
(1.2.8) Zy,(t;A) = G(w(t)) o Fy (11(t, X)) o Fy (12(t, N)) [A], t € [0,T], X € R",

unde G(0)[z] si Fi(0)[z] sunt curentii globali generati de campurile vectoriale com-
plete {g} si respectiv{ f;}, iar 7 (t, \) = @1(A\)t, To(t, A) = p2(N)y(t). Reprezentarea
integrala (1.2.8) ne ajutd sa inlocuim T,(t; N) = = prin urmatoarele ecuatii inte-

grale
(1.2.9) A=V(t,z;\) == F(—7(t, ) [G(—w(t))[x]],

unde F (o1, 09) [Z] ) (01) 0 Fy (09) [2] st T(t, A) = (11(t, A), T2(t, N)) .
Prin calcul direct i folosind ipoteza (A2), obfinem

(1.2.10) |O\V (t,2; N)| < p€0,1), for any x,\ € R", ¢t € [0,T],

care ne permite sa utilizam teorema de punct fiz a lui Banach pentru a rezolva
ecuatiile integrale (1.2.9).

In acest sens, solulia unicd a ecuatiilor (1.2.9) poate fi gasita ca o compunere

(1.2.11) Y(t,x) = (t,2(t,7))

unde Z(t, ) dof G(—w(t))[z], t € [0,T], x € R, este un proces continuu §i Fi—

adaptat.
Pe de alta parte, pentru fiecare z € R"™, procesul neted pe portiuni si Fo—
masurabil {@(t, z)eER": te [O,T]} se gaseste ca solufia unica a urmdtoarelor

ecuatii integrale cu salturi
(1.2.12) A=V(t,z\) = F(—7(t,\)[z], t € [0,T], z € R".
Aici (6, A) = (11(t, N), To(t, N)) si F (01, 09) [2] sunt definite in (1.2.9).
Lema 1.2.1. In ipotezele (A1) and (A2), existd o solutie unicd
{)\ — O, 2) eR" 1€ [0,T], » € R”}
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a ecuatiei (1.2.12), care este continuu diferentiabila de ordinul 2 in raport cu

zeR". In plus, sunt adevarate urmatoarele ecuatit integrale cu salturi:
(t,2) =V (t Zd(t—, z)) te[0,T], 9(0,2) = z € R™;
(0:,2)= V (01,20 (01 z)) —

= Fo [ (6 2)) w0 (96 2)),

unde {)\ = {Z)\(Hi—, z)} este solutia unicd a ecuatiilor integrale A = v (0;—, z; ),
ief{0,1,...,N—1}.

ot
(1.2.13) n

Demonstratie. Solutia unica {)\ = ﬂ)\(t, z)} care satisface ecuatiile (1.2.13)
se gaseste ca limita sirului de aproximari standard {Ax(t, 2)},-, construit astfel:
Definim )
Xol(t,2) =2, Mesa(t,2) =V (t, 2 Mo (t—,2)), k>0, t € [0, 7],

1.2.14
( ) z e R™

Utilizand ipoteza (A2), obtinem ca {x(t, 2) };5, este sir Cauchy care satis-

face
(1.2.15) M1 (t2) = A(t, 2)] < pF - [ha(t=, 2) = do(t=, 2)] 5
2. W(t,z) = Im A\g(¢, 2), Y(t—, 2) = lim A\ (t—, 2),
k—o00 koo

pentru orice k > 0, t € [0,7] si z € R™.

Ca o consecinta directa a Lemei 2.2.1, obtinem
Lema 1.2.2. In aceleasi ipoteze (A1) si (A2), consideram solufia unicd
{A:@(t,z) ER":te0,T], 2 € R”} ,
care satisface ecuatiile integrale (1.2.13). Atunci
{0t.2) € Rt € 6,,0:11), 2 € R"}

este aplicatie continuu diferentiabila in raport cu z € R™ (de ordinul doi) si
respectiv cu t € [0;,0;41) (de ordinal intdi). In plus, sunt adevirate urmdatoarele

ecuatii cvasiliniare (Hamilton-Jacobi) cu salturi

0t 2) + |00 ) 1(2)| o (9(8,2)) = 0, ¢ € [63,01)
(1216)  {(0,2) = B [~ (W0, 2)) w(60)] (@ (63—, 2)
0(0,2) =z€R", ie{0,1,...,N—1}.
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Observatia 1.2.2. In ipotezele (A1) si (A2), solutia pentru Problema (I)
va fi

(1.217)  (t,x) = O (t,2(t,2)), t € [0:,0i11), 2 €R™, i€ {0,1,...,N — 1},

~

unde {¢(t, z)} este definita in Lema 2.2.2, iar procesul continuu i Fi— adaptat
{Z(t,x)} este dat de

(1.2.18) 2t x) = G(—wt)[z] =2 H(w(t))[z], t €[0,T], z € R

Procesul continuu {Z(t, z)} satisface o ecuatie cu derivate partiale stochas-

tica de tip parabolic descrisa in

Lema 1.2.3. Presupunem cd g € (C, N C} N C?) (R R™) si definim pro-
cesul continuu 3(t,2) = G (—w(t))[z] "E H(w(t))[z], t € [0,T], © € R™ (vezi
(1.2.18) ). Atunci urmdatoarea ecuatie cu derivate partiale stochastica de tip para-

bolic este adevarata

(1.2.19) { fi@?)@j 0,2(¢,2) - g(x)] Bdw(t) = 0, t € 0,T], « € R™;

unde integrala Fisk-Stratonovich ,,0“ este calculatd ca in formula (3).
Evolutia procesului ¥ (¢, z) di@(t, Z(t,z)), t € [0,T] va fi descrisa in
Lema 1.2.4. In ipotezele (A1) si (A2), consideram procesul continuu §i
Ft- adaptat

(1.2.20) {w(t,@ et (250t 2)) : te[0,T], = € R”} ,

unde {@(t,z)} este construit in Lema 2.2.2 si {Z(t,x)} este descris in Lema
Atunci va fi adevarat urmatorul sistem de ecuatii cu derivate partiale neliniare

stochastice

(dp(t, ) +0-0 (1, 2(t, 7)) fi (Bt 7)) @1 ($(t, 7)) db+
+ [aacqvb(tvx) : g(ZL’ de(t) = 07 te [eivei-i-l) ;

~

(1.2.21) ¥ (0;,2) = (0;,% (0, 2)) =
= Fy [—p2 (¥ (0i—, 2)) 6y (6:)] (¢ (0i—, x)) ;
(V(0,2) =z eR"ie{l,2,...,N—1},

unde integrala Fisk-Stratonovich ,,0“ este calculatd ca in formula (53).

72



3.1.3. Solutii pentru Problemele (I) si (II)

Cu aceleasi notatii ca in paragraful 2, descrierea completa a procesului con-
tinuu pe portiuni ¥ (¢, x) def @(t,?(t,:c)), t € [0,7], x € R" (vezi Lema 1.2.4)
va fi datad asemanator ca in ecuatiile cu derivate partiale stochastice din (1.2.2)

mentionata in Problema (I).

Teorema 1.3.1. (solutie pentru Problema (I)). In aceleasi ipoteze (A1)
si (A2), considerdm procesul continuu pe portiuni si F' = Fi x Fa- adaptat
Y(t,x) = J(t,/z\(t,a:)), t€1[0,T], x € R", definit in Lema 1.2.4. Atunci sistemul
de ecuatii cu derivate partiale neliniare stochastice dat in (1.2.21) este echivalent

cu sistemul de ecuatii cu derivate partiale stochastice de tip parabolic definit de
(1.2.2) din Problema (I).

Demonstratie Concluziile teoremei rezulta din lema 1.2.4 si utilizand ipoteza
(A1).
Solutia Problemei (II) se va baza pe reprezentarea integrala a solutiilor care

satisfac ecuatia diferentiala stochastica (1.2.7). Mai precis,
2p(Tst,x) =G(w(T) —w(t)) o Fy (@2 (v(t,2)) [y(T) — y()]) o
OFl (901 (1/1(757 l‘)) (T - t)) ['ﬂ?

pentru orice 0 <t < T, x € R", unde A = ¢(¢t,z) € R" a fost obtinut in teorema
1.3.1.

(1.3.1)

Observatia 1.3.1. . Observam ca zy(T;t,x) din (1.3.1) st h(24(T;t, x)),
unde h € C’If (R™), sunt aplicatii continue de vectorii aleatori independenti
z1 = w(T) — w(t) (=1 este independent de F' = Fi x Fy) si respectiv
29 = P(t,x) € R™ (29 este F'~ adaptat). Aceasta ne sugereazd sd calculam

valoarea medie conditionata

vilt,) = B {h (zu(T5t,2) | 9(t2)}, t € [6:,6i01), @ € RY,

(1.3.2)
ie€{0,1,...,.N—1}

(vezi (1.2.6) din Problema (II)), utilizand functionala parametrizata w;(t, x; \)
data de

(1.3.3) ui(t,x;N) = Erh (25 (Tt ), t € [0;,0,41), x € R", A € R™.

Aici z\(Tst,x) se obtine din (1.3.1) prin inlocuirea vectorului aleator
29 =Y(t,x) cu X € R".
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Utilizand (1.3.3) scriem (1.3.2) astfel
(1.3.4) vt x)=wu; (t,z;0(t,x), t € [0;,0i11), x €R", 1€{0,1,...,N — 1}.

In plus, {u(t,x;\) - t € [0;,0;41), v € R"} satisface o ecuatlia parabolica de
tip retrograda (ecuatie Kolmogorov) pentru fiecare parametru A € R™. In particu-

lar, pentrui = N — 1 obtinem
(13.5) {uNl(T,a:; A) = h(z), x € R™;
Oun_1(t,z;N) + Ly (uy—1) (t,z;\) =0, t € [Oy_1,T), v € R™.
Aici operatorul parabolic Ly este definit de
La(u)(z)=< Ozu(z), pr(M) fr(z) > +

+% < [0: < Opu(), g(z) >], g(z) > .

(1.3.6)

In general u;(t,x; \) satisface o ecuatie Kolmogorov asemandtoare

O (t, s N) + Ly(wy)(t,x;0) =0, t € 0;,0;11), v € R™;
. { st 233) + L) (6,7:0) =0, £ € [0, 6110

U; (0i+1_7 x; )\> = FEih (Z,\ (T; i1, x)) )

unde zy (T;0;11—,x) = F5 (0y (6i41) p2(N)) [2a (T 0,11, )]

Putem concluziona observatiile si calculele obtinute mai sus ca solutie a

Problemei (IT).

Teorema 1.3.2. (solutia Problemei (II).) In ipotezele (A1) si (A2), con-
sideram procesul continuu pe portiuni si F' = Fi x Fy-adaptat {1 (t,x)} definit in
teorema 1.3.1. Asociem functionalele {v;(t,x},i € {0,1,...,N—1}, cain (1.2.6)
(vezi Problema (II)). Consideram sirul finit de ecuatii parabolice de tip retrograd
parametrizate si solutiile lor uw;(t, x; ), t € [0;,0;11), v € R*, i € {0,1,..., N—1},
ca in (1.3.3), (1.3.5) ¢i (1.3.6). Atunci solutia Problemei (II) este data de (vezi
(1.3.4))

(138) Ui<t7x) = U (tu €, ¢(t7$)) RS [027 Hi—l-l) y T € Rn7Z S {07 17 R N — 1}
Observatia 1.3.2. Analiza prezentata aici se bazeaza pe presupunerea

{9, f1, f2} € Cy (R",R"™)

(9, f1 si fa sunt functii continue marginite).
In cazul in care g € (C} N C?) (R, R") si g ¢ Cyp(R",R") atunci trebuie
introdus un timp de oprire arbitrar T = inf{t € [0,7T] : |w(t)| > N}.
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Solutia Problemei (I) va satisface o ecuatie cu derivate partiale neliniarda

stochastica utilizand un timp de oprire arbitrar T deoarece
~ 1
h(t,z)odw(t) = xz(t)h(t, x) - dw(t) — 3 [X7(t)0h(t, x)g(x)] dt

unde xz(t) = 1 pentru T > t, si xz(t) =0 for T < t.

3.2. Functionale si curenti gradient stochasticicu salturi nemarginite
3.2.1. Introducere

Subiectele analizate aici sunt legate de cele studiate in subcapitolul prece-
dent unde au fost considerate numai salturi marginite si campurile vectoriale din
partea de difuzie erau marginite.

Problemele ((III) si (IV)) pe care le studiem in acest subcapitol se bazeaza
pe solutia fundamentala \ = 2,/0\(75, z) € R*, t € [0,T], 2 € R", care satis-
face o ecuatie Hamilton-Jacobi neliniara cu salturi nemarginite. Solutia clasica,
{¥(t,x)}, a ecuatiei cu derivate partiale nelinara stochastica se costruieste ca o
compunere a solutiei fundamentale {1}1\(15, z)} cu procesul z = Z(t,x), t € [0,T],
r € R" care este semimartingal local continuu.

Evolutia functionalei {h (¥(¢,z)) : t € [0,T], € R"}, h € (C} N C?) (R™),
introdusa in Problema (III), este descrisa in Teorema ?? din paragraful 3.2.3.

In Problema (IV) este analizata o problema de filtrare, incluzand si parame-
trizarea functionalelor. Aceasta problema de filtrare este rezolvata in Teorema

2.3.2 din paragraful 3.2.3.

3.2.2. Preliminarii si formularea problemelor
Consideram doua multimi de campuri vectoriale complete
{fi,-, fm} C (C’b NCy N 02) (R™R™), {g1,---,9m} C (C’l} N 02) (R™;R™)

si functiile scalare netede {1, ..., on} C (CF N C?) (R"). Pe spatiul de probabili-
tate {2y, Fa, Py}, definim procesul constant pe portiuni y (¢, ws):[0, 7] x Qy — R™
care satisface y (0,wp) = 0, y(t,w2) = y(; (w2),w2), t € [0; (w2), 041 (w2)),
ie{0,1,...,N—1}. Aici0 =60y < 0; < ... <0y =T este o partitie astfel incat
Yi (w2) =y (0; (w2) ,ws) sunt vectori aleatori Fo-masurabili.

Printr-un abuz de notatie, in continuare, scriem simplu y(t), t € [0, 7).
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Fie {Z,(t;\) : t € [0,T], A € R"} curentul stochastic cu salturi nemarginite

generat de urmatoarea ecuatie diferentiala stochastica, ce contine salturi

d,T = ; dt + dy;(t) j ) o dw;
221 7= Zf (A)dt + by +Zg w; (1);

I(O) =€ ]Rnﬂ le [O’T]u 5yj(t> :yj( ) _yj( _>7 j € {17"'7m}7

unde {w(t) € R™ :t € [0,T]} este procesul Wiener standard definit pe campul de
probabilitate complet filtrat {0, F; 2 {Fi}, Py}

Integrala Fisk-Stratonovich ,,0“ se calculeaza astfel

([0:95) g;) (@(t=)) At + g; (Z(t—)) - duw;(t)

N | —

g5 (T(t=)) o dw;(t) =

utilizand integrala Ito ,,-“
Pentru rezolvarea problemelor (I11) gi (IV) (care vor fi formulate ulterior)

avem nevoie de urmatoarele ipoteze:

(i1) {fi,-, fm> 1, -, 9gm} comuta utilizand paranteza Lie.
(i2) mITVK =pe(0,1),
unde

V =sup {[0:p1(2)], ..., |Oppm ()| : x € R} si

K = sup (|fs (@) | fnla)] & € B

In ipoteza (il) solutia unici ce satisface ecuatia diferentiald stochastics

(2.2.1) are reprezentarea gradient

To(t, ) = G(w(t)) o F(T(t,N))[A].

Aici G(p,z) = Gi(t1) o ... 0 Gp(tm)[x], F(p,x) = Fi(t1) o ... 0 Fp(tm)[x],
p = (t1,...,tn) € R™ sunt aplicatiile difeomorfism corespunzatoare gener-
ate de curentii globali G;, F;. Am notat cu Fj(o;) (2] si Gj(0;)[2] curentii
globali generati de campurile vectoriale {f;} si respectiv {g;}, j € {1,...,m}.
In reprezentarea gradient de mai sus 7(t,\) = (7 (t,\), ..., 7m(t, ), unde
7i(t, A) = ¢; (Nt +y;(t), t € [0, 7.

In ipotezele (il) gi (12) exista o solutie unica F* := F} x Fy - adaptata
A = ¢(t, z) care satisface ecuatia integrala z7,(t; \) =z, t € [0,T], z € R™.
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Aceasta solutie este generata astfel incat sa verifice urmatoarea ecuatie cu

derivate partiale neliniara stochastica, ce contine salturi

dt+

dpb(t, z) + [0x0(t, x) [Z w; (¢ ()

(2.2.2) n Z(?mw(t,x)gj(fﬁ)wwj(t) =0,t€ (6;,0i11);

( V(05 2) = F (=0y (0:) [¥ (6:—, )], i € {0,1,...,N — 1},

unde integrala Fisk-Stratonovich ,,0% se calculeaza astfel

h(t, )3 dus (1) — —%axhj (t, @)g; ()t + hy (£, ) - duw; (1)

43

utilizand integrala It6 - Problemele pe care le vom studia se bazeaza pe

ecuatiile cu derivate partiale (2.2.2) considerate, asociate cu solutiile lor in sens
slab (vezi Observatia 2.2.3).
Problema (III)

(a) In ipotezele (il) si (12) existd o solutie unica i F* := F! x Fy-adaptati

A = 1(t,x) care satisface ecuatia curent
To(t,\) =
(2.2.3) To(t, A) =,
te0,7], ¥(0,2) =x, x € R™.

(b) Descriem evolutia functionalei

u(t,z) =h((t,z)), he (C’,} N 02) (R™),

care include wug(t,x) = ¥i(t,x), k € {1,...,n}, t € [0,T], = € R", in care
sunt implicate solutiile ecuatiilor (2.2.2) considerate in sens slab (vezi Observatia
2.2.3).

Problema (IV)

Utilizand solutia fundamentala {\ = 1 (t,z)}, descriem evolutia valorii

medii conditionate
(2.2.4) vi(t,x) = By {h (z(Tst,x)) | Y(t, )}, t € [0;,0;41),i=0,N — 1,

unde h € Cz (R™), iar Cg (R™) reprezinta spatiul functiilor continuu diferentiabile
de ordinul doi astfel incat h, 0,,h, Eﬁimjh, i,7 € {1,...,n}, satisfac o conditie de

crestere polinomiala.
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Aici{zy((s;t,x) : s € [t, T]} este solutia unica a ecuatiei diferentiale stochas-
tice non-markoviene
dsZZij (2(5=)) [iwj (U(t, 2)) ds+dy;(s +ZQJ )) o dw;(s);
(2.2.5) =
2(t) =z, s €[t,T].
Solutia unica a ecuatiilor curent (2.2.3) presupune reprezentarea gradient a

lui {Z,(¢,\)} si aceasta va fi stabilitd in urmatoarea lema.

Lema 2.2.1. Presupunem ca ipoteza (il) este adevarata. Atunci curentul
stochastic {ZT,(t,\) : t € [0, T} cu salturi nemarginite generat de ecuatia diferen-

tiala stochastica (2.2.1) poate fi reprezentat astfel

(2.2.6) To(t,\) = F(1(t,N) o G (w(t)) [\ = G (w(t)) o F (7(t, N)) [A],
unde T(t,A) = (11 (6, A), .., T (8, ), (8, N) =t (N) +y;(t), t € [0,T].

Urmatorul pas consta in gasirea aplicatiei inverse a difeomorfismului
A — Z,(t, A), adica sa rezolvam ecuatia Z,(¢,\) = x in raport cu necunoscuta
A. Tinand cont de formula (2.2.6) si de proprietatile curentilor F};, G; (care sunt

pastrate de F' gi (), aceasta este echivalenta cu ecuatia

F(t(t,N) [N =G (—w(?)) (x) =2t x).

Consideram mai intai ecuatia F' (7 (¢, \)) [A\] = z, pentru ¢ € [0, T] arbitrar

si z € R™, care poate fi rescrisa astfel
(2.2.7) F(=7(t,\)[z] = A\

Lema 2.2.2. Preupunem ca ipotezele (il) si (i2) sunt indeplinite. Atunci
ecuatia (2.2.7) admite solutie unica data de aplicatia neteda pe portiuni
O(t,z) € CY2 ([0, 0,41) x R R, i€ {0,1,...,N —1},

astfel incat

~ K e
(228) )w(ta Z) — 2z < Z ISOJ(Z)‘ T+ |y](t_)| , te [O7T]? z e R
1—p =
In plus, sunt satisfacute urmatoarele ecuatii integrale
%— 2) =V (t=z0(t-2), t € [0.7],
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unde V(t,z;\) == F (=7 (t,\)) 2] si {@Z(t,z)} este unica solufie care satisface

ecuatitle Hamailton-Jacobi

7=1
2.2.10 —~ ~
( ) Y0, 2) =

L (0,2) =z € R".

( &g{ﬁ\(t?Z) Zzp (t, 2) (i fi(z ))) =0, te (0;,041);
o) [0 6

- ],zE{O,l,...,N—l};

Demonstratie Construim girul de aproximari
{Ak(t, 2) }s astfel

(2211) )\O(taz) =z, >\k+1(ta Z) = V(t72a )\k(t_az))

cu proprietatile
Mer1(t, 2) = Melts 2| < pP (=, 2) = Ao(t—, 2)];
>\k+1(t_7z) = V(t—,Z,Ak(t—,Z)), k > Oa te [O,T],Z € R™

Solutia unica a ecuatiei (2.2.7) se obtine prin trecere la limita in (2.2.11)
dupa k — oo, adica 12(15, z) = klim (2, 2).
—00
Mai departe, tinand cont de ipoteza (12) se aplica teorema de punct fix a

lui Banach.

Observatia 2.2.1. Ecuatia curent (2.2.2) (vezi Problema (111)) are solutie
unica N = (t,x) care poate fi reprezentata astfel ¥(t,z) = QZ(t,/Z\(t,ZL‘)), unde
reamintim ca Z(t,x) = G(—w(t))[z], t € [0,T] este un process continuu si F-
adaptat. Mai mult, aplicatia 1 (t,x) este neteda in raport cut € (6;,0;11), v € R"
si este F' .= F} x Fy-adaptatd, pentru z fizat.

Observatia 2.2.2. Observam ca
H(p,z) =G (=t1)o...0oGp (—tm) [z], p=(t1,...,tm) € R™
este solutie a urmatoarelor ecuatic Hamilton-Jacobi
(2.2.12) O, H(p,x) + 0, H(p,x)g;(x) =0, i€ {1,...,m}.

Demonstram aceastd formula pentru m = 1. Evident Hy (t,G1(t,z)) = x i

diferentiind in raport cu t obfinem
E)tHl (t, G(t, ZL‘)) + [ale (t, Gl(t7 ZE))] g1 (Gl(t, l‘)) = 0.
Inlocuind z cu Hy(t,z) obtinem ecuatia (2.2.12).
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Observatia 2.2.3. Evolutia procesului Z(t, z) = G(—w(t))[z] 22 H(w(t), z),
t €10, T] se obtine aplicand regula de derivare stochastica si utilizind (2.2.12).

Aplicand direct requla de derivare stochastica va rezulta procesul
(2.2.13) Zn(t,x) =H(w({tATy),z), t€[0,T], z € R",

care este semimartingal si unde Ty = inf {t € (0,7]: |w(t)| > N}, N > 1, este
un gir crescator de timpi de stopare care satisface A}im ™w=T.
—00

Obtinem urmatoarea ecuatie diferentiala stochastica

dizy = ZXTN ()0, H(w(t), x) o dw;(t), t € [0,T7;
zn(0,7) = x,

unde X, (t) =1 pentru Ty >t §i oy (t) = 0, pentru 7y < t.

Aici integrala Fisk-Stratonovich ,,0 “ se calculeaza astfel

W (w(t), 2) o dw; (t) = %@th(w(t),x)dt + AN (w(t), ) - duy(0)

utilizand integrala Ito ,,-

Pe de alta parte, utilizand ecuatiile Hamilton-Jacobi (2.2.12) (vezi Remarca
2.2.2), ecuatia diferentiald stochastica satisfacuta de {Zn(t,x)} se rescrie ca o

ecuatie cu derivate partiale stochastica lintara

Az (t,2) + )Xo (8) [0:Zw (1, ) g5 (2) Bduwy(t) = 0, ¢ € [0,T];
(2.2.14) j=1

Zn(0,2) = =, A}im Zn(t,x) = 2Z(t,x), t € [0,T], x € R"™.
—00

Aici integrala Fisk-Stratonovich ,,0 “ este calculatd astfel

B (¢, 2)oduwy () = —%axh;.v (t. ) g(x)dt + hY (¢, ) - duy (1)

utilizand integrala Ito ,,- “.

Cum b (t,x) := Xz (t) [O22n(t, 2)g; ()] si OhY (L, x), t € [0,T] sunt pro-
cese marginite, integrala stochastica implicata in ecuatia cu derivate partiale sto-
chastica (2.2.14)) capdta sens pentru orice N > 1.

Reamintim ca A}im =T, ]\}gr(l)o Zn(t, ) = Z(t, x) $i bazandu-ne pe ecuatia

—00
cu derivate partiale (2.2.14), rezulta ca {z(t,z)} satisface ecuatia cu derivate
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partiale stochastica

diz(t, z) + [0.2(t, x)g;(x)] odw;(t) =0, t € [0,T];
(2.2.15) ; i ’

200,z) =

in sens slav, unde {0,2(t,x)} si {0?Z(t,z)}, t € [0,T] sunt doar semimartin-
gale locale. Aceasta ne conduce la ecuatia cu derivate partiale neliniara stochas-
tica (2.2.2) implicata in concluzia (2.2.3) a Problemei (III). Mai precis, solutia
unica A = Y(t,x) a ecuatiilor curent (2.2.3) va fi data de (t,z) = @(t,?(t,x)),
t€[0,T], z € R" (vezi Observatia 2.2.1) unde

{@(t, z)} € C'2 (6,,6i1) x R R, ie{0,1,...,N 1)
este gasita in Lema 2.2.2.

Definitia 2.2.1. Spunem ca {W(t,x)} satisface ecuatia cu derivate partiale
neliniard stochastica (2.2.2) in sens slab daca Yy(t,x) = J(t,%}v(t,:v)),
t €[0,T], x € R" (vezi zy(t,z) = H(w(t A T,),x), N > 1) satisface (2.2.2)
pentru orice t € [0, Tn] i fiecare N > 1.

Definitia 2.2.2. Spunem ca z(t,x) := H (w(t),z), t € [0,T], x € R" satis-
face ecuatia cu derivate partiale stochastica (2.2.15) in sens slab daca
Zv(t,z) = Hw(tATn),z), t € [0,T], x € R satisface (2.2.15) pentru orice
t € [0,7n] si pentru fiecare N > 1, unde 7y = inf{t € (0,7] : Jw(t)| > N} si

lim v =1T.
—00

3.2.3 Solutii pentru Problemele (III) si (IV)

In aceleagi ipoteze ca in paragraful precedent construim solutia unica
{\ = ¥(t,z)} a Problemei (III) care se bazeaza pe Lema 2.2.1 si Observatia

2.2.3 din paragraful anterior.

Teorema 2.3.1. Presupunem ca ipotezele (i1) si (i2) sunt indeplinite si
considerdam aplicatia netedd pe portiuni {@(t,z) :t€[0,7T], z € R”} construita
in Lema 2.2.2. Definim procesul neted pe porfiuni si F' := F} X Fy-adaptat
Y(t,x) = @(t,?(t,x)), t€[0,7], x € R, unde Z (t,x) := H (w(t),z), t € [0,T],
satisface ecuatia cu derivate partiale stochastica (2.2.15) in sens slab. Atunci
{N=(t,x)} este solufia unica a ecuatiei curent (2.2.3) si satisface ecuatia cu

derivate partiale neliniara stochastica (2.2.2) in sens slab.
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In plus, functionala u(t,z) == h(¢(t,x)), h € (CLNC?) (R"), este netedd
si verifica urmatoarea ecuatie cu derivate partiale in sens slab (vezi uy(t,z) :=
h(vn(t, x)) satisface (2.3.1) pentru t € [0,T)] si fiecare N > 1)

; m

doult,z)+ < pu(t, ),y p; (V(t,x)) fi(z) > di+

J=1

(2.3.1) +) < dpult, ), g;(x) > Sdw;(t) = 0;
j=1

(u(0,2) = h(z), v € R™.

Demonstratie. Concluziile teoremei rezulta din Lema 2.2.2 si din conditiile
Cauchy (vezi (2.2.10)).

Pentru a obtine concluzia (b) a Problemei (III), avem nevoie sa verificam ca
u(t,z) == h(¢(t,x)), t € [0,T], v € R, satisface ecuatia cu derivate partiale
stochastica (2.3.1) in sens slab. Acest lucru va fi realizat cu aceeasi strategie
folosita pentru a obtine ca {A = (t,z)} satisface ecuatia cu derivate partiale

stochastica (2.2.2) in sens slab.

Observatia 2.3.1. Solutia Problemei (I1V) se obtine utilizand solutia ecuatiei
diferentiale stochastice non-Markoviane (2.2.5). Mai precis, in aceleagi ipoteze
(i1) si (i2), rezulta
(2.3.2) z(T5t,2) = G (w(T) —w(t)) o F (T = t)p (v(t,2)) + y(T) — y(1)] [«]
pentru orice 0 <t < T, z € R", unde {1(t,z)} este dat in Teorema 2.3.1

Observam ca zy(T; t, x) din (2.3.2) i h (24(T'; ¢, 2)), h € C2 (R™) sunt functii
continue de vectorii aleatori independenti z; := w(T) —w(t) (27 este independent
de F':= F} X Fy) §i 29 := ¥(t,x) € R" care este F'-adapted.

Aceasta sugereaza sa calculam valoarile medii conditionate
(2.3.3) vi(t,x) = Ey{h (zy(T;t,x)) | Y(t,x)}, t € [6;,0i41), v € R",
ie{0,1,...,N —1} (vezi (2.2.4) din Problema (IV)) utilizand functionala para-
metrizata u;(t, x; \) data de
(2.3.4) ui(t,x; N) = Erh (25 (Tt ), t € [0;,6,41), x € R", A € R™.

Aici 2)(T;t,z) se obtine din (2.3.2) prin inlocuirea vectorului aleator
2o =Y(t,x) cu A € R™,
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Utilizand (2.3.4), scriem (2.3.3) astfel
(2.3.5) wvi(t,x) = wi(t, z;9(t,x)), t € [6;,0;41), x € R", i€ {0,1,...,N —1}.

In plus, {u; (t,x;\) : t € 0;,0;41), x € R"} satisface o ecuatie parabolica
de tip retrograd (ecuatie Kolmogorov) pentru fiecare parametru A € R™ i, in
particular, pentru ¢ = N — 1, obtinem

uny_1(T,z;\) = h(x), x € R™;
(2.3.6) wi(Th ) = )
Oun_1(t,z; N\) + Ly (uy—1) (t,2;0) =0, t € [On_1,T), z € R™.

Alici operatorul parabolic Ly este definit astfel

L(u)(z) =< du(z Z% >+
(2.3.7)

l\DI»—t

32 <10 < () (@) 0i(e) >

In general, u;(t, z; \) satisface o ecuatie Kolmogorov de forma
Owui(t, 3 N) + Ly (w;) (L, x;N) =0, t € [0;,0i11), v € R™;

{ u; (0ip1—, w3 0) = Erh (2x (T50i01—, 7))

unde 2y (T;0;:1—;2) = F (0y (0i41)) [2x (T 0,41, )]

Concluzionam observatiile si calculele de mai sus ca solutie pentru Problema

(2.3.8)

(IV) in urmatoarea teorema

Teorema 2.3.2. (solutie pentru Problema (IV)). In ipotezele (il) si (i2),
consideram procesul continuu pe portiuni si F' = Fi x Fy-adaptat {(t,x)}
definit in Teorema 2.3.1. Asociem functionalele {v;(t,x)}, i € {0,1,...,N — 1}
ca in (2.2.4) (vezi Problema (IV)).

Consideram sirul finit de ecuatii parabolice de tip retrograd parametrizate
si solutiile lor {u;(t,z;\)}, i € {0,1,...,N — 1} ca in (2.3.6) - (2.3.8). Atunci
solutia Problemei (IV) este data de (vezi (2.3.5))

vi(t, ) =w; (t,z;9(t,x)), t € [0;,0;41), r€R" i€{0,1,...,N —1}.
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CAPITOLUL 4

STRATEGII AUTOFINANTATE PENTRU
O OPTIUNE DE TIP EUROPEAN

In acest capitol este data o teorema de reprezentare a valorii finale nene-
tede pentru solutiile unui sistem de ecuatii diferentiale stochastice cu ajutorul
unei solutii slabe a ecuatiei de tip retrograd Kolmogorov si se prezinta o aplicatie
la o problema de control optimal din matematici financiare, strategia optima
fiind derivata in sens slab a solutiei Kolmogorov de-a lungul solutiei z(t). In
subcapitolul 4.2 se demonstreaza rezultate de acelasi tip dar pentru o problema

mult mai complicata de filtrare stochastica neliniare.

4.1. Strategii admisibile sub forma de feed-back

pentru o optiune de tip European

Rezultatele din acest subcapitol sunt inspirate in principal din lucrarea [27]

4.1.1. Introducere

Pentru o functie Lipschitz continud ¢(z) : R?> — R care admite gradient
in sens slab 9,¢(z) : R — R? asociem variabila aleatoare o(x(T)), unde x(t),
t € [0,T], este solutia unui sistem diferential stochastic cu coeficienti functii
Lipschitz continue si coeficienii de difuzie functii continuu diferentiabile de ordinul
I. Aceasta arata ca variabila aleatoare ¢(z(7")) poate fi reprezentata ca valoare
finald S (T, z(T)) = p(x(T)) utilizand functia continua S(¢,z) : [0,7] x R? — R
care admite gradient in sens slab 9,.5(t, z) : [0, T|xR? — R¥si S(¢,z(t)), t € [0, 7]
satisface un sistem de ecuatii diferentiale stochastice de ordinul 1 (diferentiala
stochastica d; [S (¢, x(t))] = hamiltonian stochastic).

Autorii considera un sistem markovian de forma:

dir = f(t,x)dt + Y gi(t,x)dwy(t), t € [0,T], = € R*

(1.1.1) —

x(0) = xo,

unde w(t) = (wy(t),...,wn(t)) este un proces Wiener standard m-dimensional
peste spatiul de probabilitate filtrat {Q, F,P; {F}, 1} si f(¢,-), ge(t,), k=1,m

sunt functii Lipschitz continue pe RY.
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Pentru o solutie x(t), ¢t € [0,7, a lui (1.1.1) considera functionala:
(1.1.2) J(z(T)) = h(z(T))

ca variabild aleatoare, unde h(z) : R — R este o functie Lipschitz continua si
Problema pe care autorii incearca sa o rezolve este de a reprezenta functi-
onala din (1.1.2) ca valoare finala S(7,2(T)) = h(z(T)) utilizand o functie
S(t,x) : [0,T] x R? — R diferentiabila in sens slab astfel incat procesul stochastic
S(t,z(t), t € [0,T] este obtinut din urmatoarea ecuatie diferentiala stochastica

liniara de ordinul 1:

t

S(t,x(t)) =S (0,2) + / (0:5(s,2(5)), f(s,2(s))) ds+
(1.1.3) 0
" /asm 1), (s, 2(5))) dun(s), ¢ € [0, ]

k=1 0

Ecuatia din (1.1.3) poate fi asociata cu functia valoare Vy(t), t € [0, T, scrisa
pentru o strategie admisibila in piata financiara si pentru exprimarea principiului
Pontryagin de optimalitate pentru probleme de control stochastic unde driftul
f(t,x) depinde de parametrul w € Q implicat in functiile de control. O solutie
pentru (1.1.3) se gaseste cu conditia sa rezolvam in sens slab urmatorul sistem

de ecuatii retrograde Kolmogorov:

2

0;S(t,x) + 1Trg g( z)a(t,x) =0, t € [0,T], v € R?
S(t,x) = h(x)

(1.1.4)

unde matricea (d x d), a(t,z) = Z (grgr) (t, ) este pozitiv definita.
k=1
In cazul in care h(z), = € R?, este doar functie Lipschitz si matricea a(t, x)
nu este strict pozitiva, rezolvam ecuatia (1.1.4) in sens slab si definim o familie de

functii netede {S°(-)}

.o S Ch? ([0, T] x ]Rd) care satisface ecuatia parabolica:

( 825’6
0pSe(t, x) + Tr 52 (t,x)as(t,z) =0, t € [0,70, z € RY,

(1.1.5) S(T,z) = hs( ),

m

a*(t,x) = ) (gk(g2)") (t, )
\ k=1

85



Aici, g5(t,x), hy(z), € R? sunt versiunile netede ale functiilor originale gx(t, z),

h(z), x € R4, si ele induc existenta gradientului in sens generalizat:
0,S(t, 1) = h{% 0.5%(t, ), (t,z) € [0,T] x RY,

ca functie masurabila Borel si care satisface o conditie de crestere polinomiala in
raport cu x € R?. Se otine astfel ca gradientul in sens slab 9,.5(¢, z) poate fi calcu-

lat explicit utilizand gradientul in sens slab corespunzator d,h(z) = li{r(l) Ophe(z).
€

4.1.2. Calcule auxiliare

In acest paragraf se reaminteste definitia functiei de tip molifier w.(z),

x
we(z) = e % (—), r € R unde wy(y) = coexp (— 5 | pentru [y| < 1 si
£

1
1=yl
wi(y) = 0 pentru |y| > 1. Constanta ¢y poate fi luata astfel incat | wq(y)dy = 1.

R4
Se defineste, de asemenea, versiunea neteda a functiei Lipschitz continue h prin:
(1.2.1) he(z) = /h(x—I—z)we(z)dz = /h(y)we(y—x)dy = / h(y)we(y—z)dy,
R4 Rd B(z,e)

unde functia originala A indeplineste conditiile:

{ Ih(z)| < L(z), Yz € R

() bz + 2) — h(@)| < L(@)|2], ¥z € B(0,1) CRY,

unde L(z) < C (1 + |z|") pentru orice z € R? §i N > 1 un numar natural fixat.
Se fac urmatoarele presupuneri: campurile vectoriale de difuzie gi(t,x),
k€ {1,...,m}, sunt functii continue in ambele variabile gi continuu diferentiabile

de ordinul 1 in raport cu x € R? astfel incat:
(aQ) |8’Lgk(t7 l')’ < M7 V(t,:c) € [OvT] X Rda

unde 0;p(t, z) = %(t,x), ied{l,...,d}.

Se asociaza ecuatia aproximanta de tip retrograd (Kolmogorov)

[ 9.5 (t2) + %Tr%z: (t,2)a*(t,x) = 0, te[0,T), z € R
(1.2.2) ST, z) = he(x)
as(tv l’) = [(92 (92)*) (tv I)] )
\ k=1

iar solutia neteda corespunzatoare este reprezentata astfel:
(1.2.3) S°(t,x) = Eh. (y; (1)),
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unde y; (), s € [t, T}, este solutia urmatoarei ecuatii diferentiale stochastice:

(1.2.4)

pentru fiecare (¢,z) € [0,T] x R? fixat, unde g (¢,x) = /gk(t,y)wg(y — xz)dy.

Rd
Utilizand presupunerea (ap) se obtine ca y; ,(s) este continuu diferentiabila

0 .
in Ly(Q,P) in raport cu z € R? si, in plus, diyi,(s) = 5 yi.(s) = v ,(s),
k) xi bl y
3 92
i={1,...,d}, (v?x(s) = 0%y; .(s) = —yfx(s)> sunt marginite in Ly (2, P)
’ ’ 8:6181:] ’

uniform in raport cu s € [t,T], ¢t € [0,T], z € R?si e € (0, 1].
Ecuatiile diferentiale liniare stochastice asociate cu vix si vfx sunt:
m
dvi, =Y 0y9% (5, Y5a(s)) vf duwg(s)
k=1

vio(t) = e, s€[t,T], ie{l,...,d}

(1.2.5)

si respectiv:

m

devy, = (0495 (s, 45, (5)) Vit
1.2.6 k=1 o
(1.2.6) 10205 (5, 95a(5)) vt o ()] du(s)

vl () =0€eRL, seltT]
unde {ey,...,eq} C R? este baza canonici. Pe de altd parte, functia neteda
h. € C> (R?) definitd in (1.2.1) se supune urmétoarelor estimari:
127 |h@) ~h@ < [ |blaty) - h@)le Wy <L) ek
B(0,¢)

Prin calcul se obtine:

Oih. () = / h (4)0s oy — 7)dy =

(1.2.8) :R[h(y)% (y - ) ERs (yi — 1) dy
= / h(z +y) we (v) W%d%

B(0,e)
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care cu substitutia z = = se rescrie astfel:
€

(1.2.9) Ohe(z) = % / s+ e2)wi(2) (1 — |2P) 2 de

si utilizand /ziwl(z) (1- |z|2)72 dz = 0 (integrandul este o functie impara in

Rd
raport cu z;) rezulta:

h(x+ez)—h(x)
5

B(0,1)

Existenta gradientului in sens slab 0,h(x) se bazeaza pe urmatoarea ipoteza:

(a3)  Exista o functie masurabila Borel h'(z, 2), z € B(0,1), 2 € R? astfel

h —h
incat li{% (z+e2) = hiz) = W(z;2) pentru fiecare x € R? gi 2 € B(0,1) C R%.

Utilizand presupunerea (a3) si luand € > 0 in (1.2.10), rezulta ca gradientul

in sens slab 9,h(z) poate fi exprimat astfel:
(1.2.11) Oih(z) = li\r‘% Oihe(z) = / zih' (z; 2)wi (2) (1 - \2\2)72 dz
B(0,1)
pentru fiecare € RY, i € {1,...,d}, unde d;h.(x) si d;h(x) indeplinesc urma-
toarele conditii de marginire:

(1.2.12) 0;he ()|, |0ih ()| < L(x)- My, i €{1,...,d}, v € R?

cu estimarea daté de L(z) < C (1 + ||z[V).
Un calcul similar permite ca derivatele partiale de ordinul al doilea 8§h6(x)

sa fie calculate in felul urmator:
1 _ _

(1.2.13) 8i2jh€(:c):€—2 / h(x + e2)wi(2) [zizj (1- |z\2) Y4 (1- ]2\2) 3} dz
B(0,1)

si utilizand presupunerea (a;) se obtine:

1

=)

(1.2.14) 162 h.(z)| < = (20) (1 + |m|N> M

pentru orice z € R?, unde M = / 1 — 7| ) + 4 (1 _ |z]2)_3] ds.
B(0,1
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Din calculele de mai sus rezulti ci functia netedd S¢(¢,2) = Eh. (y;,(T))
definita in (1.2.3) satisface ecuatia Kolmogorov din (1.2.2) si, in plus, regula de
diferentiere stochastica aplicata lui S%(¢, z(t)) conduce la:

(12.15)  he (2 (7)) = S° (T, = (T)) = S° (0, x0) + [ (9uS° (¢, 2° (¢)) , di®)

Ot — 5

pentru fiecare ¢ > 0, unde 8,5°(t,x) = E{[0,h- (i, (T) )} Ouys, (T)}, s
x = 2°(t) este solutie in (1.1.1) unde originalul g (¢, z) este inlocuit prin g; (¢, )
Trecand la limitad pentru ¢ — 0 in (1.2.15) se obtine gradientul in sens

slab 0,5(t,xz) = liﬂ)l 0,S¢(t, x) care se supune conditiei de cregtere polinomiala in

raport cu x € R? si ecuatia integrala din (1.2.15) devine:
T

(1.2.16) h(x(T))=S(T, z(T))=5(0, zo —|—/ (0.5 (t, x (t)), dyz (t)).
0

Procesul continuu x = z(t), t € [0,T], este solutia sistemului stochastic
(1.1.1) si functiile masurabile Borel S(¢,x), 0,5(¢, ) sunt calculate tinand cont

de formulele:

(1.2.17) { S(t, 2) = Eh (4. (T))

0:5 (t, x) = E{[0yh (ye.a (T))]" Oatprx (T')}

unde gradientul in sens slab d,h(y) este dat in (1.2.11) si matricea stochastica
nesingulara 0,y ,(1) este determinata de solutiile din (1.2.4) si (1.2.5) utilizand

originalul {gx(t,z)}. Calculele date mai sus sunt insumate in urmatoarea lema.

Lema 1.2.1. Fie h(z) : RY — R si gp(t,2) : [0,T] x RT = R4, k =1, m,
functii continue date care se supun ipotezelor (a1), (as), (as). Atunci exista o

solutie unicd neteda S° € C'? ([O,T] X Rd) care verifica ecuatia Kolmogorov de

%25: <ngt$ gktﬁ)))] =0,

Se(t,x) = he(z), z € RY ¢t €[0,7], e >0

tip retrograd:

1
0:S(t,x) + Tr

(1.2.18)

si poate fi reprezentatd ca S°(t,x) = Eh. (y;,(T)), unde versiunea netedd h(-)
este data de (1.2.1) i procesul stochastic y; ,(s), s € [t, T, este solutia ecuatiei
(1.2.4) pentru fiecare t € [0,T].
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Teorema 1.2.1. Fie h(z) : R — R i f(t,2),qx(t,z) : [0,T] x RY,

ke {l,...,m} date astfel incat presupunerile (a1), (az), (as) sunt indeplinite.
Scriem S(t,x) = Eh (y:..(T)), pentru (t,z) € [0,T] x RY. Atunci:

T
(1.2.19) h(z(T)) = S(T,z(T)) = S (0,x9) + / (0.S(t, (1)), dpz(t)) ,

0

unde x = xz(t), t € [0,T], este solutia ecuatiei (1.1.1) gi gradientul in sens slab
0,5(t,x) = h\r‘% 0,55(t, ) este calculat findnd cont de S(t,x) = Eh. (y;,(T)) si

0xS(t, x) = E{[0yh (42,0 (T))] Oxtpea(T)}-

4.1.3. O aplicatie

De obicei, pe piata financiara, sistemul stochastic diferential din (1.1.1) este
asociat cu componenta scalara fara risc x(t), t € [0, 7], obtinuta din urmatoarea

ecuatie determinista:

(1.3.1) % = pltz(t))x

Xo = 17 S [07T]7
unde p(t,z) : [0,T] x R? — R este o functie continui si marginita si x = x(t),

t € [0,T] este solutia sistemului (1.1.1). Functia valoare:
(1.3.2) Vo(t) = Oo(t)x(t) + (0(1), x(1)) , Vi € [0, T]

depinde de procesul stochastic F;-adaptat (6y(¢), 0(t)) € R4 in timp ce strategia
autofinantata {(6o(t),0(t)) : t € [1,T]} verifica ecuatia:
t t
(133) Vlt) =Vl0)+ [ 8u(s)dox(s) + [ (o). dufo)) . Ve € 0.7
0 0

Utilizand o piata financiara normalizata:
{(Lﬂm=ﬁﬁﬂﬂmx®)
E(t) = x 7\ (1), T(t) = E(t)a(t)

se asociaza functia valoare corespunzatoare:

(1.3.4)

(1.3.5) Vo(t) = £()Va(t) = bo(t) + (0(t),Z(t)) , Yt € [0,T]

si pentru o strategie autofinantata {(6y(t),6(¢)) : t € [1,T]} rezulta ca:
t
(13.6) Th(0) = Vo(0) + [ (6(5). ().
0
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Un contingent European de cereri se obtine gasind o strategie autofinantata
{(6(t),0(t)) : t € [0,T]} astfel incat:

(1.3.7) Ve(T) > h(z(T)), a.p.t(P)

unde h(z) : R? — R este o functie local Lipschitz continua si = z(t), t € [0, 7],
este solutia sistemului (1.1.1).
Inegalitatea dintre cele doua variabile aleatoare ale pietei originale este

transformata intr-o alta inegalitate pentru o piata normalizata astfel:

(1.3.8) Vo(T) > &(T)h((T)), apt(P)

Pornind cu ecuatia (1.3.6) se exprima variabila aleatoare h(z(T")) = S(T,z(T))
ca valoare finald asociatd cu functia neteds in sens slab S(¢,z) : [0,7] x R — R

astfel Incat:
(1.3.9)  &(D)h(z(T)) =&(T)S(T,x(T)) = S (0, z0 +/ (0,5 (t.x(t), dix(t)) .

In acest caz, se alege 0(t) = 9,S(t,z(t)), t € [0,T] i inegalitatea (1.3.8)
este Inlocuita prin Vy(0) > S (0, x¢) care este o conditie determinista impusa val-
orii initiale 6y (0) > S (0, z) — (0(0), o). In acest mod, strategia admisibili
{(6p (), 0(t)) :t €0, T]} este gasita impunand conditia (1.3.8) care este echiva-
lenta cu conditia originala de admisibilitate (1.3.7). Pentru a rezolva problema
asociata cu (1.3.9) se face urmatoarea presupunere:

(i) p(t,x) : [0,T] x R? — R este o functie continua gi marginita care admite

t — p(t
subdiferentiala p(t,x; z) = 1{% p(t,x+cz) — p(t, )
€

si marginita in (¢, 2, z) € [0,T] x R? x B(0, 1);

(ii) Functia continua h(z) : R? — R care satisface conditia de cregtere
polinomial |h(z)| < C (1+|z[Y), Vo € R?Y, admite subdiferentiala #'(z;2) =
— lim h(x +ez) — h(z)

e\0 £
crestere polinomiald |1/ (z;2)| < C (1 + |z|V), Vo € RY, z € B(0,1) C R%;

(iii) Campul vectorial f(¢,x) : [0,T] x R? — R? este functie global Lipschitz

care este o functie continua

care este o functie continua si care se supune conditiei de

continua in raport cu x € R
(iv) Campurile vectoriale gi(¢,z) : [0,7] x R? — R k € {1,...,m}, sunt
functii continue care admit derivate partiale de ordinul 1 continue gi marginite

Q0n(t,2) = D% (1, 0)  0.7] < B BY, j € (1,...,d).
J
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Teorema 1.3.1. Se considerd functiile h(x), p(t,z) si campurile vectoriale
{f,91,---,9m} sunt date astfel incat ipotezele (i) — (iv) sunt satisfacute.

Atunci existd o functie continud S(t,z) : [0,T] x R — R care admite
gradient in sens slab 9,S(t,x) : [0,T] x R? — R? ca functie mdasurabila Borel i
care se supune conditiei de cregtere polinomiald |0,S(t, )| < C (1 + |z|") pentru

orice v € R?, astfel cd ecuatia (1.3.9) este satisfdcutd.

4.2. O problema de filtrare stochastica neliniara

O cunoagtere incompleta a starii x(t), ¢ € [0,7] a unui sistem neliniar
diferential stochastic implicd media conditionatda E {¢(z(T)) | y"} a variabilei
aleatoare ¢(z(T)) datd de observatiile trecute y* = {y(s):0 < s < T}, unde
@(x) : R™ — R este functie local Lipschitz continua. Utilizand o noud masura de
probabilitate ﬁy(A) = jy(T)P(A) si un nou sistem dinamic stochastic care de-
scrie evolutia {(Z,(t), &,(t)) € R™™;¢ € [0, T]}, reprezentdm E {p(z(T)) | y*'} ca
Ey {p (@, () [expy(T) - h(Z,(T))] &(t)} pentru fiecare functie y(-) € C ([0, T]; RY)
cuy(0) = 0. In plus, functia continua S(¢, z; y(-)) : [0, T]xR? — R este construiti
astfel incat S(T, z;y()) = () exp(y(T) - h(x) 51 &()S (¢, 2y (1); y(")), t € [0,T7,
satisface o ecuatie diferentiala stochastica de ordinul 1 care permite definirea unei
strategii admisibile sub forma de feed-back asociata cu o piata financiara sau cu o
problema de control stochastic sub cunoasterea incompleta a variabilei de stare.

Aceste probleme au fost rezolvate si publicate in [22] [M. Marinescu si C.
Varsan, 2004, pag. 27-37].

4.2.1. Introducere

Consideram sistemul diferential stochastic de forma

(2.1.1) diw = f(x)dt + Y gi(e)dwi(t), «(0) =z, z€R"

dyy = h(z)dt +dv(t), y(0)=0, ye Ry te€[0,T]
unde (w(t),v(t)) € R™ este procesul Wiener standard pe spatiul de probabil-
itate complet filtrat {Q, F,P; {F;} 1} si f, g, h sunt functii Lipschitz continue,
ie{l,...,m}.
Dinamica procesului stochastic continuu z,(t), t € [0,T], se calculeaza ca

un estimator recursiv finit dimensional pentru y € C ([0, T]; R?) fixat descris de
(21.2) diE = f(@y(t)dt + Y () - dwi(t), F(0) =z, TER", t€0,T],
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unde noul drift f(m, y) este de forma

m

(2.1.3) flz,y (i) - y)gi

i=1
pentru ;i (x) = ((gi(x)-0h1(x)), ..., (gi(x)-Orha(x))), i € {1,...,m}, cu conditia
h € C3(R™; R?) (continuu diferentiabild de ordinul patru cu suport compact). Aici
spatiul 6([0, T];RY) consta in functiile continue cu y(0) = 0. Ecuatiile (2.1.2) si
(2.1.3) se bazeaza pe rescrierea mediei conditionate E{p(z(t))|y'}, t € [0,T], in
raport cu o noua masura de probabilitate ﬁy(A) = jy(T )P(A) de forma (vezi

[31])
Efp(z(®)ly'} =

V2B Le@mlerun a0 e [, a60a|

0
pentru fiecare y € C ([O,T];]Rd) sit € [0,7]. Martingalul continuu jy(t), t €
[0, 77, si functia scalara e(y, z) sunt date de

t

d
) =exp— Z/hZ T, (s))dvi(s /|hxy )Pds |,
=1 0
1
e(y, @) = 5(A(@)0(y - h(2)), 0:(y - h(@))) — (y - Lh(z)) — §\h(x)|2'
Aici operatorul diferential de ordinul al doilea Lh(z) = (Lhy(x), ..., Lhq(x))

este definit astfel

Lhy(a) = @uhy(o) - f@) + 2 T e nay,

si matricea (n x n), A(r) = (GGT)(x), pentru G = (g1 ... gn)-

Problema pe care o consideram consta in reprezentarea variabilei aleatoare

vy(Ty(T)) = o(@y(T)) - exp(y(T) - h(zy(T))),

ca valoare finala S(T',7,(T);y(-)) = v,(7,(T)) pentru care se utilizeaza functia

continua S(t,z;y(+)) : [0,T] x R® — R, astfel incat procesul stochastic continuu
&)S(t, 7y (t);y()), t € [0,T] satisface urmatoarea ecuatie diferentiala stochas-

tica de ordinul intai

&y(8)S(t, Ty (t); ())
(H) 0 L To Y +/ (8);y('))ads§y(s)>7 te [O’T]
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unde = = 7,(t), t € [0, 7], este solutia ecuatiei (2.1.2) pentru y(-) € C([0,T];RY)
t
fixat si &,(t) = exp/e(y(s),’x\y(s))ds, t € [0,7]. O solutie a ecuatiei (II) se

0
gaseste rezolvand in sens slab urmatoarea ecuatie Kolmogorov de tip retrograd
1 028
= e Tr | 22t () A
0= aS(t.asy() + 5T | T3 00D AW) +
+e(y(t), ©)S(t, z;y(-))
S(T,;y(-) = p(x) exp(h(z) - y(T)), v € R, t € [0, T]

(I11)

pentru y(-) € C([0, T): RY) arbitrar fixat.

Raspunsul problemei in care sunt implicate ecuatiile (/1) si (111) este dat in
teoremele principale ale acestui subcapitol continute in pragaraful 4.2.3, in timp
ce calculele auxiliare implicate in reprezentarea solutiei in sens slab sunt date in
paragraful 4.2.2.

Pentru formula explicita din (/) a se vedea referinta bibliografica [31] [C.
Varsan, 1999], iar reprezentarea stochastica a solutiei in sens slab care satisface
ecuatia parabolica (I11) este data in [9] [A. Friedman, 1975].

4.2.2. Calcule auxiliare
Pentru o functie continua data ¢(x) : R" — R care satisface
lo(2)] < L(z) < C(1+ [z|"), (V) z € R,

(ay) pentru un numar natural oarecare N,
[p(x + 2) — p(z)| < L(z)|z|, (V)z € B(0,1), z € R"

asociem versiunea neteda corespunzatoare

pe(r) = /90($+Z)w5(z)dz =

(2.2.1) o
— [ewtv—ody= [ elyenty - aldy
R™ B(z,e)
Utilizand functia de tip molifier standard w.(x), w.(z) = ¢ "w; (g), unde

1
wi(y) = co eXp|y|2—_1 pentru |y| < 1 §i wi(y) = 0 pentru |y| > 1, iar ¢y este o

constanta astfel incat / wi(y)dy = 1.

Rn
Facem urmatoarea presupunere:
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(P) campurile vectoriale f(x), gp(z), k € {1,...,m}, sunt functii continue

sicontinuu diferentiabile de ordinul intai astfel incat
(as) 10:f(x)|, |0ige(x)| < M pentru oricare x € R".

Pentru fiecare € € (0,1] si y(-) € C([0, T]; R%) asociem ecuatia Kolmogorov

de tip retrograd aproximanta

0S(t,y() + 3 Tr 92 (1 () A(e)+
(222) +e(y(t), 2)S(t,z:y() = 0

S(T,2;y(-) = ¢=(x) exp(y(T) - h(x)), = € R, 1 € [0,T)

unde matricea (n x n), A(x) si functia scalara e(y, x) sunt definite in ecuatia (1),
iar functia netede h apartine lui Cj(R™). Solutia netedd in sens slab a ecuatie

(2.2.2) este reprezentata astfel

T
(22.3) (23 y()=E . (200 (1)) [exp y(T)-h(z00(T))] exp /e<y<s>,zt,x<s>>ds

t
unde ,,E‘ reprezinta media in raport cu masura de probabilitate originala P si
2t2(8), s € [t, T], este solutia urmatoarelor ecuatii diferentiale stochastice

m

(2.2.4) dz = ge(z)dw(s), z(t) =z, s € [t,T),

k=1
pentru fiecare (¢,x) € [0,7] x R™ fixat.
Utilizand presupunerea (P) obtinem ca z;,(z) este continuu diferentiabila

de ordinul intai in Ly (€2, P) in raport cu z € R” si, in plus,

0 » :
Oiz10(s) = %Zt,z(s) =v,(s), 1€{l....n},

sunt marginite in Lo (€2, P) uniform in raport cu s € [¢,T], t € [0,T], = € R", si

satisfac urmatoarele ecuatii liniare

(2.2.5) Ao, = agi(20(8))0) pdwi(s), vi (1) = e, s € [t, T,
k=1
unde {ej,...,e,} C R" este baza canonica.

Versiunea netedd ¢. € C?*(R") satisface estimarile

(226)  lou(a) - ola)] < / o +9) — p(@)|w(y)dy < L(x)e, © € R”
B(0,e)
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(2.2.7) Oipe(x) = é/zigo(x + e2)wi(2) (1 — |z|2)_2 dz, i € {1,...,n},

]Rn

utilizand /ziwl(z) (1 — |2*)72dz = 0 (integrandul este functie impara in raport

Rn
cu z;). Tinand cont de aceste estimari rescriem (2.2.7) astfel

(2.2.8)
Dipe () = / 2 [CP(I +e2) — ¢(z) wi(z) (1 - |Z|2)_2 dz, i € {1,...,n}.

3

B(0,1)

Existenta gradientului in sens slab 0;p(z), i € {1,...,n}, se bazeaza pe
urmatoarea ipoteza

Existd o functie masurabild Borel ¢!(z;2), r € R", z € B(0, 1), astfel incat
L gletez) —ola)

€l0 e
Utilizand aceasta ipoteza si trecand la limita in (2.2.8) dupa € — 0 obtinem

= '(z; 2), pentru fiecare (z,2z) € R” x B(0,1).

gradientul in sens slab 0,¢(x) exprimat astfel

(2.2.9) Oip(z) = lig)l Oipe(T) = / zip (23 2)wi (2)[1 — |22 2dz,
&
B(0,1)
pentru fiecare x € R", 7 € {1,...,n}, si obtinem urmatoarea conditie de crestere
polinomiala
(2.2.10) 10;0-(2)|, |0ip(x)| < L(x)M;, x € R", i€ {1,...,n},

unde L(z) < C(1+ |z|Y) (vezi (a1)).

Putem sa formulam calculele de mai sus ca

Lema 2.2.1. Fie p(z) : R* = R i f(x), gp(z) : R* > R™, k€ {1,...,m},
date astfel incat presupunerile (a1) — (a3) sunt indeplinite. Fie h € Cj(R™),
y() € C([0,T):RY) fizat si definim functia continud S(t,z;y(-)), t € [0,T],
r € R", ca in (2.2.3)) unde e(y, ) este asociatd cu ecuatia (I). Atunci exista
o functie continua 0,5°(t,x;y(:)) : [0,T] x R® — R™ care satisface o conditie
de crestere polinomiald |0,5¢(t, z;y(+))| < Cy(1 + |z|Y) pentru oricare t € [0,T),
xR € (0,1].

In plus, functia gradient in sens slab
0.5(t,25y() = i ,5°(t 7)), ¢ € [0,T), & € B
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asociatda cu
S(t,25y() = E 4 0(z0(T))exp y(T)h(z00(T))] exp / e(y(s), z0a(s))ds

exista ca functie masurabila Borel i satisface o conditie de crestere polinomiala

1025 (t, 2y ()] < Ca(L + [x|Y).

Ecuatia Kolmogorov de tip retrograd (2.2.2) a fost asociata cu solutia in sens
slab exprimata in (2.2.3). Campurile vectoriale f(x), gx(z), k € {1,...,m}, sunt
numai continuu diferentiabile de ordinul intai (vezi (I)) i aceasta este principala
restrictie in asimilarea functiei S®(¢, z;y(+)) definita in (2.2.3) ca solutia clasica a
ecuatiei (2.2.2). Semnificatia solutiei in sens slab asociata cu (2.2.2) este data in

urmatoarea lema.

Lema 2.2.2. Fiep,h € C(R™ R) si f, g1 € C(R";R™), k € {1,...,m},date
astfel incat presupunerile din lema 2.2.1 sunt satisfacute. Pentru 6 € (0,1]
definim f° si g2, k € {1,...,m}, versiunile netede ale functiilor f si g uti-
lizind functii de tip molifier standard ws(x), © € R™. Notdm e’ (y,z) si 2} ,(s),
s € [t,T], functiile corespunzatoare. Definim

S5t 2:y() = B @=(2, () [expy(T) - h(z},(T))] eXp/e‘s(y(S)yzix(S))dS

t

pentru (t,z) € [0,T] x R™. Atunci S§ € C2([0,T] x R™;R) si
(1) M SG(E 3y () = S°(E 23y (1), 1im 0.55(t w1y(1)) = 0a5°(L ;9 ()

pentru orice (t,z) € [0,T] x R", unde S*(t,x;y(-)) este definita in Lema 2.2.1;

0S5t 25y()) + 5T 528 (1, 25y () A7)+
(c2) +¢(y (1), )85 (1, 39(-)) = 0

S5(T,z;y() = pe(a) exp(y(T) - h(x)), x € R", t € [0,T)
unde A°(x) = (G°(G*)(x) 51 G°(x) = (9(x), .-, gpu()).

Scopul principal este sa reprezentam variabila aleatoare

§(T)e(@y(T)) - expy(T) - h(zy(T)) = vy(T)
care apare 1n (I), utilizand ecuatia diferentiala stochastica de ordinul intai definita

n (II). Aceasta reprezentare se obtine utilizand solutiile in sens slab S5 (¢, z; y(+))

introduse in Lema 2.2.2.
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Lema 2.2.3. Fie h € Cj(R";R?), p € C(R™ R) si f,gr € C(R";R") date
astfel incat preupunerile (a1) — (a3) sunt satisfacute. Pentru fiecare €,6 € (0, 1]
siy e C([0,T):RY) fizat definim

S5t wy() = BLAt, 2,(-), (@) €0,T] x R

ca in Lema 2.2.2 si notam  €5(t) / o ))ds, t € [0, T]. Atunci
0

&(T)pe(@y(T)) - expy(T) - M@y (T)) = E(T)S5(T, 3y (T); y(")) =

T

_ (0, 20;y()) + / (E3(8) - 0uS5 (8, By (1): () diy (1))

0

unde T,(t), t € [0,T], este solutia ecuatiei (2.1.2).

4.2.3. Rezultat principal

Bazandu-ne pe concluzia lemei 2.2.3 se obtine ecuatia diferentiala stochas-
tica de ordinul intai (II) si, in particular, media conditionatd E{¢(z(T))|y’} care

satisface ecuatia (I) capata expresia explicita corespunzatoare.

Teorema 2.3.1. Fie h € Cj(R";R?), ¢ € C(R™R) si f,gr € C(R";R")

date astfel incat presupunerile (a1) — (a3) sunt satisfacute. Notam
T

S(t,7;y() = Ee(2.(T))[exp(y(T) - h(z..(T)))] exp/e(y(S),zt,z(S))dS

pentru fiecare y(-) € 6([0,T];]Rd) fizat gi (t,z) € [0,T] x R™, unde z,(s),
€ [t,T], este solutia ecuatiei (2.2.4). Atunci S(t,xz;y(-)) : [0,7] x R* — R
este functie continuad care satisface
S(T,z;y() = p(x) exp(y(T) - h(z)), v € R"
§i
1S(t,35())] < CO1+|al™) (V)o € B™, ¢ € [0,T],

unde Cj) > 0 depinde de y(-).
Gradientul in sens slab 0, S(t,x;y(+)) : [0,T] x R — R™, exista ca functie
masurabild Borel, care satisface o conditie de crestere polinomiald |05 (t, z;y(+))| <

Cy(1+z[Y), (V)z e R, t e [0,T].
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Obtinem reprezentarea:
&y(8)S(t, 7y (1);y(-)) S 0, o5 y(+))+

(2.3.1) §)0:5(s, Ty (s); y()), dsTy(s)),

o\

pentru orice t € [0,T], unde 7,(t), t € [0,T], este solutia ecuatiei (2.1.2) si
¢

&(t) = exp/e(y(s),/x\y(s))ds, t € [0,T], pentru e(y,x) definita in (I) si fiecare
0

y(-) € C([0,T];RY) fizat.

Utilizand reprezentarea (I) pentru t = 7', rescriem media conditionata
E{(x(T))|y"} astfel
(2.32) E{p(a(T)ly"} = Ey&(T)S(T,7,(T);y(-),

unde &,(t)S(t,2,(t);y(-)), t € [0,T], satisface ecuatia diferentiala stochastica
(2.3.1) din Teorema 2.3.1. Sistemul stochastic (2.1.1) poate descrie evolutia pen-
tru o piata financiara. Concluziile din Teorema 2.3.1 gi reprezentarea din (2.3.2)

pot fi asociate cu functia valoare

(2.3.3) Vi (t) = E,[03(t) + (67 (t), 7,(t))],

pentru fiecare y(-) € C([0,T]; R%), unde 6%(t), t € [0,T], este definit astfel incat

t
(2.3.4) Vi(t) = Vi (0) + E, /<9y(8)ad@y(8)> , t€[0,T7.
0
In plus, 64(0) si {#¥(t) € R : t € [0,T]} au fost determinate astfel incat

functia valoare la momentul ¢t = T satisface

(2.3.5) VIT) = E{p@(T)ly"} = Ey&(T)S(T,2,(T); y(-))

pentru fiecare y(-) € C([0, T]; R%), unde VJ/(T') este exprimat ca in (2.3.4).
Vom defini o strategie admisibila {(65(t),0¥(t)) € R"™' : ¢ € [0, T]} asociata
cu functia valoare V/(t), t € [0,T], data in (2.3.4) si pentru conditia Europeana

exprimata ca in (2.3.5). Ca o consecinta directa a teoremei 2.3.1 obtinem

Teorema 2.3.2. In ipotezele teoremei 2.3.1 exista o strategie admisibila
{(65(t),6(t)) € R™™ :t € [0,T]} asociatd cu functia valoare {V;(t), t € [0,T]}
astfel incdat 0Y(t) = &,(t)0.5(t,z,(t);y(-)), t € [0,T], si 65(0) satisface
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V{(0) = 65(0) + (6¥(0),z0) > S(0,20;y(-)) unde functia continua S(t,x;y(+))

este definita in teorema 2.3.1.

4.3. Strategii admisibile pentru ecuatii diferentiale stochastice

non-Markoviene

Consideram campurile vectoriale netede {gi, ..., .} C (C} N C?) (R™; R"™)
si procesul Wiener m-dimensional standard w(t) = (wi(t),...,w,(t)) € R™,
t € [0, T], pe spatiul de probabilitate complet filtrat {Q, F O {F;},P}.

Pentru fiecare (¢, x) € [0, T|xR"™ fixed, consideram solutia unica Fs-adaptata
si continua {Z(s;t,x) € R" : s € [t.T]} care satisface ecuatiile diferentiale stochas-

tice non-Markoviene

dst = f(Z,s,2)ds + zm:gi (Z) dw;(s), s € [t,T]

i=1

(3.1)
z(t) =z € R™

Alici utilizam integrala Ito ,,-“.

Aplicatia f(z;s,z) : R® x [0,T] x R* — R" este marginita si F,-adaptata
pentru fiecare (z,x) € R x R" gi satisface
(a)  pentru fiecare t € [0,7] si x € R" fixat, f,.(2) & f(z;t,z) este Lipschitz
continua in raport cu z € R", adicd |f, . (2") — fi.(2')| < L|2" — 2|, pentru
2/ 2" e R™, (t,x) € [0,T] x R", unde L > 0 este o constanta care nu depinde de
(t,x) € [0,T] x R™si 2/, 2" € R™

Observatia 3.1. In ipoteza («), ecuatia diferentiala stochastica non-Marko-
viand (3.1) are solufie unicd {T(s;t,z) € R™: E,T]} — R, continua $i Fs-
adaptata, pentru fiecare (t,x) € [0,T] x R™,

O strategie 0 = {vy(s;t,z),v(s;t,x)} € R" xR", s € [t,T] este o pereche de
procese continue si Fs-adaptate pentru care functia valoare corespunzatoare este
definita astfel
(3.2) Vo(s;t,x) = vo(sit,x) + (0(t,w), z(t,w)), s € [t,T].

Pentru ¢ € C(R™) fizat, o strategie {0} satisface conditia Europeand dacd
(3.3) Vo(Ts;t,x) > o (2(T,t,z)), = € (P)

O strategie {0} este admisibila (vezi 0 € A,)) daca indeplineste conditia
FEuropeanda (3.3) pentru fiecare (t,z) € [0,T] x R"
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Cautam o strategie admisibila § € A,), pentru care componenta scalard
{wo(s;t,x)}, s € [t,T] este aleasa astfel incat sunt verificate urmdatoarele ecuatii
(3.4) Vo(s;t,x) = V(t;t,x) + / (v(o;t,x);dox(o;t,x)), s €t,T]

t
pentru fiecare (t,z) € [0,T] x R™ fizat.

Ecuatiile integrale (3.4) sunt adevarate daca si numai daca {vy} satisface
ecautiile integrale corespunzatoare

vo(sit, @) = wo(tst, o) + (v(tit, o), o) +

—|—/ (v(ost,x);de(o;t, x)) — (v(s;t,x); T(s; t, ), s € [t,T)]

pentru fiecare (t,x) € [0,T] x R™ fizat.

(3.5)

Observatia 3.2. FEcuatiile integrale (3.4) sugereaza ca {v € R"} (compo-
nenta vectoriald aleatoare a strategiei admisibile 0 € Ap) poate fi determinata
utilizand inegalitatile integrale (3.4) si (3.5).

In plus, aceasta poate fi determinata utilizand componenta admisibila
{v € R"} in forma feed-back

(3.6) v(s;t,z) =v(s,z2(s;t,x)), set,T], (t,x) € [0,T] x R",

unde v(s,z) = Oyu(s,z) si{u(s,x),s €]0,T], z € R"} satisface urmatoarea ecuatic
parabolica de tip retrograd (ecuatia Kolmogorov)

m

1
osu(s,x) + = Ou(s, 2)gi(r), gi(x)) =0, s €[0,T], z € R",
a7 (5,2) 5 2 (Fruls 2)gi(2). () 0.7
u(t, ) = p(z).
O solutie a ecuatiei Kolmogorov {u(s,z),s €]0,T], x € R™} poate fi definita
astfel
(3.8) u(s,x) = Ep(2(T; s, 7)), s € [0,T], v € R",

unde {z(o;s,x);0 € [s,T|} este solutia unica a ecuatiei diferentiale stochastice

Markoviana redusa

(3.9) do(2) = ZZIQZ(Z) ~dw;(0), 0 € [s,T]
z(s) =z €R"
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Functionala din (3.8) va fi solulie a ecuatiei parabolice (3.7) dacd tinem
cont de conditiile teoremei 6.1., pag.124 din [9] [A. Friedman, 1975].

Presupunem ca
(8) peCr(R") si g e (CyNC) (RLRY), ie{l,...,m}.

Aici spatiul CF (R™) constd din toate functiile scalare ¢ € C*(R™) care
satisfac o conditie de crestere polinomiala tmpreuna cu derivatele sale partiale de
ordinul doi. In plus, utilizand functionala din (3.8), putem sa rescriem conditia

Europeanda din (3.3) sub forma urmatoare
(3.10) Vo(Tsit,x) > u(T,2(T;t,x)) (vezi u(T,z) = p(x)).

Aplicand regula standard de derivare stochastica, partea dreapta din (3.10)

devine

o (@(T;t,x)) =u(T,2(T;t,x)) = u(t,x)+

(3.11) +/<am“ (3>§(55t>x)):dsf(3;f’flf)>+/8su (s, Z(s;t, ) +

t t

+% Z (O2u (s, T(s;t,x)) gi (T(s;t,2)) , gi (T(s;t,))) ds.

Utilizand ecuatia Kolmogorv (3.7), din (3.11), obtinem

(3.12) o (@(T;t,x)) = ult,z) + / (Opu (s,Z(s5t,x)) ; dsZ (55, )

t

si inegalitatile functionale (3.3) vor fi indeplinite (vezi de asemenea (3.4) pentru
Vo(T, t,x)) cu conditia

(3.13) Vo(t;t,x) > u(t,x) si v(s;t,x) = du(s,z(s;t, ), s €lt,T]
Observatia 3.3. Inegalitatile (3.13) combinate cu ecuatia (3.5) ne conduc

la o strategie admisibila 0 = {(vo(s;t,x),v(s;t,2));s € [t.T], (t,x) € [0,T] x R"}

care satisface

(3.14) v(s;t,x) = v (s, z(s;t, ),

unde v(s,x) & Oyu(s,x), (s,x) €[0,T] x R™ gi

(3.15) { Voltst,z) = w(t;t, ) + (Opul(t,z), ), (t,2) € [0,T] x R"

v(t;t,x) > u(t,x) — (z, u(t,x)), (t,z) € [0,7] x R"
(vezi Vy(t;t,x) > u(t,z) in (3.13)).
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FEcuatiile integrale (3.5) devin

v(s;t,x) = v(t;t, x) + (x, dyu(t,x)) +

S

+/ (v(o,Z(o;t,x);de(0st,x)) — (v (s, Z(s;t,x)); T(s;t,x)) ,

t

(3.16)

unde s € [t.T] si vo(t;t,x) + (x,0pu(t,x)) > u(t,x) trebuie indeplinita pentru
orice (t,x) € [0,T] x R™ (vezi (3.15)).

Observatiile si calculele de mai sus le formulam in urmatoarea

Propozitia 3.2. Presupunem ca ipotezele («) si (5) sunt indeplinite. Con-
sideram functionala u(s,z) = FEo(z(T;t,x)), s € [0,T], x € R" (definita in

(3.8)) care satisface ecuatia Kolmogorov (3.7). Definim o strategie admisibila
0 = {(v(s;t,x),v(s;t,x));s €[t,T)], (t,z) € [0,T] x R"}

astfel

(3.17) v(s;t,x) = dyu (s, 2(s;t,x)), s € [t,T],

iar vy(s;t,x), s € [t,T], satisface (3.1), unde vo(t;t,x) + (z, du(t,z)) > u(t,x),
pentru orice (t,x) € [0,T] x R" fizat.

Observatia 3.4. Tindnd cont de conditia ¢ € C}(R"), solufia clasicd
{u(s,z); s € [0,T], x € R"} a ecuatiei Kolmogorov (3.7) este utilizatd pentru a
defini strategia admisibila 0 € A, ca in (3.17) din Propozitia 3.2. Presupunem
ca @ este doar local Lipschitz continua (vezi [22]) atunci solutia in sens slab a
ecuatiei Kolmogorov (3.7) poate fi definita (vezi {u(s,x) :[0,T] x R™ — R"} este
continud, iar Oyu(s,x) : [0,T] x R" — R™ este masurabila Borel), astfel incat
0 € A, (definita in (3.17)) este admisibila.

Concluzii

incepénd cu ultimele doua decenii, dezvoltarea gi aplicarea metodelor matem-
atice avansate din domeniul stochastic au avut un rol din ce in ce mai determinant
in studiul instrumentelor financiare si a burselor in care acestea 1si gasesc apli-
cabilitatea. Astfel, procedee matematice complexe, cum ar fi teoria ecuatiilor
diferentiale, ecuatii cu derivate partiale deterministe sau stochastice, teoria con-

trolului optimal determinist sau stochastic (in care se doregte maximizarea unei
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functii valoare, ce se definegte in functie de modelul ales), calculul stochastic nean-
ticipativ (de tip 1t0) sau anticipativ (de tip Malliavin), analiza numerica, analiza
functionala, teoria proceselor stochastice (de tip Wiener pentru modele continue,
Poisson pentru modele discontinue ce prezinta salturi la momente aleatoare de
timp datorate unor cauze exogene sau procese generale de tip Levy, adica procese
cu cregteri independente si stationare, cu traiectorii continue sau discontinue).
Rezultatele obtinute in aceasta lucrare pot constitui un raspuns stiintific la
numeroasele provocari de pe piata financiara in cadrul careia apar extrem de des
produse noi. Subiectele abordate permit aplicatii atat teoretice cat si practice,
iar rezultatele obtinute pot fi utile potentialilor beneficiari ca: banci, bursa de

valori, trezoreriile diverselor firme, societatile de asigurari etc.
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