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Rezumat

In contextul problemelor principal-agent din cadrul unor
institutii financiare cum ar fi banci, societdti/fonduri de investitii,
sau din cadrul societdtilor de asigurari etc, o parte semnificativd
din capitalul acestora este investitd pe diverse piete financiare
de catre agent (managerul societdtii), de aici decurgand rolul
extrem de important pe care il are determinarea portofoliilor
(strategiilor) optimale de investitii (Intr-un sens ce va fi precizat).
Activele 1n care se investeste pot fi supuse:

e riscului de piatd - apar fluctuatii ale preturilor activelor,
ce sunt posibil generate de anumite conjuncturi ale
pietelor financiare, burselor sau de alte cauze de natura
macroeconomica);

e riscului de contrapartidd - In cazul in care activele sunt
emise de entitdti private ce pot refuza la un moment
aleator de timp indeplinirea obligatiilor contractuale
vis-a-vis de detindtorii activelor respective.

In cadrul acestei burse postdoctorale am abordat doui prob-
leme diferite privind determinarea portofoliilor optimale de
investifie, prin portofoliu optimal intelegind aici o strategie
admisibila pentru care investitorul 1s1 maximizeaza gradul de
satisfactie (mdsurat prin intermediul unei functii de utilitate)
asteptat al valorii finale al portofoliului de active financiare.
Am considerat numai functii de utilitate din clasa HARA (Hy-
perbolic Absolute Risk Aversion), si anume utilitatea de tip
putere (U (x) = %p, cu parametrul p € (0,1)) si utilitatea de tip
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6 REZUMAT

logaritmic (U (x) = In(x)), ce se poate obtine din utilitatea putere
prin trecere la limita dupd p — 0. Denumirea de utilitate tip

HARA vine, in cazul functiei putere, de faptul ca indicele de

_U"(x) _p
U'(x) X’

aversiune absoluta la risc al lui Pratt, dat prin
functie care este o hiperbola.

Pietele financiare considerate sunt caracterizate prin ab-
senta oportunitdtii de arbitraj (nu pot fi realizate castiguri fard
asumarea niciunui risc, o ipoteza viabild din punct de vedere eco-
nomic) dar sunt incomplete (pot existd mai multe masuri martin-
gale echivalente), datorita existentei unui momentul aleator de
timp 7T ce nu poate fi anticipat, la care poate avea loc un salt
neprevazut in dinamica pretului unui activ tranzactionat.

Rezultatele originale obfinute se regdsesc in capitolele doi
si trei ale acestei lucrdri. Mentionez cd marea parte a rezul-
tatelor din capitolul al doilea provin din articolul Optimization
problem under change of regime interest rate (referinta [17]),
avand drept coautori pe Monique Jeanblanc, Thomas Lim si
Hai-Nam Nguyen, acestia fiind afiliati Universitatii din Evry.
Aceasta lucrare a fost finalizatd si va fi trimisd spre publicare.
Continutul capitolului al treilea este inspirat din lucrarea A Port-
folio Optimization Problem with a Corporate Bond (referinta
[16]), acceptatd spre publicare la revista cotata ISI Mathematical
Reports .

In capitolul doi am considerat problema determinrii porto-
foliului optimal in cazul unei piete financiare generate de:

e un activ fdard risc (de ex. un depozit bancar la termen)
cu rata dobanzii stohastice, modelatd cu ajutorul unui
proces ce poate suferi un salt (pozitiv sau negativ) la un
moment aleator T;

si

e un activ cu risc (de ex. un activ tranzactionat la Bursa)

care este supus (numai) riscului de piata.
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Putem interpreta saltul procesului ce modeleaza rata dobanzii
fara risc (ce este asimilatd inflatiei din tara respectivd) ca un soc
manifestat in cazul unor conditii macroeconomice exceptionale,
de exemplu o puternicd recesiune ce afecteazd economia unei
tari (de exemplu situatia din Grecia in cadrul recesiunii ce a
inceput in 2009), conditii in care are loc retrogradarea ratingului
de tara de catre agentii specializate.

Am lucrat sub asa numita ipoteza (H), ce reprezinta propri-
etatea de invariantd a martingalelor sub filtratia de piatd (care
este de obicei generatd de o miscare Browniana standard ce
guverneaza preturile activelor cu risc tranzactionate) si filtratia
ldrgitd (cea mai mica filtratie care contine filtratia de piata si in
raport cu care T devine un timp de stopare). De asemenea am
presupus existenta intensitifii stohastice a timpului aleator 7. In
cazul functiei de utilitate logaritmice am rezolvat in mod explicit
problema utilizdnd o metodd directd. Pentru functii de utilitate
putere am rezolvat problema prin doud metode: abordarea duala
si o abordare directa.

In ceea ce priveste abordarea duali, am scris problema duali
utilizand doud metode diferite: o metoda clasicd de formulare a
problemei duale scriind functionala ajutdtoare de tip Lagrangean
(conform cu referinta clasicd Luenberger [31]), respectiv prin
aplicarea unui rezultat abstract de dualitate (conform cu referinta
Rogers [34]). In scopul caracterizdrii tuturor masurilor de
probabilitate martingal echivalente (necesar scrierii corespunza-
toare a problemei duale) am utilizat un rezultat de reprezentare
pentru martingalele discontinue (adaptate in raport cu filtratia
largitd) datorat lui Kusuoka (a se vedea referinta Kusuoka [26]).
Am determinat apoi expresia functiei valoare si a controalelor
optimale pentru problema duala utilizind o metoda ce se bazeaza
pe principiul programarii dinamice in piete incomplete, metoda
initiatd de El Karoui si Quenez [11], o serie de rezultate
standard de calcul stohastic (cum ar fi Lema lui Itd pentru
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procese continue, respectiv cu salturi), rezultate standard sau
mai putin standard din teoria ecuatiilor stohastice diferentiale
retrograde (EDSR) Browniene sau cu salturi, rezultate privind
integrabilitatea uniformd a procesului exponentialei stohastice
in cazul proceselor cu salturi. Am stabilit apoi legédtura dintre
functiile valoare asociate problemelor primald, respectiv duala.

Prin a doua metodda am rezolvat direct problema primald
inspirandu-ne dintr-un articol al autorilor Hu, Imkeller, Miiller
(referinta [15]), utilizdnd argumente similare cu cele care ne-au
condus la rezolvarea problemei duale. In plus, am obtinut si o
formula explicita pentru strategia optimala.

Capitolul trei este dedicat unei probleme de optimizare de
portofolii in cadrul unei piete financiare generate de un activ fara
risc, un activ cu risc supus riscului de piatd si un activ cu risc
care este in plus supus si riscului de contrapartidd. Am lucrat
de asemenea sub ipoteza (H) si am presupus in plus existenta
densitatii conditionale pentru momentul aleator 7. Pentru activul
supus riscului de contrapartidd am presupus ca in caz de default
(nerespectare a obligatiilor contractuale vis-a-vis de investitor
a firmei ce a emis activul respectiv), investitorul primeste o
compensatie ce este datd de un anumit procent din valoarea
de piatd a activului chiar Tnainte de producerea defaultului
(Recovery of Market Value RMV), iar dupa momentul de default
activul nu mai este tranzactionat.

Am obtinut o formula pentru dinamica valorii portofoliului.
Am rezolvat direct aceastd problema in cazul utilitdtii de tip
logaritmic in urma efectudrii unor calcule directe. Am descris
apoi o metodd generald de rezolvare in cazul utilitatilor din clasa
HARA in care ne-am inspirat din articolul Jiao, Pham [18],
articol in care problema de optimizare originald este descompusa
in doud subprobleme, una inainte de default si cealaltd dupa
default, ambele probleme fiind formulate in piete complete (care
poseda proprietatea de existenta a unei unice mdsuri martingale
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echivalente) si pentru rezolvarea carora se pot aplica metode
martingale clasice sau principiul programdrii dinamice pentru
piete complete. Am caracterizat solutia problemei post-default
cu ajutorul metodei martingale duale. In plus, in cazul unei
functii de utilitate de tip putere, am presupus ca defaultul apare
cu probabilitatea 1 pana la orizontul 7" al procesului de investitie
si coeficientii modelului si densitatea conditionald a momentului
de default 7 sunt functii deterministe. avand forma explicitd a
procesului valorii portofoliului, am rezolvat mai Intai problema
post-default ca o problema de control optimal cu timp si stare
initiale aleatoare, iar apoi am rezolvat separat problema pre-
default, pe care am formulat-o ca o problema de optimizare in
orizont aleator si pentru care am utilizat metode specifice de
control stohastic optimal. Pentru probleme in orizont aleator am
gdsit in literatura de specialitate un numar redus de rezultate,
dintre care mentionam referintele Blanchet-Scalliet, El Karoui,
Jeanblanc si Martellini [3] si lucrarea nepublicata El Karoui,
Jeanblanc si Huang [9]. Am formulat un rezultat de verifi-
care (bazat pe un rezultat clasic dat de Teorema 3.1, referinta
Fleming si Soner [13]), care constituie un principiu de bazd
in cadrul programadrii dinamice, respectiv definirea corespunza-
toare a unei ecuatii diferentiale cu derivate partiale neliniare
de tipul Hamilton-Jacobi-Bellman ce este satisfacutd, in sens
tare, de functia valoare a problemei de optimizare (atunci cand
aceasta poseda suficiente proprietati de regularitate). Am ardtat
ca functia valoare satisface ecuatia HIB si am determinat si
strategiile pre-default optimale, urménd un procedeu de separare
a variabilelor in cadrul functiei valoare.

Cuvinte cheie: Activ financiar, activ supus riscului de con-
trapartidd, invariantd martingald, maximizarea utilitdtii, utili-
tate tip HARA, problema duald, ecuatii diferentiale stohastice
retrograde (EDSR), dualitate convexd, control stohastic.
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In the framework of principal-agent theory including fi-
nancial institutions, such as banks, investments societies/fonds,
insurance companies, where an important proportion of the
capital is dedicated to investment on various financial markets,
and this is accomplished by the manager of the society. It can
be thus noticed the huge interest in deriving explicit formulas
for the optimal investment portfolios, in a sense we shall make
precise. The assets which are taken into account for investment
can be submitted to:

e market risk - when prices of assets fluctuate due to seri-
ous perturbations of financial markets, stock exchange
or even from macroeconomic reasons;

e counterparty risk - in the case of financial assets which
are issued by private entities which can decide, at some
random time, to stop fulfilling their legal commitments
to the holders of the assets (in this case we say that
default occured).

The work I developped under this postdoctoral position
consists in the treatment of two different financial markets, and
more exactly in deriving the optimal financial portfolios, in the
sense of maximizing the expected utility of the final wealth of
a selffinanced portfolio (a utility function measures the degree
of satisfaction of an investor/consumer). We considered utility
functions belonging to the so-called HARA class (Hyperbolic
Absolute Risk Aversion), which includes the power utility func-
tion U(x) = %'” with p € (0,1), and the logarithmic utility
function U(x) = In(x) (which can be obtained by passing to
the limit as p — O from power utility ’%). The term HARA
utility comes from the fact that, in the case of power utilies,

"
Pratt’s absolute risk aversion index, given by — g,((;)) = %, 1s an

hyperbolic function. The financial markets under consideration
do not allow arbitrage (which is a viable assumption from an
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economic point of vue) but are incomplete, due to the existence
of the random time at which an unpredicted jump (negative or
positive) in the dynamics of the price of some traded asset may
arise.

The original results I obtained make the object of chapters
two and three. I want to mention that most of the results from
the second chapter have their origin in the paper Optimization
problem under change of regime interest rate (reference [17]),
having as coauthors Monique Jeanblanc, Thomas Lim and Hai-
Nam Nguyen, all from the University of Evry. This paper is
now in a final form and will be submitted. The third chapter
is inspired from the paper A Portfolio Optimization Problem
with a Corporate Bond (reference [16]), which was accepted for
publication at the ISI revue Mathematical Reports.

In the second chapter of this work we constructed the optimal
financial portfolio in the case of a financial market consisting in:

e a riskless asset (for instance a bank/savings account)
with the dynamics of the short interest rate modelled by
a process which may have a jump at some unpredicted
random time (called default time) 7;

e a risky asset (for instance an asset which can be traded
at some stock exchange) and which is submitted to
market risk only.

The jump appearing in the short interest rate process may be
interpreted (as the short interest rate is usually approximatively
equal to the inflation rate) as some unpredicted evolution in
the economy of some country, possibly due to some serious
macroeconomic conditions, for instance a severe recession (as in
the case of Greece), which may lead for instance to downgrading
of the country rating by specialized agencies.

We assumed in force the so called assumption (H) (the
immersion hypothesis), which is a martingale invariance prop-
erty under the market filtration (which is usually generated
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by a Brownian motion which drives the stock prices of the
traded assets) and the enlarged filtration (which is defined as
the smallest filtration which contains the market filtration and
under which the default time becomes a stopping time). We
assumed the existence of the stochastic intensity of the default
time 7. In the case of logarithmic utility function the problem
was solved by some straightforward computations. In the case
of power utility function we used two different approaches: first
by solving the related dual problem and secondly by a direct
approach.

In what concerns the first approach, we wrote the dual
problem using two different methods: a classical method for
the formulation of the dual problem via a functional Lagrangean
(as in Luenberger [31]), and by applying an abstract duality
result (as in Rogers [34]). In order to give a proper repre-
sentation to the set of all martingale measures, we applied a
representation theorem for discontinuous martingales (which are
adapted to the enlarged filtration), as in the reference Kusuoka
([26]). We next derived explicit formulas for the value function
of the optimization problem and an optimal strategy using a
method which relies on the dynamic programming principle in
incomplete markets initiated by El Karoui and Quenez in the
paper [11], some standard results of stochastic calculus (Itd’s
Lemma for continuous processes and for jump processes), some
more or less standard results concerning backward stochastic
differential equations (BSDEs for short) of Brownian type or
with jumps, results which ensure uniform integrability of (local)
martingales given by the stochastic exponential process. By a
duality result relating the value functions for the primal and dual
problem we derived the formula of the value function for the
primal problem. By the direct approach we solved directly the
primal problem by a similar argument as in Hu, Imkeller and
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Miiller (see the reference [15]). By this approach we obtained
an explicit formula for the optimal strategy.

The third chapter is dedicated to a portfolio optimization
problem in a financial market generated by a riskless asset, an
asset submitted (only) to market risk and a third asset submitted
to both market and counterparty risk. We assumed the (H)
hypothesis and also the existence of the conditional density of
the random time 7. We also assumed that in case of occurence
of the default, the holder of the defaultable asset will receive
a compensation given by a fraction of the value of the asset
just before the default occured, called the fractional recovery of
the market value (RMV). After the default time the asset is not
traded anymore.

We obtained an explicit formula for the dynamics of the
wealth process. This problem was solved explicitely in the case
of logarithmic utility by performing some straightforward com-
putations. In the case of HARA utility functions we described
a general method of decomposition of the original optimization
problem into two subproblems, one stated before default and a
second one stated after default, both problems being formulated
in complete markets (which have the property of existence of an
unique equivalent martingale measure) and for which classical
martingale methods of resolution may be applied. This method
was widely inspired by a paper of Jiao and Pham (see the
reference [18]). In the case of power utility, we characterized
the solution of the post-default problem using martingale duality.
For the same utility function, we assumed that the coefficients
and the conditional density of default are deterministic, and also
that the default will occur a.s. till maturity 7. We solved first
the post-default optimization problem with random initial con-
ditions (which is an optimization problem in random horizon)
and afterwards we treated the pre-default problem by using a
stochastic control approach. We found only a few references in
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the related literature on investment problems in random horizon,
from which we mention the papers Blanchet-Scalliet, El Karoui,
Jeanblanc si Martellini [3] and the unpublished draft El Karoui,
Jeanblanc si Huang [9].

We formulated a verification result (based on a classical
result given by Theorem 3.1 of the citation Fleming and Soner
[13]), which is a main tool of the dynamic programming
principle, by defining properly a nonlinear partial differential
equation of Hamilton-Jacobi-Bellman type which is typically
satisfied by the value function. We showed that the value
function has indeed the required smoothness properties and we
also determined the optimal pre-default strategies via procedure
of separation of the variables into the formula of the value
function.

Keywords: Financial asset, defaultable asset, martingale
invariance, utility maximization, HARA utility, dual problem,
Backward stochastic differential equations (BSDEs), convex
duality, stochastic control.



CAPITOLUL 1

Introducere

In cadrul problemelor de tip investitor-manager, managerul
unei companii private are printre altele si sarcina de a efectua
plasamente optime pe diverse piete financiare utilizand capitalul
firmei (care este format in principal de sumele viarsate de
actionari). Astfel, in cadrul investitiilor pe piata financiara,
un rol important il joaca riscul asociat acestora, atat riscul de
piatd dar si riscul de credit, ce este asociat investitiei in activele
emise de societdti private, societdti ce pot refuza la un moment
dat indeplinirea obligatiilor asumate prin contract vis-a-vis de
investitori, sau pot intra Tn incapacitate de plata (sau chiar
faliment). Pe o piatd financiard se Intilnesc In general mai multe
active supuse investitiilor, dintre care mentionam:

e activele fara risc - reprezentand activele in care riscul
asociat este relativ scazut, a caror randament asteptat
este aproximativ egal cu rata inflatiei. Ne referim aici
in principal la depozitele bancare la termen;

e activele cu risc - reprezentand activele a cdror randa-
ment asteptat este mai mare decat cea a activelor fard
risc, dar care si comportd un risc sporit. Ne referim aici
la active tranzactionate pe diverse piete reglementate,
cum ar fi de exemplu la Burse.

In cadrul activelor cu risc intilnim si active supuse riscului de
credit, active care sunt in general emise de societdti private, pe
care le mai numim in cadrul acestei lucrari si active ce pot da
"default’.

15
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Scopul principal al acestei lucrdri postdoctorale este acela de
a gasi o strategie optimald in cadrul unui proces de investitii,
precum si o formula explicitd pentru portofoliul optim. Prin
strategie optimald se va intelege acea strategie prin care se
va optimiza satisfactia investitorului privind valorea finald a
portofoliului sdau de active, gradul de satisfactie fiind masurat
prin valoarea medie a utilitatii asociate valorii finale a porto-
foliului. Functiile de utilitate la care ne vom referi se inscriu
in clasa HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion), fiind de
tip putere (U (x) = XFP, cu parametrul p € (0,1)) si utilitatea de
tip logaritmic (U(x) = In(x)), ce se poate obtine din utilitatea
putere prin trecere la limita dupa p — 0. Denumirea de utilitate

tip HARA vine, in cazul functiei putere, de faptul ca indicele

U” (x) _p
U'(x) X’

de aversiune absoluta la risc al lui Pratt, dat prin —

functie care este o hiperbola.

Problemele de optimizare de portofolii constituie un subiect
ce a suscitat si suscitd un interes crescand, Tncepand cu anul
1971, an in care Robert Merton a publicat o lucrare de pionierat
in domeniu (a se vedea referinta [32]). Abordarea lui Merton s-
a bazat pe elemente de control optimal stohastic, printre care
principiul programadrii dinamice, ce constd in rezolvarea unei
ecuatii cu derivate partiale neliniare (numitd ecuatia Hamilton-
Jacobi-Bellman) ce este satisfacutd de functia valoare asociata
problemei de optimizare. O altd lucrare ce a facut un larg ecou
a fost articolul scris de loannis Karatzas in anul 1989 (referinta
[19]), in care sunt tratate o serie de probleme de optimizare a
investitiilor/consumului intermediar pentru un investitor 'mic’
(small investor) (in sensul ca acesta nu poate modifica preturile,
intrucat achizitioneazd un volum nesemnificativ din activele
supuse tranzactiondrii). Metodele utilizate sunt atat de control
optimal stohastic dar si de dualitate convexad (sau metode mar-
tingale). Prin cea de a doud metoda problema de optimizare
originald este transformata Intr-o problema de optimizare statica
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cu o restrictie bugetard, si care se rezolva utilizand metoda mul-
tiplicatorilor lui Lagrange, definind in mod adevat o functionala
ajutatoare de tip Lagrangean, valoarea portofoliului optimal fiind
obtinuta in functie de conjugata convexa a functiei de utilitate,
tindnd cont de faptul ca procesul dat de valoarea portofoliului
la orice moment de timp este un martingal in raport cu orice
probabilitate echivalentd neutra la risc. Lucrarile mentionate
mai sus se refera la o piatd financiard completa (in care nu
existd posibilitatea de arbitraj) formata din active fard risc si
active cu risc nesupuse riscului de credit, in care cursurile
activelor sunt date prin procese cu traiectorii continue (miscare
Browniene geometrice) iar filtratia (i.e. informatia la care au
acces investitorii) este data de filtratia naturala a unei miscare
Browniene standard (posibil multidimensionale).

Korn si Kraft (2001) studiaza o problema de optimizare de
portofolii intr-o piatd financiard cu un activ fard risc pentru
care rata dobanzii este stohastica (urmeaza unul din modelele
clasice Vasicek sau Ho-Lee) si un activ cu risc fara default,
metodele utilizate fiind o varianta a principiului programarii
dinamice (obtinerea ecuatiei neliniare de tipul Hamilton-Jacobi-
Bellman). Teoremele standard de verificare nu pot fi aplicate in
acest context datoritad naturii stohastice a ratei dobanzii.

Blanchet-Scalliet, El Karoui, Jeanblanc si Martellini [3]
trateaza o problema de optimizare a investitiilor in situatia in
care orizontul de timp pe care se desfasoara investitia este
aleator. Motivatia pentru acest studiu o reprezintd posibile
situatii neprevazute in care investitorul are nevoie urgenta de
capital (doreste sa achizitioneze o casa, are de achitat a datorie
etc) si este nevoit sd-si lichideze portofoliul financiar in mod
neasteptat. Metodologia utilizata contine atat elemente specifice
de control stohastic optimal (respectiv obtinerea ecuatiei cu
derivate partiale neliniare de tipul Hamilton-Jacobi-Bellman
ce este satisfdcutd, sub anumite conditii de functia valoare
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asociatd problemei de optimizare), cat si elemente de dualitate
martingald. O alta referinta in probleme de optimizare de
portofolii in orizont aleator o constituie lucrarea nepublicata
El Karoui, Jeanblanc si Huang [9], in care autorii utilizeaza
tehnici specifice ecuatiilor diferentiale stohastice retrograde, o
presupunere cruciala fiind P(t < T) < 1.

Kramkov si Schachermayer [25] au obtinut rezultate ab-
stracte privind existenta solutiei unei probleme de optimizare
a portofoliilor financiare intr-o piatd financiard incompleta (dar
lipsita de oportunitati de arbitraj) in care preturile activelor sunt
reprezentate prin semimartingale (scrise sub forma generald), in
special pentru functiile de utilitate din clasa HARA (Hyperbolic
Absolute Risk Aversion). Ca metodologie utilizata acestia au
rezolvat problema duald asociatd si au ardtat ca si functiile
valoare al celor doud probleme de optimizare se afla intr-o relatie
de (bi)dualitate. Nu au fost insa obtinute formule explicite pentru
strategiile optimale.

Bielecki si Jang [1], Capponi si Figueroa Lopez [6] au studiat
unele probleme de optimizare in care coeficientii modelelor
sunt functii deterministe, motiv pentru care au putut utiliza cu
succes instrumente clasice ale principiului programdrii dinamice
si ecuatiilor cu derivate partiale neliniare de tipul Hamilton-
Jacobi-Bellman.

Hu, Imkeller si Miiller [15] studiaza probleme de optimizare
a portofoliilor intr-o piatd incompleta definitd de o serie de active
supuse riscului de piatd, modelate prin procese adaptate unei
filtratii Browniene, impunand restrictii asupra strategiilor admis-
ibile, si anume multimea strategiilor admisibile este considerata
o multime inchisa (si nu convexd). Sunt obtinute rezultate pentru
toate cele trei tipuri importante de functii de utilitate, respectiv
utilitate exponentiald, utilitate functie putere si utilitate logarit-
micd. Metodologia utilizata este datd de principiul programarii
dinamice pentru piete incomplete ce conduce la definirea unei
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familii de procese stohastice, indexata dupd mulfimea tuturor
strategiilor admisibile, procese ce sunt supermartingale pentru
orice strategie admisibild, si pentru o anumita strategie (ce se
va dovedi strategia optimald) procesul respectiv va fi martin-
gal. Autorii mai utilizeaza rezultate de existenta pentru ecuatii
doferentiale stohastice retrograde (EDSR) Browniene si rezul-
tate din teoria martingalelor uniform integrabile de tipul BMO.
Morlais [33] studiaza aceeasi problema cu restrictii (multimea
strategiilor admisibile este presupusa compacta) in cazul unei
piete financiare incomplete cu active financiare a caror dinamica
sunt date prin procese cu salturi. O parte din rezultatele continute
in capitolul al doilea al acestei lucrari se bazeaza pe metodologia
utilizata de Hu, Imkeller si Miiller. Autorii Rouge si El Karoui
[12] studiaza acelasi tip de problema in cazul in care multimea
strategiilor admisibile este un con convex, in cazul utilitatii
exponentiale, utilizand tehnici specifice EDSR.

Lim si Quenez [30] trateaza de asemenea problema deter-
minarii portofoliilor optimale, dar si cea a determindrii pretului
de indiferenta a unei optiuni, intr-o piatd financiard generata
de un activ cu risc si un activ supus riscului de contrapartida
(procesul pretului activului cu risc putand avea un salt la un
moment aleator de timp 7 ce nu poate fi anticipat), pentru toate
cele trei tipuri importante de functii de utilitate, in cazul in care
nu sunt impuse restrictii asupra strategiilor admisibile sau in
cazul in care multimea strategiilor admisibile este o multime
compacta. In cazul cu restrictii functia valoare este caracterizata
ca subsolutia maximala a unei EDSR nonstandard, sau ca limita
a unui sir monoton de solutii asociat unei familii de EDSR
Lipschitziene.

Din literatura privind teoria generald a EDSR cu aplicatii
in finante mentionam aici referintele El Karoui, Hamadene
si Matoussi [8] pentru EDSR Browniene, si articolele Royer
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[35], respectiv Kharroubi si Lim [22] pentru rezultate privind
existenta si unicitatea solutiilor EDSR cu salturi.

O serie de autori utilizeazd in cadrul problemelor de op-
timizare de portofolii in piete financiare incomplete ipoteza
existentei densitdtii conditionale (in raport cu filtratia pietii, care
este generatad de o migcare Browniana ce guverneaza preturile ac-
tivelor tranzactionate) asociate momentului de default. Aceasta
ipoteza a fost introdusd de Jacod (1983) iar recente contributii in
dezvoltarea acestei teorii au fost aduse de El Karoui, Jeanblanc
si Jiao [5]. In acest context, Jiao si Pham [18] studiaza problema
de optimizare a portofoliilor intr-o piatd incompleta generatd
de un activ fard risc si un activ cu posibil default. utilizind
formula de descompunere (canonicd) pentru procese predictibile
si adaptate (in raport cu filtratia ldrgitd), respectiv progresiv
masurabile formulate de Jeulin (1980), problema de optimizare
originala a fost descompusd in doud subprobleme: problema
de optimizare pre-default, respectiv cea post-default. Ambele
probleme sunt formulate in piete complete pentru care se pot
aplica cele doud tipuri de metode standard: metoda dualitatii
martingale (convexe), respectiv metodd programadrii dinamice.
Ipoteza existentei densitdtii conditionale este cruciala in studiul
problemei post-default.

In capitolul al doilea am considerat problema maximizarii
utilitdfii asteptate a unui investitor mic (small) (ce nu poate
influenta preturile activelor), in raport cu valoarea finald a unui
portofoliu financiar, intr-o piata financiara generatda de un activ
fara risc (de exemplu un depozit la termen) pentru care rata
dobanzii fard risc (ce este de obicei asimilata ratei inflatiei) este
stohasticd si poate avea un salt la un moment aleator de timp
T neanticipat (posibil datoritd unei probleme macroeconomice
grave ale economiei unei tari), si un activ cu risc (supus riscului
de piatd) modelat ca un proces de difuzie guvernat de o mis-
care Browniana standard unidimensionala B(¢). Vom consideri
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numai functii de utilitate ce satisfac conditiile uzuale de tip
Inada si pentru care elasticitatea asimptotica AE(U) este strict
subunitard. Mai precis vom considerd functii de utilitate din
clasa HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion), clasa din
care fac parte utilitatea logaritmicd (U(x) = Inx) si utilitatea
putere (U (x) = %p, cul<p<l).

filtratia pietii (sau filtratia de referinta) este data de filtratia
naturala a miscarii Browniene B(t), .%; := %8 = 6(B;,0 <5 <
t)), pentru ¢ > 0. Presupunem ca momentul aleator T nu este un
timp de stopare al filtratiei .%, si definim filtratia largita ¢ ca
cea mai micd filtratie care contine filtratia pietii .# si in raport
cu care T devine un timp de stopare.

Am presupus ca are loc asa numitd ipoteza (H) (sau ipoteza
de imersie), care este o ipoteza de invariantd martingald intre
filtratiile .7 si 4. Aceastd inseamna ca orice .% -martingal este
si un ¢-martingal.

Intrucat lucram sub ipoteza unei rate a dobanzii fird risc r
stohastice, rezultate clasice de existenta si unicitate a strategiei
optimale, cum ar fi de exemplu cele obtinute de Kramkov si
Schachermayer [25], in cazul in care » = 0, nu pot fi aplicate
in contextul nostru. Problema de optimizare este rezolvata prin
doua metode diferite:

e metodd de rezolvare cu ajutorul problemei duale - prin
care scriem in mod corespunzator problema duala uti-
lizand doud abordari diferite: o metoda clasicd de for-
mulare a problemei duale (conform cu referinta clasica
Luenberger [31]), respectiv prin aplicarea unui rezultat
abstract de dualitate (conform cu referinta Rogers [34]).
Am utilizat apoi un rezultat de reprezentare pentru
martingalele discontinue (adaptate in raport cu filtratia
largitd ¢) datorat lui Kusuoka (a se vedea referinta
Kusuoka [26]), in scopul caracterizarii multimii tu-
turor masurilor martingale echivalente. In continuare
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am construit, utilizand principiul programadrii dinamice
pentru piete incomplete initiat de El Karoui si Quenez
in referinta [11], o familie de procese (indexata dupd
multimea strategiilor admisibile), a.i. fiecare proces
fiind un submartingal pentru o strategie admisibild
oarecare si este un martingal pentru strategia optimala.

e metoda directd - prin care utilizam o metoda asem-
anatoare cu cea utilizata de Hu, Imkeler si Miiller in
articolul [15]. Prin aceasta metoda se gdseste o formula
explicita pentru strategia optimala.

In cadrul ambelor abordari am obtinut expresia functiei valoare
ca si solutia unei ecuatii diferentiale stohastice retrograde cu
salturi, a carei existenta a fost demonstrata cu ajutorul unui
rezultat recent datorat autorilor Kharroubi si Lim [22].

Mentionez ca marea parte a rezultatelor din capitolul al
doilea provin din articolul Optimization problem under change
of regime interest rate (referinta [17]), avand drept coautori pe
Monique Jeanblanc, Thomas Lim si Hai-Nam Nguyen.

Capitolul trei este dedicat unei probleme de optimizare de
portofolii in cadrul unei piete financiare generate de un activ fara
risc, un activ cu risc supus riscului de piatd si un activ cu risc
care este in plus supus si riscului de contrapartidd. Am lucrat
de asemenea sub ipoteza (H) si am presupus in plus existenta
densitdtii conditionale pentru momentul aleator 7. Pentru activul
supus riscului de contrapartida am presupus ca in caz de default
(nerespectare a obligatiilor contractuale vis-a-vis de investitor
a firmei ce a emis activul respectiv), investitorul primeste o
compensatie ce este datd de un anumit procent din valoarea
de piatd a activului chiar inainte de producerea defaultului
(Recovery of Market Value RMV), iar dupa default activul nu
mai este tranzactionat.

Am obtinut o formula explicitd pentru dinamica valorii
portofoliului. Am rezolvat direct aceastd problema in cazul
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utilitdfii de tip logaritmic in urma efectudrii unor calcule di-
recte. Am descris apoi 0o metoda generald de rezolvare in
cazul utilitatilor din clasa HARA conform cu articolul Jiao si
Pham [18], problema de optimizare originald este descompusa
in doud subprobleme, una inainte de default si cealaltd dupa
default, ambele probleme fiind formulate in piete complete (care
poseda proprietatea de existenta a unei unice mdsuri martingale
echivalente) si pentru rezolvarea carora se pot aplica metode
martingale clasice. Am caracterizat solutia problemei post-
default cu ajutorul metodei martingale duale. In plus, in cazul
unei functii de utilitate de tip putere, am presupus ca defaultul
apare cu probabilitatea 1 pana la orizontul 7 al procesului
de investitie si coeficientii modelului sunt functii deterministe.
avand forma explicitd a procesului valorii portofoliului, am re-
zolvat mai intai problema post-default ca o problema de control
optimal cu timp si stare initiale aleatoare, iar apoi am rezolvat
separat problema pre-default, care este o problema de optimizare
in orizont aleator si pe care am formulat-o ca o problema de
control stohastic optimal. Am enuntat si demonstrat un rezultat
de verificare (bazat pe un rezultat clasic dat de Teorema 3.1,
referinta Fleming si Soner [13]), care constituie un principiu
de bazd in cadrul programdirii dinamice, respectiv definirea
corespunzatoare a unei ecuatii diferentiale cu derivate partiale
neliniare de tipul Hamilton-Jacobi-Bellman ce este satisfacuta,
in sens clasic, de functia valoare a problemei de optimizare
(atunci cand aceastd poseda suficiente proprietati de regulari-
tate). Am aratat ca functia valoare satisface ecuatia HIB si am
dat formule explicite pentru functia valoare si strategiile pre-
default optimale. Continutul capitolului al treilea este inspirat
din lucrarea A Portfolio Optimization Problem with a Corporate
Bond (referinta [17]), acceptata spre publicare la revista cotata
ISI Mathematical Reports.
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Metodologia utilizata a constat in gdsirea rezultatelor semni-
ficative obtinute de alti autori in raport cu tema propusa, iden-
tificarea metodelor si tehnicilor specifice cercetarii si selectarea
si aplicarea in obtinerea de noi rezultate. Am utilizat notiuni si
rezultate clasice sau mai putin standard consistand in

e clemente fundamentale de teoria calculului stohastic,
dintre care enumeram: teoreme de reprezentare pentru
martingale in raport cu o filtratie Browniena (respectiv
filtratia largitd), formulele lui It6 de calcul integral
pentru functionale de procese continue (respectiv de
procese cu salturi);

e procedeul de largire al filtratiei (enlargement of filtra-
tion) - se refera la filtratia (notata ¢) obtinuta cu aju-
torul unei asa numite filtratii de referinta .7 (care este
de obicei filtraia naturala a unei migcare Browniene)
imbogatita cu filtratia generatd de o variabila aleatoare
pozitivd T (care nu este un timp de stopare in raport
cu filtratia de referinta). filtratia largitd reprezintd
cea mai mica filtratie in raport cu care T devine un
timp de stopare. Aceastd constructie se aplica atunci
cand pe o piatd financiard avem un activ (respectiv o
serie de active) care are un salt neasteptat (care nu
poate fi anticipat) la un moment aleator 7 in dinamica
procesului pretului (preturilor).

Am lucrat sub ipoteza de imersie (numita si ipoteza
H) sau ipoteza de invariantd martingald, care presupune
ca orice .% -martingal rimane un martingal si in raport
cu filtratia largitd ¢. Am lucrat de asemenea si sub
ipoteza existentei intensitdtii lui 7, i.e. am presupus ca
procesul (H;) ce indica aparitia momentului 7, definit
prin H; := 1(;<;), admite in filtratia ¢ un compensator
absolut continuu in raport cu masura Lebesgue. Am
utilizat si formulele standard de descompunere (inainte
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si dupa momentul 7) a unui proces ¢-adaptat, respectiv
¢ -predictibil.

e notiuni de teoria martingalelor uniform integrabile de
tipul BMO (Bounded Martingale Oscillation), pe care
le-am aplicat in cazul martingalelor date de procesul
exponentialei stohastice al unui martingal (posibil dis-
continuu);

e rezultate clasice si recente din teoria ecuatiilor difer-
entiale stohastice retrograde (EDSR) Browniene si cu
salturi. Un rezultat fundamental pentru studiul nostru
il reprezintad o teorema de existenta a solutiei pentru o
EDSR cu salturi, obtinuta de Kharroubi si Lim (con-
form referintei [22]), care descompun ecuatia cu salturi
in mai multe familii de EDSR Browniene pentru care
se pot aplica rezultate clasice de existenta a solutiei.
Rezultatul lor are loc intr-un cadru mai general, atunci
cand se considerd un numar finit de momente de salt
T1,..., Ty, carora li se pot eventual asocia si marimile
salturilor AX (7;) := X (7;) — X (7;—).

e clemente de dualitate martingald - se bazeazd pe
definirea conjugatei convexe a functiei de utilitate (care
este concava) ;

e clemente de control optimal stohastic - principiul pro-
gramarii dinamice: definirea corespunzatoare a unei
ecuatii cu derivate partiale neliniare de tipul Hamilton-
Jacobi-Bellman si formularea unui rezultat de verificare
ce leaga functia valoare a problemei de optimizare de
solutia ecuatiei HIM si prin care se poate determina si
strategia optimala.

considerdm ca rezultatele obtinute in cadrul acestei burse
postdoctorale, respectiv obtinerea de formule explicite a strate-
giilor optimale in cadrul portofoliilor de investitii financiare, vor
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avea un impact potential in raport cu obiectivele transversale
Dezvoltare durabila si Societate Informationala. Astfel, o activi-
tate cat mai eficienta a societatilor in cadrul carora o componenta
semnificativa a activitatii este bazata pe partea de investifii, si
putem enumera aici bancile (private sau de stat), fondurile de
investifii, societatile de asigurari etc poate duce la o dezvoltare
durabila in conditii cat mai eficiente. Prin activitate cat mai
eficienta intelegem si alocarea optima a unei parti a resurselor
financiare ale societatilor, in cadrul portofoliilor financiare de
investitii. Societatile la care ne referim au in general portofolii
de investitie echilibrate, in cadrul carora intra:

e active fard risc (gen depozite la termen la banci cu
rating ridicat, obligatiuni guvernamentale), cu un ran-
dament scazut (corelat in general cu rata inflatiei) dar
garantat;

e active cu risc, care pot fi supuse riscului de piatd (de
exemplu activele tranzactionate pe piete bursiere, al
caror preturi sunt afectate, ca si preturile celorlalte
active tranzactionate, in cazul unor evenimente nega-
tive ce se rasfrang asupra pietei bursiere, evenimente
cum ar fi o stare de recesiune generald, retrogradarea
ratingului unei tari sau in cazul aparitiei unor fenomene
naturale neprevazute ce pot antrena consecinte de ordin
economic deosebit de grave), cu un randament ce poate
fi ridicat dar si in conditiile unui risc ridicat;

e active cu risc care sunt supuse atat riscului de piatd, cat
si riscului de contrapartidd (existenta riscului ca la un
moment aleator de timp firma emitatoare a activului sd
refuze indeplinirea obligatiilor contractuale vis-a-vis de
investitor).

consideram astfel ca cercetarea efectuata in cadrul acestei burse
postdoctorale, ce a condus la rezultatele prezentate in capitolele
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doi si trei privind strategiile optime de investitie in cadrul prob-
lemelor de maximizare a utilitdtii valorii finale a portofoliilor
financiare, in piete financiare generate de active fara risc, active
supuse riscului de piatd si/sau active supuse atdt riscului de
piatd cat si riscului de credit (sau active care sufera un salt
la un moment aleator de timp ce nu poate fi anticipat) se
vor dovedi utile managerilor societatilor de investitii, ce pot
compara portofoliile de investitii pe care le-au urmat/le urmeaza
cu strategiile optimale propuse in cadrul acestui studiu.

Am urmarit obtinerea de rezultate noi si originale in cadrul
problemelor de tipul principal-agent, cu accentul pus pe partea
investitionala a activitatii desfasurate de manager. Rezultatele
obtinute, materializate in elaborarea a doua articole stiintifice, ne
indreptatesc sd afirmam ca obiectivele propuse au fost indeplin-
ite.






CAPITOLUL 2

O problema de optimizare de portofolii intr-o
piata financiara incompleta generata de o rata
stohastica discontinua a dobanzii

In cadrul acestui capitol studiem problema gasirii portofoliu-
lui optimal si a functiei valoare asociatd problemei de optimizare
de portofolii ce constd in maximizarea utilitdfii asteptate a
valorii finale a unui portofoliu financiar pentru un investitor ce
urmeaza o strategie autofinantata, in cadrul unei piete financiare
incomplete generate de un activ fara risc dar cu o rata a dobanzii
r stohasticd si care poate avea un salt la un moment aleator de
timp T, i un activ cu risc care se modeleaza ca un proces adaptat
unei filtratii Browniene.

2.1. Formularea cadrului si a ipotezelor de lucru

Se considerd un camp de probabilitate (Q, <7, (%), P),
unde filtragia .# este datd de versiunea continud la dreapta a
filtratiei naturale a unei miscdre Browniene unidimensionale
standard (B;), imbogatita cu toate multimile P-neglijabile , i.e.
G = FE NN, unde am notat FF = 6(B,,0 < s < 1) pentru
t > 0 iar ./ reprezintd multimea evenimentelor de P-masura
nula. Presupunem ca %, C o7 . Pe acelasi spatiu de probabilitate
mai este datd o variabila aleatoare pozitivda T care trebuie sd fie
interpretata ca un moment aleator de timp (pe care il denumim
in continuare default), la care are loc o evolutie neasteptata in di-
namica ratei dobanzii fara risc (asociate de exemplu depozitelor

29
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bancare la termen). Notdm cu (H;) procesul stohastic generat de
variabilele care indica aparitia evenimentului nedorit ("default"),
H; = 1(z<y) si fie 4 == F V 0(H;,0 < s <t) cea mai mici
filtratie ce contine filtratia Browniana .# si pentru care 7 este
un timp de stopare. Procedura de constructie a filtratiei ¢ este
cunoscuta ca largirea progresiva a filtratiei Browniene. % se
numeste filtratia de referinta (reference filtration) iar ¢ filtratia
largita (enlarged filtration).

Consideram de asemenea o piatd financiara ce constd din
urmatoarele active

e un activ fara risc (de ex. un depozit bancar la termen) cu
o rata a dobanzii stohasticd, al carui pret este modelat
cu ajutorul unui proces ¢-adaptat r,

2.1) ds? = r,80dt, S§ =1,

si
e un activ riscat (de ex. un activ tranzactionat la Bursd
ce presupune realizarea unor castiguri mari dar care si
implica asumarea unor riscuri pe masura), pentru care
dinamica procesului pretului (S;) este dat de o miscare
Browniana geometrica,

(2.2) dS, = Sy(vidt + 6,dB,).

Vom lucra sub urmatoarele ipoteze

(H1) r; este un proces cad-lag (i.e. cu traiectorii continue la
dreapta si avand limite finite la stinga) ¢-adaptat ce ia
valori pozitive; r; < C, 0<¢t < T, P-as.. Cesteo
constanta pozitiva,

(H2) v, si o; sunt procese 7% -adaptate, cu |v;| < C si % <
0;<C,0<t<T,P-as,;

(H3) Orice .#-martingal este de asemenea un martingal in
raport cu filtratia largitd ¢. In aceste conditii spunem
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ca are loc ipoteza (H) (de invariantd a martingalelor sau
de imersie).

(H4) Procesul ce indica aparitia "default" (H;) admite un
compensator ce este absolut continuu in raport cu ma-
sura Lebesgue, i.e. existd un proces ¢-adaptat A ce ia
valori nenegative, numit ¢-intensitatea stohastica (care
ia valori pozitive pe multimea (1 < 7) si ia valoarea
zero pe mulfimea (¢ > 7)), cu proprietatea ca procesul
compensat M; := H; — [j A,ds este un &-martingal.
Presupunem de asemenea ca A, <C, 0<t<T, P -
a.s..

OBSERVATIA 2.1. Din punct de vedere economic ar fi fost
mai realist sd presupunem, in locul ipotezei (H), ipoteza numitd
(H’) sau ipoteza de invariantd semimartingala, care spune ca un
F -semimartingal este de asemenea si un 4-semimartingal. In
acest caz insd, descompunerea % -martingalului (B;) (care este
in particular §i un % -semimartingal) in filtratia ldrgitd & este
datd de

t
B,:B?-i—/ Nsds, t >0,
0

unde (BY) este un 9-martingal si [} |ns|ds < oo, pentru t > 0.
Din nefericire, pentru constructia de mai sus procesul nu are in
general traiectoriile marginite (pentru mai multe detalii se poate
consulta El Karoui, Jeanblanc, Jiao, Zargari [10], Sectiunea
3.1) ceea ce nu ne permite utilizarea unui rezultat de existenta
pentru solutia unei ecuatii diferentiale stohastice retrograde.

Sub ipoteza (H) se constata ca (B;) rimine o miscare Brow-
niana standard si sub filtratia ¢. Acest fapt este o consecinta
imediata a teoremei lui Lévy de caracterizare martingala a unei
miscdre Browniene (a se vedea Karatzas, Shreve [25], Teorema
3.16), utilizand faptul ca (B;) este un martingal continuu in
raport cu filtratia &, cu variatia pitraticd datd de (B), = t.
Se constata astfel ca dinamica procesului S; este invariantd in
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raport cu cele doud filtratii. Definim in continuare urmatoarele
spatii functionale
o ¥ (¥) reprezintd multimea proceselor (X;) progresiv
masurabile in raport cu filtratia ¢;
e .77 este submulfimea lui 9(¥) ce este formatd din
procesele (X;) cu traiectorii marginite aproape sigur, i.e.
HXHyZ i=ess sup |X;| < oo
1€[0,T]
e #,;(W) reprezintd mulfimea proceselor ¢-predictibile
de patrat integrabile (X;), i.e

T
2 . 2
X2, ) = E (/O X; dt) < oo

° e%‘g_g(M ) reprezintd multimea proceselor ¢-predictibile
ce satisfac

T
2 . 2
||X||j@2(M) =F (/0 X; l,dl‘) < oo

Sub ipoteza (H4), in mod evident are loc incluziunea j@? C
HF(M).

Considerdam acum un investitor cu optiuni de investitii pe
piatd financiara descrisa mai sus ce investeste la momentul inigial
0 capitalul x. Procesul de investitie are un orizont finit de timp 7.
Notdm prin N, respectiv N; cantitatea din fiecare activ detinuta
de investitor la momentul 7. Astfel, valoarea portofoliului la
fiecare moment de timp ¢ asociat strategiei (N°, N, ) este dati de

(2.3) XN =NPS?+N,S, 0<t <T.

Presupunem ca strategia este autofinantata, ceea ce inseamna
ca pe parcursul procesului investitional nu sunt permise alocari
suplimentare de capital sau retrageri de capital. Sunt insd
permise asa numitele short selling, adica investitorul poate vinde
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o cantitate de active pe care nu le detine la momentul respectiv,
cu obligativitatea insd de a le furniza pana la momentul 7' (in
speranta ca in viitor le poate achizitiona la un pret redus decat cel
de la momentul prezent). Ipoteza de autofinantare ne conduce la
ecuatia de autofinantare

dXZA’ = NtodS;) "’N[dS[ = (r[X[ +N[S[<V[ - r[))dt +N[S[thBt;
Xf=x

Aceastd ecuatie ne spune de fapt ca variatia valorii portofoliului
pe intervale de timp infinitezimale provine numai din variafia
cursurilor activelor pe intervalele respective.

In loc de cantitdtile din fiecare activ detinute (sau datorate,
asa cum se intampla in cazul short selling), vom utiliza ca strate-
gii (variabile de control) proportiile din valoarea portofoliului ce
sunt investite in fiecare tip de activ, pe care le notim prin 7°,
respectiv 7;;. In mod evident 70 = 1 — 7;, si deci strategia de
finantare este unic determinata de proportia investita in activul
curisc. ecuatia de autofinantare se poate atunci rescrie sub forma

Q24)  dX;"" = X[ [(ri+m(vi —r))dt + moidBy); X = x.

Fie (R;) procesul de actualizare (in raport cu rata dobanzii r
asociatd activului fard risc), definit prin R; := e~ Jo7sds | Notim
prin (S;) procesul preturilor actualizate ale activului riscat, i.e.
S; == R;S;, si prin A (P) multimea tuturor mdsurilor martin-
gale echivalente cu probabilitatea istorica P, definite pe corpul
borelian ¥r, .# (P) := {Q misura de probabilitate pe 47 | O ~
Psi (S;) este un ¢-martingal }.

DEFINITIA 2.2. Multimea </ (x) a strategiilor (portofoliilor)
admisibile este formatd din procesele (1) ce sunt G-predictibile
si care satisfac E [ m262ds < oo.
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Ecuatia (2.4) este o ecuatie diferentiald stohastica liniara cu
solutia datd prin formula explicitd

2.5)
sz’n :xeXp(/[(’”Asﬁ‘ﬂs(‘/‘;_rs))ds) @@(/hn-sgsst)[
0 0

1 1 t
:xexp(/o (rs+7rs(vs—rs)—§7rs26s2)ds) exp(/0 T,0,dBy).

Prin &(Y.); intelegem exponentiald stohasticd Doleans-Dade a
unui martingal (Y). In cazul in care (Y) este un proces cu
traiectorii continue, este adevarata formula

E(Y.); :=exp <1@ — %<Y>t> ;

unde (Y), reprezintd variatia patraticd a procesului (¥;). Procesul
exponentialei stohastice este un martingal (local).

O consecinta imediatd a formulei (2.5) este faptul ca valoarea
portofoliului (X;"") ia valori strict pozitive la orice moment de
timp .

OBSERVATIA 2.3. Forma multiplicativa (2.5) a valorii
portofoliului ne permite sa observam ca multimea strategiilor
admisibile nu depinde de capitalul investit x, motiv pentru care
vom nota aceastd multime prin 7.

Suntem interesati de problema maximizarii utilititii asteptate
(gradului de satisfactie) a investitorului de pe urma obtinerii
valorii finale a portofoliului X;f’n, in raport cu toate strategiile
admisibile 7.

Vom considera functii de utilitate U definite pe (0, o), deriv-
abile, strict crescdtoare si strict concave, satisfacand in plus si
conditiile uzuale Inada: lim, ,oU’(x) = oo si lim,_,. U'(x) = 0.
Clasa acestor functii o notam prin %/, iar in cadrul acesteia vom
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considerd urmatoarele functii de utilitate tip HARA (Hyperbolic
Absolute Risk Aversion)

e functia de utilitate de tip logaritmic: U(x) = Inx;
e functia de utilitate de tip putere: U (x) = %p, cul<p<
L.

Problema de optimizare este o problema de control optimal, in
care variabila de control este datd de strategia 7, iar functia
valoare asociatd este definitd prin

(2.6) V(x)=sup E [U (X7")].
nes
Obiectivele principale pe care ni le-am propus constau in
caracterizarea functiei valoare V §i a determindrii unei strategii
optimale TT*.
Dacd 7 este o strategie admisibila, notam

T =E[U(X7)],

ceea ce inseamna ca problema de optimizare se poate rescrie sub
forma
V(x) = sup J*(x).
nes
In continuare vom utiliza notatia simplificata X (in loc de X"
atunci cand nu exista pericol de confuzie.

2.2. Cazul utilitatii de tip logaritmic

In cadrul acestei sectiuni vom relaxa ipotezele (H1), (H2).
Vom presupune ca procesele (r;),(V;),(o;) si premiul de risk
(risk premium) (y,) definit prin gy, := Y=t sunt de patrat
integrabile, i.e. apartin spatiului L?([0,T] x Q). O conditie
suficienta pentru ca procesul premiului de risc (L) si fie de
patrat integrabil este ca (1) si (V) si fie de patrat integrabil si o;
sd fie marginit inferior de o constanta strict pozitiva.
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Multimea strategiilor admisibile va fi formata in acest caz
din mulfimea

(2.7)
T
o’ :{7[, este un proces ¢-adaptat |E/ |70 (Ve — 1y)|dt < oo,
0

T
E/ EtG,dt<°°}
0

Pentru U (x) = Inx, obtinem

T 1 T
U(X%fv”) :lnx-l—/o (l’s+7fs(\/s—l’s) — 5%3652) ds-l—/o T,05d By,

si dacd 7w € 7’ atunci procesul integralei stohastice ( [ 75,0,dBs)
este un ¢-martingal de medie 0. Rezulta

T 1
J”(x)zlnx+J”(l):1nx+E/() (ry+ (Vs = 13) = 5 72 G2)ds.

Suntem astfel condusi la rezolvarea unei probleme de optimizare
pe traiectorii (pathwise optimization). Pentru t € [0,T] fixat,
functia de gradul II

1
—57'[263—1—77:(\/; —rt) + 1y

isi atinge valoarea maxima in punctul

2

(2.8) n ="
O;

Strategia * obtinuta mai sus este in mod evident admisibila,

Intrucat
T Vv, —
E/ (m')*opdt = E/ (’ r’) dt < oo,
0

conform ipotezelor ficute. Se observad de asemenea ca ;" (v, —

Vi —1; 2
rt):_< l(;tl>

Enuntam acum rezultatul principal al acestei sectiuni.
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TEOREMA 2.4. functia valoare a problemei de optimizare
V(x)= sup E [In(X3")]
red’

este finita si are expresia

T . 2
(2.9) V(x) zlnx+E/0 (rt_}_% (VtG rt) )dl‘.

In plus, problema admite o unicd strategie optimald ©* care este
datd de formula (2.8).

OBSERVATIA 2.5. Se observd ca strategia optimald coincide
cu strategia optimald obtinuta de Merton (a se vedea Merton
[32]). Acest rezultat nu este deloc surprinzator intrucdt ecuatiile
satisfdcute de preturile activelor sunt invariante in raport cu cele
doud filtratii.

2.3. Cazul utilitatii de tip putere. Abordarea cu ajutorul
problemei duale

In cele ce urmeaza vom considerd cazul functiilor utilitate
de tip putere, U(x) = %p, cu 0 < p < 1. Intrucat coeficientii
preturilor activelor sunt aleatori, o abordare directa similara cu
cea din cazul utilitdtii de tip logaritmic este ineficienta.

Fie U* conjugata convexd a functiei concave U, care este
definitd prin
(2.10) U*(y) := sup(U(x) —xy), y > 0.

x>0
Supremumul din ultima formula este in mod evident atins in

punctul 1(y) := (U")~!(y) si un calcul elementar ne conduce la
1

I(y)=yrTsi

(2.11) Ut(y) =U(I(y)) —yI(y) =
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In continuare dorim sd caracterizam multimea m&surilor martin-
gale echivalente .Z (P).

2.3.1. Caracterizarea multimii ./ (P). Dinamica pretului
actualizat al activului cu risc S; este obtinuta cu ajutorul formulei
lui Itd

(212) dgt = S[((V[ — r[)dl + G[dB[) = Gtst(‘u,[dt +dB[),

unde am notat y, := % Intr-un mod similar deducem ecuatia
pretului actualizat al valorii portofoliului X* = R, X,

dX = TE[X ((Vt — I’t)dt —+ G[dB[) = ﬂthXﬂ(utdl' +dBt)

Fie Q o masura de probabilitate martingald echivalentd (cu P)

si fie L? densitatea Radon-Nikodym d%‘g Lg este o vari-

abila aleatoare pozitiva ¢7r-masurabild ce satisface E (L%) =1.

Definim procesul densitatilor Radon-Nikodym (L[Q)ogng prin
LP = E(L9|4).

In conformitate cu Teorema lui Kusuoka de reprezentare a
proceselor predictibile (a se vedea referinta Kusuoka [26]), orice
¢-martingal de patrat integrabil poate fi descompus ca suma
dintre valoarea sd initiala, un martingal continuu dat printr-o
integrala stohasticd in raport cu miscarea Browniana B si un
martingal discontinuu dat printr-o integrala stohastica in raport
cu martingalul cu salturi M (martingalul compensat al lui (H;)).

Rezultd ca procesul L,Q poate fi reprezentat ca
ro t
(2.13) =1+ / 0,dB, + / 7:dMs,

unde 6;,% sunt procese ¥- predlctlblle Intrucat LQ ia valori
strict pozitive, notand 6, = Q sly = Q , se obtine urmatoarea

L
formula

L,Q_1+/L 6,dB, +/LQ YdMj, cu g > —1.
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Atunci

(2.14)
L?=&( /edB /%dM

t t
— exp ( /0 0.dB, /0 02ds) exp ( /O In(1+ ) dHy — /0 Yohds).

Teorema clasica a lui Girsanov poate fi atunci extinsa in cazul
martingalelor cu salturi.

PROPOZITIA 2.6. Procesul B; := B, — [y 0sds este o 4-
miscare Browniana sub Q, iar procesul

t t
Mt = Mt — / }/S?LSdS = H[ —/ (1 + ’}{g)l_sds
0 0

este un & -martingal discontinuu sub Q, ortogonal cu (B;). Sub
Q procesul (Hy) admite intensitatea stohasticd A, = (1+ %) A

Utilizand formula (2.12), este usor de vazut ca o masura Q
este o probabilitate neutra la risc numai dacd 6; = —; = r’%lv’

COROLARUL 2.7. Multimea mdsurilor martingale echiva-
lente ./ (P) este determinata de mdsurile de probabilitate Q
echivalente cu P, pentru care procesul densitdtilor Radon-
Nikodyim are forma

(2.15)
t t
LQ—exp /usa’B ——/ [,des ) exp /ln(l—l—}/s)st—/ Yshsds),
0

unde (7;) este un proces G -predictibil cu 7y > —1 §i E(L%) =1

Intrucat o misura Q € .#(P) este unic determinata de
procesul ¥-predictibil () ca mai sus, in continuare vom utiliza

notatia L) := LtQ.
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2.3.2. Caracterizarea problemei duale utilizind o teo-
rema abstractid. Vom urma rationamentul lui L.C.G. Rogers
(conform referintei Rogers [34]) in scopul deducerii problemei
duale asociate problemei de optimizare (2.6). In acest scop,
urmarim si construim un ¢-semimartingal pozitiv (Z;), solutie
a ecuatiei diferentiale stohastice

dZt Z[(&dt + a[dB[ + ﬁ[dM[) 0 =2,

unde procesele 6, o si B sunt ¢-predictibile, si in plus 3 > —
Reamintim ca dinamica procesului X" este data de

2.16)  dX;"" =X [(r, + o1, )dt + M GidBy); X3T = x.

Calculam in dou moduri integrala f; Z,dX;*”, mai intai tinand
cont de ecuatia (2.16), iar apoi utilizdnd formula de integrare
prin parti si tinAnd cont de dinamica procesului ajutitoare (Z;).
Obtinem astfel

/ Z,dX"" = / ZX" (1 + o e dt+/ ZX"" ,0,dB;,
si de asemenea
T T
/ ZdX;"" = ZrX;" —xz— / X "dz, — (Z, X5,
0 0
T
(2.17) =ZrX;" —xz— /0 ZX;"" (8 + aym07)dt
T T
— / Z X" o,dB; — / Z, X" B,dM, .
0 0

Presupunand ca  procesele integralelor stohastice
JoZsXs " my05dBy, [y Z:X: " adBs si
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Jo Z,X;'" BsdM, sunt martingale adevarate (si nu numai martin-
gale locale), se obtine

T
E [/ Z,thﬂf(r, + thtrc,)dt} — [ZTX;’” —xr—
0

T
/ ZX"" (8 + a,ntcrt)dt} .
0

Atunci, dacd U este o functie de utilitate ce apartine clasei %
T T
E(UX;™)=E [U(X,?”)) — / Z,dX;"" + / Z,dX,x’”}
0 0
T
=E [U(X;’”) + / Z X" (r + or ey )dt — Zr X7 "
0

T
+xz+ [) Ztth’n((S[ + (XtTCth)dt:|
= xe+E|UX7) = ZrX}"

T
+/0 ZX " (r 4 & + op T+ oc,ntct)dt} .
Definim acum Lagrangeanul

A@Z)=_sw {xz—I—E [U(X;’”) —Zr X"
T>0,7

T

+A Z,th’”(&-I—r,-I-O}JT,(OC,—I-ut))dt}}.
Maximizam mai ntai functia dintre acolade in raport cu Xr. In
mod evident (a se vedea definitia functiei convex conjugate U*)

supE [U(XT) —ZTXT] = U>|< (ZT).

X7
Apoi, maximizand dupd toate strategiile admisibile 7 (tinand
cont de faptul ca procesele Z and X iau valori pozitive), obtinem

o valoare finita numai dacd o; + i; < 0. De asemenea, cand
maximizam dupa X; > 0, obtinem & + r; < 0. In mod intuitiv,
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ultimele doua inegalitati trebuie sa fie de fapt egalitati atunci
cand dorim sad obtinem valoarea maxima a expresiei dintre
acolade, si deci

(218) O = —,utzet §l 5[:—7'[.
Rezultd ca dinamica procesului Z; poate fi rescrisa sub forma
(219) dZt :Z[(—rtdt—utdBt+Bth[); Z() =Z.

Deducem ca existd o mdsura martingald echivalentd Q (a se
vedea si formula (2.7)) astfel incat

7, = zR,L2.
Intuim atunci ca duala problemei (2.6) ar trebui sd aiba forma

(2.20)
V(@) = inf A(Z) = infU" (Z7) = ing*(zRTLg)

_ 4 inf L Pp [(RTL%‘I)} =<tinf PE[(RrL)?)],

QEMM p
cugq:= 1% < 0 si unde procesul 7y este ca in Corolarul 1.
Impunand o serie de ipoteze (ce le vom verifica in contin-
uare), vom putea aplica o teorema abstracta privind dualitatea
functiilor valoare ale cuplului de probleme (2.6) si (2.20) (a se
vedea [34], Teorema 1). Aceastd teorema abstracta are urmatorul
enunt.

TEOREMA 2.8. Functiile valoare V §i V* sunt intr-o relatie
duald, adica

Vi(z) = sup(V(x) ~x7)
Si
V(x) =inf (V*(z) +xz).

z>0
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Verificam acum in contextul nostru ipotezele enuntate in
referinta [34], Sectiunea 3. Definim spatiul de masura finita
(S, 1) := (Q,%r,P). Notam prin 2 (x) multimea tuturor
variabilelor aleatoare f %r-misurabile, marginite, pozitive, si
pentru care existd un proces (X;) ce satisface ecuatia (2.4) a.i.
f < Xr. Definim de asemenea

2 (z) := {Zr| satisface ecuatia (2.19)},

Zo(z) este multimea variabilelor aleatoare & ce sunt nenegative
si ¥r-misurabile ai. existd Z € Z{(z) cu h < Zr. Fie Z(z)
inchiderea multimii Z(z) in spatiul L°(Q, %, P).
Verificam mai intii conditia (X 1), care ne spune ca multimea
Z (x) este convexd. Fie X! si X? apartinand multimii 2" (x)
(cu strategiile corespunzatoare 7, si ) si fie A € [0, 1]. Notdm
X := AX' + (1 —2)X?. Dinamici procesului X este dati de
d%; = Xrdt + o, (AX! m! + (1 — 2)X2 1) dr
(2.21) +o(AX'm! + (1 - 1)X*7?)dB,
=X [(re + oy 7 )dt + 0; 4 d By |
cu
= oyl % 22 /%
o=m X /X +(1—A)n X /X;.
In mod evident 7 € /. Rezultd ca 2 (x) este o multime
convexa.
Ipotezele (X2) si (X3) se verifica cu usurintd. Verificam

acum ipoteza (X4), si anume ca functia f = 1 apartine multimii
2, unde
2 =J2x=x201)
x>0 x>0

(in scrierea celei de a doua egalitati in formula de mai sus am
utilizat proprietatea (X2): 2 (ox) = a2 (x), daca a > 0).
Pentru © = 0, deducem ca procesul (X;) ce satisface ecuatia (2.6)
are forma X; = xexp( [} rsds). Intrucat r ia valori pozitive, pentru
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orice x > 1 varezulta ca
X; > 1, pentru orice t > 0,

si astfel ipoteza (X4) este verificata. Proprietatile (Y1) si (¥Y2)
sunt triviale de verificat, in timp ce ipotezele (U1) — (U5) sunt in
mod evident satisfacute de orice functie de utilitate U € % . Mai
rdméne de aratat proprietatea (XY), care spune ca pentru orice

feZsiz>0,
sup E(fh)= inf xz,
he % (z) (Fh) x€B(f)

unde am notat B(f) := {x >0|f € 2 (x)}.
Aratdm mai intéi inegalitatea

sup E(fh) < inf xz.
heZ(z) x€B(f)
Presupunem ca X este solutia ecuatiei (2.16) si ca Z rezolva
ecuatia (2.19). Utilizand formula de integrare prin parti obtinem
d(X[Zt) - XtdZt + thXt + <X,Z>[
= XiZi(— W + 7 01)dB; + X; Z;dM,,
de unde deducem ca procesul X;Z; este un martingal local
pozitiv, deci este un supermartingal. Rezulta
E(XTZT) < E(X()Z()) = XZ.

Fie x un numar real strict pozitiv si f € 2 (x) arbitrar aleasa. In
mod evident
sup E(fh) <xz,
heZ (z)
si luand acum infimumul x € B(f) obtinem inegalitatea dorita.
Ramane de demonstrat ca daca f € 2 (ie. f € Z(%),
pentru un numar real pozitiv X), si daca

E:= sup E(fh)<x,
heZ(1)

atunci f € 2 (x). Este suficient de aritat ca f € 27 (§).
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Utilizand argumentele lui Rogers, se poata arata ca supre-
mumul in ultima ecuatie de mai sus este atins intr-un punct
h e Z(1). Tinand cont de modul de definire al multimilor 2 (z)
si Z(z), putem presupune i € Z(1). Rezultd atunci ca existi un
proces 7 ce satisface ecuatia (2.19) a.i. & < Zr. In mod evident
h = Zr, intrucit in caz contrar am avea & > E(fh), ceea ce ne-ar
conduce la o contradictie. Astfel

5 :E<fZT), with ZT ZRTL?.

Lg reprezintd densitatea Radon-Nikodyim a unei masuri martin-

gale echivalente O (pe 97), i.e. L? = flg | G Existd atunci un

proces ¢-predictibil ¥ cu § > —1 a.i.

_ T T 1 (T
ZT = exp (—/ r,dt) exp <—/ wdB; — — [,Ltzdt)
0 0 2
T T
exp (/0 In(1+ %)dH; —/0 f/t?l,,dt) :

Conform cu Propozitia 2.6, procesul

t
Bt = Bt-l-/o ,ust

este 0 ¥-miscare Browniana sub Q. De asemenea, procesul
t t
M, o= M, — /O FAds = H, —/O (14 %) Asds

este un ¢-martingal discontinuu sub 0, ortogonal lui B. In mod
evident }

& =E(fRrLy) = E(fRy),
unde E reprezinti operatorul de medie in raport cu Q. Uti-
lizand teorema de reprezentare pentru procese predictibile a lui
Kusuoka pentru martingalul N, rezulti

N _ to. o .
N, = E(fRT|%):§+/O NsesstJr/O NyYsdM;;,
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unde 6 si § sunt procese ¢-predictibile cu § > —1. Notim
Xt = Rt_]]vl‘ :S?Nt

In mod evident

(2.22) Xo=No=E*(Np)=¢&
si

(2.23) Xr =R;'Nr =R;'fRr = f.
Atunci

Xm = S?dNt +NldS? = Xt(l’tdt —'— étdét + 'j%th)
=X, [rdt + (1,6, — A %%) dt + 6,dB, + §dM;]
= Xl [r,dl‘ —+ ﬁ;Gt(‘LL,dt +dB[)] —+ /}/}[X[(—A[?[dt +dMl),

A

unde 7; = %. Am construit astfel un portofoliu X asociat

strategiei admisibile 7. Tindnd cont si de ecuatiile (2.22) si
(2.23), rezulta faptul ca f € 27 (§).

2.3.3. Definirea problemei de optimizare duale conform
teoriei clasice a dualitatii convexe. Problema duald asociata
probemei primale de optimizare (2.6) poate fi definitd si in
concordantd cu teoria clasicd a dualitatii convexe (in acest sens
mentionam referintele Luenberger [31], Callegaro si Vargiolu
[4], Sectiunea 4). Trebuie sd tinem cont de restrictia datd de
faptul ca valoarea finald a portofoliului actualizata la momentul
inceperii investitiei, in raport cu orice masura martingala echiva-
lentd nu poate fi mai mare decat suma investita x, in situatia in
care nu existd arbitraj. Aceasta conditie este scrisa sub forma

EQ(XF) = E(L§RrXT) <x,

pentru orice Q € .# (P). In virtutea Corolarului 2.7, conditia de
mai sus este echivalentd cu

E(LYRrXF) < x,
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unde X/ satisface ecuatia (2.4) (sau echivalent ecuatia (2.5))
si procesul ¥ satisface ipotezele Corolarului 2.7. Aceastd
inegalitate este o restrictie bugetard uzuala in problemele de
optimizare de portofolii. Vom vedea ca pentru masura martin-
gald echivalentd Q* optimala pentru problema duala, restrictia
bugetara este satisfacutd cu egalitate.

Definim in continuare functionala duala de tip Lagrangean

L (x) := sup [E (U(Xf)) — A(E(LERr XF) — x)]
X7
= Ax+supE (U(X]) — ARrLIXT)
(2.24) Xf
= Ax+E(U*(ARTL]))

= Ax— é?th ((RrLY)Y),

cu multiplicatorul lui Lagrange A > 0. In obtinerea formulei
explicite de mai sus am utilizat formula de definire (2.10) si
formula explicita (2.10) pentru functia convex conjugata U*. De
asemenea, reamintim ca g este conjugatul lui p, fiind dat prin
relatia g = %. Problema duald are atunci urmatoarea forma

(2.25) inf LY (x).
1A

Vom determina mai intai infimumul functiei L"* (x) in raport
cu 7, pentru A fixat. Suntem astfel condusi la problema de
optimizare

2.26 inf E|(RrL2)Y| .
2.26) ot E|(Rr12)’]
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Aplicand formula lui It6 pentru procese cu salturi se obtine

(2.27)
v f 1, t
(R,L])? = exp <—q/0 (rs+§.us +%7ts)ds—q/0 Usd By
t
+ / ln(l+}/s)qus>
0

ne conduce la
(2.28)
1
d [(RtLZ)q} = (Rthqu( —qr— EQNtZ —qhh — C]litdBr)
1
+ (RrLty)q(nguf)d“r (RLI ) (1 +%)?—1)dH,
1
= (RL)[(—qri+=a(g— D)’ + 4 (1 +%)?

2
—qy, —1))dt —qudB; + ((1+%)? — 1) dM,].

In continuare dorim sd construim un proces (®P;) care este un
¢-semimartingal, solutie a unei ecuatii diferentiale stohastice
retrograde (EDSR) de forma

(229) dq)t — (ptdt + (pldB[ —|— (pthl‘)

a.i. sa fie satisfacute urmatoarele

e procesul ¥,” := (R,L})1®; este un ¥-submartingal pen-
tru orice () admisibil;
e este un ¥-martingal pentru un anumit () admisibil;
° YV —1-
T — *»
e valoarea initiala Yoy este o constanta determinista Y
independenta de (y;).

Prin aplicarea formulei lui Itd de integrare prin parti pentru
procesele (R,L/)? si ®;, si tinand cont de formulele (2.28) si
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(2.38) se obtine
(2.30)
Ay} = & _d(RL] )+ (RL] )1d®, +d{(RL"),®.),
1
= cI),_(R,Ll”)q<( —qrts

S4a(g—Du? + 4 ((1+%)!— gy —1))dr

+ (RtLY )9 (@edt + GydB; + GdM;)
— (RiL, ) qu; @rdt + (RzLY )¢ (1 +7)?—1)dH,

= (R [0 (~qri-+ 3ala— D2+ A1+ %)~ g~ 1)

+ @ —qu @+ A @ (1+%)7— 1)]‘”
+ (RtLQ/)q(‘f’t —q; P, )dB;
+(RLL) (P + @) (14 %) — D |dM,.

Termenul cu variatie finita ce apare in descompunerea lui ¥, de
mai sus este dat prin

(2.31)

1 R -
Al = (R,L])? [(p,—qr,dbt—kiq(q—1)uf¢t—ﬂ4¢t—qu,¢,—/l,¢,

+ 2a((@i+ @) (14 7)1 — g®iy) |.
Definim acum pe multimea (¢ < 7) functia (aleatoare)
g:(—1,0) =R, g(x) = (CID, + @) (1 +x)?—qDx.

PROPOZITIA 2.9. Presupunem ca procesele ®, and ¢, iau
valori pozitive pe multimea (t < ). Atunci functia g isi atinge
valoarea maxima in punctul

1

q)l‘ g-1
2.32 = — —1.
(2:32) L <q’t+‘Pt)
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Demonstratia acestui rezultat decurge in urma unor calcule
elementare de analiza matematica. Remarcam ca punctul ¥/
este unicul punct stationar al functiei g si conform tabelului de
semne al derivatei g’ deducem ca punctul ;* este punct de maxim
absolut pentru g. Intrucat A, ia valori pozitive pe multimea
(t < 1), rezulti ca supyAty = A?ﬁ .

Vom construi acum generatorul ¢; al ecuatiei diferentiale
stohastice retrograde (2.38) punand conditia A}ﬁ = 0. Se obtine

1 R o
O = qriP; — EQ(q— 1)u,261>, + 4D 4 qu @ + A

— (@ + @) (1+9)! — qPr]).
Se poate scrie

(2.33)

(@G0 (1H7) — a7 = (@ + ) (5

q)t g-1
—g® (5 )" +q0
(2.34) T\, + ¢ 7

. P p
=@ +0) (g 5) -0+

=(1—q) (P + @) 7 DF + g,

PROPOZITIA 2.10. Ecuatia diferentiald stohasticd retro-
gradd

(2.35)
T 1 ) . _
D, = 1_/t ((qrs__Q<q_1)us +)Ls)q)s+q.usq)s+lsq)s

2
— (1= (@, + 3)' 7 DL — gA,Dy ) ds

T T
- / @sst - / gbdes
t t

admite o solutie (P, ¢;, ¢;) ce apartine multimii ./ (0,T) x
HZ(W) x #5(M). In plus, ®; > 0 5i D, + ¢, > 0.
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OBSERVATIA 2.11. Dacd am sti ca ®; > 0 si &, + ¢ > 0,
atunci, in virtutea inegalitatii standard a lui Young cu exponenti
Holderieni conjugati

a b 1 1

ab < —+ —, pentrua,b >0, r,s >0, —+—- =1,

rezultd, in cazul nostru, cu r = l%p Sis=

’

< =

(D + @) P @) < (1—p) (P + @) + py.

Aceastd inegalitate, impreuna cu ipotezele (H1), (H2) and (H4)
si faptul ca generatorul @; are crestere liniara implica existenta
unei solutii pentru ecuatia (2.38).

Demonstratie. Demonstratia acestei propozitii are loc in mai
multi pasi.

Reamintim mai intdi formula (standard) de descompunere
pentru un proces ¢-adaptat (y;)o<;<7. Aceasta este datd de

(2.36) Y = thOl(t<‘L') + lth(ﬂL')l(t§1/'<T)-

In formula de mai sus procesul y este .7 -adaptat. De asemenea
procesul y! (u) (parametrizat dupi u numar real pozitiv) este .% -
adaptat, iar pentru ¢t € [0, 7] fixat, aplicatia W (-,-) este .7, ®
A([0,0))-méasurabili.

Enuntam si formula de descompunere pentru un proces ¥-
predictibil, (y;)o</<7, care este data de

(2.37) Vi = Y <o)+ W (D) gt

unde procesele y si w!(u) sunt .%-predictibile, iar aplicatia
v () este 2(F) @ B(]0,))-misurabili. Prin Z(.#) am
notat o-algebra generatd de procesele .% -adaptate si continue la
stanga.
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In concordantd cu formula de descompunere pentru pro-
cese ¢¥-adaptate, descompunerile canonice pentru procesele ¢-
adaptate (r;), (A;) si (4 ) sunt date prin

't = ”?l(z<r) +rzl(f)1(t§r<T)7

A= Azol(t<r) + ltl(f)l(t§1<T) = l,OI(KT),

s
Hr = HIOI(KT) +“11(T)1(1§T<T)-
In ultima formula, pu? = V’%tr? si 6 (u) = _"f*;f ()

Rescriem ecuatia (2.35) sub forma

1
dCI)l = (ql";—_ (q_ l)nu“tz—{_kf)(bt_‘_q‘ut@t
2

— (1= (@i +§)' V] — gl )dr
+ (ptdBt + (pldHt, (I)T =1.

(2.38)

Vom arata existenta unei solutii pentru ecuatia de mai sus
utilizand o metoda recent introdusa, initiata de Kharroubi, Lim
(conform referintei Kharroubi, Lim [22]), prin care se trans-
forma ecuatia diferentiald stohastica retrogradd cu salturi intr-
un sistem recursiv format din doua familii de ecuatii diferen-
tiale stohastice retrograde Browniene. Mentionam faptul ca
in literatura de specialitate existd numeroase rezultate privind
existenta si unicitatea solutiei pentru EDSR Browniene. Dorim
sd precizam ca rezultatele obtinute de Kharroubi si Lim sunt
valide intr-un cadru mult mai general, putand fi aplicate cu
succes in cazul ecuatiilor stohastice retrograde cu salturi in cazul
unui numar finit de timpi de salt aleatori 7;,1 < i < n (carora li
se pot asocia si marimile salturilor).

Pasul 1. Rezolvam mai Intai ecuatia "post default”
(pentru ¢t > T), care se obtine din ecuatia (2.38) "parametrizand"
("inghetand") timpul aleator 7 si egaland @; cu 0. Suntem astfel
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condusi la ecuatia retrogradd Browniana
1
dDL (1) = LoD — —ala— Dl (u))?) bl
(2.39) ; (u) [(qrt (u) 24(‘1 )y (u)) ) ; (u)
+aqiy ()@ (u)|di + ¢/ (u)dB;,
pentru u <t < T, cu conditia finald CIDIT(u) = 1. u este un
numar real fixat din intervalul [0,7] si care trebuie interpretat

ca momentul de default. Generatorul acestei EDSR este definit
prin

€ e zu) = (—ar () + 3ala— 1) (0)2)y —apt} ()2

ecuatia (2.39) este o ecuatie liniara cu coeficienti marginiti,
pentru care existenta si unicitatea solutiei (®] (u), @, (u))u<i<1 €
Z2(0,T) x #3(W) rezultd de exemplu conform cu referinta El
Karoui, Hamadene, Matoussi [8], Propozitia 1.3. In plus, @} (u)
poate fi reprezentat sub forma

240) @} () = E (Pr)IT ()| 7) = E (T ()| 7).

(¥ (u))s<s<T reprezintd procesul adjunct si este dat de solutia
ecuatiei stohastice liniare

T3 () = T30)((~ar! () + 5alq = 1)1} (0)?)lt — g} (w)aBy ),
r=1.

Atunci

ro(w) = exp ([ (= art )+ ata D0l 0)?)av )

<o (-f 'qu3<u>dBV)s.

Definim _acum pe Fr masura martingald
echivalentd Q,,, ce admite densitatea Radon-Nikodym Z7 (u) :=
& (— [oqu, (u)dBy) - Notdm de asemenea procesul densitdtilor

(2.41)
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Radon-Nikodym Z; (u) := & (— [yqu,} (u)dB,),. Aplicand acum
formula lui Bayes pentru medii conditionate (conform referintei
[25], Capitolul 3, Lema 5.3) si tinand cont de ecuatia (2.40),
rezulta

(2.42)
T
@} = E[exo ([ (—artu)+ 3ala— 1)1} )2)ds) Z0 | 7]

= 0 [exp ([ (~ i)+ 2ata— 1) 0))as) | 7] 2 1,

deoarece ¢ < 0. In plus, datoritd faptului ca procesele (r;) si
(1) sunt marginite se arata cu usurintd ca integrantul ce apare
in ultima formula este marginit superior. Deducem ca aplicatia
®] (u) este uniform marginita.

Pasul 2. Rezolvam acum EDSR "pre default" (pentru ¢t < 7),
care se obtine prin inlocuirea in generatorul EDSR (2.38) a
termenului @; cu diferenta dintre solutia ®!(¢) a EDSR "post
default" calulata in punctul u = ¢ si solutia CIJ?. De asemenea,
neglijam integrala in raport cu H; intrucit dH; = 0 pentru ¢t <
7. Intrucét suntem interesati de obtinerea unei solutii pozitive
@Y (pentru ca exponentiald (®°)? si poata fi definiti in mod
riguros), vom rezolva EDSR modificata

(2.43)

1 N
a0 = | (a? = Sala— V() + 1) 00 + qu ¢

1— .
— (1= )2 (1) (B V0)? — b (1) di + ¢ By,
cu conditia finald CID(} = 1. Generatorul acestei EDSR este dat de

1
(ty.2) = (—ar) + 5alg = 1) (1)) = )y — au’z

+(1—q)h (1) " (V0 — g/ (1).
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In mod evident (y Vv 0)? < C(1 + |y|) (intrucat p € (0,1)),
aplicatia @} (u) este uniform marginita, si utilizind de asemenea
ipotezele (H1), (H2) and (H4), se obtine ca g° are crestere
liniara, uniform in raport cu ¢. In plus, aplicatia (y,z) — g°(¢,y,2)
este continud, df ® dP a.s. Rezultd atunci, conform referintei
Lepeltier, San Martin [28], Teorema 1 ca EDSR (2.43) admite o
solutie minimala (®Y, @)) € .72(0,T) x H#Z(W). Soluia este
minimala in urmétorul sens: daci (Y;,Z;) este de asemenea o
solutie, atunci in mod necesar CI)? <Y;, dt®dP a.s.. Intr-un mod
similar se poate construi o solutie maximala pe care o notdm prin
(@7, 97)-

Pasul 3. Vom arata acum ca EDSR (2.43) admite o solutie
pozitivi @, utilizand un rezultat de comparatie privind solutiile
ecuatiilor stohastice retrograde. In mod evident

|
g(t.3.2) > (—qr! + 5a(g— 1)(1))* = )y — quz == g°(t,y,2)

2
ecuatia diferentiald stohastica retrogradd ce admite ca generator
pe g°(t,y,2)
(2.44)
1
dY, = [(qr? = 5a(g=1) (1)) + M) Y, +quZ ]di + Z,dBy: Y7 =1,

este o ecuatie liniara cu coeficienti constanti. Intr-un mod similar
celui utilizat pentru rezolvarea ecuatiei (2.39), se obtine formula
explicitd
(2.45)

Y, =E(Y L/ |7) =E (I |#)

0 r 0 1 042 ar
=FE [exp(/t (—qrs+§61(61—1)(ﬂs) _AS)dS)‘ff]’

unde I} reprezintd solutia ecuatiei stohastice liniare

\) \) 1
dl} =T} ((—qr?+59(q—1)(#?)2&)dt—qu,°d3z), s>t, T =1,
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si unde miisura martingald echivalenti Q (pe .#7) este definiti

via densitatea Radon-Nikodym dQ = (— Jo q,LlA?st)T- Con-
form cu ipoteza (H4) si cum g < O rezultd

v2 6 e ([ (-0)17)] zew(-TC).

Aplicam acum un rezultat de comparatie pentru solutiile ecuati-
ilor stohastice retrograde (2.43) si (2.44). Deducem ca

®) > Y, >exp(~TC),
ceea ce arata ca @ > 0. In plus, ®” este solutia ecuatiei
(2.46)

1 )
d®) = [(qr? = 5alq= D) +2) ¥ + a1’ ¢/

— (1=q) (@/(1)) " (@))") — g/ (1) dr + ¢aB,

ce admite generatorul

} 1
Q(tyz) = (—g+ Sala— D)~ )y —qudz

(1= )k (1)) 7y — ga®) (1),

Conform cu referinta Kharroubi, Lim [22], Teorema 3.1. de-
ducem ca procesele (®;), (@), (¢;) definite prin

(2.47) D = D)1 (q)+ P (7)1 151),
(2.48) G =0 1)+ 0/ (7)1 (150,
sl

(2.49) @ = (D] (1) — D)1 1<y

satisfac EDSR (2.35). Rezulta
D+ G =P (1) j<r) + D ()1 (127 = D} (1 A T).
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Observam ca prin acest procedeu de constructie a solutiei sunt
satisfacute si ipotezele din Propozitia 2.9.

PROPOZITIA 2.12. Procesul (") definit in formula (2.32)
este admisibil.

Demonstratie.  Procesul (") este in mod evident ¥-
predictibil. In plus, conform propozitiei 3, observam ca exista
o constanta C a.i. —1 < 7" < C, pentru orice ¢ € [0,T], ceea ce
implica faptul ca procesul (") este marginit, ceea ce ne conduce

la formula E (Lr) =1

Vom enunta acum cateva rezultate cunoscute din teoria mar-
tingalelor de tipul BMO (pentru o discutie detaliata pe aceastd
tema se poate consulta referinta Kazamaki [19]). Fie p > 1 si
(V:)o<i<r un ¢-martingal continuu cu Yy = 0. Procesul Y se
numeste un martingal de tipul BMO),, daca existd o constanta
C>0al

(2.50) E(Yr—Yul" | %) <C,

pentru orice ¢ timp de stopare v. Se stie ca dacd Y este un
martingal de tipul BM Oy, pentru un g > 1 oarecare, atunci Y
este un martingal de tipul BMO,, pentru orice p > 1. Din acest
motiv martingalele BM O, se numesc simplu martingale de tipul
BMO.

Pentru a arata ca un anumit proces Y este un martingal de
tipul BM O, se verifica estimarea (2.50) pentru p = 2, i.e.

(2.51) E(Y)r—(Y)v|%) <C,

pentru orice ¢ timp de stopare v. Se stie ca procesul expo-
nentialei stohastice a unui martingal continuu de tipul BM O este
un martingal, care este uniform integrabil sub anumite ipoteze
suplimentare.

DEFINITIA 2.13. Spunem ca un martingal (posibil) discon-
tinuu Y de patrat integrabil apartine clasei BMO dacd existd o
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constanta C > 0 a.i.
(2.52) E (<YC>T - <YC>‘U ‘ g‘u) S 617

i
AY, <C
pentru orice G timp de stopare V.

In cazul unui martingal discontinuu Y, o conditie suficienta
care asigura faptul ca procesul exponentialei stohastice Doleans-
Dade este un martingal uniform integrabil este dat de urmatorul
rezultat, al carui enunt poate fi gasit in referinta Kazamaki [19].

LEMA 2.14. (Criteriul lui Kazamaki) Fie Y un martingal
(posibil discontinuu) de tipul BMO (in sensul Definitiei 2.13).
Dacd existd o constanta 6 > 0 a.i. AY; > —1+ 8, pentru orice
t € [0,T], P a.s., atunci procesul (&(Y);) este un martingal
uniform integrabil.

PROPOZITIA 2.15. Procesul Y,/ := (R,L))1®; este un 4-
submartingal pentru orice proces admisibil () si este un
martingal pentru procesul (7)) definit in formula (2.32).

Demonstratie. Rescriem dinamica procesului (¥,"), tinind
cont de ecuatiile (2.33) si (2.32)

dyY = 1@%[(1+%)((1+%)”— (1+%)9) —q(n—y)]dt
¢ P

(G, —am)aBi+ YL (14 =) (1+7%)1 = 1)dM,.
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Rezulti ca Y,” se poate scrie sub urmatoarea forma multiplicativa
(2.53)

Y7 = ¥l exp /tls[(1+%“s)((l+%)‘1— (1+%)9) —q(% — %)) ds)

@@(/0 (%—qus st+/O'((1+ % )(1+%)7—1)aMy),
1

o,

= YOyexp(D,) exp (Nf - E(NC>,) H (1+ANs).

0<s<t

In formula de mai sus (D;) este procesul cu variatie marginita

Dt:/Otls[(l+%i)((l+%)q—(1"‘7{:)61)_q(%_ﬁ)]ds’

iar martingalul (discontinuu) (N;) este dat prin

_ [ f 2 a_
N,_/O(q) qusst+/()((1+®s_)(1+%) 1)dM;.

Partea continud a procesului N are expresia

Nf=/ (——qus )dBy — /

si are variatia pdtratica (N¢), = fo(— - qus)zds. In plus, pe
intervale de forma [0, ], pe multimea (‘L’ <'t) procesul N va avea
un salt la momentul 7 de marime

)(1+%)?—1)ds,

ANz =Ne=Neo = (14

(2.54) . P i
= [+ g22) (1+)7 = 1)d,
Rezulta ca

— ' ?s
0<rIsS[(1+ANS)_1+/O ((l—i_q)s_)(l—i_’ys)q_l)st.

)1+ 712)T —
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Intrucat procesele (1), (%) si (@) sunt marginite si ®; > ¢ >
0, rezulta, utilizand formula (2.54), ca existd constantele strict
pozitive C si § a.i.

—146 < AN, <C, pentru orice 7 € [0,T]
§i <N C>T <C.

In virtutea Lemei 2.14 deducem ca procesul integralei sto-
hastice (&'(N);) este un martingal uniform integrabil. In plus,
integrantul ce apare in primul rand al aceleiasi formule ia valori
negative pentru orice Y admisibil si se anuleaza pentru y = y*.
Concluzia propozitiei este aratata.

Enuntam acum un prim rezultat principal.

TEOREMA 2.16. Controlul v* definit in ecuatia (2.32) este
optimal pentru problema duald (2.25). Valoarea finald a porto-
foliului optimal (pentru problema primald (2.6)) este datd de

(2.55) X =I(A*RrLL) = (A*RyLYL )77,

unde multiplicatorul Lagrange A* este dat prin
1

(2.56) A= (W) o

Demonstratie. Fie y un control admisibil. Putem scrie
(2.57)
E[(RrL})7) = E[(RrL}) 7] = E[Y]] > E[Y{)

— E[(RoL})9dy) = E [@g) = E [(RoLY )9y
= Y] | = B[] | = E[(RrL} )],

de unde deducem ca y* este optimal pentru problema de opti-
mizare duala.

Expresia multiplicatorului optimal A* pentru problema de
optimizare duald (2.25) este obtinuta scriind conditiile de op-

N . . A .
timalitate de ordinul I. Avem de rezolvat ecuatia oL 5T ™) — 0in
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raport cu A. Intrucat

ALV (x)
oA

se obtine cu usurintd forma explicitd pentru A* datd de formula
(2.56). In continuare, pentru a arata ca valoarea optimald a
portofoliului la momentul final 7 este cea din formula (2.55),
vom arata urmatoarele afirmatii

= x— A9 'E[(RrLY ),

1

e admisibilitatea primald a lui X7 := <l *RTL¥> ! ;

e "decalajul" de dualitate (duality gap) definit prin expre-
sia J™ (x) — LY *" (x) este zero.

In mod evident regiunile admisibile pentru cele problemele
primala si duald sunt nevide. Este binecunoscut faptul ca pentru
orice strategie admisibild 7 pentru problema primala (2.6) si
controale admisibile (y,A) pentru problema duald (2.25), are loc
inegalitatea

JF(x) < L (x),

ceea ce inseamnii ca "decalajul” de dualitate J7 (x) — L"*(x) este
negativ. Luand acum supremumul dupa toate strategiile admis-
ibile 7, precum si infimumul dupa toate controalele admisibile
(7,4), obtinem
V(x) <infL"* (x).
YA

Utilizand acum un rezultat clasic datorat lui Luenberger (con-
form referintei [31]), deducem ca in situatia in care X7 si (y*,A1%)
sunt admisibile (pentru problemele corespunzatoare) si dacd
"decalajul” de dualitate J* (x) — LY **" (x) este zero, atunci X;
si (Y",A%) sunt optimale pentru problemele (2.6), si respectiv
(2.25).

Vom arata ca pentru X7 si (y*,1%) definiti in ecuatiile (2.55),
(2.32) 51 (2.56) "decalajul" de dualitate este zero. Tinand cont de
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formulele (2.32) si (2.56), rezulta

LY () = A*x— L(A")E ((RrLY)?)
q

(2.58) 1 X 1

_ * _ * q = — *

=A%x C]()L ) (l*)q*I pl X
s
(2.59) ] 1 1

X

E(U(X]*“)) _ I;()L*)QE ((RTLf)‘I) — ;(l*)q (A*)q—l — l-)l*x?

relatii care ne conduc la afirmatia dorita.

Demonstratia teoremei este incheiata dacd aratam admisibil-
itatea (pentru problema primald) a lui X7 dat prin formula (2.55),
1.e.

E Q(RTX;i) <x, pentru orice madsura martingala echivalentd Q.

Vom arata ca X; definit in formula (2.55) se poate scrie ca
valoarea finald asociatd unui portofoliu autofinantat. Conform
unor rezultate standard ce sunt adevarate in piete financiare
incomplete, afirmatia pe care dorim sa o ardtdm este echivalenta
cu

E? (RrX;) = E (R X}),

pentru orice mdsuri martingale echivalente Q1, 0>
<= exista o masura martingala echivalentd Q* pentru care

EQ (RyX:) = inf E2(RpX23).
(RrX7) o™ ) (RrX7)

Vom arata ca
(2.60)
x=E® (R;X;) = E(RrX;LY) < EQ(RrX;) = E(RrX:LY),

pentru orice proces ¢-predictibil (y), cu 3 > —1.
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Fie (y) ca mai sus si fie LS o densitate Radon-Nikodym
obtinuta ca o combinatie convexa de densititile L; si Lyk, ie.

LS =ell+(1- 8)L¥, pentruun € € [0,1].

Tinand cont de optimalitatea lui y*, rezulta

éE(U*(A*RTLg) —E(U*(A*RrLY)) > 0.

Trecand acum la limita dupa € — O se obtine
E((U") (A"RrLY )Rr (L} ~L})) 0,

si tindnd cont de faptul ca X} = —(U*)’ (/’L*RTLf) deducem ca
formula (2.60) este adevarata.

2.4. Cazul utilitatii tip putere. O abordare directa

In aceasta sectiune vom rezolva problema de optimizare

(2.61) V(x) = sup E[(XF)"],
weof
utilizdnd o metoda directd. Dorim sd ardtdm existenfa unui
proces ¥ a.i., definind ¥;* := (X/*)? exp(¥; ), familia de procese
Y™ (indexata dupa toate strategiile admisibile ) si satisfaca
urmatoarele afirmatii
(@) YJ = (XF)? (i.e. W1 =0);
(b) Y7 este un ¢-supermartingal, pentru orice T € <7
(c) existi o strategie admisibild 7£* pentru care procesul Y™
este un ¢-martingal;
(d) valoarea initiala W( este o constanta determinista ce
este independenta de toate strategiile admisibile 7.

In acest scop, vom determina o functie aleatoare f(t,®,y,z,u)
definitd pe [0,7] x Q x R ai. ecuatia stohastici retrogradi
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(EDSR)
(2.62)

T _ T T _
P, =0— / Fs, W, Wy, @) ds — / ¥.aB, — / B, dM,
t t t

admite o solutie (¥,W,¥) ce apartine spatiului S5 (0,T) x
A3 (W) x #}(M) si pentru care proprietatile de mai sus sunt
indeplinite. Forma diferentiald a ecuatiei (2.62) este datd de

(263) lel‘ - f(t, \Il[, \IAII, q’[)dt + \IAl[dB[ + lilth[, ‘PT - O

Procesul Y” poate fi scris sub forma multiplicativa Y;* = exp (1),
cu procesul (1) dat prin

t ~
Ir ;:/ [prs—pcsesns—gosznserfs—ls‘Ps] ds
(2.64) 0. .
+/0 (PGsEs+‘Ps)st+/() lpsde

unde f; = f(t,¥,,¥;,¥,). In obtinerea acestei expresii am
tinut cont de formulele (2.5), (2.63) precum si de forma ¥-
martingalului M.

Procesul (continuu la dreapta) I™ are (cel mult) un salt (care
apare la momentul 7), salt a carui marime este dat prin AIT =
¥ AH; = P;. Atunci, pentru 7 € [0,T] fixat putem scrie

Y Aexp(Lf) = exp(I7) (exp(AIT) — 1) 1(c<y)
0<s<t

(2.65) ,
= /0 exp(I”.) (exp(¥s) — 1) dH;.
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Conform formulei lui Itd pentru procese cu salturi rezulta
(2.66)
dy" =d(exp(I)) =Y | pri — po:6;m — 50,271',2 +fi — AP,
1 R -
+ E(Pcﬂtx +¥)2+ A (exp(¥,) — 1) |dr
+ Y (poym +¥,)dB, + Y (exp(¥;) — 1)dM,.

Notidm prin A" termenul dintre parantezele drepte din formula
de mai sus, i.e.

~ —1 n
AT 3:fz+17rt+%6z27rt2+170ﬂt(wt—Qt)
1. - -
+§‘Pt2—|—7t¢(exp(‘1‘,)—‘Pt— 1).

Atunci ¥;* poate fi scris sub forma multiplicativa

Ytn:exp(/OtAfdsV(/0'(posns+lifs)st+/0'(exp(lifs)—1)dMS)

Vom determina generatorul £. al ESDR (2.62) impunand conditi-
ile ca A” sd ia valori negative pentru toate strategiile admisibile 7
si sd fie egala cu zero pentru o anumita strategie 7, strategie care
vom arata ca este optimald pentru problema noastra. In acest
scop, pentru ¢ fixat, vom determina valoarea maxima a aplicatiei
AT (vazuta ca o functie depinzand de 7).

Functia de gradul al doilea (cu coeficientul dominant nega-
tiv)

1 R
gr(x) == %Gfxz + poy (W, — 6))x

is1 atinge valoarea maxima in punctul x = (‘IP’;)G(’T . Fie
- t

A

Y, — 6

t
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Valoarea maxima a functiei g;(-) este datd in mod evident de

expresia

_r
2(1-p)

Punand conditia ca A,”* =0, rezultd

g(m') = (\i;[ - et)z-

N

fi=— $2 4

1_

P
P g
2(1—p) "

Obtinem atunci urmatoarea formula explicitd pentru functia
aleatoare f

2(1—p)

(2.68)
1

T3,z = =52+ T2 0 (@)2= (@) (exp()
p

—u—l)—pr,(w)—m

Ne indreptam acum atentia asupra rezolvarii EDSR (2.62) (care
admite ca generator aplicatia f definitdi mai sus) si ardtim
existenta unei solutii. In acest scop vom utiliza tehnici speci-
fice ecuatiilor stohastice retrograde similare cu cele utilizate in
rezolvarea ecuatiei (2.38). Utilizand procedeul de constructie a
unei solutii pentru EDSR cu salturi, procedeu initiat, asa cum am
precizat in sectiunea precedenta, de cdtre Kharroubi si Lim [22].
Vom reduce astfel rezolvarea EDSR (2.62) la rezolvarea unui
sistem recursiv de ecuatii stohastice retrograde Browniene, pre-
default (inainte de momentul de default 7) si post-default (dupa
momentul de default 7).

6; ()%

BRQPOZIIIA 2.17. EDSR (2.62) admite o solutie
(¥, W, ¥) € 77((0,T]) x 55([0,T]) x 55 (M).
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Demonstratie. In scopul evidentierii termenului cu salt (pure
Jjump), vom rescriem ecuatia (2.62) sub forma
(2.69)
d‘P[ = [—ﬁ(q’t)z—i—%@tq’,—l,(exp(\Pt)—l)
—pry — ﬁeﬂ dt+\iltdBt +\?th;, 0 S t S T,
¥Yr = 0.
Definim acum urmatorele sisteme de EDSR Browniene
(2.70)

Pl (u) = [—2( (8] )2+ 1256 (0¥ (1) — pr ()
!

sy (61 )2 dr + ¥ w)dB,, <1<,
Plu) = 0,
s
2.71)
A9 = [_ﬁ(‘i’?) pGO‘PO lr(eXP(Lle(t)_lP?)
—1)—pr?— i )(9 ) }dt—i—‘P?dBt, 0<:<T,
¥y = 0.

Familia de EDSR (2.70) este parametrizata dupd u € [0, 7] (u
trebuie interpretat ca momentul de default) si este formulata pe
intervalul [u, T, din acest motiv vorbim de EDSR post-default.

In conformitate cu presupunerile facute, se observa ca gen-
eratorul EDSR (2.70) (pe care il rescriem ca o functie aleatoare
Fl(t,2)) are crestere pitratica in raport cu z si satisface acelasi
tip de estimari ca in referinta Kobylanski [23] (a se vedea ipoteza
(H1) din articolul citat), uniform in raport cu variabila u. Atunci,
conform teoremei 2.3 din referinta citata mai sus deducem,
pentru orice u € [0, T], existenta unei solutii (¥'(u),¥'(x)) €
F2(u,T)) x %([u,T]). P!'(u) poate fi ales un proces cu
traiectoriile continue. urmand demonstratia rezultatului citat, se
obtine ca familia proceselor ¥! (1) este uniform marginita (a se
vedea [23], Teorema 2.3, pagina 571).
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Fie K >0 ai. A4 <K, P as. si fie c = —KT. consideram
acum EDSR

(2.72)
AP = [_—z(lgp)(wg))%L90w0—z¢(exp(lp;<t)
—(PYVe))—1)—prd— = )(90)}dt+‘i’?d3t,
) = 0.

Generatorul acestei EDSR satisface acelasi tip de estimari ca
in [23] (ipoteza (H1)), intrucét procesul ! () este marginit (in
virtutea marginirii uniforme a procesului ¥!()), si de asemenea
0 <exp(—(yVe)) <e ¢ Utilizdnd din nou Teorema 2.3
din referinta [23] deducem existenta unei solutii (‘PO,‘i’O) €
Z2([0,T]) x #%([0,T]) a EDSR (2.72). ¥ poate fi ales un
proces cu traiectoriile continue.
Fiet € [0,T]. Scriem

(2.73)
r 1 .
\PO—\POZ\P(’:/ ——(P)) - 90\1'0 As (exp(¥y (s
_(‘P?VC))—l)+pr +2(1p / 4B
Procesul B6 =B+ 15 fo Ods este o miscare Browniana

standard in raport cu misura de probabilitate echivalenti 09, a
carei densitate Radon-Nikodym in raport cu P|g, are expresia

Z8 = g(fd}%Gdes>T. Procesul ([;'PYdB?) este un ¥-
martingal (local) sub 0°.

Definim, pentru orice numar natural n > 1, momentul aleator
T, := inf{t € [0,T] | J§(P0ds)? > n}, care este un ¥-timp de
stopare. Atunci 7, 1 T atunci cand n — oo gi pentru fiecare n,
procesul ([;"™¥IdBY) este un martingal adevarat (nu numai
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TATy,

local). Rezultd atunci ca E2” ([, e W0dBY) = 0 si putem scrie
(2.74)

0 0
lIIz/w',, =E¢ [IP(Y)"/\T,J%/\TJ

_ [ £ [2(;<@g>2+xs(exp<‘vi (s)

AT, 1-p)
—(‘PEVC))—I)JFW?*'ﬁ(QSO)z} %Mn}ds
%
> [ EQ (< A|%Gns,)ds > c,
ATy

de unde deducem, prin trecere la limita dupd n — oo ca ‘P? > c.
In consecintd, am demonstrat ca perechea (‘PO7 ‘i’o) este o solutie
a ecuatiei (2.72).
Definim acum
¥, = lP91(t<1:) + lPtl (1) Liys1)s
(2.75) P = o)+ P (D) 150,
Bi= (W)~ )]y

Concluzia propozitiei este acum evidenta, in virtutea teoremei
3.1. din referinta Kharroubi, Lim ([22]).

PROPOZITIA 2.18. Procesul Y™ este un 4-supermartingal
pentru orice strategie admisibild T.

Demonstratie. Procesul Y/* poate fi scris sub forma expo-
nentiald ca
(2.76)

Ytn:exp(/()lAfds)éa(/()'(pasns+‘ifs)st+/0'(exp(\ifs)—1)dMs>

Integrala Riemann féAfds, privita ca o functie in variabila
t este o functie monoton descrescatoare, datoritd faptului ca
integrantul ia valori negative. Martingalul cu salturi ce apare
in cadrul exponentialei stohastice din formula de mai sus are cel

t
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mult un salt la momentul aleator 7, salt de marime exp(¥;) —
1> —1406, Pa.s., (pentru o constanta strict pozitiva 8), intrucét
procesul ¥ este marginit. Apoi, pentru a arata ca procesul
integralei stohastice este un ¢-martingal uniform integrabil,
este suficient sd ardtim ca procesul [,(po; +‘i’s)st este
un martingal de tipul BMO (in sensul definitiei 2) ce satisface
ipotezele Criteriului lui Kazamaki. In acest scop, dorim sa
obtinem o estimare similara cu (2.51). Vom arata ca existd o
constanta C > 0 a.i.

E(/UT(pGSﬂS—f—‘i’s)z ’ %) <c,

pentru orice ¢ timp de stopare V.

Aritim mai Intai ca procesul [, Y. dB; este un martingal de
tipul BMO.

Fie M o constanta strict pozitiva si fie § > 0 a.i. ¥, <M —§,
P a.s., pentru orice ¢ € [0,T]. Fie de asemenea v un ¢ timp
de stopare arbitrar. Aplicam formula lui Itd pentru procese cu
salturi procesului (¥; — M;) pe intervalul [v,T]. Se obtine

(W — 2/ 2 Mﬁds—Z/ )P, dB,

- / (,)%ds + [(Pr — M)? — (Pre — M)*| Tpoer

unde
]_Ct = ! (‘i’t)z P ezli’t‘i‘&(eXP(\Pt)_l)"i_prf
2(1—p) -P
4 2 p i
+ 07> 0¥, — A
2(1—p) ! —p



2.4. CAZUL UTILITATII TIP PUTERE. O ABORDARE DIRECTA 71

Asadar
E( /D " (,)2ds ‘ %) < —E[(Wy—M)* | D] + M2

+2E[/1)T(‘I’S—A7I)fsds ‘ %] +c

§C+26E[lfp9,‘if,+24‘%}

T A
§C+CE(/ B+ 1]ds | 4, )
(]

< C+%E</T(‘i’s)2ds ‘ %),
(0

unde C > 0 este o constanta generica ce poate varia de la rand la
rand in formula de mai sus.

Intr-un mod asemanator se poate arata ca si procesul
Jo OsTsdB; este un martingal de tipul BMO, fapt ce va rezulta
ca o consecintd a estimarii

T
E ( / nlds ‘ 5%) < C, pentru orice ¢ — timp de stopare V.
(]

Concluzia propozitiei va rezulta adevarata in urma aplicarii unui
procedeu standard de localizare, utilizdnd faptul ca procesul
exponentialei stohastice ce apare in formula (2.76) este un
martingal uniform integrabil.

Rezultatul principal al acestei sectiuni este dat de urmatoarea
teorema.

TEOREMA 2.19. Strategia n* definitd in formula (3.34)
este optimald pentru problema (2.61). In plus, functia valoare
asociatd aceleiasi probleme de optimizare are expresia

(2.77) V(x) = xPexp(Po),

unde ¥ este o solutie a ecuatiei (2.69).
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Demonstratie. Pentru a arata ca strategia 7" este admisibild,
vom verifica ca procesul 7* € J#2([0,T]). Aceastd afirmaie
este o consecintd imediatd a faptului ca procesele ¢ si 0 sunt
marginite si ca ¥ € J2([0, 7).

Tinand cont de faptul ca A™ = 0, deducem ca procesul Y*"
este un ¢-martingal. Mai mult, in virtutea afirmatiilor (a) — (d)
satisfacute de procesul Y7, dacd & este o strategie admisibila
oarecare obtinem

E[(XF)"] = E(Yf) < E(Y{) = " exp(¥o) = E(Y]")
=E(Y}F) =E[(XF )],

de unde deducem atat optimalitatea strategiei 7" cat si forma
explicitd a functiei valoare V.

(2.78)



CAPITOLUL 3

O problema de optimizare cu un activ supus
riscului de credit

In acest capitol studiem o problema de optimizare de porto-
folii Intr-o piatd financiard cu oportunitafi de investitii date
de un activ fara risc (bond), un activ riscat supus riscului de
piatd (sfock)si un activ riscat supus riscului de contrapartida
(i.e. existd riscul ca firma emitatoare a activului sd nu-si
indeplineasca la un anumit moment de timp aleator (necunoscut
apriori) fata de un potential investitor obligatiile asumate printr-
un contract). Lucram sub ipoteza de imersie (H) si presupunem
in plus existenta densitdtii conditionale pentru momentul aleator
T, ipoteza ce se va dovedi extrem de utila in studiul problemei
de optimizare post-default. Privitor la activul supus riscului de
contrapartidd am presupus ca in caz de default (nerespectare
a obligatiilor contractuale vis-a-vis de investitor a firmei ce a
emis activul respectiv), investitorul primeste o compensatie ce
este datd de un anumit procent din valoarea de piata a activului
chiar nainte de producerea defaultului (Recovery of Market
Value RMYV), iar dupd momentul de default activul nu mai este
tranzactionat.

Vom obtine o formuld pentru dinamica valorii portofoliului.
Vom rezolva direct problema de optimizare in cazul utilitatii de
tip logaritmic. Descriem apoi o metodd generald de rezolvare in
cazul utilitatilor din clasa HARA in care am utilizat ca sursa de
inspiratie referinta Jiao si Pham [18]. Cei doi autori descompun
problema de optimizare originald in doud subprobleme, una

73
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inainte de default si cealaltd dupd default, ambele probleme
fiind formulate in piete complete (care poseda proprietatea de
existenta a unei unice masuri martingale echivalente). Vom
caracteriza solutia problemei post-default cu ajutorul metodei
martingale duale, utilizand presupunerea facuta privind existenta
densitdtii conditionale a momentului aleator 7. In plus, in cazul
unei functii de utilitate de tip putere, am presupus ca defaultul
apare cu probabilitatea 1 pana la orizontul 7 al procesului de in-
vestitie si coeficientii modelului sunt functii deterministe. Avand
forma explicitd a procesului valorii portofoliului, rezolvim mai
intai problema post-default ca o problema de control optimal cu
timp si stare initiale aleatoare, iar apoi tratam separat problema
pre-default, care este problema de optimizare in orizont aleator si
pe care o formuldm ca o problema de control optimal stohastic.
Formuldm un rezultat de verificare (bazat pe un rezultat clasic
dat de Teorema 3.1, referinta Fleming si Soner [13]), care
constituie un instrument de baza in cadrul programadrii dinamice,
respectiv definirea corespunzatoare a unei ecuatii diferentiale
cu derivate partiale neliniare de tipul Hamilton-Jacobi-Bellman
ce este satisfdcutd in general de functia valoare a problemei
de optimizare (atunci cand aceasta posedd suficiente proprietati
de regularitate). Ardtam ca functia valoare satisface ecuatia
HIJB si determinam strategiile pre-default optimale, urmand un
procedeu de separare a variabilelor in cadrul functiei valoare.

3.1. Specificarea cadrului si a ipotezelor de lucru

Se considerd un spatiu de probabilitate (Q,.7,P), inzestrat
cu o filtratie (.%;);>0, datd de versiunea continud la dreapta a
filtratiei naturale generate de o miscare Browniana unidimen-
sionala, completata cu multimile P-neglijabile. Aceasta filtratie
este denumita in literatura de specialitate filtratia de referinta
sau filtratia pietii. Probabilitatea P se numeste probabilitatea
istorica, sau probabilitatea de referinta. Vom studia problema
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de optimizare a portofoliului financiar pentru un investitor pe o
piatd financiard cu urmatoarele oportunititi de investitie:

e un activ fard risc (savings account), de exemplu un
depozit bancar la termen sau un cont de economii;

e un activ cu risc (sfock) (tranzactionat pe o piata finan-
ciard reglementata, de exemplu Bursa de Valori) ce nu
este supus riscului de contrapartida;

e 0 obligatiune emisa de o companie privata (corporate
bond) ce poate intra in incapacitate de plata sau poate
decide ca la un moment aleator de timp sd refuze
indeplinirea obligatiilor contractuale vis-a-vis de un
investitor, existand astfel riscul de contrapartidda (de
default).

Vom presupune ca procesul investitional are orizontul finit 7'.
Dinamica pretului activului fara risc are forma

(3.1) dR(t) = R(t)r(t)dt.

Procesul stohastic generat de pretul activului cu risc este o
miscare Browniana geometrica cu coeficienti neomogeni

dS(t) =S(t)(u(t)dt +o(r)dW(t)).

Presupunem ca r > 0, u, o > 0 sunt procese .%-adaptate
marginite , cu 6 () > ¢, P a.s., ¢ fiind o constanta strict pozitiva.
Rata dobanzii r este numitd si short interest rate. Definim

0(t) := %, expresie care este cunoscuta ca preful de piafd

al riscului (market price of risk).

Activul ce este supus riscului de contrapartidd poate da
default la un moment aleator de timp 7 care nu poate fi anticipat,
ci doar observat imediat dupd aparitie. Aceastd noua informatie
se adauga informatiei deja disponibile investitorului (care este
data de preturile activelor tranzactionate ce nu dau default). Ca
si in capitolul precedent, vom utiliza abordarea formei reduse
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(reduced form approach), numitd si abordarea prin intensitatea
defaultului (intensity approach). Presupunem

e P(7 =0) = 0 (defaultul nu poate aparea la momentul
demararii procesului de investitie);

e Pentru orice ¢ € [0,7], P(t > t) > 0 (defaultul poate
aparea la orice moment de timp).

Notdm, pentru fiecare ¢ € [0, 7], prin H; := 1(;<;), procesul
ce ne indica aparitia defaultului pana la momentul de timp ¢ si
fie & cea mai mici filtratie ce contine filtratia de referinta .% si
in raport cu care T este un timp de stopare, ce este definita prin

G, = FNO(Hys <t)=.7 Vo (TAt).

Acest procedeu se numeste procedeul de largire progresiva a
filtratiei initiale .# (progressive enlargement of filtration) iar
filtratia ¢ se numeste filtratia ldrgitd (enlarged filtration), sau
filtratia completa (complete filtration). Se observa ca pentru
t < 7 (inainte de default) cele doua filtratii coincid.

Presupunem ca piata financiard definita mai sus este lipsita
de oportunitatea de arbitraj (nu sunt permise acumularile de
capital fara asumarea niciunui risc), ceea ce Tnseamnd din punct
de vedere matematic ca existd cel putin o mdsura martingald
echivalentd Q, sub care preturile actualizate ale activelor (in
raport cu rata dobanzii r asociatd activului fara risc) sunt ¥-
martingale. Aparitia posibila (in mod neasteptat) a defaultului
implica faptul ca piatd financiard este incompleta, insemnand ca
multimea masurilor martingale echivalente contine mai mult de
un singur element Q. Presupunem in continuare ca este fixata o
astfel de mdsura martingald echivalenta Q.

Presupunem de asemenea ca are loc proprietatea de in-
variantd martingald intre filtratiille .# si ¢, cunoscuta si ca
ipoteza (H). Aceasta inseamnd ca orice .% -martingal (de patrat
integrabil) este si un ¢-martingal (de patrat integrabil).



3.1. SPECIFICAREA CADRULUI SI A IPOTEZELOR DE LUCRU 77

In scopul evaluarii pretului activului ce este supus riscului
de contrapartida (in conformitate cu abordarea martingald), vom
presupune ca procesul (H;) admite, sub masura de probabili-
tate O, un compensator absolut continuu in raport cu masura
Lebesgue.  Existi astfel un proces @-adaptat (17 (r)), cu
ig(t) = 0 pe multimea (¢ > 7) (intrucat, conform presupunerilor
facute exista riscul aparitiei unui singur default), a.i. procesul
compensat

(3.2) M(t) :=H, — /0 tig(s)ds

este un ¢-martingal sub Q. (A7 (1)) se numeste ¥-intensitatea
defaultului T (sau rata de hazard (hazard rate)) sub probabilitatea
Q. Aceasta poate fi scrisa sub forma A% (1) = 1(t§1)7L3Z (t), unde

procesul (A7 (1)) este .Z-adaptat si se numeste .% -intensitatea
defaultului sub Q. In loc de A7 vom scrie simplu Al

Notiam de asemenea prin A .% -intensitatea defaultului T sub
probabilitatea istorica P, ceea ce inseamnd ca procesul (M(7))
definit prin

33) M) ::H,—/Omrl(s)ds:Ht—/Ot(l—Hs)l(s)ds

este un ¢-martingal sub P.

In continuare vom da o metoda de constructie a unui moment
de default 7 cu o intensitate datd (numitd si metoda canonicad)
si pentru care are loc ipoteza(H). Aceastd procedurd este
cunoscuta sub numele de metodd canonicd de constructie a lui
T.

OBSERVATIA 3.1. Presupunem ca pe un spatiu de probabil-
itate (Q,.7 ,P) este dat un proces .F -predictibil y; ce ia valori
pozitive (ce va juca rolul de .7 -intensitate a defaultului ) si fien
o variabila aleatoare independenta de filtratia ¥ ce urmeaza o
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repartitie uniformd. Definim momentul aleator (defaultul) T prin

t
T::inf{t20 ‘/ )/sdszn}.
0
Se poate arata ca
P(t <1|.#) = P(1 <1|.F),

ceea ce reprezintd o conditie suficienta pentru ca ipoteza (H) sa
aiba loc.

Intrucat misura Q este absolut continui in raport cu P
(pe ¢¥r), deducem existenta densititii Radon-Nikodym Z(T) :=
%|gp ce este o variabila aleatoare ¢r-masurabild ce ia valori
pozitive, si E(Z(T)) = 1. Procesul densititilor Radon-Nikodym
Z(t) := E(Z(T)|%4), cu 0 <t < T este un ¢-martingal sub
P, si conform teoremei de reprezentare pentru martingale -
predictibile a lui Kusuoka (a se vedea referinta Kusuoka [26]),
rezultd

G4)  dZ(t) =Z(1=)(()dW (1) + ¥(1)aM (1)), Z(0) = 1,

unde (1(¢)), (y(t)) sunt procese ¢¥-predictibile, cu y(t) > —1, P
a.s.

Dacd X este un ¢-semimartingal discontinuu (presupus
continuu la dreapta si avand limite finite la stinga), exponentiala
stohasticd Doléans-Dade (&'(X.);) se defineste prin

E(X.); =exp (X — l[XC,XC]t) [T (1+AX),

2 0<s<t

unde X¢ reprezintd partea continud a lui X si AXy = X; — X
reprezintd marimea saltului procesului X la momentul s. &(X.)
reprezintd solutia ecuatiei diferentiale stohastice

dzX (1) = 7% (t—)dX;, ZX(0) = 1.
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= [[n@aw)+ [ vsamis
= [n@awe) - [ 1 -Hrerds+ [ 16

Fie t € [0,T] fixat. Y are cel mult un salt in intervalul [0,¢] (la
momentul 7, dar numai dacd T < 1), salt de marime AY(7) =
Y(t)AH; = y(7). Atunci, pe multimea (7 <t),

H (1+AY;) =1+ 7(t) =exp (In(1 + ¥(7))AHx)

0<s<t

Fie

— exp ( /0 "In(1+ y(s))dH).

Pe multimea (7 > r) integrala de pe ultimul rand al formulei
precedente este egala cu 0, iar in acest caz partea discontinua a
lui ¥ nu aduce nici o contributie la calculul mediei &' (Y.),. Putem
atunci enunta

PROPOZITIA 3.2. Solutia EDS (3.4) este datd de expo-
nentiala stohasticd

2 = £ =exp (5 [ 2+ [ n(s)aw(s))

exp ( /0 In(1+y(s)dH— [ v(s)2(5)ds).

In plus, procesul

(3.5)

W)= W) —/Otn(s)ds

este o migcare Browniana standard sub Q, iar procesul
(3.6)

M, = M, — /0 " YA (s)ds = Hy — /0 " (1 () A (5)ds

este un G-martingal discontinuu sub Q, ortogonal lui W (t).
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Comparand ecuatiile (3.6) and (3.3) observam ca in mod
necesar are loc egalitatea M; = M,;,Vt € [0,T] iar intre .%-
intensitatile defaultului 7 sub Q, respectiv P are loc relatia

(1) = (1+¥(1))A ().

Notim prin S(t) := e fo "$)S(1) pretul actualizat al activului cu
risc. Conform formulei lui Itd, rezulta

d$(1) = S(t)((u(r) = r(1)) dr + o (1)aw (1))
SO((u(t) —r(t) +o(t)n(1)dt + o(1)dW (1)).

Intrucat pretul actualizat al activelor tranzactionate trebuie si fie
un ¢-martingal sub Q, rezultd ca termenul cu variatie marginita
din formula de mai sus trebuie sd se anuleze. Asadar 7n(t) =

% := —0(¢). Dinamica lui S, sub Q este data de

ds(t) = S@t)(r(t)dt +o(t)dW(t))

si remarcam ca sub o masura martingalda echivalentd rata
dobanzii asteptate pentru activul cu risc este egala cu rata
dobanzii fard risc r (numita si short interest rate).

In continuare ne propunem sd obtinem o formula explicita
pentru procesul pretului activului supus riscului de contrapartida.
Procesul asociat al dividendelor D(¢) este definit prin

t
(3.7) D(¢):= X1(7>T) +ZTl(T§t) :X1(7>T) +/0 zedHg, t <T,

unde X reprezintd suma primita de investitor (la momentul 7)
in cazul neaparitiei defaultului iar (z(¢)) reprezintd procesul
compensatiilor primite in cazul producerii defaultului. Expresia
D, — D; reprezintd toate incasarile intre momentele de timp ¢ si u
a unei persoane ce a cumparat la momentul 7 o unitate din acest
tip de activ. Atunci, conform cu referinta Bielecki and Rutkovski
[2], Sectiunea 8.3, rezultd ca pretul la momentul ¢ al unei unitati
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de activ cu maturitatea 7 este dat de formula
(3.8)

D(I,T) — EQ(/T e*ffsr(u)dudD(sM%)

t
T T
= EQ(1(1>T)e_f’ r(u)dMX + 1(z<r§T)e_f' r(u)duzrlgt)

T :
- 1(T>t)EQ (e_ Ji (r(w)+2 (w))du x

T N )
b e B2 (5)as)| 7).
t

unde prin E€ am notat operatorul de medie in raport cu proba-
bilitatea Q. Adoptam in continuare modelul de compensare in
cazul aparitiei defaultului datd de valoarea de piatd a default-
ului Recovery of the Market Value of default RMV (conform
cu Duffie, Singleton ([7]) sau monografia Bielecki, Rutkovski
([2])). Se presupune astfel ca la momentul aparitiei defaultului
(dacad acesta se produce) activul nu mai este tranzactionat iar
cumparatorul obligatiunii primeste o compensatie datd de un
procent (1 — L(¢)) din valoarea obligatiunii chiar inainte de pro-
ducerea defaultului D(t—,T), dacd T < T. Astfel, compensatia
are forma z(t) = (1 —L(¢))D(t—,T). Presupunem ca 0 < L(t) <
1, Pa.s. Atunci

D(t,T) = 1 (7o) EC (e* J}T(r(5)+1(S)L(S))dS)X,gzt)
i= 1t B(t,T) = HB(1,T).

(3.9)

Am notat A, := 1 — H, iar B(¢,T) reprezinti valoarea chiar
inainte de default a obligatiunii, care este datd de valoarea unei
obligatiuni nesupuse riscului de contrapartidd cu rata dobanzii
ajustata in functie de riscul datorat aparitiei posibile a defaultului
(default risk adjusted interest rate) #(t) := r(t) + A(t)L(t), cu
termenul de corectie (spreadul) dat de A(r)L(r). Conform
formulei (3.9), se obtine urmatoarea formula pentru compensatia
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primita in cazul defaultului
z(t)=(1-L(t))D(t—,T) = (1 —L(7))B(7,T).

Presupunem in continuare, fdard a diminua generalitatea, ca
valoarea X primita la maturitate in cazul neaparitiei defaultului
este egala cu o unitate monetara.

3.2. Rezultate ajutatoare

3.2.1. Dinamica pretului activului cu default sub proba-
bilitatea istorica. Se observa fara dificultate ca procesul den-
sitdtilor Radon-Nikodym pentru probabilitatea absolut continud

O (in raport cu P) este dat de 9 z = Z7 (1), unde
dP 17t

z7(t) =exp(— /OI 0(s)dW (s) — %/ot 02(s)ds).

utilizand regula lui Bayes pentru medii conditionate (conform
referintei [25], lema 3.5.3) rezultad

T T

I’T’l(t) Z:EQ (e—jo f(s)ds‘ggt) _ (Z‘g(t))_lE(e_jO f(s)dsZJC(T)L%).

Fie m(t) := E (e’fOT 9)dsz7(T)|#;). Aplicand mai intéi teo-
rema de reprezentare a martingalelor Browniene (conform refer-
intei [25], teorema 3.4.2) .% -martingalului pozitiv (m(t)), si apoi
formula lui It6 procesului (In(m(t))) (pentru mai multe detalii se
poate consulta referinta Lamberton, Lapeyre ([27]), Propozitia
6.1.1.), deducem existenta unui proces .# -adaptat (g(¢)) a.i.

m(t) =exp(— % /Ot qz(s)ds-l-/olq(s)dW(s)).



3.2. REZULTATE AJUTATOARE 83

Se obtine astfel

t

B(1,T) = B(0,T)exp ( /0 #(s)ds) (27 (1)) "' m,

(3.10) = B(0,T)exp (/Ot (f(s)+%(92(s) — (s)))ds

+ [[(06) +a(saw s

Aplicand acum formula lui Ité procesului exponential (B(z,T)),
deducem

dB(t,T) = B(t,T) [(#(t) + %(Oz(t) —¢*(1)))ds
(3.11) _|_(9(t)+q(t))dW(t)+%(9(t)+q<t))2dt]
=B(t,T)((*(t) + 6(1)B(¢))dt + B(t)dW (1)),

unde B(t) := 0(1) +q(1).

Reamintim ca D(t,T) = H,B(t,T), H, = M(t) + | HiA(s)ds.
Atunci, prin aplicarea formulei lui Itd pentru procese cu salturi,
obtinem dinamica pretului activului supus riscului de contra-
partida sub probabilitatea P

dD(t,T) = H,_dB(t,T)+B(t—,T)dH,+d( Y, AHAB(s,T))

0<s<t
= H,dB(t,T) —B(t,T)dH, = H,dB(t,T) — B(t,T)H,_dH,
~zB(t,T)(<f(t> 0(t)B(1))dr + B(1)dw (1))
) l ) (t)l:ltdt)
+B(t)dW (1)) —D(t—,T)dM(t)
) —A(r))dt
1)B(t) — A(t))dt
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in virtutea continuitatii procesului (B(¢,T)), a formulelor dH, =
—dH; si 1:1,2 = H,. Am utilizat de asemenea si identitatea dH; =
H,_dH,, sau, sub forma integrala, fé dH; = fé H,_dH,. Intr-
adevar, pentru 7 > ¢ (nainte de default) ambele integrale iau
valoarea zero (intrucit nu avem nici un salt pana la momentul
t), si pentru T <t (dupa default)

1 1
/ H,_dH; =H,_ AH; = AH; = / dH, (= 1),
0 0

ceea ce arata identitatea dorita. Enuntam acum rezultatul
obtinut.

PROPOZITIA 3.3. Preful D(t,T) al activului supus riscului
de contrapartidd admite dinamica

(3.12)
dD(t,T) =D(t—,T)[(F(t)+ 6 (t)B(r) — A(t))dt + B (t)dW (1) —dM(t)].

3.2.2. Densitatea conditionala
a defaultului. In rezolvarea problemei de optimizare a unui
investitor in piatd financiard descrisa la inceputul capitolului,
care este formulata intr-o piatd incompleta (datoritd posibilitatii
aparitiei defaultului), vom urma procedura lui Jiao si Pham
(conform citarii [18]), prin care vom descompune problema in
doud subprobleme de optimizare formulate in piete domplete,
una inainte de default (pre-default) si o a doua dupa default
(post-default), ce pot fi abordate cu tehnici uzuale de dualitate
martingald sau control stohastic.

In studiul problemei de optimizare post-default ipoteza ex-
istentei intensitatii defaultului nu este suficienta. In schimb,
notiunea de .7 -densitate conditionald a defaultului (a se vedea
pentru detalii suplimentare referintele El Karoui, Jeanblanc, Jiao
([S]) sau Jiao, Pham ([18])) se va dovedi extrem de utila.
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Presupunem ca pentru fiecare ¢+ € [0,7] si s > 0, existd
o familie de variabile aleatoare (oy(s)), ai. oy(s) este .%;-
masurabila, si

A}
P(rgsyf/;):/ o ()du,
0

sau echivalent E(f(7)|.-%:) = [y f(s)a(s)ds, pentru orice
functie f marginita si masurabild Borel. In plus, dacd X;(x) este
o variabila aleatoare .%; ® B masurabila, atunci

E(X,(7)|.7,) = /0 "X, (s) oy (5)ds.

Definim F; := P(t <t|.%). Atunci G; := 1 —F, = P(t > t|.%;)
se numeste procesul conditional de supravietuire asociat lui 7.
Pentru s fixat, procesul (o (s))o</<7 este un .% -martingal sub P.
Sub ipoteza (H) este adevarata relatia,

P(TSZ‘L@[) :P(T§t|<ng)7

Ipoteza
or(t) = o4(t), vVt €[0,T]

este o conditie suficienta pentru ca ipoteza (H) sa aiba loc, pe
care o presupunem in continuare. Se poate arata ca intensitatea
A(t) este complet determinata de densititile conditionale oy (s),

Reciproc, se pot determina numai partial densitdtile conditionale
04 (s), plecand de la intensitatile defaultului, si aceasta se poate
realiza numai pentru s > ¢ (i.e. pentru momentele de timp ¢
anterioare defaultului). Vom simplifica notatia scriind o(¢) :=

0y (1).
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3.2.3. Portofoliul investitorului. Consideram acum un in-
vestitor cu oportunitdti de investitie in piata financiara descrisa la
inceputul capitolului, ce investeste la momentul initial capitalul
X i urmeaza o strategie de investitie autofinantata pe intervalul
de timp [0,7]. Notdm prin Ng(z), Ns(t) si Np(t) cantititile din
fiecare tip de activ detinute de investitor la momentul 7. (Ng(?)),
(Ns(t)) si (Np(t)) sunt presupuse procese ¢-predictibile. In-
trucat Np(t) = Np(t)ly<r) (activul supus riscului de contra-
partida inceteaza sa existe la momentul producerii defaultului)
putem presupune ca Np(t) este .% -predictibil. Aceastd afirmatie
este o consecintd a descompunerii standard pentru procese ¥¢-
predictibile (a se vedea formula de reprezentare (2.37) din
capitolul precedent).

Valoarea portofoliului XV~(¢) are expresia

X = x+ Nr(t)R(1) + Ns(£)S(t) + Np(t)D(z, T).
Conditia de autofinantare (o ipoteza uzuala impusa portofoliilor
financiare) dicteaza
(3.13)  dX,"™ = Ng(¢)dR(t) + Ns(1)dS(t) + Np(t)dD(t, T).

Notidm prin 7g(z), ms(¢) and 7p(¢) ponderile corespunzatoare
sumelor investite in fiecare activ

ER(I) = w,ﬂ?g(i) = w

Np(t)D(t—,T)
XN XN '

XN X

t—

,ED(Z) =

In mod evident 7g(t) + ms(¢t) + np(¢) = 1. Vom identifica o
strategie de investitie cu un proces continuu la stinga 7(t) :=
(7 (), ms(t), mp(t)) si vom nota prin (X,";0 <t < T) valoarea
corespunzatoare a portofoliului. Conditia de autofinantare se
poate rescrie sub forma

(3.14)

dx* = X2 (mR(n) R+ ms(6) S+ 7 () R )
X = x 7
0
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Pentru ultimul termen din partea dreapta facem conventia 8 =0.
dupa default activul supus riscului de contrapartidd nu se mai
tranzactioneaza, deci mp(r) = 0 si de asemenea D(7,T) = 0,
pentru r > 7. Tinind cont de dinamica activelor tranzactionate si
ecuatia de autofinantare, putem scrie

(3.15)
X" = X" [ (r(1) + ms(t) (u(r) = r(1)) + 7 () (A (1) (¥(1)L(1)
+L(t) = 1)+ 0(1)B(r)) ) dr
+ (ms(t) o (t) +mp(1)B(2))dW (1) — mp(t)dM (1)].
Conform formulei standard de descompunere pentru procese
predictibile, rezultd ca putem scrie T = ()1 <) + T(t)1(z>),
unde (1) = (mp(t), mg(t), mp(2)) reprezinta strategia pre-default
iar T(r) = (wr(t),ws(2),0) reprezintd strategia post-default.
Dinamica proceselelor valorilor portofoliilor pre-default, re-
spectiv post-default este datd de ecuatiile
(3.16)
dXi = X[ (r(t) + ms(t) 0 (1)8(r) + 7p (1) (A () (¥(1)L(t) + L(r) — 1)
+0(1)B(1)))dt + (ms(t)o () + mp(1)B(r)) AW (1)], t < TAT,
sl
317
dXF=XT[r(t) +7s(t)o(t)0(t)|dt +Ts(t)o(r)dW (¢), t > TAT.

DEFINITIA 3.4. Multimea </ (x) a strategiilor admisibile
este formatd din procesele (1(t);0 <t < T) continue la stdnga,
ce satisfac

T T
E/ w2 (1) < oo, E/ mh(1) < oo, p(t) <1,0<t<T, Pas.
0 0

OBSERVATIA 3.5. Este natural sd presupunem ca investi-
torul, indiferent de apetitul la risc manifestat va prefera sd
nu-si investeasca intreg capitalul in activul supus riscului de
contrapartidd, la nici un moment de timp (a se vedea conditia
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mp(t) < 1, pentru orice t € [0,T)), existand probabilitatea deloc
neglijabila ca in caz contrar sd sufere pierderi foarte mari.

Ca si in capitolul precedent, com considera functii de utilitate
U definite pe (0,00), ce sunt derivabile, strict crescétoare si
strict concave, satisfacand in plus conditiile uzuale ale lui Inada:
lim, o U’ (x) = o0 si limy_. U’(x) = 0. Vom trata numai cazurile
functiilor de utilitate de tip logaritmic si de tip putere. Notam
prin E media conditionata E(-| X[ = x). Investitorul doreste sa-
sl maximizeze utilitatea asteptata de pe urma valorii finale (la
momentul 7) a portofoliului, dupd toate strategiile admisibile
7 € o/ (x). Functia valoare V a problemei de optimizare se poate
scrie sub forma

(3.18) V(x):= sup E[UX;")]= sup J*(7).
we (x) we (x)

3.3. Cazul utilitatii de tip logaritmic

Fie (Y/*) procesul ce apare scris intre parantezele drepte din
formula (3.15). Acesta se poate rescrie sub forma

YE = (r(t) + ms(0)0 (1)) + 7o (1) () (Y1) L) + L(1) — H)
FO()B())di + (ms(1)5 (1) + mp(1)B (1)) dW (1) — (1) dH (1),

unde am utilizat formulele dM(t) = dH, — H A (t)dt si H, = 1 —
H;. Deducem atunci ca procesul valorii portofoliului este dat in
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mod evident de exponentiald stohastica a procesului (¥,*), i.e.

(3.19)

X7 = 6 =wewp ([ () + 75 (5)005) + 7o(s) (26)
(V)LL) +Lls) — Hy) + 0()B ()
— 3 (Es()0(s) + T (9B (5))?)ds )
<o ([ (ms(s)0(6) + mp(s)B(5))aw )

X exp (/Ot In(1— ED(S))dHS>.

Am utilizat faptul ca, in mod evident, pentru un moment de timp
fixat #, marimea saltului procesului (Y”) la momentul 7 (avem
salt numai dacd T <) este datd de AY”™(7) = —np(7), iar in con-
tinuare am procedat in acelasi mod in care am obtinut formula
explicitd (3.5) pentru procesul densititilor Radon Nikodym (Z;).
Atunci

t

In (X,”’x) =In(x)+ 5 [r(s) + 7s(s)o(s)0(s) + mp(s)(A(s)(y(s)L(s)

+L(s) —Hy)+6(s)B(s)) — %(ﬂs(S)G(S) +7p(s)B(s))°
+ HA(s)In(1 — mp(s)) | ds

)
_|_/Ot (ms(s)o(s) +7p(s)B(s))dW (s)
-|-/Olln(1—7fD(S))dM(s)-

Sub ipotezele noastre procesele date de integralele stohastice din
formula de mai sus sunt martingale adevarate (nu numai locale),
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de medie 0. Aplicand operatorul de medie, rezulta

F(x) = E(In (X)) = In(x) + E{ / 1)+ 75(1) o (1)0.(1)
+ 7p (1) (A (1) (v(2)L(1)

+L(t) —H)+0()B(1)) — —(ns( 1o (1) + (1) (1))
+H A In(1 — 7p(r))]de )

T
— Inx) + E( /0 g1 (ms(2), 7p(1))dr),

unde aplicatia aleatoare g(y,z) este definitd in mod corespun-
zator. Problema de optimizare stohasticd se reduce astfel la o
problema de optimizare pe traiectorii (pentru fiecare traiectorie
o fixata), pe care o rezolvam inainte de default si dupd default.
Pentru problema pre-default, i.e. pentru¢ < T AT, definim

&i(»2) =r(t)+0(1)00)y+ (A()(Y(t)L(1) + L(1)) + 8(1)B(1))z
1
= 5(0(O)y+B(1)2)* +A()In(1 —2),

pentru y € R i z < 1, unde am tinut cont de faptul ca A, = 1,
P a.s., pentru ¢t < 7. Pentru problema post-default, i.e. pentru
t>TAT , stim ca mip(t) = O (intrucat ativul supus riscului de
contrapartidd nu mai este tranzactionat) si de asemenea H; = 0.
Vom defini astfel

1

&) =r(t)+o()8()y—50()y.

Suntem astfel condusi la determinarea punctului de maxim
pentru functia aleatoare

g(».2) = & Z)l(zgr/\T) +8&(v) 1(t>7:/\T)~
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Pentru problema pre-default, conditiile de optimalitate de or-
dinul I devin

98
§§UJ%=G®90%%GOW+ﬁUkkﬂﬂ=0,

si
%%WO:JVXﬂﬂM0+Lmy+m03@
(o +B0B0) L =0
Deducem ca

o)y (1) + B 1)z () = 6(1),

si inlocuind in cea de a doud ecuatie se obtine

. 1
TO= ) <
Termenul (1+ ¥(¢)) reprezintd raportul intensitatilor defaultului
in raport cu probabilitatea Q, respectiv P, i.e. % =1+ y(z).
Obtinem de asemenea

T0=50 o0 T " o) o) LT+ 70)

Scriind matricea Hessiana asociata functiei g;, se observa ca
ok

punctul stationar (¥*(¢),Z"(¢)) este punct de maxim (global)

pentru aplicatia g;. De asemenea, in mod evident, punctul
yi(t) = % este punct de maxim pentru aplicatia g;. Putem

acum formula rezultatul principal al acestei sectiuni.

_o0 B, 1 q(t)  B() 1

TEOREMA 3.6. Presupunem ca U(x) = In(x). Atunci strate-
gia ) = (7g(t), 7wy (t)) definitd prin

O a0 B 0(1)
* q
0= (G0 + sz ) = o
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i
. 1
(3.21) TH(t) = (1 - m) l(zgrAT)

este o strategie optimald pentru problema (3.18).

3.4. Existenta unei solutii pentru problema de optimizare in
cazul general

Utilizand Teorema 2.2 din referinta Kramkov, Schacher-
mayer ([25]), stim ca problema (3.18) admite o strategie opti-
mala sub ipotezele

(1) Coeficientul de elasticitate asimptoticd a functiei de
utilitate U satisface condifia

!/
AE(U) :=limsup *U(x)
x—oo U (x)
(i1) Exista cel putin o méisura martingald echivalenta Q;
(iii) Existd un numar real x > 0 pentru care functia valoare
V(x) este finita.

Presupunerea (i) este in mod evident satisficutd in cazul
functiilor de utilitate de tip HARA considerate. De asemenea,
am presupus existenta unei mdsuri martingale echivalente in
scopul obtinerii pretului activului supus riscului de contra-
partidd. Apoi, conform referintei Kramkov, Schachermayer
([25]), V(x) este finita intr-un punct x dacd conjugata functiei
valoare V* ia valoare finita in punctul y = V’(x). O conditie
suficienta pentru ca ultima afirmatie sa fie adevarata este

<1;

E[U*(yZr)] < oo, pentru o valoare y > 0,

unde U™ este conjugata convexa a functiei de utilitate (concave)
U, presupunere pe care o facem in continuare. Rezultatele
obtinute in articolul mentionat mai sus ne permit sa dam o
caracterizare duald a functiei valoare si a strategiei optimale, dar
in general nu se pot determina formule explicite.
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In continuare urmam argumentele din articolul Jiao, Pham
([18]), prin care vom descompune problema de optimizare orig-
inald in doud subprobleme ce sunt formulate in piete financiare
complete, si care pot fi abordate cu ajutorul unor metode clasice
de dualitate martingald si programare dinamicd. Daca 7 este o
strategie admisibild oarecare putem scrie

P (m) =E[UX;™")|=E [E (UEF ) (o) + U(X;f’x)l(fg)\ﬂ})]

= E[UXF)P (0> T1.70)] +E [E (UK (er)| 77 )]

=E[UX;")Gr] +E { /O ' U Xy (s)ds] :

In deducerea formulei de mai sus am utilizat faptul ca orice
variabila aleatoare ¥r-masurabild Y poate fi descompusa sub

forma ( )
E Yl >T ‘chT

unde Y; este .7 @ o(7)-masurabild. Totodatd
(3.22)

E [ /0 TU(X}r’s’x)aT(s)ds} - /0 'k [E (U(Xf’s’x)aﬂ{%ﬂ ds
_E VOTE (U(X?”)aq%) ds} .

Problema de optimizare post-default este definitd ca

(3.23)  Vy(x) = supE (U(X}’S"Y’x)ocs‘ﬁs> = supJ,(Ts, x),

s s
unde procesul valoare post-default (X™5*) pleaca la momentul
s din starea x. Aceastd problemda nu este o problema clasica
de optimizare de portofolii intrucat functia pe care trebuie sd o
maximizdm este datd de functia de utilitate ponderatd Tnsa cu o
variabila aleatoare.
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Conform cu referinta articolul Jiao, Pham ([18]), Teorema
3.1, obtinem urmatoarea formuld de programare dinamica asoci-
ata problemei noastre de control optimal

T
(3.24) V(x)= sup E [U(X;F)GT—F/ Vo(XE(1 — 7tp(s)))ds
g, D 0
OBSERVATIA 3.7. Aceastd ecuatie ne spune ca pentru a
rezolva problema de optimizare (3.18), este suficient sd rezolvam
doud sub-probleme de optimizare: problema pre-default (inainte
de default) si problema post-default (dupd default), probleme ce
sunt formulate in piete financiare complete si pentru care pot
fi utilizate argumente clasice de dualitate convexd. Cu ajutorul
formulei (3.24) se observd usor ca va trebui sd rezolvim mai
intdi problema post-default (3.23), dupd care vom utiliza functia
valoare obtinuta V in rezolvarea problemei (3.24). Rezolvarea
problemei post-default se bazeazd pe principiul programdrii
dinamice i utilizeazd tehnici specifice EDSR, fiind deosebit de
complexa din punct de vedere tehnic, motiv pentru care ne vom
restrange doar la rezolvarea problemei pre-default.

3.4.1. Problema de optimizare post-default. Dinamica
procesului valoare pentru problema posterioara defaultului (ce
satisface ecuatia (3.17)) se poate rescrie sub forma

dX =X [r(t) + Ts(t) 0 (1)0(1)] di +Tos(1) o (£)dW (1); X = x.

Reamintim formula densitatilor Radon-Nikodym

z7 (1) :exp(—%/OZGZ(u)du—/OIQ(u)dW(u)).

F
Fie Zé = %, pentru ¢ > 5. Pentru s fixat definim pe %7

—

probabilitatea Q° E)rin intermediul densitdtiit RN dd—%] Ty = zr.
In mod evident dd% |7, = Zi. Fie de asemenea
t

H = e ks rwduzt — exp (—% i (r(u)+92(u))du_/st 6 (u)dW (u)),
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pentru ¢ > s. Se poate observa cu usurintd ca procesul valorii

actualizate a portofoliului (e~ 5 "Wdux™S: s <t < T) este un -
martingal local (sub Q°) ce ia valori pozitive (este deci marginit
inferior), si este atunci un supermartingal. Rezulta

EQ (e I rWURE 7,) = E(H] X\ 7))
< B (¢ K rwdugTey _

(3.25)

Fie U* conjugata convexd a functiei concave U (transformata
Legendre-Fenchel a aplicatiei —U (—x)), care este definitd prin

U*(y) := Sg}g(U(X) —xy), y>0.

In mod evident, supremumul in formula de mai sus este atins in
punctul I(y) := (U’)~(y), ceea ce ne conduce la

U(y) =U(y)) = y1(y).

Functia [ este definitd pe (0,c) cu valori in (0,e0) si este strict
descrescatoare.

Intrucat am considerat cazul functiei logaritmice in sectiunea
precedenta, vom trata numai cazul utilitétii de tip putere U (x) =

%), cup e (0, 1) Un calcul elementar arata ca I(y) = y»—1 si deci

U*(y) = ! pp y?-T. Putem scrie de asemenea U*(y) = —y?q, unde

g este conjugatul lui p (i.e. 1 > 5 =1).

Tinand contul de faptul ca ne situdm intr-o piatd financiara
completd, vom transforma problema intr-o problema statica de
optimizare pe care o vom rezolva cu ajutorul metodei multipli-
catorilor lui Lagrange, luand in considerare restrictia (3.25). In
acest sens definim Lagrangianul

L(X,A) == a,U(X)+A(x—H] X).
"Derivand" in raport cu X se obtine

a,U'(X) — AH! =



960 PROBLEMA DE OPTIMIZARE CU UN ACTIV SUPUS RISCULUI DE CREDIT

de unde deducem

Xl(a)

Impunem acum ca X gasit mai sus sa satisfaca restrictia (3.25)
ca o egalitate. Deducem

(3.26) E(HTI(’IH )| F) = x,

si privim aceastd ecuatie ca o ecuatie cu necunoscuta A. Definim
aplicatia
e

AHT A p

g(A):=E(H]1(—=

pentru valori strict pozitive ale lui A. Se poate arata printr-

un procedeu standard ca functia g este strict descrescatoare

si continud pe (0,00), limy\ g(A) = oo, lim;_,.,g(A) = 0.

Deducem atunci ca ecuatia (3.26) admite o solutie unica data

de A* = g~ !(x). Definim

AHY
0l )

Presupunem acum ca X" este un proces admisibil pentru
valoarea portofoliului, ce satsiface restrictia (3.25). Aplicand
inegalitatea h(y) — h(x) < (y — x)H/(x) (ce este satisficutd de
orice functie concava si diferentiabila /) functiei de utilitate U si
punctelor x = X*, y = X”, considerand apoi operatorul de medie
si tindnd cont de restrictia (3.25) deducem ca procesul X* este
optimal. Formuldm acum rezultatul principal al acestei sectiuni.

(3.27) X =1(

TEOREMA 3.8. Valoarea finald a unui portofoliu optimal
pentru problema post-default (3.23) are expresia

P C L A Ul ity

1
O I

of
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In plus, o strategie optimald T este definitd prin

(3.28) ws(t) = % + 11:((;)) , fort > s,

unde (N*) este un proces % -adaptat convenabil ales.

Demonstratia acestei teoreme este completd dacd ardtdm ca
variabila aleatoare X * definita prin relatia (3.27) este replicabila,
i.e. dacd existd o strategie admisibild 75 a.i. procesul valoare

— =
asociat X5 satisface X;°" = X*. Asa cum am precizat pro-
cesul valorii actualizate a portofoliului este un .% -martingal sub
orice mdsura martingala echivalentd, deci si sub Q°. Obtinem

o~ F rwdugTex _ (—fv rduys| 7 ) Lo,
Zt
unde procesul M; (¢) :=E <e‘f¥T rwduy 7T ’3@) , definit pentru
t € [s,T] este in mod evident un .% -martingal sub probabilitatea
P. Aplicand propozitia 6.1.1. din referinta Lamberton, Lapeyre

([27]) si tindnd cont de faptul ca .% este o filtratie Browniana,
deducem existenta unui proces .% -adaptat n* a.i.

_ g(/o"n*(s)dvv(s))

sau echivalent, M () este solutia EDS
dMg (1) = Mg (1) ™ (£)dW (z).

Pe de alta parte, conform formulei de integrare prin parti a lui
1t0, deducem

AM (1) = d(Z(1)e™ b7 r(w)dug TS (4 )
— Z,(t)e~ KT (1) (Ts(0) o (1) — 0(2))dW (1).

Tin&nd apoi cont de ultimele trei formule si identificand termenii
de difuzie ...dW(t) se obtine formula (3.28) pentru strategia
optimald, care se poate verifica cu usurintd ca este admisibild.



980 PROBLEMA DE OPTIMIZARE CU UN ACTIV SUPUS RISCULUI DE CREDIT

3.5. O formula explicita intr-un caz particular

In cadrul acestei sectiuni vom presupune ca toti coeficientii
activelor tranzactionate sunt functii deterministe marginite,
functia de utilitate este de tip putere. Presupunem de asemenea
ca densitatea conditionald o(z) este o functie determinista si ca
defaultul se va produce aproape sigur (cu probabilitatea 1) pana
la maturitatea 7', i.e.

(3.29) PO<t<T)=1.
Ultima conditie este echivalenta cu

PO<t<T)=E[E (o< TT)]

:E(/OT o (u)du) = /OTa(u)du =1.

Dacd m = (&, T) este o strategie admisibild, valoarea finald a
portofoliului asociat este datd de

(3.30)

(3.31)
XF=XF =X"(1)exp (/TT (r(s)+Ts(s)o(s)0(s) — %ﬁ%(s)cﬂ(s))ds)
T
X exp (/T Ts(s)o(s)dW(s)),
unde

X*(7) =X*(7)(1 - zp(7)).

3.5.1. Problema de optimizare post-default. Problema de
optimizare post-default are forma

V(t,x)= sup E[(X?)Pyxf:x].
TeA (t,x)

Intrucat suntem interesati in rezolvarea acestei probleme cu
conditii inifiale aleatoare (pentru t = T si x = X™(7)), vom
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considera problema de optimizare

(3 Vem= swp E[&],
Ted (T,n)

unde 7 este o variabila pozitivd ¢;-masurabild. Reamintim ca
X% reprezintd solutia ecuatiei (3.17), ce pleaca la momentul
initial 7 din starea 1. De asemenea, pentru o strategie admisibild
T oarecare, notam

J(x,n.m) = E (PP
In mod evident

(3.33)
T

&R =nrexp (p [ (r(5) +75(5)0(5)8(s) — 5 LT (5)0%(5)) s

T 2
x g(/r'pﬁs(s)o(s)dvv(s))) .

T

Fie 7; punctul de maxim al functiei (aleatoare) de gradul al
doilea

m) =~ L0 + 000+ (),

punct care este dat de

PROPOZITIA 3.9. Strategia determinista T, = =pjoq) ¢5te

optimald pentru problema (3.32).

Demonstratie.  Pentru o strategie admisibild oarecare 7
definim procesul

MF = g(/r'pﬁs(s)o(s)dW(s))t, 1>
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Intrucat procesul integralei stohastice ([, pTs(s)o(s)dW (s))
este un ¢¥-martingal (coeficientii modelului sunt functii margi-
nite) rezultd ca si procesul exponentialei stohastice (MF;t > T)
este de asemenea un martingal, cu M7 = 1. Atunci

Pexp ( / (ﬂs)ds)Mﬂ

(3.34)
J(t,n, W) =E|n

:E_npexp p / hy(T ))M”]

([ n >E<M¥*l%>>]
P / hi( } =J(t,n,7T).
In deducerea relatiei de mai sus am utilizat teorema de stopare a

lui Doob, faptul ca strategla T si aplicatiile /; sunt deterministe
siinplus MF =1= M’r

OBSERVATIA 3.10. Observam ca in rezolvarea problemei
de optimizare (3.32) nu este necesara presupunerea privind
existenta densitdtii conditionale a momentului aleator 7.

Pentru o strategie admisibild 7 € 7 (x) definim

J(x,m) :=E [(X7)"].
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Procesul (7) poate fi reprezentat ca 7 = 7, 1(;<7) + 7 1 (;>7). Se
observa ca

J(e, 1) = T (2, XE(1 — (1)), %) < T(2,XE(1 = 1p(1)), 7).

Remarcam ca in formula (3.34) am obtinut formula ({indnd cont
de faptul ca MT =1)

J(z.n, @) =E[n"exp (p(Gr — G))]
unde G} := [; hs(T})ds.

3.5.2. Problema de optimizare pre-default. Pentru a re-
zolva problema (3.18) este suficient sd determinam functia
valoare a problemei de optimizare pre-default

(3.35) V(x) =supJ(t, X7 (1 — ztp(1)),T),

unde am notat (t) = (mg(1), TpH(1)).

Aceastd problema este o problemd de optimizare a porto-
foliilor financiare in orizont aleator. In literatura de specialitate
am gdsit (prin cautari in baze de date internationale) un numar
restrans de referinte (semnificative din punct de vedere al rezul-
tatelor obtinute) ce trateaza acest subiect. Mentionam doua din-
tre acestea: Blanchet-Scalliet, El Karoui, Jeanblanc si Martellini
[3] st lucrarea nepublicata El Karoui, Jeanblanc si Huang [9]. In
cea de a doud lucrare autorii utilizeaza tehnici specifice ecuatiilor
diferentiale stohastice retrograde, o presupunere cruciala fiind
P(t < T) < 1, care este insd in neconcordanta cu contextul
nostru. In primul articol citat autorii studiaza o problema de
optimizare a portofoliilor in cazul unei piete financiare definite
de mai multe active (nesupuse riscului de credit) modelate cu
ajutorul unor miscdre Browniene geometrice, avand coeficientii
functii deterministe si sub ipoteza existentei densitafii condi-
tionale o; ca o functie determinista. Este formulata o teorema
de verificare pentru functia valoare care satisface o ecuatie cu
derivate partiale neliniare de tipul Hamilton-Jacobi-Bellman.
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Abordarea pe care o urmam in continuare este inspirata de acest
rezultat.
Scriem

E[((XF(1—mp(r)))" exp (p(Gy — G}))]
=E{E [( T(1-np(7)))" exp (p(G; — G3)) | Fr] }

—E / (1= 2p(1)) exp (p(G} — 7)) oy

Vom defini acum o versiune dinamicd a functiei valoare V (x)
(care este formulata la momentul # = 0), prin

T
V)= sup E [ (XF)"(1-zp(s)) exp(p(Gr — G7)) ousds,
e (tx) 1

unde (XSE) reprezintd solutia ecuatiei (3.16) ce pleaca la momen-

tul ¢ din starea x, controlata de strategia (z(s)), definitd pentru

s € [t,T]. Multimea strategiilor admisibile <7 (¢,x) este definitd

in mod asemanator cu 7 (x) (cu ¢ luand locul momentului 0).
Procesul (X Li<s< T) este solutia EDS

dX, = f(t,X;,m,)dt + o (t, X, 7,)AW (1), &, = (7s(1), 7p (1)),

cu coeficientii aleatori f(¢,x,7) si o(,x,7), unde 7 = (7, M),
definiti prin

f(t,x,m) = x[r(t) +o(2)0(r)m + (A(r)(¥(r)L(t) + L(t) — 1)
+0(1)B(1)m],
si
o(t,x,m) =x(o(t)m + B (1)m).

Problema de optimizare se poate scrie sub forma

T
V= swp E [ FlsXEx)ds,
nedd(tx) 1
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unde functionala tip cost este definitd prin
F(t,x,m) =x"(1—m)Pexp(p(G; — G})) oy

(in referinta [3] functionala de cost are o forma mai simpla,
nedepinzand de controlul u). Regiunea admisibild pentru vari-
abila de control 7 este datd de ZZ = R x (—oo,1). Se observi cu
usurintd ca |F (t,x, )| < K(1 + |x|) (intrucat p € (0,1)). Notim
8(1) = exp (p(Gy — GF)) ay s p(t) i= A (1) ((1)L(1) +L(1) — 1).
Formuldm acum o teorema de verificare, care se bazeaza pe
un rezultat general (a se vedea referinta Fleming, Soner [13],
Teorema 3.1, Capitolul IV). Toate ipotezele necesare aplicarii
rezultatului mentionat sunt in mod evident verificate.

TEOREMA 3.11. Considerdm ecuatia cu derivate partiale
neliniare de tipul Hamilton-Jacobi-Bellman

(3.36) { O (1,%) +SUpreqy H(ﬁ( ,, 3 i 8
unde Hamiltonianul H este definit prin
(3.37)
H(txm) = f(t,x 7r) aW(t x)+;<72( 7) 882‘1/0 ¥+ F(t,x,7)
= [x(r(t) + o ()0 (t)m + (A () (v(r)L(t) + L(r) — 1)
+e<r>ﬁ<r>>nz)] AT

2

432 (00m+BOm) S5 6.9
+x7(1 = m)"exp(p(Gr — Gy)) 04
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Fie de asemenea K(t) solutia (unicd) a ecuatiei diferentiale
ordinare de ordinul I de tip Bernoulli
(3.38)

K'(t)+p(r(t)+p(t)—

P
1

— :()7

t €10,T), cu conditia finald Cauchy K(T) = 0. Solutia K(t) are
forma explicitd datd de

(3.39)

(
_/ S;p] exp 1fp/ts(r(u)+p(u)_ sz(u) )du)}ds.

Atunci

(a) Functia W (t,x) :=xPK(t) € €'2([0,T] x R), satisface
ecuatia (3.36) si

(3.40) V(t,x) =W(t,x),Vt € [0,T],x € R.

(b) Presupunem in plus ca L(t) > %y(z)’ pentru orice t €
[0, T]. Atunci strategiile optimale pre-default sunt date

prin
a1 8@ B B pQE) -
G4 w0 =100 " o0 T o s K®)
Si
(3.42) () =1— (wK(t)) =3
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Demonstratie. Pentru a determina strategia optimala 7*

scriem conditiile de ordinul I,

3_:1 :xG(t)G(f)aa—W(t %)+ (o (1)m + B (1))
x ()%2;”(; x) =0,
s
3_2 = x(A(O)(VOLE) +L0) — 1)+ 0(1)B(1)) %_v:(””

2

2 (ol)m +B0O)m) B0 S (1.0
(1= )P 1 8(1) =0,

Presupunem pentru moment ca aplicatia W(-,¢) este strict
cresciitoare i strict concavi, pentru orice ¢ € [0,7]. O serie
de calcule elementare ne conduc la urmadtorii candidati pentru
strategiile optime (care sunt admisibile)
1
m()=1- (PO gy
po(t) dx

X

L8 Ytx)  B(r) 1B() 1p(r)dW .
)=~ 5 o o) xol) (po) ax

x_a 2

Sub ipotezele facute asupra lui W rezultd ca Hamiltonianul H
este o functie strict concava in raport cu 7, de unde deducem
ca punctul 7*(¢) := (z5(¢), m;(¢)) este punct de maxim absolut
pentru aplicatia 1 — H(t,x, 1), cu t,x fixate.

Vom arata acum ca ecuatia (3.36) admite o solutie W (z,x) ce
poseda proprietatea de separare a variabilelor, i.e. este de forma
W (t,x) = xPK(t). Inlocuind in ecuatia (3.36) pe m, respectiv
T cu 7mg(t), respectiv 7 (¢) obtinem, in urma unor calcule
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elementare ecuatia (3.38) care admite solutia unicd K(z), a carei
formula explicitd este datd in ecuatia (3.39). Remarcam ca K(r)
ia valori strict pozitive pe intervalul [0,7). Deducem atunci ca
aplicatia W este strict crescatoare si strict concava in raport cu x
si are proprietatile de regularitate cerute. Afirmatiile (a) si (b)
rezultd acum ca o consecintd directd a teoremei 3.1, referinta
[13].



Concluzii finale

In cadrul acestei lucriri postdoctorale am obtinut rezultate
pentru unele probleme de optimizare de portofolii financiare,
in cadrul a douad tipuri de piete financiare incomplete (pentru
care multimea madsurilor martingale echivalente poate contine
mai mult de un element), si Tn care s-a urmarit gasirea strategiei
optimale si a functiei valoare pentru un investitor ce urmareste
sd-s1 maximizeze utilitatea agteptatd a valorii finale a portofoli-
ului de investitii, dupd toate strategiile admisibile de investitie
autofinantate. Functiile de utilitate considerate sunt date de
functia de utilitate logaritmicd si functia de utilitate putere,
acestea constituind principalele tipuri de functii de utilitate din
clasa HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion).

Am considerat mai 1ntai cazul unei piete financiare incom-
plete in cadrul cdreia oportunititile de investifii sunt date de
un activ fard risc cu o ratd a dobanzii r stohasticd si care
poate avea un salt la un moment aleator de timp T, si un activ
cu risc care se modeleazd ca un proces adaptat unei filtratii
continue (Browniene). Am lucrat sub asa-numitd ipotezd (H)
(sau ipoteza de imersie), sub care orice martingal in raport cu
filtratia de referingd (filtratia generata de piatd) este de asemenea
un martingal si in raport cu filtratia ldrgitd (care este datd de
cea mai mica filtratie ce contine filtratia de referinta si in raport
cu care momentul aleator 7 devine un timp de stopare). Am
presupus de asemenea cd momentul de default admite o intensi-
tate stohasticd, i.e. admite un compensator absolut continuu in
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raport cu masura Lebesgue. In cazul utilitatii de tip logaritmic
problema de optimizare a fost rezolvata in mod explicit printr-un
atat cu ajutorul problemei duale asociate (conform teoriei clasice
a dualitatii convexe) cat si printr-o abordare directa a problemei
originale. Tehnicile principale utilizate au constat in tehnici
clasice si mai putin standard din teoria ecuatiilor diferentiale
stohastice retrograde (EDSR) Browniene si cu salturi. Au fost
utilizate de asemenea unele rezultate din teoria martingalelor
de tipul BMO. Am obtinut formule explicite pentru strategia
optimala si functia valoare.

Am studiat apoi problema de optimizare a portofoliului
financiar pentru un investitor cu oportunitifi de investitii Tntr-
o piatd financiara de asemenea incompleta formata dintr-un
activ cu risc (a carui rata a dobanzii este adaptata unei filtratii
Browniene), un activ cu risc (supus riscului de piatd) si un activ
supus atat riscului de piatd cat si riscului de contrapartida (exista
posibilitatea ca la un moment aleator de risc emitatorul activului
sa nu-si indeplineasca obligatiile contractuale vis-a-vis de in-
vestitor). Am lucrat sub aceleasi ipoteze principale, si anume
cea de invariantd martingala in raport cu filtratia de referinta si
filtratia largitd, precum si cea de existenta a intensitdfii stohastice
a momentului de default 7. In cazul utilititii de tip logarit-
mic au fost obtinute formule explicite printr-un calcul direct.
In cazul functiei de utilitate putere, am descompus problema
in doud subprobleme, pre-default (inainte de default) si post-
default (dupa default) (utilizand procedeul lui Jiao si Pham [18]),
subprobleme ce sunt formulate in piete complete. Am rezolvat
problema post default utilizdnd o metoda clasicd de dualitate
martingald, in concordantd cu [18]. In cazul in care coeficientii
modelului si densitatea conditionald a momentului aleator T
sunt functii deterministe, iar defaultul apare cu probabilitatea 1
pand la orizontul investitional 7', am rezolvat direct problema
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post default si am formulat si demonstrat apoi o teoremd de
verificare (in concordantd cu principiul programdrii dinamice)
pentru functia valoare si strategia optimalad asociatd problemei
pre-default, obtinand in plus si formule explicite.

Rezultatele obtinute s-au concretizat prin elaborarea a doua
articole stiintifice:

e A Portfolio Optimization Problem with a Corporate
Bond (referinta [16]), acceptat spre publicare la revista
cotatd ISI Mathematical Reports;

e Optimization problem under change of regime interest
rate (referinta [17]), avand drept coautori pe Monique
Jeanblanc, Thomas Lim si Hai-Nam Nguyen (de la
Universitatea din Evry), lucrare ce a fost finalizata si
va fi trimisa spre publicare.
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