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Capitolul 1

Rezumatul lucrarii in limba

romana

1.1 Prezentare generala a rezultatelor obtinute

in cadrul proiectului

Functiile zeta locale sunt obiecte matematice relativ noi. Primele teoreme
cu caracter general au fost demonstrate intre anii 1968-1973. De atunci, si
in special In ultimii 20 ani, au fost obtinute rezultate remarcabile pe aceasta
tema.

Pentru un numar prim p, notam cu Q, corpul numerelor p-adice si cu Z,
inelul intregilor p-adici.

Functia zeta Igusa locala asociata unui polinom F(z) = F(xq, -+ ,x,) €
Zplxy,- -+, x,) se defineste ca fiind Zp(s) = [ |F(z)|*|dx], integrala dupa z in
(Z,)", pentru s numar complex, cu $(s) > 0, unde cu |dz| am notat masura
Haar pe (Q,)" normalizati astfel incat (Z,)" are masura 1, iar |z| = p~@),

unde v(z) a p-adica a lui x.
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Proprietati profunde ale unor obiecte matematice (corpuri de numere
algebrice, varietati algebrice, algebre, grupuri, etc) sunt codificate de an-
umite functii analitice si serii formale specifice (functii zeta, serii Hilbert,
serii Poincaré). Studiul unor astfel de functii constituie o tema de mare
actualitate a Matematicii contemporane gi datorita aplicatiilor acestora in
studiul diverselor modele din economie. Mentionam ca in ultimii ani prob-
lematica legata de functia zeta Igusa si seriile Poincaré asociate unei varietati
algebrice (analitice) definite peste un corp de numere p-adice a cunoscut o
puternica dezvoltare (Igusa, Denef, Veys, Zuniga-Galindo, Segers). Aflat la
granita dintre teoria numerelor si geometria algebrica, cu aplicatii in studiul
diverselor probleme din economie, studiul functiei zeta Igusa are un caracter

interdisciplinar.

In anii ’80 fizicienii au propus folosirea numerelor p-adice In anumite
modelari ale unor fenomene fizice, iar recent la acestea s-au adaugat modele
economice, financiare si cele din data-mining care utilizeaza intens numerele
p-adice. Mai mult, functiile zeta locale sunt folosite in studiul ecuatiilor
pseudo-diferentiale de tip parabolic care au aplicatii in economie si finante.
Wilson Zuniga-Galindo ([Zuniga-Galindo W.A., ”Parabolic Equations and
Markov Processes over p-adic Fields”, Potential Anal.28, (2008), p.185-200])
a demonstrat ca solutia fundamentala (the heat kernel) a unei anumite prob-
leme Cauchy este o densitate de tranzitie a unui proces Markov avand spatiul

starilor Q) (Teorema 4 din articolul mentionat).

Obiectivul general al prezentului proiect de cercetare il constituie studiul
functiei zeta Igusa. Avand in vedere importanta functiei zeta Igusa in teoria
numerelor, aritmetica, geometria algebrica, algebra combinatoriala, teoria
aranjamentelor de hiperplane, aplicatiile acesteia in studiul diverselor prob-

leme din aceste domenii, stransa legatura dintre calculul functiei zeta Igusa si



criprografie la care se adauga conexiunea intre seria Poincaré (si deci implicit
functia zeta Igusa) si cifrurile pe flux, ne-am propus gi am reusit sa extindem
rezultatele cunoscute pentru functia zeta Igusa locala asociata unei curbe si
sa determinam polii funtiei zeta Igusa pentru curbe. Rezultatele obtinute au
fost publicate in doua lucrari la reviste din strainatate, dintre care

una ISI, cu factor de impact mare:

e Denis Ibadula, Dirk Segers, "Determination of the real poles of the
Igusa zeta functions for curves”, Revista Matemtica Complutense, vol.

25, no. 2, July 2012, pages 581-597; Impact factor - 0.739;
precum si in lucrarea

e Denis Ibadula, Dirk Segers, Convex proofs of some inequalities, The

Mathematical Gazette, November 2012, pages 15-17;

O alta parte importanta a rezultatelor obtinute in aceasta directie de cerc-
etare fac parte din lucrarea urmatoare, trimisa spre publicare in noiem-
brie 2011 la o revista ISI foarte buna, in proces de recenzie in

momentul actual:

e Denis Ibadula, Dirk Segers, Edwin Leon Cardenal, Poles of the Igusa
local zeta function of some hybrid polynomials, Finite Fields and Ap-

plications, submitted; Impact factor - 0.674; Scor relativ de influenta -

1,16634

Mai mult, in cadrul acestui proiect am abordat si o alta directie de cerc-
etare In care am studiat designurile esalon, subiect care apartine Statisticii
matematice. Designul experimentelor este o ramura importanta a Statisticii

care are ca subiect important de studiu designurile full-factorial. In cadrul
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acestui proiect ne-am propus si am reusit sa folosim metode ale Algebrei
Comutative pentru a explora probleme relevante (cum ar fi bazele Grobner,
fractiile, polinomul Hilbert) ale designurilor esalon, o multime £ de puncte

experimentale avand anumite proprietati speciale.

Designurile esalon generalizeaza designurile full factorial inverstigate in
[CPRW], [CR], [R], [RR]. Pe scurt, contibutia noastra in acest domeniu
consta intr-o demonstratie originala a existentei unei baze Grobner pentru
un ideal design Z(£). Mai mult, rezultatul nostru generalizeaza Teorema 2.18
a lui Robbiano [L.Robiano, Grébner Bases and Statistics, Grobner Bases
and Applications, London Mathematical Society Lecture Note Series 251,
Edited by Bruno Buchberger & Franz Winkler, Cambridge University Press,
2001, pp.179-204]. In plus, am obtinut caracterizarea polinomului Hilbert
polynomial asociat unui design esalon si am introdus si studiat fractii ale
designurilor esalon. Rezultatele din teoremele pe care le-am obtinut extind
Teoremele 4.5 si 5.6 din [L.Robiano, Grébner Bases and Statistics, Grobner
Bases and Applications, London Mathematical Society Lecture Note Series
251, Edited by Bruno Buchberger & Franz Winkler, Cambridge University
Press, 2001, pp.179-204] de la cazul designurilor full factorial la cazul de-
signurilor egsalon. Rezultatele obtinute au fost trimise spre publicate la o

revista din strainatate cotata ISI:

e Denis Ibadula, Corina Birghila, Echelon Designs and Groebner Bases,
Acta Mathematicae Applicatae Sinica, English Series; Impact factor
-0.289 ; Scor relativ de influenta - 0.21795

Vom prezenta in continuare pe scurt rezumatul rezultatelor obtinute

in cele doua mari directii de cercetare abordate.
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1.2 Prima directie de cercetare: Studiul functiei

zeta Igusa locale si aplicatii

Functiile zeta locale au aparut in matematica ca un instrument de a cal-
cula solutiile fundamentale ale unor ecuatii cu derivate partiale cu coeficienti
reali sau complecsi. Mai mult, in studiul acestui tip de ecuatii anumite in-
tegrale oscilatorii joaca un rol central (Teorema 1, [Zuniga-Galindo W.A.,
”Parabolic Euations and Markov Processes over p-adic Fields”, Potential
Anal.28, (2008), p.185-200]). Igusa fost cel care a dezvoltat o metoda de
estimare a unei largi clase de integrale oscilatorii ([J.-I. Tgusa, ”Lectures on
forms of higher degree”, Lectures on mathematics and physics, Tata Insti-
tute of Fundamental Research, vol.59, Springer-Verlag, 1978], [J. Igusa, An
introduction to the Theory of Local Zeta Functions, AMS, 2002]), iar medo-
dele de lucru recente in domeniu sunt cele folosite de Zuniga-Galindo in lu-
crarea mai sus mentionata si au la baza studiul functiilor zeta locale pentru
polinoame semi-cvasiomogene ([Zuniga-Galindo W.A., "Igusa’s Local Zeta

Function of semiquasihomogeneous polynomials”, Trans. Amer.Math.Soc.353

(2001), p.3193-3207]).

Faptul remarcabil este ca ecuatiile pseudo-diferentiale p-adice de tip parabolic
descriu drumuri aleatoare (random walks) in fractali (Q, este un fractal) si
acest tip de ecuatii stau la baza unor modele matematice noi din finante.
Studiul acestui tip de ecuatii foloseste intens idei si metode din teoria functiilor

zeta locale.

Asa cum am mentionat, existd modele In economie, finante si in data
mining care folosesc numerele p-adice. De asemenea, pentru a raspunde la
diverse intrebari legate de starea si dinamica unui ecosistem de afaceri, este

important de analizat care este cantitatea de bani pe care o anumita societate
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economica o va avea la un moment de timp dat. Dependenta de momentul
de timp ales (sau in general dependenta de viitor) pune in evidenta faptul
ca este necesara utilizarea unei parametrizari p-adice a timpului. Aceasta
abordare este propusa prima data in lucarea [V.S.Vladimirov, I1.V.Volovich,
E.1.Zelenov, p-Adic Analysis and Mathematical Physics, World Scientific,
2002], unde autorii definesc notiunea de stare a societatii economice intr-un
moment de timp dat si propun folosirea corpurilor de numere p-adice intr-o

astfel de abordare.

Pentru a modela dinamica ecosistemului de afaceri, este studiata starea
unei organizatii intr-un moment dat. Pentru a descrierea acesteia, este nece-
sar sa fie cunoscuta probabilitatea platilor care se fac in cadrul diverselor
contracte, lucru care de fapt depinde de comportamentul viitor al agentilor
economici parteneri in aceste contracte pe piata. Intervin in acest context

metodele de analiza p-adica care se folosesc pentru a studia aceste fenomene.

Pe de alta parte, se asociaza ecuatii diferentiale p-adice pentru a descrie
evolutia unei societati economice. Exista o teorie a proceselor stochastice
in timp p-adic ([V.S.Vladimirov, I1.V.Volovich, E.I.Zelenov, p-Adic Analysis
and Mathematical Physics, World Scientific, 2002]) care se folosesc pentru a
dezvolta modele Black-Scholes p-adice ([F.Black, M.Scholes, the Pricing of
Options and Corporate Liabilities, Journal of Political Economy, 81, 1973,
p. 637-654] si [Jennifer Trelewicz, Igor Volovich, Analysis of Business Con-
nections Utilizing Theory of Topology of Random Graphs, p-adic Mathe-
matical Physiscs, Eds. A.Yu. Khrennikov, Z.Rakic and I.V. Volovich, AIP
Conf.Proc.826, pp.330-344, (Melville, New York, 2006)]) care se folosesc pen-
tru a formula din punct de vedere matematic ideea dependentei de timp a

evolutiei unei societati economice folosind corpuri de numere p-adice.

Asadar, functiile zeta locale, in particular functia zeta Igusa locala, au
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aplicatii in studiul ecuatiilor pseudo-diferentiale p-adice, iar astfel de ecuatii

apar in modele fizice, ecomonice si financiare noi.

Un alt domeniu in care functia zeta Igusa are aplicatii este criptografia,
unde una dintre problemele fundamentale este stabilirea existentei functiilor
one-way. O functie one-way este o functie F' pentru care pentru fiecare x din
domeniul de definitie al lui F', calculul lui F(x) se face in timp polinomial, dar
pentru un y dat din codomeniul lui F' gasirea unui x astfel incat y = F(x)
este, in general, o problema intractabila. La sfarsitul anilor 90, Anshel si
Goldfeld au propus o noua clasa de candidati pentru functii one-way avand
la baza functii zeta ([Anshel, M., and Goldfeld, D., Zeta functions, one-
way functions and pseudorandom number generators, Duke Math. J., 88, 2
(1997), 371-390]). De asemenea, seria Poincaré (si deci implicit functia zeta
Igusa) are aplicatii in studiul cifrurilor pe flux bazate pe LFSR~uri, care stau

la baza criptografiei cu chei simetrice.

O problema extrem de actuala de studiu unde am obtinut rezul-
tate in cadrul acestui proiect publicate intr-o revista ISI o reprezinta
polii functiei zeta Igusa. Studiul acestora prezinta un interes special atat
pentru faptul ca influenteaza in mod direct numarul de solutii al congruentelor
polinomiale modulo o putere a unui numar prim p (polii cu partea reala cea
mai mare au contributia cea mai mare la coeficientii N; ai seriei Poincaré)
cat si pentru ca sunt subiectul unei importante conjecturi din matematica

cunoscuta sub numele de Conjectura Monodromiei.

O serie de matematicieni au obtinut rezultate partiale legate de deter-
minarea polilor reali ai functiei zeta Igusa pentru curbe. In acestd cercetare
am determinat polii reali pentru un polinom arbirar f in doua variabile care
este definit peste un corp p-adic. Interesul pentru polii functiei zeta Igusa

Z;(s) este justificat pe de o parte de faptul ca acestia determina compor-
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tamentul asimptotic al numarului de solutii al congruentelor polinomiale,
iar pe de alta parte deoarece acestia sunt subiectul unei renumite conjecturi

matematice: conjectura momodromiei (vezi de exemplu [Den91]).

Cronologic, au fost considerate la inceput curbe absolut analitic ireductibile.
Rezultate partiale au fost obtinute de Igusa [Igl] si Strauss [St]. Meuser [Me]
a determinat polii reali, dar nu a considerat polul candidat —1. In 1985
Igusa [Ig2] a rezolvat problema complet. El a demonstrat polii candidadti
asociati unei transformari stricte ale lui f sunt poli cand domeniul de inte-
grare este suficient de mic. Mai mult, un alt pol candidat al unei rezoltii
minimale scufundate ale lui f este pol daca si numai daca este asociat unei
curbe exceptionale care este intersectata de alte trei componente ireductibile
ale pull back-ului lui f. Am incorporat o generalizare a acestui rezultat in

Propozitia 5.7.

In cazul general, Loeser [Lo| a demonstrat ca o curba exceptionala E; nu
contribuie la polii lui Z;(s) daca E; este intersectat o data sau de doua ori
de alte componente ale pull back-ului lui f si daca nu sunt alte puncte de
intersectie peste o inchidere algebrica. Acest lucru a fost demonstrat pentru
prima data de Strauss in cazul absolut analitic ireductibil, caz in care ultima

conditie este automat satisfacuta.

Urmatoarea lucrare pe care vrem sa o mentionam este [Vel] a lui Veys.
El a considerat polinoame f in doua variabile peste un corp de numere F' si
a luat o rezolutie minimala scufundata a lui f peste o inchidere algebrica a
lui F'. Acest context i-a permis sa foloseasca formula [Del] lui Denef pentru
Z(s), valabila pentru aproape toti completatii p-adici ai lui F. Veys a
presupus de asemenea ca toate punctele de intersectie ale componentelor
ireductibile ale pull-back-ului lui f sunt definite peste F'. In aceste conditii,

el a demonstrat reciproca rezultatului lui Loeser pentru poli candidadti reali
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si pentru aproape toti completatii p-adici ai lui /. Mai mult, el a considerat
si problema unei posibile simplificari ale mai multor contributii la acelasi pol
candidat real.

In demonstratiile rezultatelor mentionate mai sus este nevoie de anumite
relatii dintre invariantii numerici asaciati unei rezolutii scufundate. Aceste
relatii au fost obtinute in [St], [Me] si [Ig2] pentru curbe absolut analitic
ireductibile. De asemenea, Loeser [Lo| a demonstart relatia necesara in cazul
general. Igusa [Ig2] si Loeser [Lo] au folosit formula lui Langlands [La] pentru
a calcula contributia unei curbe exceptionale la reziduul lui Z(s) in cazul
unui pol candidat de ordin unu.

Pe scurt, ideea noastra de lucru este urmatoarea. Fie K un corp p-
adic, adica o extendere finita a lui Q,. Fie R inelul de valuare al lui K,
P idealul maximal al lui R si ¢ cardinalul corpului rezidual R/P. Pentru

ordz yaloarea

z € K, notam cu ord z € ZU {+oo} valuarea lui z si cu |z| = ¢~
absoluta (p-adica) a lui z.

Fie f(x1,22) € K|x1,22) un polinom in doua variabile peste K. Fie
© = (21,23). Fie X o submultime deschisa si compacts a lui K2. In acest

context, functia zeta Igusa p-adica a lui f este definita de

Zy(s) = /X (@) |da]

pentru s € C, Re(s) > 0, unde |dz| este masura Haar K2, normalizatd astfel
incat R? are masura 1. Igusa a demonstrat ca Z;(s) este o functie rationald
in ¢—* folosind o rezolutie scufundata a lui f. Aceasta se extinde prin urmare
la o functie meromorfica Z(s) pe C care se numeste tot functia zeta Igusa
p-adica asociata lui f.

Fie g : Y — X o rezolutie scufundata a lui f. Aici, Y este o K-varietate
analitica. Despre rezolutia scufundata a lui f mai multe detalii sunt prezen-

tate in [Ig3, Section 3.2]. Fie g = gj0---0g;: Y =Y; — X = Yj 0 compunere
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de blowing-up-uri g; : ¥; = Y;_1,i € T, := {1,...,t}. Curba exceptionala lui
g; §i transformarea stricta a acestei curbe sunt notate cu F;. Subvarietatile
lui Y de codimensiune unu reprezentate de zerourile transformarii stricte ale
unui factor ireductibil f din K[z, y] sunt notate cu Ej, j € T;. Transformarile
corespunzatoare in Y;, ¢ € {0,...,t— 1} sunt notate analog. Atentie aici si la
notiunea de ireductibil, deoarece X este total disconex ca spatiu topologic.
FieT'=T,UT;. Pentru: € T, fie N; si respectiv v; —1 multiplicitatile lui fog
si respectiv g*dr in E;. Perechea (N;, v;) reprezinta invariantii numerici
ai lui F;.

Daca calculam integrala de definitie a lui Z;(s) pe Y cu formula de
definitie

2(5) = [ 1@ ldz| = [ 170 gl|g"dal,
b's Y

si consideram b un punct arbitrar al lui Y, sunt posibile urmatoarele trei
situatii.

Primul caz este cel in care sunt doua varietati £; si Ej, cu,j7 € T,
care trec prin b. Consideram o vecinatate V' a lui b gi coordonatele analitice

(y1,y2) In V astfel incat y; reprezinta ecuatia lui E;, y, este ecuatia lui Ej;,

. N, . * Vi— vi—1
fog=ceylyy’ si  gidz =yl yy dy

pe V, unde ¢ si n sunt functii K-analitice pe V. Putem presupune ca y(V') =

Prux PR cu ky kg € Zsg, i cd e

/ fogl lgide] = / e[l
% Pk1x pk2

2 - is+v; - is+v;
_ ‘6‘8‘ ’ q _ 1 q kl(N'L + l) q kQ(N] + J)
n q 1 — q—(NiS‘FVi) 1 — qf(st+Vj) '

si |n| sunt constante pe V. Obtinem

Nis—‘rl/i—l |y2 |st+l/]'—1 ’dy|

Sa observam ca am obtinut o functie rationala in ¢~*.
In cel de-al doilea caz, sa consideram situatia in care exista o varietate

E;, v €T, care trece prin b. Consideram o varietate V' a lui b si coordonatele



17
analitice (y1,y2) pe V astfel incat y; este ecuatia lui E;,

fog=cy si  gdv=nyl'dy

pe V, unde ¢ si  sunt functii K-analitice pe V. Putem presupune ca y(V) =

PR PR cu ki, ky € Zsg, si ¢ |e| si |n| sunt constante pe V. Obtinem

[1restigad = [l
14 Pk1x pk2

B skl —1 ¢
- |€’ ’77|q q 1 _q—(NiS‘FVz‘)'

N,L'S—‘rl/i—l |dy|

—k1(N;s+v;)

In cea de-a treia situatie, nu exista nici o varietate F;, ¢ € T, care
tece prin b. Fie V o vecinatate a lui b si fie (y1, y2) coordonate analitice pe V/
astfel incat fog = e si g*dr = ndy pe V, unde € si n sunt functii K-analitice
pe V. Putem presupune ca y(V) = P¥ x P*2 cu ky, ky € Z>g, si i || si |1

sunt constante pe V. Obtinem

/|fog\slg*dw| = |e]*|nlg~" "2
Vv

Rezulta atunci ca Z(s) este o functie rationald in ¢~* deoarece putem
partitiona multimea Y in submultimi V' de forma de mai sus.
Din cele de mai sus rezulta si ca orice pol al lui Z(s) este de forma

v n 2kmy/—1

N; Nilogq’

cuk € Zsii € T. Aceste valori se numesc poli candidati ai lui Z¢(s). Pentru
un i € T fixat, valorile —v;/N; + (2km/—1)/(N;logq), k € Z, se numesc
polii candidati ai lui Z;(s) asociati lui E;. Deoarece polii proveniti din
1/(1 — ¢ N#7¥) au ordinul unu, definim ordinul posibil (ordinul candidat)
al unui pol candidat sy ca fiind cel mai mare numar de curbe exceptionale

E; care au drept pol candidat pe sqg. Evident, ordinul (efectiv) lui sy este

intotdeauna mai mic sau cel mult egal cu ordinul candidat al lui sg. De
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asemenea, este clar si faptul ca un pol candidat de ordin candidat unu este

pol daca si numai daca reziduul lui Z;(s) calculat in s este diferit de 0.

Obiectivul fundamental al cercetarii a fost sa determinam cand
un pol candidat este pol (efectiv) si cAnd nu. Pentru aceasta am folosit
o varianta Imbunatatita a rezultatului demonstrat in [Sel]. Pe scurt, data
o rezolutie minimala scufundata scisa ca o compunere de blow-ing-up-uri,
Segers a obtinut modalitatea in care se poate calcula aceasta contributie la

reziduu exact in momentul in care curba exceptionala este creata.

Un prim rezultat important obtinut de noi in aceasta directie
de cercetare este Propozitia 5.1 de mai jos in care analizam cand aceasta

contributie este zero gi cand nu.

Ipotezele de lucru sunt urmatoarele: fie f € K[xq, x2] si fie X o submultime
deschisa si compactd a lui K2. Fie g : Y — X o rezolutie scufundata a lui
f. Fieg=gio0---0¢g;, : Y =Y, - X =Y, compunerea blowing-up-urilor
gi Y, =Y, 4, ieT,:={l,...,t}. Curba exceptionala a lui g; si transfor-
marea stricta a lui sunt notate cu F;. Fie r € T,. Curba exceptionala E.,
este obtinuta prin blowing-up in punctul P € Y,_;. Fie (y,y2) coordonatele
locale ale lui Y,_; centrate in P. Putem atunci scrie aceste coordonate locale

sub forma

fogio-rog.1 = d (H(aiz?h - az’1y2)Mi> (H hfwi (Y1, yz)) +

i€s i€s’
+ termeni de grad mai mare,

unde factorii a;oy; — a1y si h; sunt polinoame esentialmente diferite peste K
(in sensul definit mai sus), si in plus polinoamele h; sunt polinoame omogene

ireductibile de grad mai mare sau egal cu doi, iar M; > 1 pentru orice
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i€ SUY, iar d € K*. Fie de asemenea

(gro---0g,1)dx = <€ H(aile — any)" T+
€S
+ termeni de grad mai mare) dy,
cu p; > 1 pentru toti i € S sie e K*.

Putem acum sa enuntam primul rezultat din aceasta directie:

Propozitia 1.1. Fie sg := —v, /N, polul real candidat al lui Z;(s) asociat
curbei E,.. Scriem «; sub forma o; := p; + soM; # 0 pentru orice i € S.

Fie R contributia curbei exceptionale E, la reziduul lui Z;(s) in punctul
So. Atunci, R # 0 daca si numai daca |S| > 3 sau |S'| > 1.

Mai mult, daca R # 0, atunci
1. R > 0 daca st numai daca o; > 0 pentru toti i € S i

2. R <0 daca si numai daca exista i € S (si acesta este unic) astfel incat

o; < 0.

Pentru demonstratia rezultatului de mai sus, a fost nevoie de idei noi.
Ceea ce am facut in lucrarea ISI publicata nu a fost doar o generalizare directa
a unor rezultate cunoscute deja, ci am analizat cazurile in care contributiile
la acelasi pol candidat se anuleaza sau nu una pe alta. Pentru aceasta, am
construit graful dual al rezolutiei scufundate gi am aratat y a este un arbore
ordonat.

Sa prezentam in continuare notatiile si ipozele principale de demonstatie
din rezultatul fundamental din aceasta directie de cercetare, Teorema
5.11.

Fie f € K[z, 7s] si fie X o submultime deschisa si compacta a lui K2
Sa presupunem ca foq are doar un punct singular Py in X. Fieg:Y — X

o rezolutie scufundata a lui f. Fieg =g¢g10--r0¢g: Y =Y, > X =Yy 0
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compunere de blowing-up-uri g; : Y; — Y1, i € T, := {1,...,t}, centrata
in P,_; €Y, ;. Curba exceptionala a lui g; si transformarea stricta a acestei
curbe sunt notate cu E;. Subvarietatile inchise ale lui Y de codimensiune
unu care reprezinta zerourile transformarii sticte ale unui factor ireductibil

al lui f in K[z,y| le notam cu E;, j € T.

Transformarile corespunzatoare in Y;, i € {0,...,t—1}, le notam similar.
Fie T =T,UT;.

In graful (dual) al rezolutiei scufundate al lui f in Py, se asociaza fiecarei
curbe exceptionale un varf (reprezentat printr-un punct) si fiecarei intersectii

dintre curbe exceptionale din Y o muchie, care leaga varfurile corespunzatoare.

Asociem de asemenea fiecarei componente analitic ireductibile a trans-
formarii stricte a lui f in Py un varf (reprezentat de un cerc), si unicului sau
punct de intersectie cu o curba exceptionala in Y muchia corespunzatoare.

Este clar din constructie ca acest graf este un arbore finit, conex.

In continuare, fiecarui varf al grafului rezolutiei scufundate ii asociem
raportul corespunzator v;/N;. Acest fapt transforma graful rezolutiei scu-
fundate intr-un arbore ordonat. Mai precis, varfurile pentru care numarul
asociat este egal cu min;er v;/V;, Impreuna cu muchiile corespunzatoare,
formeaza o componenta conexa M a grafului rezolutiei scufundate. Daca
incepem cu un varf terminal a partii minimale M, numerele v;/N; sunt strict

crescatoare de-a lungul oricarui drum din arbore, exceptand M.

Acest fapt rezulta din relatia (5.2) si din marginea pentru a-uri, lucru
care implicd de exemplu ca exista cel mult un F; care intersecteazda un L,
dat,cur € T,,in Y cuv;/N; < v,/N,. Construtia de mai sus este una noua,
originala. In Teorema 3.3 [Ve2], Veys a facut o construtie analoaga, dar el
a lucrat peste C, iar noi am genelizat constructia peste un corp arbitrar K.

Aceasta construtie este un alt rezultat original din aceasta directie
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de cercetare.

Exemplul 1.2. Daca f este absolut analitic ireductibila in Py cu g exponenti

Puiseux diferiti, atunci graful rezolutiei este de forma

O N S N
S g g D

B ig
Iy

ig—1

Aici, partea minimald M consta doar din E;, (vezi [St, Corolarul 2.1] sau

[Ve2, Propozitia 3.6]).

Rezultatul de baza din aceasta directie de cercetare este calculul
polilor reali ai functiei zeta Igusa locale pentru curbe din teorema urmatoare.
Noutatatea rezultatului consta in faptul ca am reusit sa determinam polii re-
ali ai functiei zeta Igusa locale pentru curbe pentru un numar prim p arbitrar
fixat. Rezultatul lui Veys din lucrarea mentionata [Vel] este valabil doar pen-
tru un numar prim p suficient de mare. Mai mult, ideea de demonstractie
nu este o simpla generalizare a rezultatului lui Veys: fixand un numar prim
p >> 0 (i.e. suficient de mare), Veys a putut folosi formula lui Denef din
[Del]. Fixand un numar prim p arbitrar, acest rezultat nu mai poate fi folosit
si a fost nevoie de idei noi de demonstratie.

Teorema 5.11[Calculul polilor reali ai functiei zeta Igusa locale] In

ipotezele din primul paragraf al acestei setiuni, avem:

1. un numar real sy este pol de ordin doi daca si numai daca existai,j € T
cu sg = —v;/N; = —v;/N; astfel incat E; si E; se intersecteaza in Y.
Mai mult, Z;(s) are cel mult un pol real de ordin doi, iar daca exista

un pol de ordin doi, acesta este polul cel mai apropiat de origine.
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2. un numar real so € {—v;/N; | i € T.} \ {—vi/N; | i € Ts} care nu
este pol de ordin doi este pol de orin intai daca si numai daca exista
cel putin un i € T, cu sy = —v;/N; astfel incat fogyo---0g; 1 este
dat in coordonate locale centrate in P;,_; de o serie de puteri a carei
componenta de grad cel mai mic este un polinom omogen care nu este
o putere a unui polinom liniar (de grad unu) sau un produs de doua

astfel de puteri

3. un numar real sy € {—v;/N; | i € T,} care nu este pol de ordin doi este
pol de ordin unu pentru o vecinatate deschisa si compacta X a lui F

suficient de mica.

1.3 A doua directie de cercetare: Studiul de-

signurilor esalon

Designul experimentelor este o ramura importanta a Statisticii care are ca
subiect important de studiu designurile full-factorial. In cadrul acestui proiect
ne-am propus si am reusit sa folosim metode ale Algebrei Comutative pentru
a explora probleme relevante (cum ar fi bazele Grobner, fractiile, polinomul
Hilbert) ale designurilor esalon, adica ale unei multimi £ de puncte experi-
mentale avand anumite proprietati speciale.

Designurile esalon generalizeaza designurile full factorial inverstigate in
[CPRW], [CR], [R], [RR]. Pe scurt, contibutia noastra in acest domeniu
consta intr-o demonstratie originala a existentei unei baze Grébner pentru
un ideal design Z(£). Mai mult, rezultatul nostru generalizeaza Teorema 2.18
a lui Robbiano [L.Robiano, Grébner Bases and Statistics, Grobner Bases

and Applications, London Mathematical Society Lecture Note Series 251,
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Edited by Bruno Buchberger & Franz Winkler, Cambridge University Press,
2001, pp.179-204]. In plus, am obtinut caracterizarea polinomului Hilbert
asociat unui design esalon si am introdus si studiat fractii ale designurilor
esalon. Rezultatele din teoremele pe care le-am obtinut extind Teoremele
4.5 si 5.6 din [L.Robiano, Grébner Bases and Statistics, Grobner Bases and
Applications, London Mathematical Society Lecture Note Series 251, Edited
by Bruno Buchberger & Franz Winkler, Cambridge University Press, 2001,

pp.179-204] de la cazul designurilor full factorial la cazul designurilor esalon.

In ultimii ani, “Statistica Algebrica” s-a dezvoltat la granita dintre Al-
gebra Comutativa si Statistica. Teoria si rezultatele din Algebra Comuta-
tiva au ajutat in procesul de intelegere a unor diverse ramuri din statistica,
cum ar fi Designul Experimentelor (DoE-Design of Experiments). Aceasta
interactiune este ilustrata in directia de cercetare pe care am abordat-o, in

care demonstram proprietati importante pentru designurile esalon.

Mai precis, folosim metode de Algebra Comutativa pentru a studia prob-
leme referitoare la designurile esalon care provin din DoE. Pentru a intelege
mai bine eficienta si importanta studiului designurilor egalon in studiul si
analiza unor modele economice cu aplicatii practice, vom prezenta un exem-

plu.

Un magazin care comercializeaza echipamente de calcul are o anumita
stategie de aprovizionare, bazata pe diverse considerente economice, cu lap-
touri de-a lungul unui an. Astfel, in prima perioada (lunile ianuarie-aprilie)
magazinul are in stoc urmatoarele modele de laptopuri: Allview, Acer, HP,
Asus, Lenovo, Samsung, Toschiba si Dell. In urméitoarea perioada (lunile
mai-august), magazinul are in stoc marcile Allview, Acer, HP, Asus si Lenovo,
iar in ultima perioada (lunile septembrie-decembrie), din anumite motive, are

in stoc doar Allview, Acer si HP.
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Aceastd strategie poate fi viizutd ca o multime de puncte din Z?2, notate
(L, M), unde M reprezinta marca (brand-ul) laptopului, iar L reprezinta
luna. Variabila M poate lua una dintre valorile 0,1,2,3,4,5,6 sau 7, care au
seminicatia: 0=Allview, 1=Acer, 2=HP, 3=Asus, 4=Lenovo, 5=Samsung,
6=Toschiba si 7=Dell. Valoarea pentru variabila L poate fi una din multimea

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}, unde O=ianuarie, 1=februarie,. . ., 11=decembrie.

Prin urmare, aceasta multime de puncte impreuna cu restictiile date de
disponibiliatea brand-ului intr-o anumita luna, formeaza un design esalon. Se
poate observa ca vectorii dominanti, adica vectorii care marginesc designul
esalon, sunt (0,8), (4,5), (8,3) si (12,0). Astfel, de exemplu punctul (3, 3)
care se gaseste in design arata ca in luna aprilie brand-ul Asus este disponibil

in magazin.

Departamentul de marketing al magazinului din acest exemplu doreste sa
analizeze profitul obtinut din acesta strategie de aprovizionare. In acest scop,
isi formeaza un grup de potentiali cumparatori carora le cere sa faca un rat-
ing, adica sa noteze pe o scara de la 0 la 10 diversele posibilitati, i.e. diversele
puncte ale designului esalon. In acest rating, cumparatorii trebuie sa ia in
consideratie bugetul lor intr-o anume perioada de timp si preferinta lor pentru
un anumit brand. In acest fel, fiecdrui punct al designului 1i putem asocia o
anumita valoare, de exemplu media notelor acordate de subiectii chestionaru-
lui. Obtinem astfel o functie care are ca domeniu de definitie punctele de-
signului. Din Cororalul 2.14 din lucrarea lui Robiano [L.Robiano, Grébner
Bases and Statistics, Grobner Bases and Applications, London Mathematical
Society Lecture Note Series 251, Edited by Bruno Buchberger & Franz Win-
kler, Cambridge University Press, 2001, pp.179-204], rezulta ca orice functie
definita pe o multime finita cu valori intr-un corp arbitrar este o functie

polinomiala si se numeste in Statistica Algebrica modelul polinomial al de-
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signului. Aceasta functie polinomiala furnizeaza multe informatii care pot fi
folosite pentru a imbunatatii stategia de marketing a magazinului.

In afarg de exemplul prezentat mai sus, exista in mod evident numeroase
alte exemple din domeniul economic care pot fi modelate folosind designurile
experimentale.

Revenind la exemplul prezentat mai sus, este clar ca nici un potential
client nu va dori sa noteze toate punctele din design, fiind, in general, mult
prea multe posibilitati. Din acest motiv, se folosesc modele care vin din
fractii (anumite submultimi) ale designului. Aceste modele pot fi apoi folosite
pentru a obtine o reconstruc tie cat mai fidela a modelului din problema de
marketing prezentata.

Dat un design esalon &£, o fractie F a desinului este o submultime a
acestei multimi de puncte, dar din punct de vedere algebric, descrierea fractiei
nu este deloc una canonica. Este clar ca idealul de definitie Z(F), care
definegte fractia data F, contine Z(€) care reprezinta idealul de definitie al
esalonului £. Acest lucru are o explicatie algebrica simpla: orice polinom care
se anuleaza pe toate punctele din £ automat se anuleaza pe toate punctele
din F. Mai multe detalii despre aceste fractii, pentru a vedea cum pot fi
convenabil alese aceste fractii si cum pot fi ele folosite in teoria generaa
a DoE, recomandam lucrarea lui Robiano, [L.Robiano, Grébner Bases and
Statistics, Grobner Bases and Applications, London Mathematical Society
Lecture Note Series 251, Edited by Bruno Buchberger & Franz Winkler,
Cambridge University Press, 2001, pp.179-204].

Pentru a putea face un rezumat al principalelor rezultate obtinute in
acesta diretie de cercetare, Incepem prin a reaminti definitia unui design

esalon.

Definitia 1.3. Fie k un corp si fie m € N* =N\ {0}. Un design D este o
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multime finita de puncte distincte din k™.
Se numeste idealul designului D idealul I(D) care contine toate poli-

noamele din k[z1, ..., x| care se anuleazd in toate punctele lui D.

Pe scurt, rezultatele obtinute in aceasta directie de cercetare sunt urmatoarele.

Un prim rezultat fundamental al cercetarii in acesta directie il consti-
tuie teorema in care am obtinut o baza Grobner pentru idealul Z(£), unde
& este un design esalon, teorema pe care o vom enunta mai jos dupa ce vom
defini designul esalon. Rezultatul obtinut de noi generalizeaza Teorema 2.18
din lucrarea amintita a lui Robiano.

Am considerat apoi polinomul asociat unui design D C Z7' definit de

Hp(t) =Y at',
i>0
unde a; = #{a = (a1,...,an,) € Dlay + ...+ a,, =i} . Polinomul Hp(t) se
numeste polinomul Hilbert al designului D.

Al doilea rezultat principal al acestei cercetari in reprezinta carac-
terizarea polinoamelor cu coeficienti intregi care pot fi polinoame Hilbert ale
unui design esalon.

De asemenea, am studiat si fractiile unui design egalon si am obtinut aici
alte doua rezultate principale pe care le vom detalia mai jos. Cele doua
teoremele referitoare la fractiile unui design esalon extind Teoremele 4.5 si
Teorema 5.6 din lucrarea lui Robiano la cazul designurilor esalon.

Prezentam in rezumat rezultatele enuntate mai sus.

Sa definim pentru inceput designurie esalon in dimensiune m.

Pentru o = (aq, ..., ap) € N fie x* = ' ... 2% € k[xy, ...,z

Definitia 1.4. Fie a = (a1,...,am) sib= (b, ...,by) doud puncte din Z7.

Spunem ca a domina pe b daca a; < b;, pentru orice i =1,...,m.
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b

In termeni de monoame, ¢ domina pe b daca x*|x". Evident, daca a

domina pe b, atunci x® domina orice multiplu al lui x°.

Definitia 1.5. Fie K € N* si fie oV, ..., o) vectori cu componente intregi
din Z' astfel incat nici un " nu domind nici un pentru toti 1 < i #
j < K. Designul egalon & € 27" determinat de vectorii oV, ... %) este
mulfimea tuturor punctelor b € Z' cu proprietatea ca 2’ nu este divizibil cu

a:a(i), pentru orice 1 < i < K. Cu alte cuvinte, design-ul esalon definit de

vectorii oV, ..., a5 este multimea de puncte din 27 care nu sunt dominate
de oM, ... o).
Vectorii oV, ..., a¥) se numesc vectori dominanti (sau de definitie)

ai esalonului £. Monomul af“(i), pentru 1 < i # j < K, se numeste mono-

mul dominant (sau de definitie) al lui £.

Exemplul 1.6. Fie m = 2 si oY) = (0,4), «® = (1,3), a® = (3,1),
oW = (5,0) vectorii dominanti care definesc esalonul € C Z%. Sa observam
cd nici un 2 nu divide nici un =" pentru orice 1 <11 # j < 4.
Monoamele de definitie sunt prin urmare x3, v173, 13wy i 25. Conform
Definitiei 6.3, designul € C Z% este format din toate punctele din Z7 care

nu sunt dominate de oV, ... o™ si anume din punctele (0,0), (0,1), (0,2),

(0,3), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1), (2,2), (3,0) si (4,0); vezi Figura 1.1.

Este nu foarte dificil de vazut ca un design egalon de dimensiune m poate

fi definit gi astfel:

Definitia 1.7. Un design €& C ZT} este design esalon daca si numai dacd
fiecare punct (dy,...,d,) din esalon are proprietatea ca toate punctele de
forma (y1,...,ym) cu 0 < y; < dj, pentru orice j = 1,...,m se gasesc in

designul £.
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Figura 1.1: Un desig esalon definit prin vectorii dominanti

Exemplul 1.8. In designul ecalon € din Examplul 6.4, cum punctele (0,3),
(1,2), (2,0), (3,0) i (4,0) se gasesc in designul &, toale aceste puncte
impreunda cu cele care se afla “mai jos” de ele, adica (0,0), (0,1), (0,2),

(1,0), (1,1), (2,1), (2,0) sunt toate puncte ale designulus.

Fie £ C Z7} un design esalon definit de vectorii dominanti ol aBe

m
7.
Fiecarui vector v = (a1,...,q,,) € Z7 ii asociem un polinom f, €

klxy,...,2,) definit astfel:

m
fa = sz('rz — 1)(1’1 —Oél—l—l)
i=1
In raport cu orice ordonare monomiala < pe k[zy,. .., 2], avem

Qm

in.(f,) =af .. aom,

unde cu in.(f) am notat monomul initial al lui f relativ la <. Fie f, o), ...,
[, polinoamele asociate vectorilor oV, ... o) ale lui £ C Z7. Rezulta
atunci ca f,) € I(E), pentru orice 1 < i < K, si deci pentru orice ordonare

monomiald < pe k[zq,...,z,] avem

(in(fom), .. in(fuu0)) Cin(I(£)),
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unde cu in(Z(€)) am notat idealul initial al lui Z(€) relativ la ordonarea
monomiala <.

Primul nostru rezultat din aceasta cercetare este urmatoarea teo-
rema care stabileste o baza Grobner a lui 1(£) relativ la orice ordonare mono-

miala pe k[z1,...,zm,].

Teorema 1.9. Teorema Fie & C Z7' un design esalon definit de vectorii
o aB) e Zm Atunci multimea G = {fya), ..., fauo} este o bazd

Grébner a lui 1(E) relativ la orice ordonare monomiald pe k[z1,. .., xm].

Definitia 1.10. Dat un design arbitrar D C Z, definim polinomul Hilbert
asociat designului D ca fiind:
HD(t) = Z CLiti,
i>0
unde a; = #{a = (a1,...,an) € Day + ... + a, = 1}.
Vom nota Hp polinomul Hilbert asociat designului D.
Al doilea rezultat din aceasta directie de cercetare il reprezinta

teorema urmatoare care caracterizeaza polinomul Hilbert al unui design esalon

in dimensiune 2.

Teorema 1.11. Fie H € Z[t] un polinom cu coeficienti intregi ne-negativi.
Atunci H este polinomul Hilbert al unui design esalon in dimensiune doi daca

st numai daca exista un intreg i > 0 astfel incat
Ht)=14+2t4+32 + ...+ (i + D'+ ai t™™ + ..+ agt?,
CUd20§ZZ+12aH_1ZZ(Id

Dat un design esgalon &, o fractie a esalonului este o submultime proprie

F C £. In mod clar, idealul siu de definitie I(F) contine idealul I(E).
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Definitia 1.12. Fie £ C ZT' un design esalon definit de vectorii dominanti

oW aBe Zm. Fiecirui astfel de vector o = (v, ..., o) € ZM i
asociem un polinom f, € klxy,..., x| definit astfel:
fo=]]wilzi=1) .. (2 — i +1).
i=1
Polinoamele f,a),..., f,x le-am numit polinoamele canonice ale de-

signului esalon E.

Definitia 1.13. Orice submultime de polinoame care, adaugate polinoamelor
canonice ale unui design esalon £, genereaza idealul unet fractit F, se numesc

polinoame confounding ale lui F in .

Definitia 1.14. Fie £ un design esalon si fie F o fractie a acestuia. Se
numeste polinomul caracteristic al lur F C £ polinomul f cu propri-

etatea ca f(P) =0 pentru orice P € F si f(P) =1 pentru orice P € £\ F.

Daca aplicam Teorema 6.9 si Proposition 4.4 din lucrarea mentinata a lui

Robiano, obtinem:

Propozitia 1.15. Fie £ un design esalon si fie F C &€ o fractie a acestuia.

Fie f polinomul caracteristic al lui F. Atunci

I(F) = (faw,. -, fam, ).

Al treilea rezultat din acesta directie de cercetare este dat in

urmatoarea teorema:

Teorema 1.16. Fie < o ordonare monomiald pe k1, ..., Ty], € € ZT un
design esalon, f,q,..., f,x) polinoamele canonice ale lui € si fie F C &€ o
fractie a designului £ .

Exista atunci un unic polinom caracteristic f al lui F in £ astfel incat

in(f) nu este dominat de nici un inc(f,m), 1 <i<n.
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Definitia 1.17. Fie £ C k™ un design esalon. Notam cu O(E) multimea de

monoame {x]* x5 ... xom|(aq, g, ... ap) € E}.

Definitia 1.18. Fie O C Mon(S). Spunem ca O este o multime standard
de monoame daca T € O si T divide T implica T" € O, i.e. tofi divizorii

unui element din O sunt de asemenea in O.

Definitia 1.19. Date n variabile 1, s, ..., Ty, fie E C Z3 un design esalon
st fie O C O(E) o multime standard de monoame. Atunci, din Lema lui
Dickson, vezi [HH] rezulta ca exista o unica multime minimala, Min(O), de
monoame care genereazd Mon(S) \ O. Adica, fiecare element din Mon(S) \
O este un multiplu al unui element din Min(O). Multimea de monoame
din Min(Q), care nu se gasesc printre termenii dominanti ai polinoamelor

canonice ale lui £, se noteaza cu CutOut(O).

Definitia 1.20. Date n variabile xy1, s, . .., Ty, fie E C L% un design esalon
si fie O C O(E) o multime standard de monoame. Atunci, din Lema lui
Dickson, vezi [HH] rezulta ca exista o unica mulfime minimald, Min(O), de
monoame care genereazd Mon(S) \ O. Adica, fiecare element din Mon(S) \
O este un multiplu al unui element din Min(Q). Mulfimea de monoame
din Min(Q), care nu se gasesc printre termenii dominanti ai polinoamelor

canonice ale lui £, se noteaza cu CutOut(O).

Inainte de a da cel de-al patrulea rezultat din aceasta directie de

cercetare, sa reamintim o definitie introdusa de L. Robbiano, in [R].

Definitia 1.21. Fie K un corp infinit, T := x{'x3* ... 2% gi fie g, g, ..., (v
n giruri de elemente din corpul de baza K, unde o, = (0v.;)ien, pentru r:=

1,2,...,n §i oy # oy, daca i # j. Polinomul

a1l a2 Qan

D(T) = [J(x1 = ara) [ [ (w2 — ) -+~ [ [ (wn — o)

i=1 i=1 =1
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se numegte distragerea (the disytraction) lui T relativ la oy, an, . .., q,.

Cel de-al patrulea rezulat din acesta directie de cercetare este urmatorul

rezultat:

Teorema 1.22. Fie £ un design esalon definit de vectorii dominanti oV, a2,
., o) ¢ 7. Fie I(E) = (fa); fa@s .- fau)) idealul sau de definitie,
unde f.i) sunt polinoamele canonice, pentruj = 1,..., K. Fie O(E) multimea
standard de monoame corespunzatoare si fie O C O(E) o multime stan-
dard de monoame. Sa presupunem ca {1y,Ts,...,Tp} = CutOut(O) si fie

D(Th),D(Ty),...,D(T,) distragea lui Ty, Ty, ..., T).

Atunci, pentru orice ordonare monomiald pe klxyi, s, ..., x,], mulfimea

{fo)s fa@ sy faur, D(TY), D(T3), ..., D(Ty)}

este o baza Grébner neredusd pentru idealul Z(F), unde F C & este o fractie

a esalonului € astfel incat O(F) = O.
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Rezumatul lucrarii in limba

engleza

Several mathematicians have already obtained partial results about the de-
termination of the poles of Igusa’s p-adic zeta function for curves. In this
paper, we will determine the real poles for an arbitrary polynomial f in two
variables which is defined over a p-adic field. People are interested in the poles
of Igusa’s p-adic zeta function Z;(s) because they determine the asymptotic
behaviour of the number of solutions of polynomial congruences and because

they are the subject of the monodromy conjecture (see for example [Den91]).

Historically, one considered first only curves which are absolutely analyt-
ically irreducible. Partial results were obtained by Igusa [Igl] and Strauss
[St]. Meuser [Me] determined the real poles, but she did not consider the
candidate pole —1. In 1985 Igusa [Ig2] solved that problem completely. He
proved that the candidate poles associated to the strict transform of f are
poles when the domain of integration is small enough. Moreover, another
candidate pole of the minimal embedded resolution of f is a pole if and

only if it is associated to an exceptional curve which is intersected by three

33



34 Capitolul 2. Rezumatul lucrarii

other irreducible components of the pull-back of f. We have incorporated a

generalization of this result (Proposition 2).

In the general case, Loeser [Lo] obtained that an exceptional curve E;
does not contribute to the poles of Z;(s) if E; is intersected one or two
times by other components of the pull-back of f and if there are no other
intersection points over an algebraic closure. This was first proved by Strauss
in the absolutely analytically irreducible case, where the last condition is

automatically satisfied.

The next paper we want to mention is [Vel] of Veys. He considers a
polynomial f in two variables over a number field F' and takes the minimal
embedded resolution of f over an algebraic closure of F'. This setup allowed
him to use a formula [Del] of Denef for Z(s), which is valid for almost all p-
adic completions of F'. He supposes that all intersection points of irreducible
components of the pull-back of f are defined over F'. Under this condition,
he proves the converse of the result of Loeser for real candidate poles and
for almost all p-adic completions of F'. Moreover, he deals with the problem
of a possible cancellation of several contributions to the same real candidate

pole.

In the proofs of the mentioned vanishing and non-vanishing results, one
needed certain relations between the various numerical data of the embed-
ded resolution. They were systematically derived in [St], [Me] and [Ig2] for
absolutely analytically irreducible curves and finally, Loeser [Lo] obtained
the necessary relations in the general case. Igusa [Ig2] and Loeser [Lo] used
a formula of Langlands [La] to calculate the contribution of an exceptional
curve to the residue of Z¢(s) at a candidate pole of candidate order one. We
will use a slight variant of this formula which was obtained in [Sel]. Given

an embedded resolution written as a composition of blowing-ups, the second
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author explained there how to calculate this contribution to the residue at
the stage where the exceptional curve is created. In Proposition 1, we de-
termine when this contribution is zero and when not. For this, we need new
ideas. It is not at all a straightforward generalization of what was already
known. Finally in Section 4, we will prove that contributions to the same
candidate pole will not cancel out. For this, we use that the dual embedded
resolution graph is an ordered tree. This was obtained in [Ve2] when the
base field is algebraically closed.

Let K be a p-adic field, i.e., an extension of Q, of finite degree. Let R be
the valuation ring of K, P the maximal ideal of R and ¢ the cardinality of
the residue field R/P. For z € K, let ord z € ZU{+o0} denote the valuation
of z and |z| = ¢7°"4* the absolute value of z.

Let f(z1,22) € K[z1, 2] be a polynomial in two variables over K and put
r = (x1,72). Let X be an open and compact subset of K?. Igusa’s p-adic

zeta function of f is defined by

Zy(s) = /X (@) |de]

for s € C, Re(s) > 0, where |dx| denotes the Haar measure on K2, normalised
so that R? has measure 1. Igusa proved that Z;(s) is a rational function of
q~* by calculating the integral on an embedded resolution of f. Therefore,
it extends to a meromorphic function Z¢(s) on C which is also called Igusa’s
p-adic zeta function of f.

Let g : Y — X be an embedded resolution of f. Here, Y is a K-analytic
manifold. The meaning of embedded resolution in our context is explained in
[Tg3, Section 3.2]. Write g = g10---0g,: Y =Y, — X = Y| as a composition
of blowing-ups ¢; : Y; = Y;_1, i € T, := {1,...,t}. The exceptional curve of
g; and also the strict transforms of this curve are denoted by F;. The closed

submanifolds of Y of codimension one which are the zero locus of the strict
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transform of an irreducible factor of f in K|[z,y| are denoted by Ej, j € T.
The corresponding transforms in Y;, ¢ € {0,...,t — 1}, are denoted in the
same way. Note that we had to be careful with the notion of irreducible,
because X is totally disconnected as a topological space. Put T' =T, U 7.
For i € T, let N; and v; — 1 be the multiplicities of respectively f o g and
g*dz along E;. The (N;,v;) are called the numerical data of E;.

Let us recall Igusa’s proof of the rationality of Z;(s). As we already said,

we calculate the defining integral on Y:

Zy(s) = /X (@) |de| = /Y 1 ogl lg*dal.

Let b be an arbitrary point of Y. There are three cases. In the first case,
there are two varieties £; and E;, with 7,5 € T', that pass through b. We
take a neighborhood V' of b and analytic coordinates (y1,y2) on V such that

y1 is an equation of E;, y» is an equation of Fj,

. N * vi—1 vi—1
fog=eyly,” and  g'dw =nyy yy dy

on V for non-vanishing K-analytic functions € and n on V. We may suppose
that y(V) = P* x P* with ki, ky € Z>g, and that || and || are constant
on V. We get

/ fogl lgide] = / e[l
% Pk1x pk2

s q _ 1 2 q—kl(NiS"FVi) q_kQ(NjS+Vj)
= F () g g

N.L'S—‘rl/i—l |y2 |NjS+I/j—1 ’dy|

Note that this is a rational function of ¢~°. In the second case, there is one
variety F;, ¢ € T, that passes through b. We take a neighborhood V' of b and

analytic coordinates (y1,y2) on V such that y; is an equation of Fj,

fog=cy and  g'dz =y 'dy
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on V for non-vanishing K-analytic functions € and n on V. We may suppose
that y(V) = Pk x Pk with ky, ko € Z>¢, and that |¢| and |n| are constant
on V. We get

/ fogl'lg'de] = / el llya [N |y
Vv Pk1 x pk2

N i
q 1 — q_(Ni5+Vi) ’

= lel*Inlq

In the third case, there is no variety E;, ¢ € T, that passes through b. We
take a neighborhood V' of b and analytic coordinates (yi,y2) on V' such that
fog=-¢and g*dr = ndy on V for non-vanishing K-analytic functions ¢ and
n on V. We may suppose that y(V) = P" x P*2 with ki, ky € Zs, and
that || and |n| are constant on V. We get

[1segllgdsl = Iefinla ™,
|4

It follows now that Z¢(s) is a rational function of ¢~* because we can partition
Y into sets V' of the above form.
We obtain also from this calculation that every pole of Z;(s) is of the

form
v; + 2]€’/T\/ -1
N; N;logq ’

with £ € Z and ¢ € T. These values are called the candidate poles of
Z¢(s). If i € T is fixed, the values —v;/N; + (2kmy/—1)/(N;log q), k € Z, are
called the candidate poles of Z;(s) associated to E;. Because the poles of
1/(1 — ¢~ Nis71) have order one, we define the expected order of a candidate
pole sg as the highest number of F;’s with candidate pole sy and with non-
empty intersection. The order of sy is of course less than or equal to its
expected order and a candidate pole s of expected order one is a pole if and

only if the residue of Z¢(s) at s is different from 0.
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Let us explain the formula for the residue that we will use. Let sy be a
candidate pole of E;, ¢+ € T, and suppose that sq is not a candidate pole of
any Lj, with j € T and j # 4, which intersects E; in Y. Let U be an open
and compact subset of E;. The contribution of U to the residue of Z;(s) at
sp is by definition the contribution to the residue of Z(s) at sy of an open
and compact subset V' of Y which satisfies V N E; = U and which is disjoint
from every other E; with candidate pole sy. Suppose that U already exists
in Y, and if ¢ € Ty we also suppose that it is non-singular in Y,. Suppose
that W is an open and compact subset of Y, for which W N E; = U and that
(21, 22) are analytic coordinates on W such that z; = 0 is an equation of U

on W. Write
fogro-rog =72 and  (gio---0g ) dr =62"""dy

on W, for K-analytic functions v and § on W. Then, the contribution of U
to the residue of Z;(s) at so is equal to

q . 1 {/ ‘ . mc
— | [ Plolldze]| (2.1)
gNilogq |Ju s=s0

where [-]7, denotes the evaluation in s = so of the meromorphic continu-

ation of the function between the brackets. This formula was obtained by
Langlands [La] in the case r =t and in general by the second author in [Sel,
Section 2.6].

We explain now the relations that we will need. Fix r € T,. The ex-
ceptional curve E, is obtained by blowing-up at a point P € Y, ;. Let

y = (y1,y2) be local coordinates on Y,_; centered at P. Write in these local

coordinates

fogio---0g,1 =d (H(CLZ‘le anys) ) (H h “(y1, Y2 >+ terms of higher degree,

1€S €S’
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where all factors a;py; — any2 and h; are essentially different (i.e. no factor
is equal to another multiplied by an element of K*) polynomials over K,
where the h; are irreducible homogeneous polynomials of degree at least two,
where M; > 1 for every i € SUS" and where d € K*. Write also
(gpo---0g,1)"dx = (e H(aigyl — a;1y2)" !t + terms of higher degree) dy,
i€s

where p; > 1foreveryi € Sande € K*. Let sg = —v,./N,+(2kmv/—1)/(N, log q)
be an arbitrary candidate pole of Z(s) associated to E,. We advise the
reader to specialize everything what follows in this section to the case k = 0.
Put «; := p; + soM; for every i € S. Because

N, = ZM’ + Z(deg hi)M; and v, = Z(,uZ —-1)+2,

i€s €S’ €S
it is straightforward to check that

1€S ies’

+ %. (2.2)
We now give another description of the «;. Let F; be the point on E, which
has coordinates (a;; : a;2) with respect to the homogenous coordinates (y; :
yo) on E, C Y,. Let j be the unique element of T\ {r} such that E; passes
through F; in Y. Let p be the number of blowing-ups among ¢, . .., g; which
are centered at Fj. Then, the announced description is o; = v; + soN; —
(2pkmy/—1)/(log q). The second author proved this in [Sel, Section 2.7] in

the case k = 0, and the general case is treated in a similar way. It follows

that Re(a;) < 0if and only if —v, /N, < —v;/N;. One checks also easily that
sp is a candidate pole of E; <= v, + 5oV, is a multiple of 27v/—1/(log q)
<= «; is a multiple of 2mv/—1/(log q).

It is proved in [Lo, Proposition I1.3.1] that Re(a;) < 1. Together with (5.2),
this implies that Re(a;) > —1 and that there is at most one ¢ € S with
Re(ozi) < 0.
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The numerical data of an embedded resolution determine the candidate
poles of Igusa’s p-adic zeta function. We have determined in complete gen-

erality which real candidate poles are actual poles in the curve case.



Capitolul 3

Stadiul actual al cercetarii in

domeniu

3.1 Introducere

Proprietati profunde ale unor obiecte matematice (corpuri de numere alge-
brice, varietati algebrice, algebre, grupuri, etc) sunt codificate de anumite
functii analitice si serii formale specifice (functii zeta, serii Hilbert, serii
Poincaré). Studiul unor astfel de functii constituie o tema de mare actu-
alitate a Matematicii contemporane.

Functiile zeta locale sunt obiecte matematice relativ noi. Primele teoreme
cu caracter general au fost demonstrate intre anii 1968-1973. De atunci, si
in special In ultimii 20 ani, au fost obtinute rezultate remarcabile pe aceasta
tema. Mentionam ca in ultimii ani problematica legata de functia zeta Igusa
si seriile Poincaré asociate unei varietati algebrice (analitice) definite peste
un corp de numere p-adice a cunoscut o puternica dezvoltare (Igusa, Denef,
Veys, Zuniga-Galindo, Segers). Aflat la granita dintre teoria numerelor si

geometria algebrica, studiul functiei zeta Igusa are un caracter interdisci-

41
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plinar, un rol important in aceste cercetari revenind si logicii matematice si
teoriei modelelor (in special tehnicilor de eliminare a cuantificatorilor) dar si
aritmeticii.

Obiectivul general al prezentului proiectului de cercetare il constituie
studiul functiei zeta Igusa. Avand in vedere importanta functiei zeta Igusa
in teoria numerelor, aritmetica, geometria algebrica, algebra combinatoriala,
teoria aranjamentelor de hiperplane, aplicatiile acesteia in studiul diverselor
probleme din aceste domenii, stransa legatura dintre calculul functiei zeta
Igusa si criprografie la care se adauga conexiunea intre seria Poincaré (i deci
implicit functia zeta Igusa) si cifrurile pe flux, ne-am propus sa extindem
rezulatele cunoscute pentru functia zeta Igusa locala asociata unei curbe si

sa determinam polii funtiei zeta Igusa pentru curbe.

Tinand cont de relevanta studiului polilor functiei zeta Igusa in com-
portarea numarului de solutii al unor congruente polinomiale si de faptul ca
partea reala a polilor este subiectul Conjecturii monodromiei care a preocupat
i preocupa matematicieni de marca, intentionam sa determinam polinoamele
omogene pentru care functia zeta Igusa acociata are un pol cu partea reala
—2/n ¢i, mai mult, sa determinam polii reali ai functiei zeta Igusa locale
atagata curbelor definite peste un corp p-adic.

Pentru un numar prim p, notam cu Q, corpul numerelor p-adice si cu Z,
inelul intregilor p-adici.

Functia zeta Igusa locala asociata unui polinom F(x) = F(xy, -+ ,x,) €
Zplxy, -+, x,) se definegte ca fiind Zp(s) = [ |F(z)|*|dz|, integrala dupa x in
(Z,)", pentru s numar complex, cu R(s) > 0, unde cu |dz| am notat masura
Haar pe (Q,)" normalizata astfel incat (Z,)" are masura 1, iar |x| = p—ov(x),
cu v(z) valuarea p-adica a lui x.

In legatura directa cu numarul de solutii ale congruentei F'(x) = 0 mod p™,
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m =1,2,3--- apare seria Poincaré (se mai numeste si seria Poincaré-Igusa)
asociatd polinomului F(z) definitd ca P(t) = > N.(p7"T)e, suma dupa
e=0,1,..,,00, unde Ny := 1, iar pentru e?1, am notat cu N, cardinalul multi-
mii {(z1,- -+ ,x,) € (Z/p°Z)n|F(z) =0 mod p°}. Calcularea seriei Poincaré
este echivalenta cu calcularea functiei zeta Igusa locale, relatia de legatura

dintre cele doua fiind P(t) = (1 —tZF(s))/(1 —t), unde t = p*.

Borevici gi Safarevici au conjecturat rationalitatea seriei Poincaré P(t)
in cartea lor Number Theory publicata in limba rusa in 1964 si apoi in
1966 in limba engleza. Rationalitatea acesteia a fost demonstrata in 1974,
cand Igusa a introdus functia zeta Igusa locala si a aratat ca aceasta este
rationala. Demonstratia acestui fapt a fost facuta folosind analiza p-adica si
rezolutia singularitatilor a lui Hironaka in caracteristica 0. O demonstratie
complet diferita a fost data de contemporanul nostru Jan Denef folosind de-
scompunerea celulara p-adica gi teorema lui Angus Macintyre de eliminare a
cuantificatorilor. Pentru a calcula explicit, pentru un polinom dat F, ZF(s) si
a determina polii acestuia este, In cea mai mare parte a cazurilor, o problema
dificila. O serie de rezultate (le vom mentiona doar pe cele mai importante
publicate dupa anul 2000) au fost obtinute de Igusa in cazul in care F este un
invariant al unui spatiu vectorial preomogen (vezi [J. Igusa, An introduction
to the Theory of Local Zeta Functions, AMS, 2002, Teorema 6.3.1, p.91]), la
care se adauga rezultatele lui Jan Denef, Kathleen Hoornaert, Wilson Zuniga-
Galingo si Marcelo Jos Saia in cazul in care F este polinom nedegenerat rel-
ativ la poliedrul Newton asociat ([J. Denef, K.Hoornaert, Newton polyhedra
and Igusa’s local zeta function, J.Number Theory, 89: 31-64, 2001], [Zuniga-
Galindo W.A., Local Zeta Functions and Newton Polyhedra, Nagoya Math.
J., Vol 172 (2003), 31-58], [Saia M. J., Zuniga-Galindo, W.A., Local Zeta

Functions for Curves, Non-degeneracy Conditions and Newton Polygons,
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Trans. Amer. Math. Soc. 357 (2005), no. 1, 59-88]), ale lui Margaret Robin-
son si Diane Meuser privind calculul functiei zeta Igusa pentru curbe eliptice
([D. Meuser, M.Robinson, Igusa Local Zeta Functions of Elliptic Curves,
Mathematics of Computation, 71 (2001), no. 238, 815-823]), ale lui Wilson
Zuniga-Galingo privind forma explicita a functiei zeta Igusa locale pentru
asa-numitele polinoame semi-cvasiomogene ([W.A.Zuniga-Galindo, Igusa’s
Local Zeta Function of semiquasihomogeneous polynomials, Trans. Amer.
Math. Soc. 353 (2001), pp. 3193-3207]), ale lui Dirk Segers referitoare la
polii functjiei zeta Igusa asociata curbelor ([D. Segers, On the smallest poles of
Igusa’s p-adic zeta functions, Mathematische Zeitschrift 252 (2006), 429-455],
[D. Segers, Lower bound for the poles of Igusa’s p-adic zeta functions, Math-
ematische Annalen 336 (2006), 659-669)), la care se adauga [Denis Ibadula,
The Classification of the Non-Degenerated Plane Cubics over Qp From the
Point of View of the Associated Igusa Local Zeta Function, Bulletin Mathe-
matique Soc. Sci. Math. Roumanie, Tome 49(97), No.3, 2006, pg 253-277],
[Denis Ibadula, The Igusa Zeta Functions of the GL2(Qp)-orbit of Fermat’s
Binary Form, Contemporary Mathematics, vol. 502, American Mathemat-
ical Society, Providence, RI, 2009, 59-72] precum si rezultatele lui Mircea
Mustata referitoare la polii functiei zeta Igusa asociata unui ideal monomial
([Jason Howald; Mircea Mustata; Cornelia Yuen, On Igusa zeta functions of
monomial ideal, Amer. Math. Soc. 135 (2007), 3425-3433]) si preprintul
foarte recent al lui Nero Budur, Morihiko Saito, Sergey Yuzvinsky, On the
local zeta functions and the b-functions of certain hyperplane arrangements.
Sa mai adaugam aici ca unul dintre cele mai importante rezultate in domeniu
este formula lui Jan Denef de calcul a functiei zeta Igusa locale ZF(s) cand F
satisface aga-numitele de ”buna-reducere mod p” (”good reduction mod p”),

pentru un prim p suficient de mare ([J. Denef, On the degree of Igusa’s local
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zeta function , Amer.J.Math., 109: 991-1008, 1987]). Metodele de studiu
a functiei zeta Igusa locala au un caracter interdisciplinar si se situeaza la
confluenta dintre teoria numerelor, geometria algebrica, la care se adauga mai
nou si teoria grupurilor (cele mai importante rezultate in aceasta directie sunt
cele referitoare la studiului functiilor tip zeta Igusa pentru grupuri si inele
infinite - Christopher Voll, Marcus du Sautoy si studentii acestora), algebra
comutativa (vezi rezultatele lui Mircea Mustata si a colaboratorilor lui) si
aranjamentele de hiperplane (Marcelo Saito, Nero Budur, Morihiko Saito,
Sergey Yuzvinsky). Functiile zeta Igusa sunt interesante nu numai pentru a
lucra cu ele, dar si pentru ca au gi numeroase aplicatii in teoria numerelor si,
mai mult, din perspectiva solutiilor pe care le pot oferi in criptografie, una
dintre principalele directii ale cercetarii stiintifice economice actuale. Mai
mult, polii functiei zeta Igusa sunt unei conjecturi foarte interesante (con-
jectura monodromiei) care a preocupat si preocupa pe multi matematicieni.
Voi prezenta in continuare pe scurt cateva informatii care sa releve carac-
terul multidisciplinar al abordarilor, dar si importanta subiectului propus.
Aga cum am mentionat mai sus, cea mai importanta aplicatie in teoria nu-
merelor este calculul numarului de solutii al unor congruente polinomiale
(codificate de seria Poincaré) care se reduce la calculul functiei zeta Igusa
locale. La sfargitul anilor 90, Anshel si Goldfeld au aratat ca exista o foarte
stransa legatura intre calculul functiilor zeta si criptografie [Anshel, M., and
Goldfeld, D., Zeta functions, one-way functions and pseudorandom number
generators, Duke Math. J., 88, 2 (1997), 371-390.]. Intr-adevér, cei doi au
propus o noua clasa de candidati pentru functii one-way avand la baza functii
zeta globale. O functie one-way este o functie F pentru care pentru fiecare
x din domeniul de definitie al lui F, este usor de calculat F(x), dar pentru

aproape toti y din domeniul lui F, este o problema intractabila gasirea unui x
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astfel incat y=F(x). Functiile one-way au un rol foarte important, atat prac-
tic cat si teoretic, in criptografia moderna. Exista o stransa legatura intre
seria Poincaré (si deci implicit functia zeta Igusa) si cifrurile pe flux pe care
o vom explica pe scurt in continuare. Pentru orice numar intreg r;0 si r ele-
mente fixate qi, i=1,..r, din corpul finit cu pn elemente F) , un LFSR (Linear
Feedback Shift Register) de lungime r consta din r celule al caror continut
initial este ai2 Fj) — i=1,.r; pentru orice n’r, daca continutul curent al
celulelor este (an-1,,an-r), atunci an este determinat prin relatia de recurenta
an=-7 an-i qi, suma facandu-se dupa i de la 1 la r. Sistemul are drept output
elementul cel mai din dreapta al sirului an-r si shift-eaza toate celule cu o
unitate la dreapta, reinitializand apoi cu an cea mai din stanga celula. Se stie
de exemplu ca seria Poincaré g(x)= 7 ai xi, cu suma dupa i?0 asociata unui
sir obtinut dupa procedeul descris mai sus (numita si functia generatoare
a sirului) este o functie rationala peste I de forma g(x)=L(x)/R(x), unde
L(z), R(z) € Fylz|, deg(R(x))jr si ca exista o corespondenta bijectiva intre
LFSR-urile de lungime r cu qr 70 si functiile rationale de forma L(x)/R(x),
cu deg(R(x))=r si deg(L(x))jr. Legatura dintre seria Poincaré-Igusa si LSFR
este acum evidenta: pentru un numar prim p fixat si pentru orice numar
natural u, aplicatia Fu,p care asociaza fiecarei serii Poincaré-Igusa sirul finit
de numere intregi NO, N1, Nu (cu Ni coeficientii seriei Poincaré-Igusa) sunt
LSFR-uri (sau cifrurilor pe flux) peste Z. Criptografia cu chei simetrice se
refera la metode de criptare in care atat trimitorul cat si receptorul folosesc
aceeagi cheie (sau, mai rar, in care cheile sunt diferite, dar intr-o relatie ce la
face ugor calculabile una din cealalta). Acest tip de criptare a fost singurul
cunoscut publicului larg pana in 1976 [Whitfield Diffie si Martin Hellman,
”New Directions in Cryptography”, IEEE Transactions on Information The-
ory, vol. IT-22, Nov. 1976, pp: 644-654.]. Studiul modern al cifrurilor cu
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chei simetrice se leaga mai ales de studiul cifrurilor pe blocuri si al cifrurilor
pe flux si al aplicatiilor acestora. Cifrurile pe flux de date, in contrast cu cele
pe blocuri, creeaza un flux arbitrar de material-cheie, care este combinat cu
textul clar, bit cu bit sau caracter cu caracter. Asa cum am explicat mai
sus, intr-un cifru pe flux de date, fluxul de iesire este creat pe baza unei stari
interne care se modifica pe parcursul operarii cifrului. O serie de matemati-
cieni au obtinut rezultate partiale in problema determinarii polilor functiei
zeta Igusa locale atagata curbelor. Studiul polilor functiei zeta Igusa locale
prezinta un interes special de studiu atat pentru faptul ca influenteaza in
mod direct numarul de solutii al congruentelor polinomiale modulo o put-
ere a unui numar prim p (polii cu partea reala cea mai mare au contribytia
cea mai mare la coeficientii Ni ai seriei Poincaré P(t)) cat si pentru ca sunt
subiectul unei importante conjecturi din matematica cunoscuta sub numele
de Conjectura Monodromiei. Aceasta conjectura, formulata pentru prima
data de J.Igusa pentru functia zeta Igusa locala si apoi extinsa de Denef si
Loeser pentru functia zeta topologica asocita unei hipersuprafete si, mai re-
cent, pentru aranjamente de hiperplane, afirma o remarcabila legatura intre
proprietati din sfera teoriei numerelor §i proprietati geometrice/topologice
asociate unui polinom. Pe scurt, Conjectura Monodromiei afirma ca daca s0
este pol al functiei zeta locale topologice asociata unei hipersuprafete (se in-
clude aici si cazul functiei zeta Igusa locale), atunci exp(27is0) este o valuare
proprie a monodromiei coomologiei fibrei Milnor. Forma tare a conjecturii
spune ca partea reala a oricarui pol al functiei zeta Igusa locala asociata
unui polinom F este radacina a polinomului Bernstein-Sato (b-polinomului)
br asociat polinomului F Aceasta conjectura a suscitat de-a lungul timpului
interesul multor matematicieni, dintre care mentionam doar rezultatele cele

mai recente: demonstrarea conjecturii in cazul functiei zeta Igusa asociata
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unui ideal monomial (Jason Howald; Mircea Mustata; Cornelia Yuen, On
Igusa zeta functions of monomial ideal, Amer. Math. Soc. 135 (2007), 3425-
3433), demonstrarea conjecturii in forma ei slaba pentru cazul functiei zeta
locale topologice asociata aranjamentelor de hiperplane (Nero Budur, Mircea
Mustata Zach Teitler, The Monodromy Conjecture for Hyperplane Arrange-
ments, preprint 2010) la care se adauga un al preprint extrem de recent Nero
Budur, Morihiko Saito, Sergey Yuzvinsky, On the local zeta functions and
the b-functions of certain hyperplane arrangements, in care autorii demon-
streaza conjectura in forma ei tare pentru anumite aranjamente de hiper-
plane, inclusiv pentru cazul aranjamentelor reduse de hiperplane in spatiul
afin 3-dimensional. Initial, in studiul polilor functiei zeta Igusa locale, au
fost considerate curbe absolut analitic ireductibile (adica curbe ireductibile in
Qpalgcl[[x1,x2]]). Rezultate partiale au fost obtinute de Igusa ([J. Igusa, On
the first terms of certain asymptotic expansions, Complex Analysis and Al-
gebraic Geometry, Iwanami Shoten (1977), 357-368]) si Strauss ([L. Strauss,
Poles of a two-variable p-adic complex power, Trans. Amer. Math. Soc.
278, 1983, 481-493]). Diane Meuser ([D. Meuser, On the Poles of a Local
Zeta Function for Curves, Invent. Math. 73 (1983), 445-465]). In 1985 Igusa
([J. Igusa, Complex powers of irreducible algebroid curves, Geometry today,
Roma 1984, Progress in Math. 60, Birkhauser, 1985, pp. 207-230]) a re-
zolvat complet problema pentru o curba F absolut analitic ireductibila. El
a demonstrat ca potentialii poli asociati unei transformari stricte ale lui F
sunt poli atunci cand domeniul de integrare este suficient de mic. De aseme-
nea, un alt posibil pol asociat unei rezolutii minimale scufundate (minimal
embedded resolution) asociate lui F este pol daca si numai daca polul este
asociat unei curbe exceptionale (exceptional curve) care se intersecteaza cu

alte trei componente ireductibile ale pull-back-ului lui F. Pentru cazul gen-
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eral al unui polinom arbitrar F in doua nedeterminate, Loeser (F. Loeser,
Fonctions d’Igusa p-adiques et polynomes de Bernstein, Amer. J. Math.
110, (1988), 1-21) a demonstrat ca o curba exceptionala Ei nu contribuie
la polii functiei zeta Igusa locale ZF(s) daca Ei se intersecteaza o data sau
de doua ori cu alte componente ale pull-back-ului lui F si daca nu exista
alte puncte de intersectie intr-o inchidere algebrica arbitrara. Acest rezultat
a fost demonstrat si de Strauss in cazul absolut analitic ireductibil, caz in
care ultima conditie este automat satisfacuta. Un alt rezultat remarcabil in
acesta directie este datorat lui Wim Veys (W. Veys, On the poles of Igusa’s
local zeta function for curves, J. London Math. Soc. 41 (1990), 27-32).
Acesta a considerat un polinom F in doua variabile peste un corp de numere
(number field??) K si o rezolutie minimala a lui F peste o inchidere alge-
brica a lui K. Situarea In acest context i-a permis sa foloseasca o formula
a lui Denef (J. Denef, On the degree of Igusa’s local zeta function, Amer.
J. Math. 109 (1987), 991-1008.) care se poate aplica pentru aproape toti
completatii p-adici ai corpului K si pentru polinoame F cu ”buna reducere
mod p”. In aceste ipoteze, Veys a determinat polii functiei zeta Igusa pentru
orice numar prim p suficient de mare folosind urmatoarea constructie. Fie K
o extindere de grad finit a lui Qp, F(x)=F(x1,,xn) un polinom in n variabile
din K[x], fie : X — K™ o rezolutie scufundata (embedded resolution) pentru
F=0 astfel incat 7 este proiectiva si 7-1(F-1(0)) are numai intersectii normale
(normal crossing) In X (existenta (X, 7) este asigurata de teorema lui Hiron-
aka referitoare la existenta unei rezolutii a singularitatilor 77). Fie (Nj,?j),
cu j2T caracteristicile numerice asociate resolutiei (X, ?) a lui F. Cu aceste
notatii, un rezultat cunoscut in domeniul urmator: din demonstratia data de
Igusa rationalitatii functiei zeta Igusa locale folosind teorema lui Hironaka

de existenta a unei rezolutii a singularitatilor ca o compunere de blowing-up-



50 Capitolul 3. Stadiul actual

uri, rezulta ca orice posibil pol real al lui Zg(s) poate fi exprimat sub forma
s0=-7j/Nj, cu j2T. Vom numi aceasta lista drept lista posibililor poli reali
ai functiei zeta Igusa locale. Pentru determinarea polilor lui ZF(s) Veys a
eliminat din acesta lista falsii posibili poli folosind pentru calculul functiei
zeta Igusa locale formula lui Jan Denef de calcul a functiei zeta Igusa pentru
polinoame cu o ”buna reducere mod p” (”good reduction mod p”) si pentru

un prim p suficient de mare.

3.2 Inelul Z, si corpul Q,

3.2.1 Definitii generale

Fie p un numar prim fixat. Pentru orice n numar natural n > 1 fie A, =
Z/p"Z inelul claselor de resturi  mod p". Unui element din A, ii asociem

un element din A,_; prin aplicatia

¢n:An — Anfl

én(xr modp") = x modp" !,

care este un morfism surjectiv de inele avand nucleul p"~tA,,.
Sirul
o =~ Ay — A — = Ay — Ay

formeaza un sistem proiectiv de inele comutative unitare indexat de intregi

> 1.

Definitia 3.1. Inelul intregilor p-adict Z, este limita proiectiva a sis-

temului proiectiv (An, ¢n)n>1 definit mai sus.
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Prin definitie, un element din Z, = I'Ln(An, ¢n) este un gir x = (T,)n>1,
n>1

cu x, € A, si ¢n(x,) = T,_1, pentru n > 2. Adunarea si inmultirea in Zy

se definesc pe componente: daca =,y € Z,, cu & = (Tp)n>1 S1 Y = (Yn)n>1,

atunci
r+y: = (Tp+Yn)n>1 €7,
r-y: = (Ty Yn)n>1 € Zp.

Prin urmare, Z, este un subinel al inelului produs [] A,.
n>1

3.2.2 Proprietatile inelului Z,

Fie €, : Z, — A, proiectia canonica: ¢, asociaza unui intreg p-adic x =

(n)n>1 componenta sa de pe pozitia n, x,.

Propozitia 3.2. Pentru orice n > 1, sirul
052, 57,3 A, -0,

este un sir exvact de grupuri abeliene, unde aplicatia 7Z, LN Z,, este multipli-

carea cu p". In particular,
Ly[D" Ly = L[p"L.

Demonstratie: Inmultirea cu p (prin urmare si inmultirea cu p") este o
aplicatie injectiva in Z,. Intr-adevir, dacd = = (n)n>1 este un Intreg p-adic
astfel incat px = 0, rezulta ca px,,; = 0 pentru orice n din N si x,,; este
de forma p"y,41, cu Ypy1 € Api1. Din z, = ¢pi1(x,41) rezulta ca z,, este

divizibil cu p” si, prin urmare, este zero.
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Morfismul €, este, in mod evident, surjectiv. Sa mai verificam ca nucleul
lui €, coincide cu imaginea lui Z, prin prima aplicatie, adica cu p"Z,. Este
clar ca nucleul lui €, contine p"Z,; reciproc, daca x = (z,,)n>1 este un ele-
ment din ker(e,,), rezulta ca z,, = 0 mod p", pentru orice m > n, ceea ce
inseamna ca exista un element v,,_, in A,,_, astfel incat imaginea sa prin
izomorfismul A,,_,, — p"Z/p™7Z C A, satisface x,, = p" mod Y,_n. y; de-
finegte astfel un element y din Z, = lgn A; si se verifica imediat ca p"y = =,

ceea ce incheie demonstratia propozitiei. 0

Propozitia 3.3. a) Un element din Z, (respectiv A,) este inversabil daca
st numai daca nu este divizibil cu p.

b) Dacd notam cu U grupul elementelor inversabile din Z, (i.e. U = 7))
atunci orice element nenul din Z, poate fi scris in mod unic sub forma p"u,

cuu €U sin>0. (Un element din U se numeste unitate p-adica).

Demonstratie: a) Este suficient sa verificam a) pentru A,,, afirmatia pen-
tru Z, rezultand imediat din acesta. Fie z € A,, un element care nu se gaseste
in pA,. Atunci imagineasain A; = [, este un element inversabil (fiind diferit

de zero): exista y, z € A, astfel incat zy = 1 — pz, de unde
y(l+pz+ ... +p" 2" =1,

ceea ce arata ca x este inversabil.

b) Pe de alta parte, daca = € Z, este diferit de zero, exista un cel mai
mare numar natural n astfel incat =, = €,(z) este zero. Atunci x = p"u si
u nu este divizibil cu p, adica v € U, conform cu a). Unicitatea scrierii este

clara. O

Notatie: Fie z un element din Z, diferit de zero care se scrie sub forma

x = p"u, cu u € U. Numarul natural n se numeste valuarea p-adica a lui
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x i se noteaza v,(z).

Prin conventie, v,(0) = +o00. Sunt adevarate relatiile:

vp(ry) = vp(x) +v,p(y),
vp(z+y) > min{v,(z),v,(y)}.

Din aceste formule rezulta imediat ca Z, este un domeniu de integritate.

Propozitia 3.4. Idealele proprii ale inelului Z, sunt idealele de forma p™Z,,

cun € N>y,

Demonstratie: Fie g un ideal propriu al lui Z, si  un element nenul din
a de forma p™u, cu u € U astfel incat v,(z) = n este minima. Vom arata ca
a = p"ZLy.

Incluziunea p"Z, C a este clara. Reciproc, fie y un element din idealul a
de forma p™z, cu z € U. Atunci, deoarece m > n, y se poate scrie sub forma

y=p"(p""z) € p"Z,, ceea ce incheie demonstratia propozitiei.

Propozitia 3.5. Topologia pe Z, se defineste prin distanta
d(z,y) = p~ .
Inelul Z,, este un spativ metric complet in care Z este dens.

Demonstratie: Idealele p"Z, formeaza o baza de vecinatati a lui 0. Deoarece
x € p"Z, este echivalent cu faptul ca v,(x) > n, topologia pe Z, este definita
prin distanta d(z,y) := p~**@¥. Deoarece Z,, este compact, este complet.
De asemenea, daca x = (x,),>1 este un element din Z,, si daca y,, € Z astfel
incat y, = x, mod p”, atunci lim y, = x, ceea ce arata ca Z este dens in

Z ]

D
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3.2.3 Corpul Q,

Definitia 3.6. Corpul numerelor p-adice, notat cu Q,, este corpul de

fractii al lui inelului Z,,.

Se observa ca Q, = Zp[%]. Orice element x din Q) poate fi scris in mod

unic sub forma p"u, cu n € Z, u € U. Aici n se numeste valuarea p-adica

a lui x si se noteaza v,(z). Daca v,(x) > 0, atunci x se gaseste In Z,. Altfel,

daca v,(z) este numar negativ,
Up(pivp(w)x) = —vy() + vp(x) = 0,

ceea ce aratd ca p~r@Wx € Z,,.

Propozitia 3.7. Corpul Q,, cu topologia definita de d(z,y) = pUrl@=y)

este local compact si Z,, este un subinel al sau. Corpul Q este dens in Q,.
Demonstratie: Evident. O

Observatia 3.8. Se mai poate defini Q, (respectiv Z,) ca fiind completatul
lui Q (respectiv Z) in raport cu distanta p-adica d.

3.3 Grupul multiplicativ al corpului Q,

Pentru a descrie tipurile de izomorfism peste Q, ale formelor cubice binare

peste QQ, avem nevoie, pentru inceput, de structura grupului multiplicativ

Q-
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3.3.1 Filtrarea grupului unitatilor

Fie U := Z;, grupul unitatilor p-adice. Pentru n > 1, notam cu U,, urmatorul

subgrup al lui U:
Up =14+p"Z, ={1+p x|z € Z,}.
Sa remarcam faptul ca U, este nucleul morfismului de grupuri

en:U — (Z/p"Z)

én(u) = w mod p"Z,, pentru orice u € U.
In particular, pentru n = 1, obtinem girul exact:
1= U = U3 (Z/pZ) — 1;

prin urmare, U/U; = (Z/pZ)" = Z/(p — 1)Z este un grup ciclic de ordin

p—1.
Subgrupurile U,, pentru n > 1, formeaza un sir descrescator de sub-

grupuri deschise ale lui U:
U:UOZUleQZZUnZ,

iar U = 1'£1U/Un, intrucat

n>1

U=17;= (@Z/ﬁ%) = Jim (Z/p"Z)" = lim U/U,,.

n>1 n>1 n>1

Propozitia 3.9. Cu notatiile de mai sus, pentru orice n > 1, aplicatia:

U, — ZJ/pZ

1+p"r — 2 modp, VreZzZ,

induce izomorfismul
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Demonstratie: Pentru x si xp in Zy,
(14 p"z) (1 +p"as) = 1+ p"(x + ) + p*aas = 1+ p"(z +25) mod p"*,

Intrucat 2n > n + 1.

Morfismul este surjectiv, iar nucleul sau este, in mod evident, U, ;. [
Corolar 3.10. Pentru orice n > 1, grupul factor Uy /U, are ordinul p"~'.

Demonstratie: Inductie dupa n.Pentru n = 1 afirmatia este verificata.

S& presupunem ca (U; : U,) = p"~!. Cum
Un+1 S Un S Ul;
rezulta, tinand cont si de propozitia precedenta, ca

(U : Upgr) = (Ur 1 Uy) - (Uy, : Uppa) =p"t-p=p"

Lema 3.11. Fie
0 —A—F-—DB—0
un gir exact de grupuri abeliene finite (notate aditiv), cu (A :0) = a, (B :
0) =b si(a,b) = 1.
Fie B' multimea acelor © € E pentru care bx = 0.

Atunci grupul E este suma directd a grupurilor A si B'. Mai mult, B’

este unicul subgrup al lui E izomorf cu B.

Demonstratie: Deoarece a si b sunt prime intre ele, exista r, s € Z astfel

incat ar + bs = 1. Fie acum z € AN B’; rezulta ca az = bx = 0. Atunci

x=1-x=(ar+bs)x = arx + bsz =0,
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deci AN B = 0. De asemenea,

r=1 -2 = bsx +arx :
=~
€A €B’

din bB" = 0, rezulta bE C A, deci bsz € A; pe de alti parte, din barz = 0,
obtinem arz € B'. Am demonstrat astfel c& E = A& B'.

Este clar faptul cad B este un subgrup al lui E izomorf cu B. S& aritim
cit este singurul. Fie B” un alt subgrup al lui E izomorf cu B. Atunci
bB" = 0 si deci B” ¢ B'. Dar B si B”, fiind ambele izomorfe cu B, au
acelagi cardinal. Rezulta B” = B'. O

Propozitia 3.12. Pentru U :=Z; si Uy = 1 + pZ,, avem:
U=V xU,
unde V = {x € UlzP~" = 1} este unicul subgrup al lui U izomorf cu F}.

Demonstratie: Pentru a demonstra acesta propozitie, vom aplica lema

precedenta girului exact:
0 — U,/U, — U/U, — F, — 0,

lucru care este posibil datorita faptului ca ordinul lui U; /U, este p"~!, ordinul
lui F? este p—1si (p"~!, p—1) = 1. Conform lemei, V,, = {z € U/U,|2""! = 1}
este unicul subgrup al lui U/U,, izomorf cu [F}. Proiectia U/Uy1 — UJU,
duce V.1 in V,. Fie V := @VnH ={reUlz’'=1}.Cum U = @U/Un
obtinem, prin trecere la lirrnliztlé, ca V este unicul subgrup al lui U izgirllorf cu

F7. Rezulta cd U = V X Uy, iar unicitatea lui V' rezulta din unicitatea lui

V.. O
Din teorema precedenta rezulta imediat urmatorul corolar:

Corolar 3.13. Corpul Q, contine radacinile unitatii de ordin p — 1.0J
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Definitia 3.14. Grupul V = {x € U|z?~! = 1} se numeste grupul reprezentantilor

lui F) in Q5.

3.3.2 Structura grupului U; := 1+ pZ,

Lema 3.15. Fiex € U, —U,y1 cun>1, dacap #2 sin > 2, daca p = 2.

Atunci 2P € Uy — Upio.

Demonstratie: Deoarece x € U, — U,y1, rezulta ca x = 1 4 p"xsy, cu
X9 € Ly — pZy,. Sa calculam z”:

p—1
p P\
2’ = (14 p"zs)" =1+ Py + Y pry "y
1 i=2

p-l -
Exponentul lui p din fiecare termen al sumei ) p™yt este > 2n+1,
i=2 \ g

deci > n+ 2. Dar si np > n + 2 (datorita faptului ca n > 2 pentru p = 2);
rezulta atunci ca

2P =1+ p"y(mod p"t?),

deci z” € Upq1 — Upo. O

Propozitia 3.16. 1) Dacd p # 2, atunci Uy este izomorf cu Z,.

2) Daca p =2, atunci Uy = {£1} x Uy si Uy este izomorf cu Zs.

Demonstratie: 1) Fie pentru inceput p un numar prim, p # 2 §i « un
element din U; — U,, de exemplu o = 1 + p.

Din lema precedentd, avem o € U, — Us si, inductiv, obtinem of" €
Uni1 — Uyyo, pentru orice n > 1.

Notand cu o, := a mod U,, a, € U;/U, pentru n > 1, observam ca

n—1

o' =1gi a?"" # 1. Dar stim i (U : U,) = p"'; rezultd ci Uy /U, este
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un grup ciclic generat de «,,. Morfismul surjectiv

Z - Ul/Un
i = al
are nucleul p"~'Z; sa notdm cu p, o : Z/p" 7 — U, /U, izomorfismul indus

de acesta.

Deoarece diagrama:

Pn+1,a

Z/an —_— Ul/Un—H

e

Z/p" 7 2 Uy U,

Z

U

este comutativa, rezulta ca familia de izomorfisme (¢n.),~, este coerenta.

Prin urmare, ¢, := lim ¢,, , defineste un izomorfism
n>1

o ImZ/p" V2 — lim Uy /U,

n>1 n>1
adica de la Z, = Im Z/p"~'Z in Uy = §im U, /U,.
n>1 n>1

2) Fieun a € Uy —U; := (1447Z5) — (1+8Z,), de forma o = 1+ 4z, unde
x nu este multiplu de 2 in Zs; rezulta =1 mod 2 si deci « =5 mod 8.

Folosind Lema 3.15, obtinem inductiv o®" € U,45 — U, 43, pentru n > 1.
Ca gi in cazul precedent, notand «,, := a(mod U,) € Us/U,, pentru n > 2,
obtinem c& Uy /U, este un grup ciclic de ordin 2”72 generat de a,.

Fie oy : 2/2" %L — Uy /U, izomorfismul indus de Z — Uy /U, i € Z
a!; familia de morfisme (¢n,0) 55 €ste coerenta, i.e. diagrama

Pn+1,a

7/277'7 2 Uy Uy

~ 17

7227, " U, /U,

Z

Us
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este comutativa, pentru n > 2. Rezulta ca ¢, = I'Lngoma defineste un
n>1
izomorfism de la Z, in Us:

Po MM Z /2" 22 = lim Uy /U, .

n>2 n>2
A A

J

~~ ~~

=Y/ 2100

Pe de alta parte, morfismul surjectiv

14+2x — x mod 2Z,
are nucleul U,. Deci, avem sirul exact:
11— Uy —U —7Z/27 — 0,
de unde obtinem:

U1 = U2 X {1,—1} = U2 X Z/2Z

3.3.3 Structura grupului multiplicativ Q,

Vom formula si demonstra urmatoarea teorema de structura a grupului mul-

tiplicativ al corpului Q,, Q.

Teorema 3.17 (Teorema de structura a lui Q). Grupul multiplicativ Q)
este izomorf cu Z x Ly, X Z)(p — 1)Z, dacd p # 2 si cu Z X Ly X /27, dacd

p=2.

Demonstratie: Orice element x € Q) se poate scrie, in mod unic, sub

forma x = p"u, unde n = v,(x) € Z si w € U. Prin urmare,

Q,=<p>xU=(Z,+)xU.
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Dar din Propozitia 3.12, U = V x Uy, unde V este ciclic de ordin p — 1, deci

izomorf cu Z/(p — 1)Z. Prin urmare,
Q,=ZxV xU,

si teorema rezulta acum din Propozitia 3.16. [

3.3.4 Patrate in Q,

Teorema 3.18. Fie p un numar prim, p # 2 si fie x = p"u un element din

eun€e€Z siuel.

p)
Atunci x € ;2, i.e. elementul x este patrat, daca si numai daca n este
. . ﬂ . .
par st u = u mod Uy este patrat, i.e. =1 (simbolul Legendre al lui
p
u este 1).

Demonstratie: Fie u=v-uy, cuv €V siuy € U;. Deoarece
Q,=ZxV xU,

rezulta ca x este patrat daca si numai daca n este par si v si u; sunt patrate.
Numarul prim p fiind diferit de 2, U; este izomorf cu Z, si 2 este inversabil
in Z,; prin urmare, toate elementele lui U; sunt patrate, i.e. U; = UZ. Pe
de alta parte, conform Propozitiei 3.12, V' este izomorf cu F} si teorema este

acum demonstrata. O
Corolar 3.19. Daca p este un numar prim diferit de 2, atunci
(@;/Qf =727 x 7.]27,

iar un sistem de reprezentanti este {1,p,u,up}, cu uw € U astfel incat u

mod U, ¢ F2.
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Demonstratie: Din Teorema 3.17 de structura a lui Q) si teorema prece-

denta, obtinem:

ZxV x U Zz F, U
* *22—2_ p 2
/= v e 2z " F2 T, Z/22 < Z/2L,

deoarece (p,2) = 1. Cum ultima parte a enuntului este evidenta, corolarul

este demonstrat. OJ

Teorema 3.20. Un element x = p"u din Q} este patrat daca si numai daca

n este par st u =1 mod 8.

Demonstratie: Deoarece U = U; = {£1} x U, u € U este patrat daca
si numai daca u € U, si este patrat in Us. Tinand cont acum de faptul ca
U2 = Us, obtinem c& u € U este patrat daca si numai daca u = 1 mod 8,

ceea ce incheie demonstratia teoremei. O]

Corolar 3.21. Q}/Q32 2 Z /27X 7 /27X 7./ 27, iar un sistem de reprezentanti
este {£1,4+5,£2,+10}.

Demonstratie: Din teorema precedenta, obtinem:

Qo 2xU

P T 2L/ X UJUs,

Din U = {£1} x U, rezulta ca

{:tl} X U2

Uy =

> {41} x Uy /U3 2 72/27. % 7] 27,

de unde

Q3/QI? = 7,27 x 7)2Z x 7./2Z.

Un sistem de reprezentanti in Q} pentru clasele modulo Q32 este constituit
deci din {£1,+5, £2, +10} ({£1, £5} este un sistem de reprezentanti pentru
U/Us). O
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3.4 Lema lui Hensel si aplicatii

Teorema cunoscuta drept ” Lema lui Hensel” este una dintre cele mai impor-

tante proprietati algebrice ale numerelor p-adice.

Teorema 3.22. (”Lema lui Hensel”) Fie f(x) un polinom intr-o variabild
z cu coeficienti in Z, st k € N\ {0}. Fie a € Z, astfel incat f(a) =0 mod p"
si f(a) Z0 mod p, unde f'(z) este derivata lui f(z).

Atunci exista un unic § € 7, astfel incat

f6)=0sié=a mod pr.

Demonstratie: Vom demonstra teorema pentru £ = 1. Cazul £ > 1
rezultd, din cazul k = 1 aplicat polinomului g(y) = p~*=Y f(a + p*~1y), care
are coeficientii in Z, deoarece f(a) =0 mod p".

Pentru £ = 1, vom demonstra existenta radacinii ¢ construind un sgir
Cauchy care converge catre £ (idee cunoscuta sub numele de ”metoda lui
Newton”). Sirul oy = a, ag,...,q,,... pe care 1l vom construi va avea, pentru
orice n > 1, urmatoarele proprietati: i)f(a,) =0 mod p™;

i), = apyq mod p.

Este clar ca un astfel de sir este Cauchy si limita sa satisface f(£) = 0 (din
continuitate) si £ = @ mod p (din constructie). Prin urmare, daca construim
un sir (@, )n>1 cu cele doud proprietati de mai sus, teorema este demonstrata.

Fie acum a3 = a. Pentru a determina as, din conditia i), rezulta ca
trebuie sa avem oy = a3 + bip, cu by € Z,. Inlocuind in f (x) si dezvoltand

in serie Taylor, obtinem:
flaz) = flar+bip) =

= f(on) + f (oq)byp + termeni in p", n > 2

f(a1) + f(a1)byp mod p?.
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Asadar, pentru a arata ca exista un ap cu proprietatile cerute, trebuie
s& demonstram ca exista un by astfel incat f(ay) + f (a)bip = 0 mod p?.
Deoarece f(a;) = 0 mod p, f(ai) = pz, cu & € Z, si ecuatia precedenta
devine pz + f (aq)bip = 0 mod p?, adicd  + f (a1)by = 0 mod p. Nefiind
divizibil cu p, f'(a;) este element inversabil in Z, si deci putem lua b =
—2(f (1))"" mod p. (De fapt, putem alege by € Z, cu 0 < by < p — 1).
Obtinem astfel ay = a1 + byp care are proprietatile cerute.

Am demonstrat in acest fel primul pas: dat «q, am determinat «s. Ana-

log, construim interg sirul (o, )n>1 care indeplineste proprietatile cerute. [J

Una dintre aplicatiile lemei lui Hensel este determinarea radacinilor
unitatii care se gasesc in Q,,.

Sa ne reamintim ca un element ¢ dintr-un corp arbitrar se numeste
radacina de ordin m a unitatic daca €™ = 1 si se numeste radacina primitiva
de ordin m a unitatii daca, in plus, £ # 1, pentru orice 0 < n < m. De
exemplu, corpul numerelor reale R contine doar doua radacini ale unitatii: 1
si —1. Pe de alta parte, de exemplu, ecuatia 22 + 1 = 0 are o radicina in Qs
care, in mod evident, este radacina de ordin 4 a unitatii.

Pentru a aplica lema lui Hensel, avem nevoie de un polinom. Deoarece
cautam radacini de ordin m ale unitatii, vom folosi polinomul f(z) = 2™ —1.
Din f'(x) = ma™! obtinem ca f'(\) = mA" ! va fi congruent cu 0 modulo
p daca sau p divide A (caz in care A nu mai poate fi solutie a lui f(x)
mod p), fie p divide m. Prin urmare, cea de-a doua conditie din teorema va
fi satisfacuta daca m este divizibil cu p. Pentru prima conditie, trebuie sa

gasim o radacina a lui f(x) modulo p.

Propozitia 3.23. Fie p un numar prim fixat si m un intreg care nu este
divizibil cu p. Atunci exista un intreg oy € Z astfel incat o' =1 mod p si

a1 £1 mod p daca si numai daca (m,p — 1) # 1.
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In plus, daca exista un astfel de aq in Z, cel mai mic intreg pozitiv m cu

proprietatea de mai sus trebuie sa fie divizor al lui p — 1.

Demonstratie: Daca exista un intreg ay € 7Z astfel incat o =1 mod p
si a; £1 mod p, atunci a; = a; mod p este un element din grupul ciclic
cu p — 1 elemente (Z/pZ)™ care are ordinul un divizor al lui m. Rezulta ca
(m,p—1) # 1, pentru ca a; £1 mod p.

Mai mult, cel mai mic exponent m cu acesta proprietate este un divizor
al (m,p—1), deci al lui p — 1.

Reciproc, intr-un grup ciclic de ordin p — 1 exista elemente de orice ordin
d, cu d divizor al lui p — 1 (daca x este un generator, 27 este un element

de ordin d). O
Astfel, din lema lui Hensel, rezulta imediat urmatoarea

Propozitia 3.24. Pentru orice numar prim p si orice numar intreg pozitiv
m care nu este divizibil cu p, exista o radacina primitiva de ordin m a unitatii

in Qp daca st numai daca m divide p — 1.

Demonstratie: Rezulta folosind lema lui Hensel si propozitia anterioara.

]

Daca m divide p — 1, atunci orice radacina de ordin m a unitatii este si
radacina de ordin p — 1 a unitatii. Prin urmare, radacinile unitatii de ordin
prim cu p care se gasesc in Q, sunt cele de ordin p — 1.

In acest mod am determinat toate ridicinile unititii din Qp, cu exceptia
celor de ordin o putere a lui p. Se poate arata ca acestea nu sunt in Q,,

exceptie facand cazul p = 2, cand £1 apartin lui Q,.

Propozitia 3.25. 1.Multimea radacinilor unitatii din Q, formeaza un sub-

grup al lut Z; .
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2. Multimea radacinilor unitatic de ordin p — 1 din Q, este un grup ciclic

de ordin p — 1.

Demonstratie: Cum orice radacina de ordin m a unitatii se gaseste in
Z, (valoarea sa absoluta trebuie si fie 1), radacinile unitdtii de un ordin
m sunt exact acele elemente din Z; care satisfac 2™ = 1. Se arata usor
ca multimea tuturor radacinilor de un ordin m ale unitatii din orice grup
formeaza intotdeauna un subgrup.

Pentru a vedea ca sunt exact p — 1 radacini de ordin p — 1 ale unitatii, se
observa ca 1, 2, ,3,...,p — 1 sunt solutii ale congruentei z~! =1 mod p, si
nu sunt congruente intre ele modulo p. Aplicand lema lui Hensel polinomului
xP~! — 1, "ridicAm” aceste solutii in Z, si obtinem astfel toate cele p — 1
radacini ale acestuia care, nefiind congruente modulo p, sunt toate diferite
intre ele. Cum, din propozitia precedenta, orice radacina a unitatii trebuie sa
fie radacina a polinomului precedent, rezulta ca acestea sunt toate redacinile

unitatii din Q,. In plus, orice subgrup finit al unui corp este ciclic. O

3.5 Masura Haar pe Q,

Multimea multimilor masurabile din @Q, este cea mai mica submultime a
multimii partilor lui Q, care contine multimile deschise din Q, si satisface

urmatoarele proprietati:

(M1) daca o multime E este masurabiu a, atunci si complementara sa Q,\ E

este masurabila;

(M2) daca (E,)n>1 este o familie de multimi masurabile, atunci si reuniunea
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U E, este masurabila.
n>1

De aici rezulta si ca intersectie finita de multimi masurabile, multimile

inchise din Q, si multimile compacte din Q, sunt masurabile.

Definitia 3.26. O masura Haar meas pe Q, este functie (nenula) definita
pe multimea multimilor masurabile ale lui Q, cu valori in [0,00] care satis-

face urmatoarele proprietati:

(H1) meas(®)=0;

(H2) daca (E,)n>1 este o familie de mulfimi masurabile disjuncte, atunci

meas <U En> = Zmeas(En);

n>1 n>1

(H3) pentru orice multime compacta C din Q, are loc meas(C') < oo;

(H4) functia meas este invarianta la translatii, adica, pentru orice multime
masurabila E din Q, si pentru orice v € Q, are loc meas(x + E) =

meas(E);
(H5) pentru orice multime masurabila E are loc
meas(E) = inf {meas(O)| O multime deschisa in Q,,O D E};
(H6) pentru orice multime deschisa O din Q, are loc
meas(O) = sup {meas(C)|C multime deschisa in Q,,C C O}.

Masura Haar meas pe Q, este complet determinata daca presupunem
ca masura Haar pe mulfimea compacta Z, este egala cu 1, deoarece toate

masurile Haar pe @, sunt egale pana la un factor normalizator.
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In continuare, vom arita ci meas(Z,) = 1 implica meas(z+p*Z,) = p~*,

pentru orice z € Q, si orice £ € N. Deoarece multimea Z, este egala cu

reuniunea disjuncta U a + p*Z,, obtinem:
aE{D,...,pk—l}

1 =meas(Z,) = > meas(a + p*Z,)  cf.(H2)
aE{O,...,pk—l}

= > meas(p*Z,) cf.(H4) 5
a€{0,..p¢—1} de unde rezulta

= pkmeas(pkzp)
= p'meas(z + p*Z,), cf.(H4)
ca meas (a: + kap) =p"
Din proprietatile valuarii pe Q,, rezulta ca orice multime deschisa din Q,
este o reuniune disjuncta de multimi de forma z + p*Z, cun z € Q, si k € N;

masura oricarei multimi masurabile este determinata de (H2) si de (H5), iar

masura Haar pe Q) este produsul a n mul{imi masurabile din Q.



Capitolul 4

Functia zeta a lui Igusa si seria

Poincaré

4.1 Functia zeta a lui Igusa si seria Poincaré
- definitii generale

Definitia 4.1. Fie f(z) = f(z1,...,x,) € Zy[x1,...,x,]. Pentru z € Q,,
notam cu vy(z) € Z U {oo} valuarea sa p-adicd si cu |z|, == p~**) valoarea
sa absoluta.

Functia zeta a lui Igusa asociata lut [ se defineste ca fiind
Zi5)= [ 1@,
TELy

unde s € C, cu Re(s) > 0, iar |dz| reprezinta masura Haar pe Q) normatad

astfel incat Z,, are masura 1.

Functia zeta a lui Igusa Z;(s) contine toate informatiile referitoare la
numarul de solutii modulo p® ale congruentei f(z) =0 mod p®, e=1,2,3, ...,

fiind strans legata de seria Poincaré asociata lui f, pe care o definim in con-

69
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tinuare.

Definitia 4.2. Fie f(z) = f(x1,....,2,) € Zy[z1,...,2,]. Seria Poincaré

asociata lur f este seria formala
o)
P(t) =Y Np "t
e=0
unde N, reprezinta cardinalul multimai
{;E +p“Zy| v € Z, si f(x) =0 mod pe} ,
pentru e > 1 st Ny = 1.

Relatia dintre seria Poincaré asociata lui f si functia zeta a lui Igusa

Z(s) este data in urmatoarea propozitie:

Propozitia 4.3. Fie f(z) = f(x1,...,%n) € Zy[z1,...; 2], t . =p %, cus € C
si Re(s) > 0.

Atuncit

_ 1-— th(S>

Zi(s) = P(t) = —5— si Plt)=——1

Demonstratie: Vom rescrie functia zeta a lui Igusa asociata lui F' astfel:

Zs) = [ V)il =

S / (@) |de] =

=0 J {wezplop ()=}

= ipes -meas {x € Zi|v,(f(x)) = e},
e=0

unde cu meas {x € Z"|v,(f(x)) = e} am notat masura Haar a multimii.
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Tinand cont de definitia valuarii si de proprietatile masurii Haar, obtinem:

meas {x € Z|v,(f(z)) = e} =
= meas ({x € Z"|f(z) =0 mod p°}\ {z € Z|f(z) =0 mod p"*'}) =
= meas ({z € Z2|f(x) =0 mod p°}) — meas ({z € Z}|f(z) =0 mod p*™'}) =
= meas U a+p°L, —

a€{0,1,....p°—1}",
f(a)=0 mod p°©

—meas U a+p Tz =

ae{0,1,..pt1-1}",
f(a)=0 mod pet?!

= Np " — Nepyp o,

Prin urmare, am obtinut:

Zf(s) = Zp_es (Nep_en - Ne+1p_(e+1)n) -
e=0

_ Z Nep—en(p—s)e o ZNE+1p—n(e+1) (p—s)e
e=0 e=0

]

Folosind rezolutia singularitatilor, Igusa [Igu74] a aratat ca Z;(s) este o
functie rationala in p~=* (vezi si [Igu78]). O demostratie complet diferita a
rationalitatii seriei Poincaré a fost data, zece ani mai tarziu, de Jan Denef
in [Den84] care a folosit descompunerea celulara p-adica in locul rezolutiei
singularitatilor a lui Hironaka.

Sa facem urmatoarea observatie: faptul ca Zy(s) este o functie rationala
in p~% arata ca infinitate de informatii, si anume numerele N,, pentru orice

e € N, este continuta Intr-un numar finit de coeficienti ai numaratorului

si numitorului functiei rationale zeta. Polii lui Z(s) si ordinul acestora
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determina comportamentul numarului de solutii ale congruentei f(x) = 0
mod p°, pentru e suficient de mare. Mai mult, polii care au partea reala cea
mai mare au cea mai mare contributie la aceste numere (pentru e suficient de
mare). Daca f(0) = 0, toti N, din Definitia 4.2 sunt > 0. Deci, in acest caz,
Definitia 4.2, legatura dintre Z(s) si P(t) din Propozitia 4.3 si rationalitatea

acestora implica faptul ca seria Z;(s) are cel putin un pol.

4.2 Formula fazei stationare

In [Igu94], Igusa a introdus o formula pe care a numit-o ”formula fazei
stationare”, care permite calcularea efectiva a multor functii zeta Igusa.
Demonstratia pe care a dat-o Igusa in articolul mentionat foloseste asa-
numitele "restricted power series”. Demonstratia pe care o vom face in acesta
sectiune este una elementara, data de Denef gi Hoornaert in [DHO1] i are la

baza lema lui Hensel.

4.2.1 Calculul unei integrale bine-cunoscute folosind
Lema lui Hensel

Propozitia 4.4. Fie f(x) = f(v1,....,2n) € Zylvy, ..., 2] si a € Zy astfel

incat sistemul de congruente:

()

af
ox;

0 mod p ,
(x) = O0modp, i=1,..n,
nu are solutii in a + (pZ,)".

Pentru o variabila complexa s cu Re(s) > 0, avem:

/ @) |de] = p" , daca  f(a) Z0 mod p

a+(pZp)™

p—(s+1D)

p (=it daca f(a) =0 mod p ,
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unde |dz| reprezinta masura Haar pe Qp normata astfel incat Zy; are masura

1.

Observatia 4.5. Propozitia de mai sus reprezinta, de fapt, un caz special
al unui rezultat mai general (vezi [Den87]), dar aici vom da o demonstratie
bazata pe Lema lui Hensel. Din propozitia de mai sus rezulta imediat urmatorul
corolar care me va fi foarte util in calculul functiilor zeta Iqusa asociate

diferitelor polinoame.

Corolar 4.6. Fie p un numar prim si f(x) = f(x1,...,2,) € Zp[x1, ..., Ty).
Fie f polinomul cu coeficienti in F, obtinut din f prin reducerea modulo
DPZy, a coeficientilor lui f. Sa notam cu N numarul de elemente al multimii

{a e ) |f(a) = O}. Sa presupunem ca sistemul de congruente

f(x) = 0modp,
gi(x) = Omodp, i=1,..n,

nu are solutit in (Z;)n. Atunci, pentru o variabila complexd s cu Re(s) > 0,

[ v@riel = (v -y 0

a+(pZp)"

avem:

unde |dz| reprezinta mdsura Haar pe Q) normata astfel incat Zy are masura

1.

Demonstratie: Deoarece |J a+ (pZ,)" reprezintd o partitie a lui
a€{l,....p}"

(Z[f ) " obtinem:

|[f(@)]" |dz| = > z)|" |dz| +
/ |

\n €{0,1,...p—1}"
(ZP ) ¢ f{(a)‘fOﬂz”:od; at+(pZp)"

LD SEE et

ae{0,1,....p—1}" n
f(a)=0modp at(pZp)
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Din conditia pusa in enuntul Corolarului 4.6 si din Propozitia 4.4 rezulta ca:

; p~ e+
[ t@rias = (=10 =N N - D -

()"

—-n n 1_p75
=7 <(p—1> —Nm)

Din Teorema 3.22 lui Hensel, rezulta ugor urmatorul corolar:

Corolar 4.7. Fie f(x) € Z,|z], k € N\ {0}. Fie a € Z, astfel incat f(a) =0
mod p* si f'(a) Z0 mod p. Atunci evista un & € 7, astfel incat

402, = {z € a+pZ,|f(z) =0 mod p*}.

Demonstratie: Din Teorema 3.22, rezulta ca exista un unic £ € Z, astfel

incat f(£) =0si £ =a mod p*. Vrem si aratdm ci
E+p*Z, = {z €a+pZ,)|f(x) =0 mod pk} :

Pentru incluziunea C, fie x € Z, astfel incat = ¢ mod p*. Atunci
r=¢=a mod psi f(x) = f(€) =0 mod p*.

Reciproc, pentru incluziunea 2, fie x € a + pZ, astfel incat f(z) = 0
mod pF. Deoarece * = a mod p, rezulta f (z) = f'(a) /=0 mod p. Din
Teorema 3.22, rezulta atunci ca exista un unic € Z, astfel incat f(n) = 0 si
n =2 mod p*. Mai mult, n =z = ¢ mod p si, din unicitatea lui ¢, obtinem

n=¢ sideci x = ¢ mod pF. O

Corolarul precedent se poate generaliza pentru polinoame in mai multe

variabile:
Lema 4.8. Fie f(x) = f(x1,....,2,) € Zy|x1,...;x,| si k € N\ {0}. Fie

a = (ai,...,an) € Zy astfel incat f(a) = 0 mod p si (;’—:fl)(a) # 0 mod p.

Fie &, ....,&, € Zy cu & = a; mod p, pentru i =2,...,n.
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Atunci exista un & = &1 (&a, ..., &) € Zy astfel incat, pentru orice xg, ..., x, €

Z, cu proprietatea cd x; = & mod p*, cui=2,...,n, avem:
& +ph2, = {xl € ay + pZy|f(z1,....,2,) =0 mod pk} .

De aici rezulta ca multimea { (z1, ..., z,) € a + (pZy)"| f (21, ..., z,) =0 mod p*}

este egala cu

U (51(527 -'-7€n)7€27 7£n) + (pkz’p)na

reuniunea de mai sus facandu-se dupa toate acele (n—1)-upluri (fg 7/ kap),

cu & =a; modp, cui=2,...,n.

Observatia 4.9. Este clar faptul ca avem un rezultat similar pentru orice

altd variabild x; care satisface (2L)(a) 0 mod p.

dz;

Demonstratie: Lema de mai sus rezulta din Corolarul 4.7 deoarece
f(zy, 9., 1) = f(21,&...,&,) mod pF pentru orice @y, ..., x, € Z, cu z; =
& mod p*; fla1,&....&) = f(ar,a2...,a,) =0 mod psi (g_g{l)(ahﬁzwfn)

g—i)(ahaz.--,an) Z0 mod p. .

4.10 (Demonstratia Propozitiei 4.4).

Cazul 1: f(a) # 0 mod p. Pentru orice x € a + (pZ,)", avem: f(x) =
f(a) # 0 mod p. Prin urmare, v,(f(x)) = 0 si |f(z)|® = 1, pentru orice
r € a+ (pZ,)". Rezulta ca:

/ (@) |de] = / 1 |da] = p.
a+(pZp)"™ a+(pZp)™

Cazul 2: f(a) =0 mod p. Pentru orice x € a + (pZ,)", avem: f(x) =

f(a) =0 mod p. Prin urmare, v,(f(x)) > 1, pentru orice = € a + (pZ,)".
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Rezulta ca:

[ @l = > [ 1@ -
a+(pZp)" k:1x€a+(PZp)n
vp(f(a))=k

= Zpiks -meas{x € a+ (pr)n lup(f () = k}.

Vom ardta ¢ masura multimii {z € a + (pZ,)" |v,(f(x)) = k} este p~F="+1—

p~*~". Daca aratam acest lucru, obtinem:

|f(x)|8 |dl’| = Zp_ks (p_k_”“’l _ p—k—n) _
k=1

a+(pZp)™
—n - —(s k
= p"p-1)_ (p) =
k=1
—(s+1)
_ n p
=p (p—l)m,

deoarece Re(s) > 0 implica faptul ca modulul Iui p~¢+Y este < 1.

Sa demonstram acum afirmatia de mai sus, si anume faptul ca masura
multimii {z € a + (pZ,)" |v,(f(x)) = k} este p~* "1 —p~*=" Cum multimea
de mai sus este complementul multimii {z € a + (pZ,)" | f(z) =0 mod p**'}
in
{z €a+ (pZ,)"|f(z) =0 mod p*}, din aditivitatea masurii Haar, rezultd
c& este suficient s& aratdm cd multimea {z € a + (pZ,)" |f(z) =0 mod p*}
are masura p~* "+ pentru k € N\ {0}.

Din ipoteza Propozitiei 4.4 i din faptul ca f(a) = 0 mod p, rezulta ca
exista un i € {1,...,n} astfel incat (aa—ai)(a) % 0 mod p. Putem presupune
acum, fara pierderea generalitatii, ca (g—:i)(a) % 0 mod p. Din Lema 4.8
rezultd atunci cd multimea {z € a + (pZ,)" |f(z) =0 mod p*} este egala

cu reuniunea

U (51 (627 "'agn) 7627 agn) + (kap>na
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unde &; (&2, ..., &) este ca in Lema 4.8 gi reuniunea se face dupa toate acele
(n — 1)-upluri (& + p*Zy, ..., & + P*Zy), cu & = a; mod p, pentru i =
2,...,n. Aceasta reuniune este in mod evident disjuncta si masura lui £ +
(kap)n este p~*". Obtinem astfel c& multimea {a: €a+ (pZy)" |f(x) =0 mod pk}

are masura egala cu p*—D(=Dp=kn — p—k—ntl 7]

4.2.2 Formula Fazei stationare

Teorema 4.11 (Formula Fazei stationare; SPF-stationary phase formula).
Fie p un numdar prim si f(z) = f(z1,29...,2,) € Zyx]. Fie f € F,[x]
polinomul obtinut din f prin reducerea modulo pZ, a coeficientilor. Fie E
o submulfime a lui K} si fie S submultimea sa formatd din toti acei a € F

solutit ale sistemului

f@a =0
2@ = 0, i=1,.n

Sa notam cu E, S preimaginile lui E, S prin proiectia canonicd Ly —
23 /pLy si cu N numdrul de elemente al mulfimii {a € E|f(a)=0}. Atunci

(1—p ")t

J1#@F ds] = 57 (card(B) = N)) 7 (N = card(3)) =2y

E

+ [ 1@,

S

unde t == p~*, dar cu card(E), card(S) am notat cardinalul multimilor E,

respectiv S i cu |dx| masura Haar pe Qy, normata astfel incat Z;; are masura

1.

Observatia 4.12. Aceasta teorema este demonstrata in [Igu00], folosind
SRP-uri ("special restricted power series”). Aici vom prefera sa dam o

demonstratie elementara, folosind rezultatele precedente.
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Demonstratie: Evident,

[1s@rldsl = [17@rldsl + [ 1) ldal.

E\S
Sa calculam cea de-a doua integrald. Pentru toti a € Zj, notam cu a = a

mod p; obtinem:

[lr@rial =3 [ @il

E\S A€E\S ot (pzZ,)"
Desfacem suma de mai sus in doua parti:
i) a € E\S, cu f(a) # 0;
ii) a € E\S, astfel incat f(a) =0 si exista 1 <i <n cu 8f 2-(a) # 0.

In cazul i), conform Propozitiei 4.4 (conditia din ipoteza propozitiei

este satisfacutd deoarece a € E\S), [ |f(@)|?|dz| = p~™. Deoarece
mGa-‘r(pi)”
numarul acelor @ care satisfac i) este card(E — N), am obtinut ca:

> W@ el =y eard(B - N),

{aEE\S‘f(a)io}xeaJr(pr)"
In cazul i1), conform Propozitiei 4.4, deoarece numarul acelor a care sat-

isfac i) este N — card(S), am obtinut ci
S O —n 1 - p_l
> ()] |dz] = (N = card(S))p™"t— = T
{GGE\S‘JF(_) x€a+(pZp)"
F<i<n ad. 2L (a);éo}

ceea ce incheie demonstratia teoremei. O]

Propozitia 4.13 (Igusa). Fie p un numar prim si f(z) = f(z1,...,2,) €
ZLplx1, ..., Ty) un polinom omogen de grad d astfel incdt singura solufie a sis-

temului

i

a
Bzz< a) = 01i=1,...,n,

~
I
)
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estea = 0. Dacd notam cu N numdrul de elemente al multimii {a € F2| f(a) = 0},

atunci:
(I=pHA-p™Mt+(1—-p"NQI-1?)
(I =p1t)(1 —pmtd) ’

unde t :=p~*, cu s € C astfel incat Re(s) > 0.

Zyi(s) =

Demonstratie: In teorema precedenti, luand F = 7, din ipoteza propozitiei
rezultsa ca S = 0, adica £ = Zy si S = (pZy)". Aplicand formula fazei
stationare, obtinem:

(1—p ")t

Zis)= [ 1@ lda] = 5= N+ - )

TELy

" / (@) |dz] .

re(p2p)”

In integrala de mai sus, daca facem schimbarea de variabila y = px, obtinem

|dy| = p~™|dz|. Pe de alta parte, deoarece f este un polinom omogen de

grad d, f(px) = pif(x) si avem:

/ |f ()" |da| = p~"t! / ()] |da| = p~"t"Zy (s).

zE(ng)n €Ly

Inlocuind in formula de mai sus, obtinem Z #(s) cain enuntul propozitiei. [

4.2.3 Exemple

1) Fie p un numar prim diferit de 2 si 3, f(z1, x9) = zi 423 € Zy[x1, 22] forma
cubica binara Fermat si Z(s) functia zeta Igusa asociatyg. Daca notam cu
f polinomul obtinut din f prin reducerea modulo pZ, a coeficientilor, avem

f(x1,m9) = 23 + 23 € Fplzy, 22), %(ml,xg) = 33, aa—mj;(xl,xg) = 3z3.
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Cu notatiile din SPF, fie E = IFIZ). Cum p este un numar prim diferit de

3, solutia in F? a sistemului

w43 =0
327 =0

322 =0

este S = (0,0). Prin urmare, E = Z2 §i S = pZ, X pZ,.

0},

Daci calculdm numéarul N de elemente ale multimii {z € F2|f(z)

obtinem:

3p—1)+1=3p—2, dacap=1 mod 3,

P, daca p =2 mod 3.

Aplicand formula fazei stationare, obtinem:

(1—p ")t

Zs) = [ 1F@ ldel =97 (7~ N+ 972N - 1) =)

(pr)2
Sa calculam acum integrala de mai sus. Cu schimbarea de variabila (z1, xq) :=

(py1, pyo), rezulta |dzi| = p~1|dyy|, |dxs| = p~! |dys| si integrala devine:

[ s lanidnl = 520 (o + ] ldndel =
(pzp)z Zz%
= p *Z(s).

Prin urmare, facand calculele, obtinem ca:

(1—p~H(—2p~'4+2p~'t—p=2t) _ (p—1)(p®*—2p+2tp—t)

_ (1=p~1t)(1—p~2t3) B (p—t)(p2—13)
Zs(s) = (1—pH1-p—2) _ (p=1E*—t)
(1-p=1t)(1—-p=2t3) — (p—t)(p*—t3)"

daca p=1 mod 3
daca p = 2mod3

Sa mai remarcam aici faptul ca functia zeta Igusa asociata formei cubice

binare Fermat 3 + 23 se mai putea calcula folosind Propozitia lui Igusa 4.13:
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deoarece f(xy, ) = 2% + 3, g—i(xl, Ty) = 33, iar %(ml, 19) = 323, rezultd
ca singura solutie a sistemului f(z1, 75) = é?zfl (x1,29) = 86{2 (1, 22) = 0 este
(0,0) si, astfel, ipoteza de nedegenerare din propozitia lui Igusa este safista-

cuta.

2) Fie p un numér prim diferit de 2 si 3 si f (w1, z2) = pri+ad € Z,|r1, o).
Sa calculam functia zeta Igusa asociata lui f.

oL (331,&72) - 07 Oxa (x1>$2) - 31‘2, cum p 7é 3

Deoarece f(w1,2,) = 23, 5

rezulta ca solutiile sistemului:

echivalent cu

sunt de forma S = {(x1,0)|z; € F,} si, prin urmare, S = Z, x pZ,. Pe de
alta parte, numarul de elemente al multimii { ze IFQ\ f(z) = 0} este N = p.

Cu formula fazei stationare, obtinem:

_ _ 1—pHit s
Zi(s) = p (PP —p)+p 2(19—]7)%%— / ‘pﬁ’%—x%} |dxy| |dzo| =
Zp X (pZyp)
— (1—pY +p_1t/ (a3 + g3’ |day | |das]

Z3
Pentru calculul integralei din relatia de mai sus, mai aplicam o data SPF.

Avem:

Zi(s) = Lop ' dpt|1-pt4p s / Ipa? + a3 das | |das| | =
z3
= (1—p )+pt(1—p ' +p *Zs(s)).
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Am obtinut astfel ca:

4.3 Corpuri locale. Structura grupului mul-
tiplicativ al unui corp local.

Definitia 4.14. Sd ne reamintim ca un corp valuat (K, |.|) se numeste com-
plet daca orice sir Cauchy (a,)neny din K converge catre un element a € K
i.e.

lim |a, —a| = 0.
n—oo

Definitia 4.15. Prin sir Cauchy intelegem un sir (a,)nen cu proprietatea

ca pentru orice € > 0 exista N € N astfel incat
la, — am| < €, pentru orice n,m > N.

Din orice corp valuat (K, |.|) putem obtine un corp valuat complet (K, |.|)
prin procesul de completare in acelagi mod in care este construit corpul nu-
merelor reale pornind de la corpul numerelor rationale. Pentru un corp valuat
complet (K, |.|) si L o extindere algebrica a lui K, valuarea de pe K se extinde

in mod unic la o valuare pe L. Mai precis are loc:

Teorema 4.16. Fie (K, |.|) un corp valuat complet i L/ K o extindere alge-
brica a lui K de grad finit [L : K| =n. Atunci |.| se extinde in mod unic la

o valuare pe L data prin formula
|| = {/ Nk (), pentru orice a € L,

unde Npjk(«) reprezinta norma lui o in extinderea L]K. In acest caz, L

este de asemenea complet.
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Demonstratie: Vezi [Neu99|, pagina 131. O

Dintre toate corpurile valuate complete (nearhimedeene) cele care apar
drept completatul unui corp global i.e. o extindere finita a lui Q sau F,(¢)
au cea mai mare importanta in teoria numerelor. Valuarea unui astfel de
corp complet este discreta (i.e. grupul sau de valuare este izomorf cu Z), iar

corpul rezidual este finit.

Definitia 4.17. Toate corpurile care sunt complete in raport cu o valuare

discreta si au corpul rezidual finit se numesc corpuri locale.

Propozitia 4.18. Un corp K este local daca si numai daca este o extindere
finita a lui Q, sau F,((t)).

Demonstratie: Vezi [Neu99|, pagina 135. O

De fapt, se arata ca corpurile locale de caracteristica p sunt seriile de
puteri F,((¢)), unde ¢ este o putere a lui p, iar corpurile locale de caracteristic
a 0 sunt extinderi finite ale lui Q,, si se numesc corpuri de numere p-adice.

Structura grupului multiplicativ K™* a unui corp local K este urmatoarea:

Teorema 4.19 (Structura grupului multiplicativ local compact K* al unui
corp local K). Fie K un corp local si ¢ = p/ numdrul de elemente din corpul
sau rezidual. Au loc atunci urmatoarele afirmatii:

1) Daca K este un corp de caracteristica 0,
K'27Z®Z/(q—1)Z®L/p"ZS L,

unde a >0 si d = [K : Q] (algebric si topologic).

2) Daca K este un corp de caracteristica p,
K*>Z7Z®Z/(q—1)Z® L, (algebric si topologic).

Demonstratie: Vezi [Neu99]. O
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Capitolul 4. Functia zeta Igusa



Capitolul 5

Rezultate fundamentale privind

funtia zeta Igusa

5.1 Prezentarea rezultatelor fundamentale urmarite

Invariantii numerici asociati unei rezolutii scufundate determina polii candidati
al functiei zeta Igusa. In aceastd lucrare determinim, in completd generali-
tate, care poli reali candidati sunt poli in cazul curbelor. O serie de matem-
aticieni au obtinut rezultate partiale legate de determinarea polilor reali ai
functiei zeta Igusa pentru curbe. In acestd lucrare am determinat polii re-
ali pentru un polinom arbirar f in doua variabile care este definit peste un
corp p-adic. Interesul pentru polii functiei zeta Igusa Z;(s) este justificat
pe de o parte de faptul ca acestia determina comportamentul asimptotic
al numarului de solutii al congruentelor polinomiale, iar pe de alta parte
deoarece acestia sunt subiectul unei renumite conjecturi matematice: conjec-
tura momodromiei (vezi de exemplu [Den91]).

Cronologic, au fost considerate la inceput curbe absolut analitic ireductibile.

Rezultate partiale au fost obtinute de Igusa [Igl] si Strauss [St]. Meuser [Me]

85



86 Capitolul 5. Rezultate fundamentale

a determinat polii reali, dar nu a considerat polul candidat —1. In 1985
Igusa [Ig2] a rezolvat problema complet. El a demonstrat polii candidadti
asociati unei transformari stricte ale lui f sunt poli cand domeniul de inte-
grare este suficient de mic. Mai mult, un alt pol candidat al unei rezoltii
minimale scufundate ale lui f este pol daca si numai daca este asociat unei
curbe exceptionale care este intersectata de alte trei componente ireductibile
ale pull back-ului lui f. Am incorporat o generalizare a acestui rezultat in

Propozitia 5.7.

In cazul general, Loeser [Lo] a demonstrat ca o curba exceptionala E; nu
contribuie la polii lui Z¢(s) daca E; este intersectat o data sau de doua ori
de alte componente ale pull back-ului lui f si daca nu sunt alte puncte de
intersectie peste o inchidere algebrica. Acest lucru a fost demonstrat pentru
prima data de Strauss in cazul absolut analitic ireductibil, caz in care ultima

conditie este automat satisfacuta.

Urmatoarea lucrare pe care vrem sa o mentionam este [Vel] a lui Veys.
El a considerat polinoame f in doua variabile peste un corp de numere F' si
a luat o rezolutie minimala scufundata a lui f peste o inchidere algebrica a
lui F'. Acest context i-a permis sa foloseasca formula [Del] lui Denef pentru
Zy(s), valabila pentru aproape toti completatii p-adici ai lui F. Veys a
presupus de asemenea ca toate punctele de intersectie ale componentelor
ireductibile ale pull-back-ului lui f sunt definite peste F'. In aceste conditii,
el a demonstrat reciproca rezultatului lui Loeser pentru poli candidadti reali
si pentru aproape toti completatii p-adici ai lui F'. Mai mult, el a considerat
si problema unei posibile simplificari ale mai multor contributii la acelasi pol

candidat real.

In demonstratiile rezultatelor mentionate mai sus este nevoie de anumite

relatii dintre invariantii numerici asaciati unei rezolutii scufundate. Aceste



87

relatii au fost obtinute in [St], [Me] si [Ig2] pentru curbe absolut analitic ire-
ductibile. De asemenea, Loeser [Lo] a demonstart relatia necesara in cazul
general. Tgusa [Ig2] si Loeser [Lo] au folosit formula lui Langlands [La] pen-
tru a calcula contributia unei curbe exceptionale la reziduul lui Z;(s) in
cazul unui pol candidat de ordin unu. In continuare vom folosi o vari-
anta imbunatatita a acestui rezultat demonstrata in [Sel]. Pe scurt, data
o rezolutie minimala scufundata scisa ca o compunere de blow-ing-up-uri,
Segers a obtinut modalitatea in care se poate calcula aceasta contributie
la reziduu exact in momentul in care curba exceptionala este creata. In
Propozitia 5.1 demonstram cand aceasta contributie este zero si cand nu.
Pentru acest lucru, este nevoie de idei noi. Ceea ce vom face nu este o gen-
eralizare directa a unor rezultate cunoscute deja. De asemenea, in finalul
acestui capitol, vom demonstra faptul ca contributiile la acelasi pol candidat
nu se simplifica. Pentru aceasta, am folosit faptul ca graful dual al rezolutiei

scufundate este un arbore ordonat. Acest lucru a fost demonstrat in [Ve2] In

cazul In care corpul de baza eset algebric in chis.

5.2 Rezultate cheie obtinute si contributii per-

sonale

5.2.1 Evidentirea contributiilor proprii la determinarea

polilor functiei zeta Igusa pentru curbe

Fie K un corp p-adic, adica o extendere finitd a lui Q,. Fie R inelul de valuare
al lui K, P idealul maximal al lui R si ¢ cardinalul corpului rezidual R/P.
Pentru z € K, notdm cu ord z € Z U {400} valuarea lui z si cu |z| = ¢°"4*

valoarea absoluta (p-adica) a lui z.
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Fie f(z1,22) € Klz1,22] un polinom in doua variabile peste K. Fie
r = (21,22). Fie X o submultime deschisa si compacti a lui K?. In acest

context, functia zeta Igusa p-adica a lui f este definita de

Zy(s) = /X (@) |de]

pentru s € C, Re(s) > 0, unde |dz| este masura Haar K2, normalizata astfel
incat R? are masura 1. Igusa a demonstrat ca Z(s) este o functie rationala
in ¢~ folosind o rezolutie scufundata a lui f. Aceasta se extinde prin urmare
la o funtie meromorfica Z;(s) pe C care se numeste tot functia zeta Igusa
p-adica asociata lui f.

Fie g : Y — X o rezolutie scufundata a lui f. Aici, Y este o K-varietate
analitica. Despre rezolutia scufundata lui f mai multe detalii sunt prezentate
in [Ig3, Section 3.2]. Fieg=g10---0¢9;: Y =Y, = X = Y; o compunere de
blowing-up-uri g; : ¥; — Y;_1, i € T, := {1,...,t}. Curba exceptionala lui
g; si transformarea stricta a acestei curbe sunt notate cu F;. Subvarietatile
lui Y de codimensiune unu reprezentate de zerourile transformarii stricte ale
unui factor ireductibil f din K[z, y] sunt notate cu E;, j € T;. Transformarile
corespunzatoare in Y;, ¢ € {0,...,t— 1} sunt notate analog. Atentie aici i la
notiunea de ireductibil, deoarece X este total disconex ca spatiu topologic.
Fie T'=T,UT;. Pentru: € T, fie N; si respectiv v; — 1 multiplicitatile lui
fogsirespectiv g*dx in E;. Perechea (N, v;) reprezinta invariantii numerici
ai lui F;.

Vom reaminti in continuare pe scurt demonstratia data de Igusa ratio-
nalitatii lui Z¢(s). Asa cum am mentionat mai sus, calculam integrala de

definitie pe Y:

Zy(s) = /X (@) |de| = /Y fogl lg*dzl.

Fie b un punct arbitrar al lui Y. Sunt posibile urmatoarele trei situatii.
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Primul caz este cel in care sunt doua varietati F; si E;, cui,j € T,
care trec prin b. Consideram o vecinatate V' a lui b si coordonatele analitice

(y1,y2) In V astfel incat y; reprezinta ecuatia lui E;, yo este ecuatia lui £,
N . . 1 vj—1
fog=ceyyy’ §i gidr =yl Ty dy

pe V, unde ¢ si n sunt functii K-analitice pe V. Putem presupune ca y(V') =

Prux PR cu ki, ky € Zsg, si ¢ |e| si |n| sunt constante pe V. Obtinem

[1restiga = [l
v PF1x Pk2

. s q — 1 2 q_kl(st“l‘Vz) q—kQ(N]S-‘rl/J)
[l*In T =g (Nt T = gt

N;s+v;—1 |y2‘N]’s+l/j71 ‘dy|

Sa observam ca am obtinut o functie rationala in ¢~*.
In cel de-al doilea caz, sa consideram situatia in care exista o varietate
E;, i € T, care trece prin b. Consideram o varietate V' a lui b si coordonatele

analitice (y1,y2) pe V astfel incat y; este ecuatia lui E;,

fog=ey si  gde=nyl'dy

pe V, unde ¢ i  sunt functii K-analitice pe V. Putem presupune ca y(V') =

P*x P*2 cu ky, ky € Z>o, i c& |g] si || sunt constante pe V. Obtinem

/ fogl'lg'de] = / el llya [N |y
1% Pk1 x Pk2

g—1 q*kl(NiS‘H/i)
1— q_(Ni5+Vi) ’

= |e*|nlg™"

In cea de-a treia situatie, nu exista nici o varietate E;, i € T', care tece
prin b. Fie V' o vecinatate a lui b si fie (y1,y2) coordonate analitice pe V
astfel incat fog = e si g*dr = ndy pe V, unde € si n sunt functii K-analitice
pe V. Putem presupune ca y(V) = P¥ x P*2 cu ky, ky € Z>o, si ci || si |7

sunt constante pe V. Obtinem

/|fog\slg*dw| = |e]*|nlg~" "2
Vv
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Rezulta atunci ca Z;(s) este o functie rationald in ¢=* deoarece putem
partitiona multimea Y in submultimi V' de forma de mai sus.

Din cele de mai sus rezulta si ca orice pol al lui Z¢(s) este de forma

V; + 2k7T\/ -1
N;  N;logq’

cu k € Zsii € T. Aceste valori se numesc poli candidati ai lui Zg(s).
Pentru un i € T fixat, valorile —v;/N; + (2km/—1)/(N;logq), k € Z, se
numesc polii candidati ai lui Z;(s) asociati lui £;. Deoarece polii proveniti
din 1/(1—¢"#7%) au ordinul unu, definim ordinul posibil (ordinul candidat)
al unui pol candidat sy ca fiind cel mai mare numar de curbe exceptionale
E; care au drept pol candidat pe so. Evident, ordinul (efectiv) lui sq este
intotdeauna mai mic sau cel mult egal cu ordinul candidat al Iui sg. De
asemenea, este clar gi faptul ca un pol candidat de ordin candidat unu este
pol daca si numai daca reziduul lui Z;(s) calculat in sq este diferit de 0.

In continuare vom explica formula de calcul a reziduului pe care o vom
folosi. Fie sy un pol candidat asociat unei curbe exceptionale E;, ¢ € T astfel
incat sy nu este pol candidat pentru nici o altd curba exceptionala £}, cu
j € T si j # i, care intersecteaza F; in Y. Fie U o submultine compacta
deschisa a lui E;. Contributia lui U la reziduul lui Z;(s) calculat in s este
prin definitie contributia la reziduul lui Z¢(s) calculat in s¢ a unei submultimi
compacte, deschise V' a lui Y care satisface conditia V N E; = U si care in
plus este disjuncta de toate celelalte £ care au polul candidat s.

Sa presupunem ca W este o submultime deschisa si compacta a lui Y, cu
proprietatea ca W N E; = U. Fie (21, z2) coordonatele analitice pe W astfel

incat z; = 0 este ecuatia lui U pe W. Fie
foglo”'ogT‘ :’Y’Z{VZ §1 (glo"'ogr)*dl'ztszfiildy

pe W, unde 7 si 6 sunt funtii K-analitice pe W. Cu aceste notatii, contributia
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lui U la reziduul lui Z(s) calculat in s, este egal cu

q—]_ ) mc
e [t 5.)

$=80

mc

s, am notat prelungirea meromorfica a funtiei dintre paranteze

unde cu [-]
calculata in s = sg. Aceasta formula a fost obtinuta prima data de Langlands
[La] in the cazul r = t si apoi in cazul general de Dirk Segers in [Sel, Section
2.6].

Vom explica in continuare relatiile de care vom avea nevoie in cele ce
urmeaza. Fier € T, fixat. Curba exceptionala F, este obtinuta prin procesul
de eclatare (blowing-up) in punctul P € Y,_;. Fie y = (y1,y2) coordonatele
locale ale lui Y, _; centrate in P. Scriind acum relatiile in coordonate locale,
obtinem

fogo-og1 = d (H(am?ﬁ - ai1y2)Mi> (H hfwi(yl,m)) +

€S €S’
~+termeni de grad mai mare,
unde toti factorii a;py; — a;192 si h; sunt polinoame esentialmente diferite
peste K, adica nici un factor nu este egal cu un altul Inmultit eventual
cu o constanta din K, si unde polinoamele h; sunt polinoame omogene,
ireductibile de grad cel putin doi, cu M; > 1 pentru toti i € S U S’ si unde
de K*.

Fie
(gpo---0g,1)'de = <e H(aigyl — a;192)" ' + termeni de grad mai maredy,)
€S
unde p; > 1 pentru orice i € S gi unde e € K*. Fie s = —v,./N, +

(2kmy/—1)/(N,logq) un pol candidat al functiei zeta Igusa Z;(s) asociat

curbei exceptionale E,.. Fie «; := u; + soM; pentru toti ¢ € S. Deoarece

N, = ZMz + Z(deg hi) M; si v, = Z(,uZ —1)+ 2,

€S €S’ €S
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se verifica printr-un calcul direct ca

2hmy/—1
+ 2V

2
log q (5:2)

Z(ai 1)+ Z so(deg h;) M; = —2

ieS ies’
In continuare, vom da o alta descriere pentru «;. Fie F; punctul de pe
E, care are coordonatele (a;; : a;2) relativ la coordonatele omogene (y; : y2)
pe E, C Y,. Fie j unicul element din 7"\ {r} cu proprietatea ca E; trece
prin F; in Y. Fie p numarul de blowing-up-uri de-a lungul lui g¢.,..., g
care sunt centrate in F;. Obtinem atunci descrierea lui «; ca fiind «; =
vi + soN; — (2pkmy/—1)/(logq). Aceast rezultat este demonstrat in [Sel,
Sectiunea 2.7] in cazul k = 0, iar cazul general poate fi tratat in mod similar.
Obtinem astfel ca Re(o;) < 0 dacad si numai daca —v,/N, < —v;/N;. Se

poate de asemenea verifica fara mare dificultate ca

so este pol candidat al lui E; <= v; + so/N; este multiplu de 27v/—1/(log q)

<= «; este multiplu de 2mv/'—1/(log q).

Se stie (a fost demonstrat in [Lo, Proposition I1.3.1]) ¢ Re(ay) < 1. Impreuns
cu relatia (5.2), aceasta arata ca Re(q;) > —1 si ca exista cel mult uni € S

cu Re(a;) < 0.

5.2.2 Contributia unei curbe exceptionale

Conditiile (ipotezele) de lucru pentru Propozitiile 5.1 5i 5.7 Fie f € K|xy, 4]
si fie X o submultime deschis& si compactd a lui K?. Fieg : Y — X o
rezolutie scufundata a lui f. Fieg = gyo--r0¢g; : Y =Y, > X =Y
compunerea blowing-up-urilor g; : Y; — Y;_4, i € T, := {1,...,t}. Curba
exceptionala a lui g; si transformarea stricta a lui sunt notate cu E;. Fie

r € T,. Curba exceptionala FE, este obtinuta prin blowing-up in punctul
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P €Y, 4. Fie (y1,y2) coordonatele locale ale lui Y,_; centrate in P. Putem
atunci scrie aceste coordonate locale sub forma

fogio-rog.1 = d (H(aiz?h - ail?/Z)Mi) (H h%(?ﬁﬂz)) +

€S ies’
+ termeni de grad mai mare,
unde factorii a;sy1 — a;19s si h; sunt polinoame esentialmente diferite peste K
(in sensul definit mai sus), si in plus polinoamele h; sunt polinoame omogene
ireductibile de grad mai mare sau egal cu doi, iar M; > 1 pentru orice

i€ SUY, iar d € K*. Fie de asemenea

(gl ©:--0 gr—l)*d»x = <e H(anyl — ailyz)’ui_l—i—
ies
+ termeni de grad mai mare) dy,

cu p; > 1 pentrutotii € Ssgiee K*.

Propozitia 5.1. Fie sg := —v,/N, polul real candidat al lui Z;(s) asociat
curbei E,.. Scriem «; sub forma o; == p; + soM; # 0 pentru orice i € S.

Fie R contributia curbei exceptionale E, la reziduul lui Zs(s) in punctul
so. Atunci, R # 0 dacd si numai daca |S| > 3 sau |S’| > 1.

Mai mult, daca R # 0, atunci
1. R > 0 daca st numai daca a; > 0 pentru toti i € S si

2. R <0 daca si numai daca exista i € S (si acesta este unic) astfel incat

Oéi<0.

Demonstratie. Daca multimea S are una sau doua elemente i S’ este
multime vida, este atunci bine-cunoscut faptul ca R = 0. Am mentionat deja
in introducere ca Loeser [Lo| a demonstrat aceast rezultat folosind formula lui
Langlands, iar Dirk Segers a redemonstrat acest rezultat in [Sel, Sectiunea

3.1] ca un caz particular al formulei obtinute de el.
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Putem atunci presupune in continuare ca |S| > 3 sau |S’| > 1.

Sa consideram pentru inceput cazul In care exista un element [ € S astfel
incat a; < 0. Fie @Q := S\ {l} si @' = 5. Aplicand, eventual, o transformare
afina de coordonate, putem presupune ca

fogio-ogy = d (yéwl H(yl - ain)Mi> (H h%(?ﬂ:?b)) +

1€Q 1€Q’
+ termeni de grad mai mare,

si

(gro--0gr)'dz = (eygll H(?Jl — a;y)"
i€Q
+ termeni de grad mai mare) dy,

de grad d; > 2 avand coeficientul lui yf" egal cu 1, M; > 1 pentru orice
1€QUQ iar d,e € K*.

Stim ca R este suma a dou u a contributii, contibutii pe care le cal-
culam in doud chart-uri diferite folosind formula (5.1). Pentru a calcula
prima contributie, consideram coordonatele (z1,z2) ale lui Y, pentru care

9r(21, 22) = (21, 2122), §i obtinem r := (¢ — 1)/(¢NN; log ¢) inmultit cu

[|d|s|€!/ BT | (St (H |hz‘(1722)|MiS> |dZ2!]
P

1€Q ieQ’ s

mec
— |d*le] [ [ aptirsn |dZ2|]
P s=s0

a1 ¢—1 1
= [d*le|
q qu—1

=50

Pentru a calcula a doua contributie, consideram coordonatele (2], 25) ale lui
Y, pentru care g,(2], z5) = (2125, 25), si obtinem faptul ca aceasta contributie
este kK Inmultit cu

[Idls\el/RH(!zi—ai Mistit) (H Ih@-(Zi,l)lMis> IdZi\] :

i€Q ieQ’ o

S0
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care corespunza tor Lemei 5.6 este mai mic decat x inmultit cu

- mc (]_1 1
apelel | [ a4 = apresetias] = papele SR
R S$=S80 q ]'_q (M 0+M)

unde a € R, M := <Zi€Q MZ> + (ZiEQ, diMZ-) sip = (ZieQ(ui - 1)) + 1.
Folosind faptul ca oy + (M s + i) = 0, rezulta ca

1 1
gu —1 + 1 — g~ (Mso+p)

=0,

deci R < 0.

Sa consideram acum cazul in care a; > 0 pentru toti i € S. Acest caz
este mai simplu decat celelalte. Dupa ce se calculeaza R procedand exact
ca in cazul precedent si folosind formula (5.1), se obtine faptul ca R este o
suma de numere pozitive §i prin urmare este pozitiv. De asemenea, se mai
foloseste si faptul ca |h| este o funtie local constanta daca h este un polinom

ireductibil peste K intr-o variabila de grad cel putin doi. ]

Ne-a mai ramas de demonstrat Lema 5.6. Vom demonstra pentru inceput
Lema 5.3, care este un caz special al Lemei 5.6. In demonstratia Lemei 5.3,

avem nevoie de Lema 5.2.

Lema 5.2. Fie h € R[x] un polinom monic, ireductibil, de grad d > 2 intr-o
singura variabila. Exista atunci un unic v € N §1 un element b in R astfel
incat

\h(z)| = |(z — b)? daca v € R si x b mod P"

§t
¢ < |h(z)| < gD dacd v € Rsi x = b mod P".

Mai mult, b este unic determinat modulo P" si |h(zx)| este constant pe

b+ Pr.
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Demonstratie. Fie 1, ..., [, radacinile polinomului A intr-o inchidere al-
gebrica a lui K. Fie L := K(B4,...,84) si fie Ry, inelul de valuare al lui L.
Notam extinderea normei de pe K pe L tot cu |-|. S& orservam ca f31, ..., (4
sunt diferiti deoarece lucram in caracteristica zero. De asemenea, (1, ..., 34
se gasesc in R; deoarece h este monic iar R este inchiderea lui R in L.

Deoarece

h(x)] = [(z = B)(x = Ba) -~ (x = Ba)|
= |z —=Billz = Bal - |z = Bdl,

trebuie sa evaluam |z — ;.

Fiei € {1,...,d}. Fie r; cel mai mare numar natural pentru care exista
un element b; € R care satisface |b; — 3| < ¢~""Y. S& remarcam ca exista
un cel mai mare astfel de numar deoarece f3; € R. Sa remarcam de asemenea

ca b; este demetrminat doar modulo P™. Se verifica In continuare ca
|z — Bi| = |z — by daca x € R si x # b; mod P"

i
¢ < |z — B < g Y daca x € R gi x = b; mod P,
mai mult, |x — f3;| este constant pe b; + P".

In final, vom demonstra ca 1, = r9 = -+ = ry si vom nota valoarea
lor comuna cu r. Vom demonstra de asemenea ca toate elementele b;, ¢ €
{1,...,d}, coincid modulo P". Daca demonstram aceste lucruri, cum ele-
mentele b; sunt unic determinate modulo P”", putem considera b; = by =
.-+ = by §i vom nota valoarea lor comuna cu b. Lema atunci rezulta imediat.

Fie 7,7 € {1,...,d} si sa presupunem ca r; > r;. Deoarece (; si f;
sunt conjugate si deoarece b; € R, obtinem ca b; — f; si b; — 3; sunt de

asemenea conjugate. Cum elementele conjugate au aceeasi norma, rezulta ca
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|b; — B;| = |bi — Bi] < ¢~ "7V, Acest fapt implica r; < 7; si astfel r; = r; si

deci b; = bymod P". O
Lema 5.3. Fie sq un numar rational negativ. Fie aq, ..., ax elemente diferite
din R. Sa presupunem ca pentru fiecare i € {1,..., k} numerele intregi M; >

1 gi u; > 1 satisfac oy := p; + soM; < 1. Fie hyy1,...,h € R[x] polinoame
monice ireductibile intr-o variabila de grad cel putin doi. Sa notam cu d;
gradul polinomului h; si sa presupunem ca pentru fiecare i € {k +1,...,1}
avem un intreg M; > 1. Fie r; numarul natural pe care l-am asociat lui h; in
lema precedenta, si fie b; elementul corespunzator din R care este determinat

modulo P .

Sa presupunem ca 1 = --- = 1 $i sa notam acest numar cu r. Sa pre-
+

v _ _ _ _ _ . v ]_

supunem cd @ = -+ = a = by = -+ - = by mod P" i ca a;  a; mod Pt

pentru i # j. Fie acum a € R astfel incat a = a; mod P". Sa notam

M = My+- -+ Myt dpss Mgpa -+ diMy, o= (= 1)+ 4 (ur—1) +1
st o=+ soM. Sa presupunem ca 0 < « st cak > 2 saul > k+1. Atunci

mc

V |z — ay Mt — g |Me T g () [P By (2) M|
a+P"

S=$0
mc

< [/ |z — a5 | da| :
a+P" s=s0

Mai mult, integrantii sunt aceiasi pentr fiecare v € R\ (a + P").

Observatia 5.4. Conditiile a; = a; mod P" gi a; # a; mod P™ pentru

i,j €{1,...,k} cui# j implica faptul ca k < q.

Observatia 5.5. Stim ca

k !
a—1= Z(ozl — ].) + Z SOdiMi-
i=1 i=k+1
Prin urmare, conditia o; < 1 pentru fiecare i € {1,...,k} implica faptul ca

o < Q4.
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Demonstratie. Intr-o prima etapa, ne reducem la cazul in care polinoamele

h; nu apar. Obtinem succesiv ca

mc

{ [ el a
a+Pr 5=50

q- 1 g
g 1—gq>
_ q— 1 q—r((M1+---+Mk)so+M) qfr(dk+1Mk+1+"'+dlMl)SO
1 g«
q q
(M4 M

N g—1 ¢ r((My~+--+Mj)so+p) q—r(dk+1Mk+1+"'+dlMl)30
- 1 — g~ ((Mi4+My)so+p)

q q

mc
= q*T(dk+1Mk+1+"-+dzMz)So {/ |$ _ a|(M1+---+Mk)S+ﬂ*1 |dx|
a+P" s=50

cu inegalitate stricta daca [ > k + 1. Deoarece |h;| este constant pe a + P"
cu ¢~4" < |hi(a)|, so < 0 si cel de-al doilea factor din membrul drept al
urmatoarei inegalitati este pozitiv (acest fapt rezulta din calculul acestui

factor in partea a doua a demonstratiei), obtinem:

mc

[ et o) ) sl
a+P"

< q—T(dk+1Mk+1+--~+dlMl)So {/
a

Aceste doua inegalitati implica faptul ca este suficient sa consideram cazul

$=80

mc
|x _ a1|Mls+u1—1 .. |x _ ak|Mk5+Mk_1 |dx|}

+pPr s=s0

in care polinoamele h; nu apar.

In cea de-a doua etapa, vom demonstra faptul ca

mc
[/ & — a|Metuet ]d:c@ >
a+P" s=sg

mc
> alent ot f
a+P"

daca k > 2, unde M = My + --- + M,,.

EEEN)

Sa calculam cei doi membrii. Pentru inceput, sa partitionam domeniul

de integrare al integralei din membrul drept in urmatoarele k + 1 multimi:
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a; + P ... ap + P osi in multimea constand din toate celelalte puncte

ale multimii a + P". In acest fel, inegalitatea de mai sus devine.

—(r—1)a —ra
q— 1 q (r=1) > q— 1 4q ! —r(ag—1)—r(ag—1)—...—r(ar—1) 4.

q q*—1 q g —1
q— 1 q—'r’ak —r(a1—1)—r(az—1)—...—r(og_1—1)
q q*—1
q— k —r(a1—1)—r(az—1)—...—r(ag—1)
qr—i—l ’

Daca folosim faptul ca o — 1 = Zle(ai — 1), acest inegalitatea devine

echivalenta cu

q“ qg—1 qg—1
_1 >
(q )qa_l qal_1+ +qak_1

si deci si cu
1 +k:—1> 1 . . 1
-1 qg-1" g¢n-1 g — 1

Sa consideram functia

h:10,1 R : )
10,1] — xqu—l

Se arata fara mare dificultate ca functia h este convexa, adica ca, i.e.
R"(x) > 0 ppentru orice = €]0, 1[. Fie funtia liniara g, i.e. functia polinomiala
de grad unu, determinatd unic de relatiile g(a) = h(a) = 1/(¢® — 1) si
g(1)=nh(1) =1/(g —1). Atunci

1 k—1

g = gl0)+ (k= ()

= glon) + - +glax)

> h(O&l) +--- 4 h(ak)

1 1
= qa1—1+.‘.+qak_1.

in relatiile de mai sus, am folosit in linia a doua faptul ca functia g este

liniara i ca o +k—1= a3 + -+ . In linia a treia a inegalitatilor de mai
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sus am folosit faptul ca funtia g este liniara si funtia h este convexa, adica
g(a) = h(a) si g(1) = h(1) si de asemenea faptul ca 0 < a@ < ; < 1 pentr
orice i € {1,...,k}.

Ultima afirmatie din lema este usor de verificat. O

Lema 5.6. Fie s un numar rational negativ. Fie 7,0 € R[x] polinoame
monice intr-o variabila. Sa presupunem cd § se descompune in factori (poli-
noame) liniari peste R i ca toate radacinile lui § sunt de asemenea raddacing
ale lui 7.

Scriem polinomul v sub forma

@) = (H@: _ a»Mz-) (n hw)

i€Q ieqQ’
unde a;, pentru i € Q, sunt elemente diferite ale lui R, unde h;, i € @',
polinoame monice ireductibile peste R, diferite, de grad cel putin doi, si unde
M; > 1 pentru orice i € Q U Q.
Sa notam cu d; gradul polinomului h;. Scriem polinomul §(x) sub forma
S(z) = [J(x = a) ",
ieQ
unde p; > 1 pentru orice 1 € Q). Fie un a € R arbitrar. Notam cu M =
<Zi€Q Ml> + (ZEQ, d,-M,;) S0 p = (ZiGQ(Ni — 1)) +1. Sd presupunem cd
0<a:=p+soM si 1> ;= p; + soM; pentru orice i € Q. Fie |Q| > 2
sau |Q'] > 1.
Atunci

W@ B@ldel] < [ [ e —apreia|
/ | <l I

Demonstratie. Pentru a demonstra aceasta lema, vom asocia un arbore

polinomului monic g € R|x] intr-o singura variabila. Constructia arborelui o
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vom face astfe: daca aq,as € R sunt radacini ale lui g si daca a; = as mod P"

astfel incat a; # as mod P™!, atunci asociem un varf in arbore lui a; + P".

Daca polinomul g are un factor ireductibil de grad cel putin doi, acestui
factor i-am asociat mai sus un numar natural » € N precum si b + P"; in
arbore 1i asociem lui b + P" un varf. Daca de exemplu a + P" apare de mai
multe ori in ca in procedeul descris mai sus, 1i asociem in arbore un singur

varf.

Muchiile din graf sunt definite astfel: daca avem doua varfuri in graf
asociate lui a + P si lui b+ P*, cu r > t, atunci unim cele doud varfuri daca
a+ P" C b+ P! siin plus dacd pentru orice ¢ + P% corespunzator unui alt

varf, avem a + P" C ¢+ P* C b+ P'.
Sa observam ca acest arbore este finit si are o radacina.

Sa pornim din membrul stang al inegalitatii pe care vrem sa o demonstram
si sa consideram arborele asociat lui v. Vom construi pas cu pas alti integranti
carora le asociem arbori construiti ca mai devreme, exceptand un varf de la
capatul arborelui. Prin urmare, arborele se reduce la fiecare pas si devine
astfel din ce in ce mai simplu. Continuam procedeul descris mai sus pana
cand arborele dispare complet. La finalul acestui procedeu, integrandul care
se va obtine va fi cel din membrul drept al inegalitatii pe care vrem sa o

demonstram.

Pentru inceput, sa explicam In detaliu prima etapa. Alegem un varf de
la capatul (sfargitul) arborelui lui . Acest varf este asociat unui anume
element, deci exista un r astfel incat elementul ales este de forma ay + P"
si apartine lui R/P". Fie aq,...,a; toate radacinile lui v pentru care a; =
ap mod P". S remarcam faptul ca a; # a; mod P™! pentrui,j € {1,...,k}
cu i # 7, deoarece am ales un varf de la sfarsitul arborelui.

Sa notam cu hgyg,...,h; toti factorii ireductibili ai lui v carora li se
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asociaza ag + P". Fie
M My, 3, Mg+1 M,
) -~-(:U—ak) hk1 . 'hz

si

Notam cu My := My + -+ -+ Mg+ dpy1 My +- - -+ d M si cu pg == (g —
D)4+ (o — 1) 1. Fie () = 3(2) (@ — a0) o s 6,(x) = 3(z) (2 —ag) .

Rezulta atunci ca

[lﬁpwuwwummﬂfw

::b%%|w%|/ jHu—m
a0+P7

IIm |Mﬂw1

J=k+1 s=50

k

= [(ao)[*[6(ao)] / i [z —af st H |y (2 |Mf8|dfv|]
ap+P" _

=1 j=k+1 s=s0

r mec
< Ftan)"Fao)l | [ u—%wwm*wﬂ
LS ap+P" s=50

mc
— | Fta) [ 5(ao)] m—%wwm4u4
L ap+P" s=s0

mc
= [ FFElle - et asl
LS ap+P" $=350

-/ muwmumm@ .
LS ap+P" $=50

Am folosit aici lema precedentd si de doud ori faptul c& 3] si 8] sunt

constante pe ag + P".
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Rezulta mai departe ca

LG

= D)o@ [ l= -
_/R\(a0+pr) H

= [ @Il af e \dx\]
R\(aO+PT) s=s,

=50

- H [ IMSIdxll

Jj=k+1 s=50

= [ @]
L/ R\(ao+PT) s=s

=30

unde am folosit ultima afirmatie din lema precedenta, si am obtinut ca

JECKE ||das|] < |[m@rm@ie)]

0

In cea de-a doua etapa procedam analog cu ceea ce am facut in prima faza,
dar folosim acum =, (z) in loc de y(z) si d1(z) in loc de §(x). Sa observam ca
M si o determinati de «y si ¢ sunt identice cu cele analoage determinate de
~1 §i 01. Sa mai observam aici ca arborele asociat lui v; coincide cu arborele

asociat lui 7, cu exceptia faptului ca lipseste un varf.

Sa notam cu w numarul de varfuri din arborele asociat lui v. Atunci, dupa
w pasi, arborele dispare complet. Daca radacina arborelui este asociata lui

ay + P, atunci v, (z) = (z — ap)™ 5 0, () = (v — ap)"~".
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Prin urmare,

W@l | < | [ a@Pe ]|
s < [
< | [ hariae 'd:”'LSO

< /R (@) Bul) 'd'r

r mc
= | [ = o]
L/ R 5=s0

r mc
- / |z — a|Mstrt |dx|} .
L/ R 5=50

Ipotezele de lucru ale propozitiei care urmeaza sunt ipotezele de la inceputul

]

acestei sectiuni.

Propozitia 5.7. Fie sy := —v,./N, + (2kn\/=1)/(N, logq) un pol arbitrar
candidat al functiei Z¢(s) asociat lui E,.

Sd presupunem cd o := p;+soM; nu este un multiplu al lui 27/—1/(log q)
pentru toti 1 € S.

Sa presupunem ca |S| =3 si |S'| = 0. Fie R contributia lui E, la reziduul

lui Zs(s) in so. Atunci, R # 0.

Demonstratie. Notam elementele multimii S cu 1, 2 i 3. Cu aceste notatii,
din egalitatea (5.2) rezulta ca oy + g + a3 = 1 + (2knv/—1)/(logq).

Facand eventual o transformare afina de coordonate, putem presupune

fogio-ogm1 =dyd"yM(y, — ayz)™* + termeni de grad mai mare,

1—1, po—1

(gr0- - -ogr_1)*dx = (eyh" "y (y1 — ay)* ™

+ termeni de grad mai mare) dy
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cua € R\ Psideec K*.
Prin urmare, am obtinut

-1 1 -1 1 -1 1 -2
R o= ldprlel (L e L 122
q qv—1 q q*2—1 q qv—1 q

1 — ap—1 1 — ag—1 1 — az—1
_ ’d|so|e|( ¢t 1—g¢®! 1—¢ )

1 _ qfal 1 _ qfaz 1 _ qfag
£ 0.

In calculele de mai sus, a doua egalitate poate fi verificata prin calcul

direct si se datoreaza lui Sally and Taibleson[ST]. O

Observatia 5.8. Determinarea tuturor polilor (reali si complecsi) ai unei
curbe absolut analitic ireductibile este acum imediata. Acesta a fost unul
dintre rezultatele fundamentale ale lucrarii [Ig2] a lui Igusa. Igusa a mai

folosit in demonstratia acestui rezultat si formula lui Sally-Taibleson.

Observatia 5.9. Sa subliniem aici faptul ca daca |S| # 3 sau |S'| # 0, nu
se stie care poli candidati non-reali sunt poli si care nu. FEste posibil ca un
pol candidat real sa fie pol, iar alti poli candidat avand aceeasi parte reald sa

nu fie poli. Acest lucru se intampld de exemplu in cazul curbei f = x% + x3

sip =2 (vez [Sel, Exemplul 2.8]).

5.2.3 Concluzii finale: Polii functiei zeta Igusa p-adice

Fie f € K[z, 9] si fie X o submultime deschisd si compacta a lui K2. S&
presupunem ca f,.q are doar un punct singular Py in X. Fieg:Y — X o
rezolutie scufundata a lui f. Fieg=g¢g10--r0¢; : Y =Y, > X =Y, 0
compunere de blowing-up-uri g; : Y; — Y;_y, i € T, := {1,...,t}, centrata
in P,_; €Y, ;. Curba exceptionala a lui g; si transformarea stricta a acestei

curbe sunt notate cu E;. Subvarietatile inchise ale lui ¥ de codimensiune
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unu care reprezinta zerourile transformarii sticte ale unui factor ireductibil

al lui f In K[z,y] le notam cu £}, j € Ts.

Transformarile corespunzatoare in Y;, i € {0,...,t—1}, le notam similar.
Fie T =T,UT;.

In graful (dual) al rezolutiei scufundate al lui f in Py, se asociaza fiecrei
curbe exceptionale un varf (reprezentat printr-un punct) si fiecarei intersectii

dintre curbe exceptionale din Y o muchie, care leaga varfurile corespunzatoare.

Asociem de asemenea fiecarei componente analitic ireductibile a trans-
formarii stricte a lui f in Py un varf (reprezentat de un cerc), si unicului sau
punct de intersectie cu o curba exceptionala in Y muchia corespunzatoare.

Este clar din constructie ca acest graf este un arbore finit, conex.

In continuare, fiecirui varf al grafului rezolutiei scufundate ii asociem
raportul corespunzator v;/N;. Acest fapt transforma graful rezolutiei scu-
fundate intr-un arbore ordonat. Mai precis, varfurile pentru care numarul
asociat este egal cu min;er v;/N;, Impreuna cu muchiile corespunzatoare,
formeaza o componenta conexa M a grafului rezolutiei scufundate. Daca
incepem cu un varf terminal a partii minimale M, numerele v;/N; sunt strict

crescatoare de-a lungul oricarui drum din arbore, exceptand M.

Acest fapt rezulta din relatia (5.2) si din marginea pentru a-uri, lucru
care implica de exemplu ca exista cel mult un E; care intersecteaza un K,
dat, cur € T,, n Y cu v;/N; < v, /N, (vezi sectiunea precedenta). Pentru
mai multe detalii, referinta bibliografica este [Ve2, Teorema 3.3], unde corpul
de baza peste care se lucreaza este C in loc de K, dar demonstratia este

absolut similara.

Exemplul 5.10. Daca f este absolut analitic ireductibila in Py cu g exponenti

Puiseux diferiti, atunci graful rezolutiei este de forma
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Aici, partea minimald M constd doar din E;, (vezi [St, Corolarul 2.1] sau

[Ve2, Propozitia 3.6]).

Teorema 5.11. Sa presupunem ca suntem in ipotezele din primul paragraf
al acestei setiuni.

Atunci:

1. un numar real sy este pol de ordin doi daca st numai daca existav,j € T
cu so = —v;/N; = —v;/N; astfel incat E; si E; se intersecteazd in'Y .
Mai mult, Zs(s) are cel mult un pol real de ordin doi, iar dacd exista

un pol de ordin doi, acesta este polul cel mai apropiat de origine.

2. un numar real so € {—v;/N; | i € T.} \ {—vi/N; | i € Ts} care nu
este pol de ordin doi este pol de orin intai daca si numai daca exista
cel putin un i € T, cu so = —v;/N; astfel incat fogyo---0g;_ este
dat in coordonate locale centrate in P;,_1 de o serie de puteri a carei
componenta de grad cel mar mic este un polinom omogen care nu este
o putere a unui polinom liniar (de grad unu) sau un produs de doud

astfel de puteri

3. un numar real so € {—v;/N; | i € T} care nu este pol de ordin doi este
pol de ordin unu pentru o vecinatate deschisa si compacta X a lui Py

suficient de mica.
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Demonstratie. (1) Este clar ca exista i,j € T cu so = —v;/N; = —v;/N;
astfel Incat F; si I se intersecteaza in Y daca sy este un pol real de ordin
2. Daca E; si E; se intersecteaza in Y cu sg = —v;/N; = —v;/N;, atunci
contributia lui P := E; N E; la coeficientul b_, in seria Laurent

b_ b_
e MG

alui Z;(s) in sq este egal cu

(g—1)
q*N;N;(log q)?

e(P)*|n(P)| > 0.

Prin urmare, contributia a doua perechi diferite care se intersecteaza am-
bele in Y nu se pot anula una pe cealalta. Cealalta afirmatie din acest punct
al teoremei rezulta din structura de arbore ordonat al grafului rezolutiei scu-
fundate.

(2) Partea cu ‘si numai dacad’ a afirmatiei din teorema este partea cunos-
cuta din Propozitia 5.1 si care se datoreaza lui Loeser.

Pentru implicatia reciproca, vom folosi Propozitia 5.1 si structura de ar-
bore ordonat al grafului rezolutiei scufundate. Exista doua posibilitati.

Sa consideram primul caz in care F; este partea minimala a grafului
rezolutiei scufundate. In acest caz, exista o singura contributie la reziduu,
care este pozitiva. In celilat caz, exista cel putin o contributie la reziduu
care nu este zero, iar toate contributiile de acest fel sunt negative.

(3) Exista gi in acest caz doua posibilitati. Primul caz este acela in care
so = —vi/N;, cu i € T, si E; este partea minimala a grafului rezolutiei
scufundate. In aceastd situatie exista o singura contributie la reziduu, care
este pozitiva.

in cel de-al doilea caz, consideram o vecinatate suficient de mica deschisa
si compacta V' a lui Ujer B; C Y pe care toti F; cu ¢ € T, astfel incat

sp = —v;/N;, au o contributie negativa la reziduul lui Z¢(s) in so. Ej-urile,
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cui €T, si so = —v;/N;, au o contributie negativa la reziduul lui Z;(s) in
sp. Daca inlocuim X cu ¢g(V') sau cu o vecinatate deschisa gi compacta a lui

P continuta in g(V'), obtinem ceea ce aveam de demonstrat. O

Observatia 5.12. Din teorema precedenta si din rezultatul lui Loeser mentionat
in introducere, rezulta ca t Re(so) este pol al lui Z¢(s) dacd so este pol al
lui Z¢(s). Prin urmare, multimea partilor reale ale polilor lui Zs(s) este
cunoscuta. Acest lucru este important deoarece acestia determind comporta-
mentul asimptotic al numarului de solutii al congruentelor polinomiale core-

spunzatoare (vezi [Se2] pentru mai multe detalii).
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Capitolul 6

Rezultate fundamentale privind
designurile esalon si baze

Grobner asociate

Designul experimentelor este o ramura importanta a Statisticii care are ca
subiect important de studiu designurile full-factorial. In cadrul acestui proiect
ne-am propus si am reusit sa folosim metode ale Algebrei Comutative pentru
a explora probleme relevante (cum ar fi bazele Grobner, fractiile, polinomul
Hilbert) ale designurilor esalon, o multime £ de puncte experimentale avand
anumite proprietati speciale.

Designurile esalon generalizeaza designurile full factorial inverstigate in
[CPRW], [CR], [R], [RR]. Pe scurt, contibutia noastra in acest domeniu
consta intr-o demonstratie originala a existentei unei baze Grobner pentru
un ideal design Z(€). Mai mult, rezultatul nostru generalizeaza Teorema 2.18
a lui Robbiano [L.Robiano, Grébner Bases and Statistics, Grobner Bases and
Applications, London Mathematical Society Lecture Note Series 251, Edited
by Bruno Buchberger & Franz Winkler, Cambridge University Press, 2001,

111
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pp.179-204]. In plus, am obtinut caracterizarea polinomului Hilbert polyno-
mial asociat unui design esalon si am introdus si studiat fractii ale designurilor
esalon. Rezultatele din teoremele pe care le-am obtinut extind Teoremele 4.5
g1 5.6 din [L.Robiano, Grobner Bases and Statistics, Grobner Bases and Ap-
plications, London Mathematical Society Lecture Note Series 251, Edited
by Bruno Buchberger & Franz Winkler, Cambridge University Press, 2001,

pp.179-204] de la cazul designurilor full factorial la cazul designurilor egalon.

In ultimii ani, “Statistica Algebrica” s-a dezvoltat la granita dintre Alge-
bra Comutativa i Statistica. Intr-adevar, teoria si rezultatele din Algebra
Comutativa au ajutat in procesul de intelegere a unor diverse ramuri din
statistica, cum ar fi Designul Experimentelor (DoE-Design of Experiments).
Aceasta interactiune este ilustrata in lucrarea noastra, in care demonstram

proprietati importante pentru designurile esalon.

Mai precis, folosim metode de Algebra Comutativa pentru a studia prob-
leme referitoare la designurile esalon care provin din DoE. Pentru a intelege
mai bine eficienta si importanta studiului designurilor egalon in studiul si
analiza unor modele economice cu aplicatii practice, vom prezenta un ex-
emplu. Un magazin care comercializeaza echipamente de calcul are o an-
umita stategie de aprovizionare, bazata pe diverse considerente economice,
cu laptouri de-a lungul unui an. Astfel, in prima perioada (lunile ianuarie-
aprilie) magazinul are in stoc urmatoarele modele de laptopuri: Allview,
Acer, HP, Asus, Lenovo, Samsung, Toschiba gi Dell. In urméitoarea perioada
(lunile mai-august), magazinul are in stoc marcile Allview, Acer, HP, Asus
si Lenovo, iar in ultima perioada (lunile septembrie-decembrie), din anumite

motive, poate are in stoc doar Allview, Acer si HP.

Aceasta strategie poate fi vazuta ca o multime de puncte din Zi, notate

(L, M), unde M reprezinta marca (brand-ul) laptopului, iar L reprezinta
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luna. Variabila M poate lua una dintre valorile 0,1,2,3,4,5,6 sau 7, care au
seminicatia: 0=Allview, 1=Acer, 2=HP, 3=Asus, 4=Lenovo, 5=Samsung,
6=Toschiba si 7=Dell. Valoarea pentru variabila L poate fi una din multimea

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}, unde O=ianuarie, 1=februarie,. . ., 11=decembrie.

Prin urmare, aceasta multime de puncte impreuna cu restictiile date de
disponibiliatea brand-ului intr-o anumita luna, formeaza un design esalon. Se
poate observa ca vectorii dominanti, adica vectorii care marginesc designul
esalon, sunt (0,8), (4,5), (8,3) si (12,0). Astfel, de exemplu punctul (3, 3)
care se gaseste In design arata ca in luna aprilie brand-ul Asus este disponibil

in magazin.

Departamentul de marketing al magazinului din acest exemplu dorete sa
anaizeze profitul obtinut din acesta strategie. In acest scop, isi formeaza
un grup de potentiali cumparatori carora le cere sa faca un rating, adica sa
noteze pe o scara de la 0 la 10 diverse posibilitati, i.e. diverse puncte ale
designului egalon. In acest rating, cumparatorii trebuie sa ia in consideratie
bugetul lor intr-o anume perioada de timp si preferinta lor pentru un anumit
brand. In acest fel, fiecirui punct al desginului 1i putem asocia o anumita val-
oare, de exemplu media notelor acordate de subiectii chestionarului. Obtinem
astfel o funtie care are ca domeniu de definitie punctele designului. Din Coro-
ralul 2.14 din lucrarea lui Robiano [L.Robiano, Grébner Bases and Statistics,
Grobner Bases and Applications, London Mathematical Society Lecture Note
Series 251, Edited by Bruno Buchberger & Franz Winkler, Cambridge Uni-
versity Press, 2001, pp.179-204], rezulta ca orice funtie definita pe o multime
finita cu valori intr-un corp arbitrar este o functie polinomiala si se numeste
in Statistica Algebrica modelul polinomial al designului. Aceasta funtie poli-
nomiala furnizeaza multe informatii care pot fi folosite pentru a imbunatatii

stategia de marketing a magazinului.
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In afard de exemplului prezentat mai sus, existd in mod evident numeroase
alte exemple din domeniul economic care pot fi modelate folosind designurile
experimentale.

Revenind la exemplul prezentat mai sus, este clar ca nici un potential
client nu va dori sa noteze toate punctele din design, fiind In general mult
prea multe posibilitati. Din acest motiv, se folosesc modele care vin din
fratii (anumite submultimi) ale designului. Aceste modele pot fi apoi folosite
pentru a obtine o reconstrulc tie cat mai fideld a modelului din problema de
marketing prezentata.

Dat un design egalon £, o fractie F a desinului este o submultime a
acestei multimi de puncte, dar din punct de vedere algebric, descrierea fratiei
nu este deloc una canonica. Este clar ca idealul de definitie Z(F), care
definegte fratia data F, contine Z(£) care reprezinta idealul de definitie al
esalonului £. Acest lucru are o explicatie algebrica simpla: orice polinom care
se anuleaza pe toate punctele din £ automat se anuleaza pe toate punctele
din F. Pentru mai multe detalii despre aceste fratii, pentru a vedea cum pot
fi convenabil alese aceste fractii si cum pot fi ele folosite in teoria generaa
a DoE, recomandam lucrarea lui Robiano, [L.Robiano, Grébner Bases and
Statistics, Grobner Bases and Applications, London Mathematical Society
Lecture Note Series 251, Edited by Bruno Buchberger & Franz Winkler,
Cambridge University Press, 2001, pp.179-204].

Pentru a enunta principalele rezultate obtinute in acesta directie de cerc-

etare, incepem prin a reaminti definitia unui design esalon.

Definitia 6.1. Fie k un corp si fie m € N* =N\ {0}. Un design D este o
multine finita de puncte distincte din k™.
Se numeste idealul designului D idealul 1(D) care contine toate poli-

noamele din k[, ..., x| care se anuleaza in toate punctele lui D.
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Un prim rezultat fundamental al acestei cercetari il constituie teorema in
care am obtinut o baza Grobner pentru idealul Z(€), unde £ este un design
esalon, teorema pe care o vom enunta mai jos dupa ce vom defini designul
esalon. Rezultatul obtinut de noi generalizeaza Teorema 2.18 din lucrarea
amintita a lui Robiano.

Am considerat apoi polinomul asociat unui design D C Z7 definit de

Hp(t) = ait’,
i>0
unde a; = #{a=(ay,...,an) € Dlay + ...+ a,, =i} . Polinomul Hp(t) se
numeste polinomul Hilbert al designului D.

Al doilea rezultat principal al acestei cercetari in reprezinta caracterizarea
polinoamelor cu coeficienti intregi care pot fi polinoame Hilbert ale unui
design esalon.

De asemenea, am studiat si fractiile unui design esalon si am obtinut aici
alte doua rezultate pe care le vom prezenta mai jos. Cele doua teoremele
referitoare la fractiile unui design egalon extind Teoremele 4.5 and Theorem
5.6 din lucrarea lui Robiano la cazul designurilor esalon.

Sa defini in continuare designurie esalon in dimensiune m.

Pentru o = (o, ..., ) € N fie x* = 2" ... 2% € k[zy, ..., 2]

Definitia 6.2. Fiea = (a1,...,a,) sib = (b1,...,by) doud puncte din ZT.

Spunem ca a domina pe b daca a; < b;, pentru orice i =1,...,m.

In termeni de monoame, a domini pe b dacd x%|x’. Evident, daci a

domina pe b, atunci x® domina orice multiplu al lui x°.

Definitia 6.3. Fie K € N* si fieaV, ..., o) vectori cu componente intregi

)

din Z' astfel incat nici un " nu domind nici un = pentru tofi 1 < i #

J < K. Designul esalon & € Z! determinat de vectorii a® . oK) este
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mulfimea tuturor punctelor b € Z' cu proprietatea ca 2 nu este divizibil cu

af‘(i), pentru orice 1 < ¢ < K. Cu alte cuvinte, design-ul esalon definit de

vectorii oV, ..., o) este multimea de puncte din 27 care nu sunt dominate
de oM, ... o),
Vectorii oM, ..., o) se numesc vectori dominanti (sau de definitie)

ai esalonului €. Monomul :v‘“(i), pentru 1 < i # j < K, se numeste mono-

mul dominant (sau de definitie) al lui .

Exemplul 6.4. Fie m = 2 si o) = (0,4), o® = (1,3), a® = (3,1),
o = (5,0) vectorii dominanti care definesc esalonul £ C Z%. Sa observam
cd nici un 2" nu divide nici un * pentru orice 1 < i # j < 4.
Monoamele de definitie sunt prin urmare x3, x5, w319 $i 5. Conform
Definitiei 6.3, designul € C Z% este format din toate punctele din Z7% care

nu sunt dominate de oV, ..., oW, si anume din punctele (0,0), (0,1), (0,2),

(0,3), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1), (2,2), (3,0) si (4,0); vezi Figura 6.1.

* * *
&)
il
* * *
(]
rl
* * * * *

Figura 6.1: Un design esalon definit prin vectorii dominanti

Este nu foarte dificil de vazut ca un design esalon de dimensiune m poate

fi definit si astfel:

Definitia 6.5. Un design £ C Z1 este design esalon daca si numai daca

fiecare punct (dy,...,dy) din esalon are proprietatea ca toate punctele de
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forma (y1,...,ym) cu 0 < y; < d;, pentru orice j = 1,...,m se gasesc in

designul £.

Exemplul 6.6. In designul ecalon € din Examplul 6.4, cum punctele (0,3),
(1,2), (2,0), (3,0) si (4,0) se gasesc in designul &, toate aceste puncte
impreund cu cele care se afla “mai jos” de ele, adica (0,0), (0,1), (0,2),

(1,0), (1,1), (2,1), (2,0) sunt toate puncte ale designului.

6.1 Designuri esalon: definitii, exemple

6.1.1 Definitii echivalente pentru designurile esalon in

dimensiune m

6.1.2 Designurile esalon in dimensiune 2

Vom demonstra in continuare ca un design esalon in dimensiune 2 poate fi

de asemenea definit ca o reunuine de puncte, vezi si [CPRW].

Propozitia 6.7. Fie £ C Z% un design esalon definit de vectorii dominanti
ol e,
Exista atunci [ 4+ 1 intregi pozitivi kg > kv > ... > k; astfel incat designul

& este reuniunea coloanelor de puncte

0,h), cuh=0,... k
(1, h), cuh=0,... ki (6.1)

(I, h), cuh=0,... k.

Reciproc, daca un design & este o reuniune de coloane de puncte de forma

(6.1), atunci exista niste vectori a® o alf) ¢ Zi cu proprietatea ca nict
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un 2 nu divide nici un " pentru orice 1 < i # j < K, iar designul
& este dat de reuniunea tuturor punctelor din Zi care nu sunt dominate de

w‘lm, pentrut=1,..., K.

Demonstratie: Incepem demonstratia prin a face cateva observatii gen-
erale asupra vectorilor o, ..., a®). Deoarece acesti vectori satisfac conditia
ca nici un x* nu divide nici un x**’ pentru orice 1 < i # j < K, rezulta ca
acesti vectori nu pot avea doi aceeasi valoare nici pe prima, nici pe a doua
coordonata.

De asemenea, printre vectorii oV, ... o) exista un singur vector care
are prima coordonata egala cu 0. Intr-adevar, daca nu ar exista un astfel
de vector, atunci designul esalon ar contine o infinitate de puncte cu prima
coordonata zero, in contradictie cu definitia designului esalon ca o multime
finita de puncte. In mod analog, se poate justifica si faptul ca exista un unic
vector dominant care are a doua coordonata zero.

Fie acum € C Z2 un design esalon definit de vectorii dominanti oV, ..., o),
Fie (I + 1,0) unicul vector dominant cu a doua coordonata nula. Am definit
astfel intregul [.

Definim in continuare intregii kg > ky > ... > k; > 0 astfel: ko + 1 este a
doua coordonata a unicului vectorului cu prima coordonata zero. Recursiv,
pentru 1 < i <[, fie k;+1 a doua coordonata a unicului vector care are prima
coordonata egala cu ¢. Daca un asemenea vector nu exista, luam k; = k;_;.
Deoarece vectorii a(, ... a®) satisfac conditia ca nici un x* nu divide
nici un x pentru nici un 1 < i # j < K, rezulta ca kg > k1 > ... > k.
Rezulta atunci ca esalonul dat € este reuniunea coloanelor de puncte (6.1),
asa cum aveam nevoie.

Reciproc, daca designul £ este dat de o reuniune de puncte ca in (6.1),

atunci multimea de vectori dominanti se obtine dupa urmatorul algoritm:
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pentru fiecare ¢+ = 0,...,[, fie j; cel mai mic intreg ¢ cu proprietatea ca

kj, = k; si fie %) = (j;,kj, +1). La multimea de vectori astfel obtinuta

adaugam vectorul (I + 1,0) si apoi notam acesti vectorii cu oV, ... o).
Cum kg > ky > ... > k;, vectorii oV, ..., a¥) sunt chiar vectorii dominanti
cautati. O

Exemplul 6.8. Sa exemplificam procedeul din demonstratia teoremei prece-
dente definind un design esalon in dimensiune 2 folosind ambele definitii de
mai Sus.

Fie vectorii dominanti oV, ..., a® definiti prin oV = (0,4), a® =
(1,3), a® = (3,1), a® = (5,0). Sa observam ca nici un & nu divide
a:"‘(j), pentru orice 1 < ¢ # j < 4. Monoamele dominante corespunzatoare
sunt deci x5, 1123, T3xs, 7. Din Definitia 6.3, designul & C Z2 este format
din punctele care nu sunt dominate de oM, ... a®. Aceste puncte sunt
(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1), (2.2), (3,0) i
(4,0); vezi Figura 6.2.

* * *
1)
el
* * *
141
rl
* * * * * —

Figura 6.2: Un design esalon in dimensiune 2

De asemenea, plecand cu vectorii dominanti oY = (0,4), a® = (1,3),

a® = (3,1), a¥ = (5,0) putem obtine definitia echivalenta a unui esalon,

- - 1 1 k41
asa cum apare ea in Propozitia 6.7: cum {x§°+ ,x1x§1+ e .xllx2l+ ,xll“} =
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{25, m123, 239, 25}, rezulta l =4, ko =3, ky =2, ks = 2 si k3 = 0. Deoarece

in multimea data nu exista nici un monom care sa contina x3, intrequl ky pe
care il cautam este egal cu precedentul, i.e. ko = ki = 2.
FEste acum evident cum se obtine lista de puncte (6.1) din esalon, asa

cum apare in demonstratia Propozitiei 6.7.

6.1.3 Baze Grobner pentru designurile esalon

Fie & C Z7 un design esalon definit de vectorii dominanti ol . aB)e 7.
Fiecarui vector v = (a1,...,q,,) € Z7 ii asociem un polinom f, €
klxy,...,2,) definit astfel:

m
foz = HZL’Z(ZL}, - 1)(,1‘1 —az+1)
i=1
In raport cu orice ordonare monomiald < pe klxy,...,Tn], avem
in.(f,) =af .. aom,

unde cu in.(f) am notat monomul initial al lui f relativ la <. Fie f,q), ...,
f..x) polinoamele asociate vectorilor oM, ... a%) ale lui £ C Z7. Rezulta
atunci ca f,u) € I(E), pentru orice 1 < i < K, si deci pentru orice ordonare

monomiala < pe k[xq,...,z,] avem

(in(fom), .- in(fuu0)) Cin(I(E)),

unde cu in(Z(€)) am notat idealul initial al lui Z(€) relativ la ordonarea
monomiala <.

Primul nostru rezultat din aceasta cercetare este urmatoarea teorema care
stabilegte o baza Grobner a lui I(€) relativ la orice ordonare monomiala pe

klxy, ..., Tm]
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Teorema 6.9. Fie & C ZT un design esalon definit de vectorii a®, o) ¢
77 . Atunci multimea G = {fo0), ..., fauo } este o baza Grébner a lui I(£)

relativ la orice ordonare monomiald pe klz1, ..., xTy].

Demonstratie: Fie J = (in(f,w),...,in(f,x)) un ideal monomial din
klxzy,...,zp). Fie Ry = klxy,...,xn]/J s1 Ry = k[z1,...,2,]/1(E) doua
k-algebre.

Deoarece I(€) = (\pee mp, unde pentru P = (a4, ...,a,) am notat cu
mp idealul maximal generat de xy — ai,x5 — a9, ..., x,, — a,,, rezulta ca
k[, 20, ..., 2m]/1(E) = ki€l izomorfism de k-spatii vectoriale. Sa observam

si ca dimy S/J = |€|, asa cum rezulta din definitiile lui J si ale lui &.

Asadar, nici un monom care nu se gaseste in in.(/(£)) nu se gaseste nici

in J. Pe de alta parte,

S

) .
|€|:d1mk72d1mk' 1)

5
n-(1(€))

ceea ce incheie domonstratia teoremei. O

Ca un caz spacial al teoremei de mai sus obtinem Teorema 2.18 din [R] si
ecuatiile (2) din [CPRW]. Intr-adevar, orice design full factorial de leveluri
(ly,...,1,) (i.e. produsul cartezian al multimilor finite {0,1,...,l; —1},...,
{0,1,...,1, — 1}) este un design esalon de monoame dominante x*) = xii,

pentru 1 <7 < m.

Inspirati de Definitia 2.19 din [R]|, numim polinoamele f,q),..., fou0

polinoamele canomice ale designului esalon £.
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6.2 Cocluzii finale

6.2.1 Polinomul Hilbert asociat unui design esalon in

dimensiune doi

Definitia 6.10. Dat un design arbitrar D C Z', definim polinomul Hilbert
asociat designului D ca fiind:

Hp(t) = Z aiti,

>0

unde a; = #{a = (ay,...,ay) € Dlay + ... + an, = i}.

Vom nota Hp polinomul Hilbert asociat designului D.
Al doilea rezultat din aceasta cercetare 1l reprezinta teorema urmatoare

care caracterizeaza polinomul Hilbert al unui design esalon in dimensiune 2.

Teorema 6.11. Fie H € Z[t] un polinom cu coeficienti intregi ne-negativi.
Atunci H este polinomul Hilbert al unui design esalon in dimensiune doi dacd

st numai daca exista un intreg i > 0 astfel incat
Ht)=1+2t+32+ ...+ (@ + D" + agit™ + ...+ agt?,
cudz() §ZZ+1Z(ZH_1 2 ZCLd.

Demonstratie: Intai, demonstram ca orice design esalon in dimensiune
doi are polinomul Hilber ca mai sus. Toate partratele pe care le vom considera
vor avea un varf in origine si o latura pe axa Ox.

Dat un design esalon £ in dimensiune doi, exista un cel mai mare intreg
1 > 0 astfel incat toate cele i + 1 puncte de pe diagonala patratului de latura
1 apartin esalonului. Cum ¢ este ales maxim cu aceasta proprietate, rezulta
ca pentru toti j = 0,..,4, toti coeficientii lui # din polinomul Hilber sunt

a; = j + 1; vezi Figura 6.3.
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bt 0 G+ L

Figura 6.3: Polinomul Hilbert al unui design egalon

Coeficientul a;;; al lui ¢! in polinomul Hilbert He(t) este egal cu nu-
marul de puncte din esalon care se gasesc pe diagonala patratului de latura
1 + 1. Deoarece sunt ¢ + 2 puncte pe diagonala si cel putin un punct nu se

gaseste in esalon (din alegerea lui i), rezulta ca a;41 <@+ 1.

Pentru j > i + 1, avem a; > aj;;1: intr-adevar, fiecarui punct de pe
diagonala patratului de latura j care nu se gaseste in esalon ii corespunde
un punct de pe diagonala patratului de latura j 4+ 1 care are are coordonata
a doua identica cu punctul fixat initial si cea de-a doua coordonata cu o
unitate mai mare. Acest punct nu se gaseste in esalon deoarece este dominat
de punctul fixat initial. Mai mult, aceasta corespondenta este o bijectie, asa
cum ilustreaza liniile orizontale din Figura 6.3. Prin urmare, numarul de
puncte de pe diagonala patratului de latura j + 1 care nu sunt in esalon este
mai mare sau egal cu numarul de puncte de pe diagonala patratului de latura

J care nu sunt in esalon. Deci, a; > a;41, pentru orice j >4 + 1.

Reciproc, fie H(t) =142t + 3t + ...+ (i + D)t' + ajit™ + ... + aqt?,
cui+1>a;; > ... > agun polinom din Z[t]. Construim un design esalon

& C Z2 (care nu este neaparat unic) astfel incat He(t) = H(t).

Fie i cel mai mare intreg cu proprietatea ca coeficientul lui ¢ este i + 1.
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Rezulta atunci ca toate punctele de pe diagonalele patratelor de latura j,
pentru orice 0 < j <17 apartin esalonului £.

In continuare, pentru orice j cui+1 < j < d, gasim a; puncte din esalon
situate pe diagonala corespunzatoare patratului de latura j prin urmatorul
procedeu. Din toate cele j + 1 astfel de puncte, agelem a; < j + 1 puncte
avand, de exemplu, coordonata a doua cea mai mica. Se pot alege cele a; din
esalon dintre cele j + 1 puncte de pe diagonala avand coordonata a doua cea
mai mare. Acest fapt arata ca designul esalon asociat unui polinom Hilbert
dat nu este unic.

Desigul esalon astfel construit are [ = d gi kg = a;—1 = i. Fie acum k;+1
cel mai mare coeficient al lui H(t) diferit de ag,.1; fie apoi ks + 1 cel mai
mare dintre coeficientii lui H(t) diferiti de ag,1 si ag,41; fie k3 + 1 cel mai
mare coeficient al lui H(t) diferit de agyt1, ag,+1 $i ary11 si asa mai departe.
Astfel, la fiecare pas alegem cel mai mare dintre coeficientii lui H(¢) care nu
au fost anterior considerati. Astfel, deoarece a; > ax, > ... > ay,, rezulta ca
ko > ky... > k;. Am obtinut in acest fel un design esalon £ care are drept

polinom Hilbert polinomul H dat. ]

Exemplul 6.12. Sa consideram un polinom H care satisface conditiile din

Teorema 6.11:
H(t) = 1+ 2t + 32 + 43 + 5¢* + 66° + 615 + 4¢7 + 265 + 22 + 210,

Folosind procedeul descris in Teorema 6.11, construin un design esalon £ €
Z% cu He(t) = H(t). Sa observam pentru inceput ca i = 5 este cel mai
mare intreg cu proprietatea ca coeficientul corespunzator (in cazul nostru
coeficientul lui t°, adica as) este egal cu i + 1. Prin urmare, toate punctele
de pe diagonala patratului de latura j, cu 0 < 7 < 5, se gasesc in designul

esalon.
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In continuare, pe diagonala corespunzatoare lui aj, cu j > 5, asezam a;
puncte avand cea mai mica a doua coordonata. De exemplu, dintre punctele
de pe diagonala patratului de latura 8 alegem punctele (8,0) si (7,1).

Procedand in acest fel, am obtinut designul esalon din Figura 6.4. Nu-
merele intregi ko, ...,k sunt egale respectiv cu 5,5,4,3,3,2,1,1,1,1,0, iar
vectorii dominanti sunt oY = (0,6), a® = (2,5), a® = (3,4), oW = (5, 3),
a® = (6,2), a® = (10,1) si oV = (11,0).

Figura 6.4: Un design esalon £ asociat unui polinom Hilbert dat

Asa cum am mentionat si in demonstratia teoremei, designul esalon avand
drept polinom Hilbert un polinomul dat nu este unic. In ezemplul de mai sus,
putem alege punctele cu a doua coordonata cea mai mare. Se obtine atunci
esalonul din partea dreapta a figurit de mai sus. Ambele designuri esalon din

Figura 6.4 au acelasi polinom Hilbert H (t).

6.2.2 Fractii ale unui design esalon

Dat un design esalon &, o fractie a esalonului este o submultime proprie

F C €. In mod clar, idealul s&u de definitie I(F) contine idealul I(E).

Definitia 6.13. Fie & C Z' un design esalon definit de vectorii dominanti
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a®, . aBe 77 . Fiecarui astfel de vector o = (ou,...,am) € ZT 0

asociem un polinom f, € klxy, ..., xy| definit astfel:
foz = sz($z — 1)(,%1 —Oll—i—]_)
i=1

Polinoamele f.q),..., fyx) le-am numit polinoamele canonice ale de-

signului esalon E.

Definitia 6.14. Orice submultime de polinoame care, adaugate polinoamelor
canonice ale unui design esalon £, genereaza idealul unei fratiic F, se numesc

polinoame confounding ale lui F in .

Definitia 6.15. Fie £ un design esalon si fie F o fractie a acestuia. Se
numeste polinomul caracteristic al lur F C & polinomul f cu propri-

etatea ca f(P) =0 pentru orice P € F gi f(P) =1 pentru orice P € £\ F.

Daca aplicam Teorema 6.9 si Proposition 4.4 din lucrarea mentinat]u a a

lui Robiano, obtinem:

Propozitia 6.16. Fie £ un design esalon si fie F C € o fractie a acestuia.

Fie f polinomul caracteristic al lui F. Atunci

I(F) = (faw, - fau, f)-
Al treilea rezultat din acesta cercetare este dat in urmatoarea teoremas:

Teorema 6.17. Fie < o ordonare monomiald pe k[x1,. .., xy], € € ZT un
design esalon, f,),..., f,a polinoamele canonice ale lui € si fie F C & o
fractie a designului & .

Ezista atunci un unic polinom caracteristic f al lui F in E astfel incat

in(f) nu este dominat de nici un inc(f,m), 1 <i<n.
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Demonstratie: Deoarece polinoamele f,q),..., f,x) formeaza o baza Grobner
pentru idealul designului &, rezulta ca I(E) = (f,w), .-, fox) siinc(I(€)) =
(inc(fam), - o inc(fou)).

Fie acum h polinomul caracteristic al fractiei F in & si fie r forma nor-
mala a lui h relativ la {f,q),..., foa0}, i.e. 7 este restul impartirii lui h
la baza Grébner { f,q), ..., fux }.Vom arata ca polinomul r este polinomul
caracteristic pe care il cautam.

Din Teorema de impartire din k[zy,...,z,], (vezi [PRW], Teorema 2)
rezulta ca in.(f) nu este dominat de nici un in.(f, i), 1 <i <n.

In mod evident, r se anuleaza in orice P € JF, deoarece polinoamele
hy foa, ..., fou0 se anuleaza toate in P. Mai mult, pentru P € £ \ F,
obtinem A(P) = 1, f,0y(P) =... =f,00(P) = 0 si deci r(P) = 1. Am
obtinut astfel ca r este un polinom caracteristic al lui F in &£.

Fie hy, hy doua polinoame caracteristice ale lui F in £. Prin definitie, hy —
hs se anuleaza pe &, prin urmare apartine idealului I(€) = (f, ), .- -, fo00)-
Daca am avea hy—hy # 0, ar rezulta cain. (h;—hs) € (inc(fom), ..., inc(fo00))-
Dar in. (hy — hy) este unul dintre monoamele din suportul lui h; sau hs, ceea

ce contrazice definitia polinomului caracteristic. [

In cazul special al designurilor full factorial, din teorema de mai sus

rezulta Teorema 4.5 din [R].

Exemplul 6.18. Fie £ := {(0,0),(1,0),(0,1)} un design esalon definit de
vectorii dominanti o = (2,0), a® = (1,1) si o® = (0,2). Polinoamele

sale canonice confounding sunt

foy = x2(x2 = 1); foe := 2129, fom = x1(21 — 1)

Fie F := {(0,0),(1,0)} o fractie a esalonului £. Fie P := (0,1). Atunci
E=FU{P}.
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“ENF
L oF

Figura 6.5: Un design esalon & si o fratie F a sa

Folosind algoritmul Buchberger-Moller din [R], separatorul sp = xo este
polinomul canonic confounding al lui F in &.
Prin urmare, conform Propozitiei 6.16, T(F) = (za(x2 — 1), 2129, 21 (21 —

1)7:”2)

Definitia 6.19. Fie £ C k™ un design esalon. Notam cu O(E) multimea de

monoame {x{1x5? ... 10 |(aq, g, ..., ) € E}.

Definitia 6.20. Fie O C Mon(S). Spunem ca O este o multime standard
de monoame dacaT € O si T divide T implica T' € O, i.e. tofi divizorii

unui element din O sunt de asemenea in O.

Definitia 6.21. Date n variabile x1, s, . .., Ty, fie E C Z% un design esalon
si fie O C O(E) o mullime standard de monoame. Atunci, din Lema lui
Dickson, vezi [HH] rezulta ca exista o unica multime minimala, Min(O), de
monoame care genereazd Mon(S) \ O. Adica, fiecare element din Mon(S) \
O este un multiplu al unui element din Min(O). Multimea de monoame
din Min(QO), care nu se gasesc printre termenii dominanti ai polinoamelor

canonice ale lui &€, se noteaza cu CutOut(O).
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Exemplul 6.22. Fie £ := {(0,0),(0,1),(1,0)} designul esalon descris in

Exemplul 6.18. Polinoamele sala canonice confounding sunt:

fo = x2(x2 — 1); fo 1= T129; foe) = x1(x; — 1)

Polinoamele dominante ale celor trei generatori ai idealului Z(E) sunt 3,
T1T9 §1 T3, Mai mult, stim ca O(E) = {1, 21,7}

Daca Oy = {1,x,}, atunci Min(O;) = {xo, 22} si astfel CutOut(O;) =
{z2}.

Daca Oy = {1,123}, atunci Min(Oy) = {23, 21} si deci CutOut(Oy) =
{z1}.

Inainte de a da cel de-al patrulea rezultat din aceasta directie de cercetare,

sa reamintim o definitie introdusa de L. Robbiano, in [R].

Definitia 6.23. Fie K un corp infinit, T = z{*x3* ... 2% si fie g, g, ...,

n giruri de elemente din corpul de baza K, unde o, = (0v;)ien, pentru r:=

1,2,...,n §i oy # pj, daca t # j. Polinomul
al a2 an
D(T) = [ J(x1 = ara) [ [ (w2 — ) -+~ [ [ (wn — o)
i=1 i=1 i=1
se numeste distragerea lui T relativ la aq, o, ..., .

Cel de-al patrulea rezulat din acesta directie de cercetare este urmatorul

rezultat:

2)

)

Teorema 6.24. Fie & un design esalon definit de vectorii dominanti oM, o
L, aB e Zm Fie T(E) = (fat), fa@y o fauo) idealul sdu de definitie,
unde f,) sunt polinoamele canonice, pentruj = 1,..., K. Fie O(E) multimea
standard de monoame corespunzatoare si fie O C O(E) o multime stan-

dard de monoame. Sa presupunem ca {T1,Ts,...,Tp} = CutOut(O) si fie



130 Capitolul 6. Rezultate fundamentale

D(Ty), D(Ty),...,D(T}) distragea lui Ty, Ts, ..., T).

Atunci, pentru orice ordonare monomiald pe klxi,za, ..., x,], mulfimea

{fo)s fa@ sy four, D(TY), D(T3), ..., D(Th)}

este o baza Grobner neredusa pentru idealul Z(F), unde F C & este o fractie

a esalonului € astfel incat O(F) = O.

Demonstratie: In multimea {fo)s fa@s -y faux), D(TY), D(T3), ..., D(Ty)},
putem observa ca daca exista o distragere al carei monom dominant domina
monomul dominant al polinoamleor canonice ale designului esalon, atunci
polinomul sau canonic va fi eliminat din multime.

Demonstarea faptului ca aceasta multime formeaza o baza Grobner basis a

idealului design al fractiei este analoaga cu demonstratia Proposition 5.6, din

R]. O
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