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Problema de transport al masei, pusa initial de Gaspard Monge 1n 1781, redescoperita in
anii *50 de Leonid Vitaliyevich Kantorovich (medaliat Nobel pentru Economie in 1975), are
in prezent numerosi descendenti in diverse ramuri ale economiei, meteorologiei, ecuatiilor de
difuzie sau mecanicii fluidelor. Cea mai cuprinziatoare monografie pe acest subiect este lucrarea
"Optimal Transport, Old and New", Grundlehren des mathematischen Wissenschaften (2009),
elaboratd dupa un lung sir de articole sclipitoare de catre Cédric Villani, proaspat medaliat
Fields (2010) pentru lucrdrile sale in domeniul transportului optimal si teoriei kinetice a ecuatiei
lui Boltzman. In ultimii ani aceste problematici au suscitat un larg interes in studiul inegalititilor
functionale, al curburii pe spatii metrice sau al unor modele cunoscute din economie. In lucrarea
de fata prezentam rezultate care pun in lumina interactiunile transportului optimal cu aceste trei

domenii actuale de cercetare.

In primul capitol al lucririi analizim aspecte legate de curbura Ricci a spatiilor metrice
discrete si a grafurilor, din perspectiva teoriei transportului optimal. Studiul geometriei spatiilor
discrete este justificat in practicd, printre altele, de interesul crescut din ultimii ani in domeniul
procesdrii imaginilor. Unul dintre obiectivele transversale ale prezentului proiect este societatea
informationald, adicd societatea in care producerea si consumul de informatie este cel mai im-
portant tip de activitate. Prelucrarea si recunoasterea imaginilor medicale de pildd, ca suport al
informatizdrii societdtii la nivelul sistemului sanitar, reprezintd o provocare pentru multe colec-
tive de cercetdtori din diverse domenii de activitate. O ramurd noud de cercetare o constituie
geometria digitald; imaginile digitale trebuie sa reproducd tot mai fidel obiectele "reale", iar

aspectele geometrice ale acestei dualitdti intre discret si continuu joacd un rol determinant.

Urmarind indeaproape aceasta dualitate, prezentdm minoranti generalizati pentru curburd,
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precum si o conditie de tip curburd-dimensiune, atat pe spatii metrice discrete si grafuri, cat si
pe spatii continue, avand 1n vedere si utilizarea unor masuri de referinta de alte tipuri decat cele
Gaussiene. Aceste notiuni, in cadrul discret, depind de un parametru real 47 > 0, care trebuie
inteles drept ordinul de discretizare sau rezolutia spatiului discret in cauza. Demonstrdm stabil-
itatea acestor notiuni la convergenta in metrica L, de transport, ca si stabilitatea la discretizari.

Prezentam exemple concrete, cercetand in detaliu cazul grafurilor planare omogene.

In cazul clasic al varietitilor Riemanniene, minorantii pentru curbura Ricci au o gami
largd de aplicatii, ca de pildd estimari pentru nucleul caldurii si pentru functiile Green, estimari
ale valorilor proprii, inegalitdfi izoperimetrice, inegalitdti Harnack sau Sobolev-logaritmice,
precum si inegalitati de transport.

In capitolul al doilea, introducem si analizim inegalititile slabe de transport de tip Ta-
lagrand, ca si inegalitdtile de tip Brunn-Minkowski, sub ipoteze de curburd marginita inferior
sau sub conditii de tip curbura-dimensiune. Ariatam cd inegalitatile slabe de transport produc
fenomenul de concentrarea a masei, pus in evidentd in ultimele decenii de contributiile lui Vitali
Milman, Mikhail Gromov, Michel Ledoux si altii. Demonstram, de asemenea, o generalizare a

Teoremei Bonnet-Myers sub o conditie de tip curburd dimensiune.

Reputat dificild, problema de transport, formulata fie in context pur teoretic, fie in diverse
variante algoritmice, reprezintd un factor cheie in studierea si optimizarea a numeroase procese
din sfera economicd, cu aplicatii dintre cele mai diverse. Plecand de la o problema formulata de
Monge in 1781 si relansata intr-o variantd liniarizatd de Kantorovich si Rubinstein, problema
de transport este reprezentativa pentru o intreagd clasd de probleme liniare ce apar in diverse
ramuri ale economiei. Teoria transportului optimal are o gama larga de aplicatii in econometrie,
economie urband si "nonlinear pricing".

In capitolul al treilea investigim o problema de optimizare pentru retelele de trafic. Mod-
eldm matematic o retea de transport, modelul fiind aplicabil, de exemplu, Tn cazul unui oras, sau
a unei regiuni geografice inzestrate cu o retea de transport in comun. La fel de bine, ne putem
gandi la o retea de furnizare a apei sau a gazului natural, sau la o retea de comunicatii.

Modeldm o zona geografica printr-o submulfime marginita M a spatiului tridimensional,

6
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mai general ca pe o submulfime marginiti a lui RV, cu N > 2. Privim o retea de transport ca
pe un graf finit si conex scufundat in multimea M. Formuldm o problemd de transport care in-
globeaza trei categorii de costuri: costul transportului "cu mijloce proprii”, costul transportului
pe retelele de transport Tn comun - altfel spus "pretul biletului" prevazut de companiile de trans-
port -, ca si costurile de mentenanta a retelelor. Ne punem problema de a gasi cea mai potrivitd
retea de transport pentru a transporta populatia de la "domicilii" la "locurile de munca", de pilda.

Formuldm astfel o problema de optimizare si demonstram existenta unei solutii optimale.

Cuvinte cheie: dezvoltare durabild, societate informationald, problema de transport, ine-

galitdfi de transport, retele de trafic
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Summary

Mass transportation problem, initially posed by Gaspard Monge in 1781, and rediscovered
60 years ago by Leonid Vitaliyevich Kantorovich (Nobel Prize winner in 1975 for his contri-
butions to Economics), has nowadays numerous descendants in various fields of economy, me-
teorology, diffusion equations or fluid mechanics. The most comprehensive monograph on this
topic is the book "Optimal Transport, Old and New", Grundlehren des mathematischen Wis-
senschaften (2009), elaborated after a long series of brilliant articles by Cédric Villani, recently
awarded a Fields Medal (2010) for his work in the field of optimal transport and kinetic theory
of Boltzman equation. In the last years these topics have been of a wide interest in studying
functional inequalities and curvature bounds on metric measure spaces, or well-known models
in Economy. In the present work we present results that emphasize the interactions of mass

transportation problem with these three fields of research.

In the first chapter of the thesis we analyze geometrical aspects related to Ricci curvature
on discrete metric spaces and graphs, approach based on mass transportation techniques. The
study of the geometry of discrete spaces is motivated, among others, by its applications to
image processing. One transversal goal of the present project is the information society, a
society where the creation, distribution, use, integration and manipulation of information is a
significant economic activity. Processing and recognition of the medical images, for instance,
represents a challenge for many research groups from various fields. A new research direction
is digital geometry; digital images must reproduce "real objects" as accurately as possible, and

the geometrical aspects of this duality between discrete and continuous plays a prominent role.

Following closely this duality, we present generalized Ricci curvature bounds, and also

a curvature-dimension type condition, applicable to discrete spaces and graphs, as well as to

8
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continuous spaces, making use of other types of measures than Gaussian. These notions, in
the discrete framework, depend on a real parameter & > 0, which should be understood as a
discretization size or resolution of the underlying discrete space. We prove the stability of these
notions under convergence in the L,-transport metric, as well as the stability under discretiza-
tions. Furthermore, we present concrete examples, studying in detail the case of homogeneous

planar graphs.

In the classical case of Riemannian geometry, Ricci curvature bounds have a wide spec-
trum of consequences, like, for instance estimates for heat kernels and Green functions, eigen-
value estimates, Harnack inequalities, isoperimetric inequalities, logarithmic Sobolev inequali-
ties, as well as transportation cost inequalities.

Within the second chapter, we introduce and analyze Talagrand type weak transportation
inequalities and Brunn-Minkowski type inequalities, under lower Ricci curvature bounds or
curvature-dimension conditions. We prove that weak transportation inequalities produce con-
centration of measure phenomenon, put forward in the last decades by Vitali Milman, Mikhail
Gromov, Michel Ledoux and many other mathematicians. We also prove a generalized Bonnet-

Myers theorem under a curvature-dimension condition.

The well-known transport problem, either formulated in a purely theoretical context, or in
diverse algorithmical versions, represents a key factor in studying and optimizing various pro-
cesses in Economy, with numerous applications. Starting with a problem formulated by Monge
in 1781, and reinforced in a linearized version by Kantorovich and Rubinstein, the transport
problem is representative for a whole class of linear problems which appear in various fields of
Economy. Optimal transport theory has many applications to econometry, urban economy and
nonlinear pricing.

In the third chapter, we investigate an optimization problem for traffic networks. We give
a mathematical model of a transport network which is applicable, for instance, to the case of a
city, or of a geographical area, provided with a transport public network, but one can also think
of water or gas supply networks or communication networks.

We model a geographical area by a bounded subset M of the 3-dimenional space, or more

9
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general by a bounded subset of RY, with N > 2. We regard a transport network as a finite and
connected graph embedded in M and formulate a transport problem that combines three types
of costs: the transportation cost "by own means", the transportation cost on the network that
was assigned by the transport companies - "the price of the ticket" so to say - , and the cost
of maintenance for the transport networks. We aim to find the most convenient traffic network
in order to transport the population from "domiciles" to "working places", for instance. We
formulate an optimization problem that models mathematically such situations and we prove
the existence of an optimal transport network.

Keywords and phrases: steady-state development, information society, transport prob-

lem, transport inequalities, traffic networks
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Introducere

Problema minimizdrii costurilor de transport al bunurilor a fost pusd pentru prima data
de Gaspard Monge [M1781] in 1781; a fost redescoperitd in anii ’40 de cétre L.V. Kantorovich
([Ka42], [KR57]), care a primit un premiu Nobel pentru Economie pentru contributiile sale. In
zilele noastre, transportul optimal a devenit o "industrie" prosperd, angrenand o serie intreaga
de cercetatori si de directii de cercetare. Domeniile sale de competenta variazd de la economie
s meteorologie pand la ecuatii de difuzie si mecanica fluidelor, cu consecinte in biologie. A se
vedea [AVO1], [RR98], si excelentele lucrari [Vi03] si [ViO8] ale lui C. Villani, pentru o larga

trecere 1n revistd a multiplelor aplicatii ale transportului masei.

In dezvoltarea acestei teorii, in ultimul deceniu, un rol deosebit l-au jucat factorizarea
polard, extinsd la varietdti Riemanniene de catre R. McCann in [Mc97], ca si abordarea spatiilor
Wasserstein in mod heuristic ca varietdfi Riemanniene formale, de cdtre F. Otto si C. Villani in
[OVO00]. In aceasti ultimi lucrare se arati ci inegalititile de transport de tip Talagrand pentru

masura Gaussiand se obtin din inegalititi Sobolev logaritmice, si reciproc.

Studiul proprietdtilor geometrice ale spatiilor metrice discrete castigd un tot mai mare
interes 1n ultimii ani datoritd aplicatiilor sale in informatica. Triangulatiile varietdtilor Rie-
manniene si discretizarile de spatii metrice (continue) sunt extrem de utile Tn geometria com-
putationald (sau digitald). Geometria digitald are de a face cu doud probleme principale, inverse
una alteia: pe de o parte constructia unor reprezentari digitale ale obiectelor, cu un accent de-
osebit pe eficienta si precizie, iar pe de altd parte reconstructia unor obiecte "reale" sau a propri-
etdtilor lor (in termeni de lungime, arie, volum, curburd, etc.). Un asemenea studiu presupune,

desigur, o mai bund intelegere a aspectelor geometrice ale spatiilor discrete.

Ca un prim pas, spatiile geodezice sunt generalizdri naturale ale varietdtilor Riemanniene.

11
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O notiune de margine pentru curburd pe asemenea spatii a fost introdusa inca din anii *50 de
catre Alexandrov ; in cazul varietdtilor Riemanniene, aceasta revine la o margine inferioara
pentru curbura sectionald. In ultimii ani s-au facut progrese semnificative in studierea unei
margini inferioare pentru curbura Ricci pe spatii metrice geodezice cu masura (M, d,m) (vezi
[StO6a], [StO6b], [LV09]), ceea ce aduce cu sine o serie de generalizdri ale unor teoreme clasice
in geometria diferentiald (Teorema Bonnet-Myers, Inegalitatea Bishop-Gromov de crestere a
volumelor, etc.).

Aceste abordari se bazeaza pe proprietiti de convexitate ale entropiei relative Ent(:|m),
privitd ca functionala pe spatiul Wasserstein al probabilitdtilor cu momente de ordin doi finite.
Aceasta teorie a fost extinsa de cdtre A.-1. Bonciocat si K.-T. Sturm la cazul spatiilor metrice
discrete in [Bn08] si [BS09], unde a fost introdusd o notiune de margine inferioara grosierad
pentru curburd. In continuarea acestui studiu, ne-am propus si cercetim si o conditie mai
generald, de tip curburd-dimensiune, pentru spatii metrice si grafuri, introdusa in [Bnl2a] si
[Bn12b]. De asemenea, am urmarit sa studiem diverse tipuri de inegalitifi functionale pentru
spatii discrete si grafuri, inzestrate cu masuri de referinta.

Punctul nostru de vedere vine In Intimpinarea geometriei grosiere ("coarse geometry"),
care studiaza proprietdtile "la scard mare" ale spatiilor (vezi, spre exemplu, lucrarea [Ro03]
pentru o introducere in acest domeniu). In diverse contexte, se poate observa cii proprietitile
geometrice relevante pentru un spatiu metric sunt cele grosiere. Un spatiu discret poate capata
o forma geometrica atunci cand este privit dintr-un punct indepartat de el; atunci toate golurile
dintre puncte devin din ce in ce mai putin vizibile, iar spatiul aratd mai degraba ca unul con-
tinuu. Acesta este punctul de vedere care 1-a condus pe M. Gromov cétre notiunea sa de grup
hiperbolic, care este un grup "aproape curbat negativ" (intr-un anume inteles combinatorial).

Dezvoltam o notiune de minorant grosier pentru curbura pe spatii discrete, ca si o conditie
de tip curburd-dimensiune, ambele bazate pe conceptul de transport optimal al masei. Acesti
minoranti grosieri depind de un parametru real 2 > 0, care trebuie inteles ca ordinul sau scara de
marime a spatiului discret subiacent, sau scara la care trebuie sa privim spatiul in cauza. Pentru
un graf metric, de exemplu, acest parametru este egal cu lungimea maxima a muchiilor sale

(iTnmultitd eventual cu o constantd). Abordarea prezentd aici o urmeaza pe cea a lui [St06a], si

12
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Figura 1

este Tn mod special preocupatd cu indepdrtarea ipotezelor de conectivitate presupuse de structura
geodezica cerutd acolo. Aceasta dificultate este surmontata in felul urmator: transportul masei
si proprietdfile de convexitate sunt studiate de-a lungul h-geodezicelor. De exemplu, in locul
mijloacelor dintre doua puncte xg, x; consideram A-mijloace, care sunt puncte y cu d(xg,y) <
2d(xo,x1) +h 8 d(x1,y) < 3d(x0,x1) +h.

Existd numeroase aplicatii ale problemelor de transport in economie. Dualitatea trans-
portului masei este extrem de utild in formularea unor rezultate de existentd si unicitate in
modelele hedonice. Lucrari recente ale lui Ekeland [EkOS], [Ek10], Chiappori, McCann si
Nesheim [CM10] au ardtat ca tehnicile de transport optimal sunt instrumente utile in analiza
asa-numitelor "matching problems" si a echilibrului hedonic. Lucrarile lui Carlier [Ca01] si
Figalli, Kim, McCann [FK11] prezintd aplicatii ale problemei "principal-agent", un exemplu
central in teoria microeconomicd, si care modeleaza problema deciziei optimale cu care se con-
fruntd un monopolist care trebuie sd actioneze pe baza informatiilor statistice asupra clientilor
sai. Desi rezultate de existenta au fost, Tn general, stabilite pentru asemenea modele, caracteri-

zarea solutiilor, incluzand unicitatea si regularitatea, reprezintd inca probleme deschise.

13
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Rezultate de dualitate, existentd si unicitate pentru o clasd de probleme de transport, cu
functii cost satisfacand o generalizare a conditiei Spence-Mirrlees, bine-cunoscute economistilor
in dimensiune 1 (vezi [Mir76] si [Sp74]), au fost obtinute in lucrarea [Ca03]. Analiza proble-
mei de transport pentru o clasd mai larga de functii cost este un domeniu de larg interes. Astfel
de studii au aplicatii 1n teoria economicd a stimularii ("incentive theory") [Ca03], [MMS&8],
[Lev97].

Teoria transportului optimal are o gama largd de aplicatii in econometrie, economie ur-
band si "nonlinear pricing" (a se vedea, de exemplu, [BC10], [BPS09], [Ca99], [RC98]). In
problema Monge-Kantorovich clasica, costul transportului depinde doar de masa trimisd de la
surse la destinatii, nu si de drumurile pe care masa este transportatd. Astfel, problema clasica
nu tine cont de problemele de trafic. Folosind notiunea de intensitate a traficului, in [CJS08]
autorii prezintd o variantd continud a binecunoscutei probleme de trafic pe retele, studiate atat
in economie, cat si Tn cercetdri operationale. O mai bunad intelegere a "geometriei" grafurilor in

termeni de transport optimal poate avea consecinte Tnsemnate in acest domeniu.

14
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Capitolul 1

Geometria spatiilor metrice

1.1 Minoranti grosieri pentru curbura Ricci

Prezentdm o notiune de minorant grosier pentru curbura Ricci, aplicabild spatiilor metrice
cu masurd, in particular spatiilor metrice discrete si grafurilor metrice. Acest studiu este bazat
pe conceptul de transport al masei. Minorantii grosieri vor depinde de un parametru real 4 > 0,
care trebuie Inteles drept scara naturald de méarime a spatiului subiacent. Pentru un graf metric,
de exemplu, acest parametru este egal cu lungimea maximd a muchiilor sale, Tnmultitd cu o

constanta.

Abordarea prezentatd aici a fost introdusda in [BS09] si o extinde pe cea din lucrarea
[St06a], care introduce si studiazd minoranti pentru curbura Ricci pentru spatii metrice cu ma-
surd. Studiul din [St06a] presupunea cd spatiul Wasserstein de probabilitdti (si deci si spatiul
subiacent) sa fie un spatiu geodezic. De aceea, in forma originald din [StO6a], notiunea de
minorant pentru curburi nu se putea aplica spatiilor discrete. In plus, grafurile metrice nu
prezintd minoranti pentru curbura Tn sensul din [St06a], deoarece varfurile grafului sunt puncte
de ramificare care distrug K-convexitatea functionalei entropie. Lucrarea [BS09] surmonteaza
aceastd dificultate in felul urmétor: transportul masei si proprietdtile de convexitate ale entropiei

relative sunt studiate de-a lungul s-geodezicelor 1n locul geodezicelor.

In primul paragraf 1.1.1, prezentam o vedere sinteticd generald asupra materialului exis-
tent in literaturd, in particular notiunea de minorant pentru curbura Ricci pentru spatii metrice

"continue" (geodezice) cu masurd, conform [St06a].
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Cele doua rezultate principale pe care le vom prezenta n aceastd sectiune, teoremele
1.1.13 si 1.1.14, sunt intr-un anumit sens inverse una alteia: pe de o parte se "reconstituie”
minorantului pentru curburd al unui spatiu continuu, din minorantii grosieri pentru curburd ai
spatiilor discrete aproximante, cu ordinul de discretizare tinzand la zero (Teorema 1.1.13), iar pe
de alta parte se deduc minorantii grosieri pentru curbura ai discretizarilor unui spatiu continuu
din minorantul pentru curbura al acestuia (Teorema 1.1.14).

In paragraful 1.1.4 aplicim rezultatele noastre unor exemple concrete. Demonstrim (in
Teorema 1.1.20) cd orice graf planar omogen are h-curbura > K, unde K este dat in functie de
gradul grafului, de gradul grafului dual si de lungimea muchiilor.

O abordare alternativa, absolut independentd, pentru definirea unor minoranti generalizafi
pentru curbura Ricci pe spatii discrete — din nou pe baza transportului optimal — a fost prezentata

de Yann Ollivier [Ol09], a se vedea Observatia 1.1.11.
1.1.1 Preliminarii

In cele ce urmeazi, un spatiu metric cu misurd va fi un triplet (M, d,m), unde (M, d)
este un spatiu metric separabil si complet, iar m este o masura pe M (echipat cu c-algebra
borelienelor #(M)), misura ce este local finita in sensul ca m(B,(x)) < e pentru orice x € M si
orice r > 0 suficient de mic. Spunem ci un spatiu metric cu masurd (M, d,m) este normalizat
dacd m este o mdsura de probabilitate pe M (adicd m(M) = 1).

Doua spatii metrice cu masura (M, d,m) si (M’, d’,m’) se numesc izomorfe daca si numai
daca exista o izometrie y : My — M, intre suporturile M := supp[m| C M and M}, := supp[m'] C
M’ astfel incat y,m = m'. Diametrul unui spatiu metric cu masura (M, d,m) este diametrul
spatiului metric (supp[m|,d).

Folosim intens in cele ce urmeaza metrica L, de transport D, care, pentru doua spatii

metrice cu masura (M, d,m) si (M’,d’,m’), este definita in lucrarea [St06a] astfel:

UM’

D((M,d,m), M, d",m')) = inf </M az(x,y)dq(x7y)> 1/2,

unde d parcurge toate cuplajele metricilor d si d’, iar ¢ parcurge toate cuplajele masurilor m
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si m'. Aici, o masura g pe spatiul produs M x M’ este un cuplaj al masurilor m si m’ daca
g(Ax M) =m(A) si g(M x A") = m'(A’) pentru orice submultimi masurabile A C M,A’ C
M'’; o pseudo-metrica d pe reuniunea disjuncta M LM’ este un cuplaj al metricilor d si d’
daca d(x,y) = d(x,y) si d(x',y) = d'(x,y’) pentru orice x,y € supp[m] C M si orice ¥,y €
supp[m'] C M.

Metrica L, de transport D defineste o "lenght" metrica separabila si completa pe familia
tuturor claselor de izomorfism de spatii metrice cu masuri normalizate (M, d,m) pentru care
oy d*(z,x)dm(x) < oo pentr un (deci pentru orice) z € M. Notiunea de D-convergenta este
strans legata de cea a a convergentei Gromov-Hausdorff masurate, introduse in [Fu87].

Reamintim ca un sir de spatii metrice compacte cu masura normalizate {(M,, d,,,m,) }nen
converge in sensul convergentei Gromov-Hausdorff masurate (pe scurt, mGH-converge) la un
spatiu metric compact cu masura normalizat (M, d,m) daca si numai daca exista un sir de nu-

mere &, \, 0 si un sir de aplicatii masurabile f, : M,, — M astfel incat

(i) pentru orice x,y € My, |d<fn(x>7fn(y)) - dn(xuy>| < &,
(ii) pentru orice x € M existay € M, cu d(f,,(y),x) < &,
(iii) (fn)«m, — m slab pe M cand n — oo,

Conform Lemei 3.17 din [St06a], orice sir mGH-convergent de spatii metrice cu masura
normalizate converge si in metrica [D; mai mult, pentru orice sir de spatii metrice compacte
cu masura si normalizate, suportate peste tot si cu margini uniforme pentru constantele de
dublare ("doubling constants") si pentru diametre, mGH-convergenta este echivalenta cu -
convergenta.

Este usor de vazut ca D((M, d,m), (M', d',m')) = inf dy (y,m, w.m') unde infimumul este
luat dupa toate spatiile metrice (M, 8) cu scufundari izometrice W : My — M, ' : M|, — M ale
suporturilor My si M(’) ale lui m si m', respectiv, si unde aW noteaza metrica Lp-Wasserstein
provenita din metrica d.

Reamintim ca pentru orice spatiu metric (M, d), metrica L,-Wasserstein dintre doua ma-
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suri i si v pe M este definita ca

1/2
dw(u,v) =inf (/ dz(x,y)dq(x,y)) tgecuplajallui usivp,
MxM

cu conventia inf ) = co. Pentru mai multe detalii asupra metricii Wasserstein, a se vedea excelen-
tele monografii [Vi03] si [Vi08]. Notam cu &7;(M, d) spatiul tuturor masurilor de probabilitate
v care au momente de ordin 2 finite: [,, d*(0,x)dV(x) < eo pentru un (deci orice) 0 € M.

Pentru un spatiu metric cu masura (M, d,m) dat, definim #,(M, d,m) ca fiind spatiul
tuturor masurilor de probabilitate v € &7;(M, d) care sunt absolut continue in raport cu m.
Daca v =p-m € %;(M,d,m), consideram entropia relativa a lui v in raport cu m, definita
prin Ent(v|m) := limg\ o [1p~¢) plogp dm. NOtam cu &3 (M, d,m) subspatiul masurilor v €
P(M, d,m) de entropie finita Ent(v|m) < oo.

In Geometria Riemanniana clasica, pentru un punct dat x intr-o varietate Riemanniana,

curbura Ricci Ricy este definita pe spatiul tangent 7,.M ca
Ric,(v,v) := trace{w — Z(v,w)v}, v € T:M,

unde Z este tensorul de curbura. Curbura Ricci Ric, (v, v) masoara comportamentul ne-euclidian
al varietatii in punctul x si in directia v.
In articolul [RS05], autorii demonstreaza urmatoarea caracterizare a curburii Ricci pentru

varietati Riemanniene.

Teorema 1.1.1. Pentru orice varietate Riemanniana neteda si conexa M cu metrica intrin-

seca d si cu masura volum m, si pentru orice K € R urmatoarele proprietati sunt echivalente:
(i) Ricy(v,v) > K|v|? pentrux € M siv € T(M).

(ii) Functionala entropie Ent(-|m) este displacement K-convexa pe &?3(M) in sensul ca pen-

tru orice geodezica y: [0,1] — P22(M) si pentru orice t € [0,1]
Ent(y(1)[m) < (1 —1)Ent(y(0)[m) +tEnt(y(1)|m) — gf(l —1)djy (7(0), 7(1)).

Aceasta caracterizare a curburii Ricci minorate nu apeleaza deloc la diferentiabilitate,

deoarece conditia (i1) poate fi formulata in orice spatiu metric cu masura care este geodezic.
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De aceea, conditia (ii) poate fi gandita ca o definitie a curburii Ricci minorate pe astfel de
spatii. Intr-adevar, lucrarea [St06a] dovedeste stabilitatea la [D-convergenta si pune in evidenta o
serie de rezultate care extind teoreme clasice din Geometria Riemanniana, referitoare la curbura
Ricci.

Prezentam mai jos definitiile minorantilor pentru curbura Ricci, pentru spatii metrice cuu

masura, asa cum au fost ele introduse in articolul [StO6a]:

Definitia 1.1.2. (i) Un spatiu metric cu masura (M, d,m) are curbura > K pentru un anume
K € R daca si numai daca entropia relativa Ent(-|m) este slab K-convexa pe &5 (M, d,m) in
sensul ca pentru orice pereche vy, v € &5 (M, d,m) exista o geodezicaI': [0,1] — 225 (M, d,m)

ce uneste vy si Vi, cu
Ent(I'(¢)|m) < (1 —¢)Ent(I’(0)|m) 4+ tEnt(I'(1)|m) — gt(l —1) d%V(F(O),F(l)) (1.1.1)

pentru orice ¢ € [0,1].

(ii) Spatiul metric cu masura (M, d,m) are curbura > K in sens slab daca pentru fiecare
€ > 0 si pentru orice pereche vy, V| € &5 (M, d,m) exista un e-mijloc n € &5 (M, d,m) intre
Vo Si vy, cu

1 1 K
Ent(n|m) < Ent(vo|m) + Ent(vi|m) — < d3 (vo, v1) + €. (1.1.2)

Pe scurt, vom scrie Curv(M, d,m) > K, respectiv Curv;,(M, d,m) > K.
Reamintim ca intr-un spatiu metric dat (M, d), un punct y este un €-mijloc ("€-midpoint")
intre xo si x; daca d(x;,y) < %d(xo,xl) + € pentru orice i = 0, 1. numim y mijloc intre xq si x;

daca d(x;,y) < 1 d(xo,x1) pentrui =0, 1.
1.1.2 Minoranti grosieri pentru curbura Ricci. Stabilitatea la convergentd

Pentru a adapta notiunea de minorant pentru curbura si la altfel de spatii decat spatiile

geodezice fara ramificare, ne vom referi in cele ce urmeaza la o clasa mai larga de spatii metrice:

Definitia 1.1.3. Fie dat 2 > 0. Spunem ca un spatiu metric (M, d) este h-geodezic daca si

numai daca pentru orice pereche de puncte xg,x; € M si orice ¢ € [0, 1] exista un punct x, € M
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satisfacand

d(x0,x:) < td(x0,x1)+h, d(x,x1) < (1—1)d(x0,x1)+ h. (1.1.3)

Vom spune atunci ca x; este un punct z-intermediar h-grosier intre xp si x;. Punctul 1/2-

intermediar h-grosier este de fapt A-mijlocul dintre xq si x;.

Exemplul 1.1.4. (i) Orice multime nevida X, inzestrata cu metrica discreta d(x,y) =0
pentru x =y, si d(x,y) = 1 pentru x # y, este h-geodezic pentru orice & > 1/2. In acest

caz, orice punct este un 4-mijloc pentru orice pereche de puncte distincte.

(ii) Daca € > 0, atunci spatiul (R", d) cu metrica d(x,y) = |x —y| A € este h-geodezic pentru

h > €/2 (aici || este metrica euclidiana).

(iii) Pentru € > 0, spatiul (R”, d) cu metrica d(x,y) = \/€|x —y|+ |x—y|? este h-geodezic

pentru orice h > €/4.

Exemplele de mai sus sunt intrucatva patologice. Avem insa in vedere exemplele mai
"prietenoase" ale spatiilor discrete, precum si unele spatii geodezice cu puncte de rafimicare, ca
de exemplu grafurile, care nu admit minoranti finiti pentru curbura conform [St06a].

Pentru un spatiu metric discret h-geodezic (M, d), trebuie sa il gandim pe & drept ordinul
de discretizare sau "rezolutia" spatiului M. Intr-un spatiu h-geodezic, o pereche de puncte x si y
nu este neaparat unita printr-o geodezica, ci printr-un lant de puncte x = xo,x1,- - ,x, =y avand
distantele intermediare mai mici decat /2.

In continuare, vom folosi doua tipuri de perturbari ale metricii Wasserstein, pe care le

definim dupa cum urmeaza:

Definitia 1.1.5. Fie (M, d) un spatiu metric. Pentru orice & > 0 si orice pereche de masuri

Vo, V1 € <@2(M, d) fie

1/2
dit(vy, vy) := inf (/[(d(xo,xl)q:h)+]2dq(xo,x1)> , (1.1.4)

unde ¢ parcurge toate cuplajele lui vy si vy, iar ()4 noteaza partea pozitiva.
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Observatia 1.1.6. Conform Teoremei 4.1 din [ViO8], exista un cuplaj pentru care este
atins infimumul in (1.1.4). Il vom numi cuplaj +h-optimal (respectiv cuplaj —h-optimal) al lui

Vo S1 V.

Cele doua perturbari dy” si dy;” sunt in relatie cu metrica Wasserstein dy, dupa cum

urmeaza:

Lema 1.1.7. Pentru orice h > 0 avem

(i) &y < dw < dif* + i,

(ii) dw < dy* < dw +h.

Demonstratie. (i) Fie vy si v| doua probabilitati pe (M, d), iar g un cuplaj optimal si g, un

cuplaj +h-optimal al lor. Atunci
1/2
difonm) = ([ @) ~nPdgatnm)
1/2
(/ ttetao,m0) ) Pagtan.))

(/ d(xo,xl)qu(xo,xl)) " dw (Vo, V1)

IN

IN

si

1/2

dw(vo,vi) = (/d(xo,x1)2dq(xo,x1)>l/2 < </d(xo,x1)2dq+h(x0,x1))

1/2
< () )+ WP dgatinm) < A0 +h
(ii) Similar cu (i). O

Urmatoarea proprietate de monotonie a lui d;tvh in h are de asemenea o demonstratie

elementara:

Lema 1.1.8. Fie 0 < hy < hy arbitrar fixate. Atunci pentru orice pereche de probabilitati
Vo si V| avem
o —h —h
(i) dy ' (o, vi) < dy 2 (Vo, V1)s
(ii) d;;h‘(vo,vl) > d:{,hz(vo,vl), unde are loc inegalitatea stricta daca si numai daca

i (vo, vi) > 0.
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Introducem acum notiunea de minorant grosier pentru curbura:

Definitia 1.1.9. Spunem ca un spatiu metric cu masura (M, d,m) are h-curbura (grosiera)
> K pentru niste numere 2 > 0 si K € R daca si numai daca vy, v| € &5 (M, d,m) si pentru orice

t € [0,1] exista un punct r-intermediar A-grosier 1, € &5 (M, d,m) intre v; si v; ce indeplineste

inegalitatea
K +h 2
Ent(n;|m) < (1 —1)Ent(vg|m) + tEnt(v||m) — Et(l —t)dy (vo, v1)~, (1.1.5)
unde semnul in expresia da—LVh(vo,w) este ales "+’ daca K > 0 s1 " daca K < 0. Pe scurt,

scriem in acest caz h- Curv(M, d,m) > K.

Observatia 1.1.10. Am fi putut, de asemenea, ca in definitia de mai sus sa alegem doi
parametri in loc de unul, 4 pentru punctul intermediar si € pentru inegalitatea (1.1.5). Sa folosim
doi parametri in loc de unul nu este prea folositor pentru rezultate ulterioare. Putem oricum
reveni la a considera £ V € in definitia minorantului grosier data mai sus, fiind vorba de fapt de

0 notiune aproximativa.

Observatia 1.1.11. In cazul continuu, prin calcul formal, urmatoarele doua afirmatii sunt

echivalente (a se vedea [RS05] pentru cazul varietatilor Riemanniene):

(i) Functionala entropie Ent(-|m) este slab K-convexa pe %;(M, d), in sensul inegalitatii

(1.1.1);
(ii) Aplicatia "gradient flow" ®: Ry x Z2;(M,d) — Z2(M, d) in raport cu Ent(-|m) satisface
dw (®(r, 1), ®(t,v)) < e Kdy(u,v)  Vu,ve P (M,d), vt >0. (1.1.6)
Notiunea grosiera de minorant pentru curbura, pe care am introdus-o mai sus, este o versiune
discreta a lui (1.1.1), pe cand abordarea prezentata in [O109] este o forma discreta a lui (1.1.6).
Ambele, dupa cum vom vedea, conduc de pilda la fenomenul de concentrare a masurii,desi in

general nu exista nicio suprapunere, deoarece in cazul discret nu exista nicio relatie directa intre

lanturi Markov si functionala entropie.
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Observatia 1.1.12. (i) Daca (M,d,m) si (M’,d’,m’) sunt doua spatii metrice cu ma-
sura care sunt izometrice , iar K € R, atunci h-Curv(M,d,m) > K daca si numai daca h-
Curv(M',d',m') > K.

(ii) Daca (M, d,m) este un spatiu metric cu masura, iar ¢, 8 > 0 atunci h- Curv(M, d,m)
> K daca si numai daca ah-Curv(M,ad, Bm) > %, deoarece Ent(v|Bm) = Ent(v|m) —log 3,
(o d)i"(vo,v1) = a- i (v, 1) si, pentru 7 € [0,1], 1 este un punct z-intermediar h-grosier
intre i, v, in raport cu dy, daca si numai daca 1, este un punct ¢-intermediar oth-grosier intre

W, v, in raport cu (o d)y.

Teorema 1.1.13. Fie (M, d,m) un spatiu metric cu masura care este normalizat. Sa con-
sideram si o familie {(M},, dy,my)};,~ de spatii metrice cu masura normalizate, cu diametre

uniform marginite si cu h- Curv(My, dy,my,) > Ky, pentru K, — K cand h — 0. Daca
(M, dyyymy,) — (M, d,m)

pentru h — 0, atunci

Curvy, (M, d,m) > K.
Daca, in plus, M este compact, atunci
Curv(M,d,m) > K.

Demonstratie. Fie {(M},, dj,my)},~ o familie de spatii metrice cu masura normalizate (posi-
bil discrete). Presupunem ca sup,,-diam(My, d,,my,), diam(M, d,m) < A si (M}, d;,my,) D,
(M, d,m) pentru h — 0. Fie acum € > 0 si vo = pom, v; = pym € &5 (M, d,m) arbitrar fixate.
Alegem R cu

LY

€
sup Ent(v;|m) + —A% 4=
i=0,1 8 8

Trebuie sa dovedim existenta unui €-mijloc 17, care sa verifice inegalitatea (1.1.2). In acest scop,

[A% 4 3|K|(2A+3¢)] < R. (1.1.7)

alegem 0 <h<ecu|K,—K| < e€si

2 +4A%R
+—) . (1.1.8)

D((Mh7dhamh)7(M7d7m)) SCXP (_ &2

Se pot defini aplicatiile canonice
Q;l : WZ(Ma dam) - <@2(1‘4/17 dhamh)a On: <@2(1‘4/17 dhamh) - <@2(1\47 dam)
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ca in sectiunea 4.5 din [StO6a]:
Se considera ¢, un cuplaj al masurilor m si my, si ds un cuplaj al metricilor d si dy, astfel

incat
2
/ dh(xvy) th(xLy) < ZDZ((Mu dvm)7 (Mha dhamh))
Fie ), si Qj, dezintegrarile lui gy, in raport cu my,, respectiv m, adica dgy,(x,y) = Q) (y,dx)dmy,(y) =

O (x,dy)dm(x), si sa notam cu A supremumul m-esential al aplicatiei

" 1/2
X |:/ d;,(X,_)’)Qh(X,d}O} .
M,
In cazul nostru A < 2A.
Pentru v = pm € (M, d,m), definim Q}(v) € 2 (My, dy,my) prin Q) (V) := ppmy,
unde
pu) 1= [ p(x)Qh(r.d).

Aplicatia Q), este definita similar. Lema 4.19 din [StO6a] ne da urmatoarele estimari:

Ent(Q),(V)|my;) < Ent(v|m) pentru orice v = pm (1.1.9)

si

-
&y (v, 0, (v)) < 2+ A7 Ent(vim) (1.1.10)

~ —logD((M,d,m), (M, dy,my)) ’
daca D((M, d,m), (M, d,,m;)) < 1. Estimari analoage au loc si pentru Qy,.

Pentru masurile noastre date vo = pom, vi = pim € &5 (M, d,m) luam
Vi = 05, (Vi) = pimn
cu p;n(y) = [ pi(x)Q),(y,dx) pentru i = 0,1 si fie 1;, un A-mijloc al lui Vo j, si v, ;, astfel incat
Ent(1sm) < 3 Bnt(Voum) + B0V slmg) — " o (vo 2 1), (LL11)

unde &, este semnul lui Kj,.

Din relatiile (1.1.8) — (1.1.10) conchidem ca
2+ A% -Ent(vy|m)
—IOgD((M, dam)v (Mh7 dhamh))
2+4A’R )

< <e
~ —logD((M,d,m),(My, dp,my)) —

&% (Vo, Vo) <
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si similar dfy (vi,vy,) < €%

In cazul in care K < 0, putem presupune si K;, < 0. Din Lema 1.1.7 (ii), avem
—h 2 2 2 2 2
dy' (Vo Vip)® < (dw(Vou, Vip) +h)" < (dw(vo,vi) +3€)" < dw(vo,vi)” +6eA+9e”,

deoarece dw (vo,vy) <A.
Pentru K > 0, se poate alege h suficient de mic pentru a avea K;, > 0. Atunci Lema 1.1.7

(1) implica
2
dw (vo, v1)? < (dw(v07h,v17h)+28)2 < (djvh(v07h,v1,h)+3£> < di(vo, v1)? + 6€A+9€>.

In ambele cazuri, estimarile de mai sus, combinate cu (1.1.9), (1.1.11) si cu alegerea lui &

astfel incat —Kj, < € — K, vor conduce la
1 1 K » ,
Ent(n,|my) < EEnt(v0|m) + EEnt(v1 lm) — 3 dy (vo, vi) + €, (1.1.12)

pentru &' = £[A% +3|K|(2A+ 3¢)]/8.
Cazul K = 0 rezulta si el din calculele de mai sus, depinzand de semnul lui Kj,.
In final, alegem
1N = On(M)-
Atunci folosind din nou (1.1.8), estimarile date de Lema 4.19 [St06a] pentru Q;, si estimarea

anterioara (1.1.12) pentru Ent(n;|m;,), obtinem

2+ A% - Ent(1y]my)
—logD((M, d,m),(My, dp,my))
24+4A’R < g2
—logD((M, d,m), (M, dp,my)) —
Pentrui=0, 1, avem dw (1, v;) <2&+ dw (M, Vip) < 28+%dw(vo7h,v17h)+h < %dw(vo,vl)—i—

&% (M) <

4e. Atunci,

1
sup dw(n,v;) < EdW(VO,Vl) +4e,
i=0.1

adica n este un (4€)-mijloc pentru vy si vi. In plus, din (1.1.9)

Ent(n|m) < Ent(n|m)

/

1 1 K
< SEnt(volm)+ SEnt(vi|m) — < d% (vo, Vi) + €

cu €’ ca mai sus. Aceasta dovedeste ca Curvy,, (M, d,m) > K si incheie demonstratia. ]
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1.1.3 Discretizari de spatii metrice

Fie (M, d,m) un spatiu metric cu masura. Pentru 2 > 0 fie M}, o submultime discreta a
lui M, M, ={x, :neN},cuM = G Bg(x;), unde R = R(h) \, 0 cand 2\, 0. Daca (M, d, m)
are diametrul finit, atunci M}, poatlg 1sa constea intr-un numar finit de puncte. Alegem A; C
Bg(x;) disjuncte doua cate doua x; € A;, i =1,2,...si G A; = M (de exemplu, se poate alege o
teselare de tip Voronoi) si consideram masura n, pe Mlh: (liata de mp,({x;}) :=m(A;),i=1,2,....

Denumim (M, d,my,) o discretizarea a lui (M, d,m).

Teorema 1.1.14. (i) Daca m(M) < oo, atunci (Mj,, d,my,) R (M, d,m) cand h — 0.

(ii) Daca Curv;,,(M,d,m) > K cu K # 0, atunci pentru fiecare h > 0 si pentru fiecare
discretizare (My, d,my,) cu R(h) < h/4, avem h-Curv(My,, d,m;) > K.

(iii) Daca Curv(M,d,m) > K pentru un numar real K, atunci pentru fiecare h > 0 si

pentru fiecare discretizare (My,, d,my,) cu R(h) < h/4 avem h-Curv(My,, d,m;,) > K.

Demonstratie. (i) Masura g = Y;~ | (m(A;)8y,) x (14,m) este un cuplaj al masurilor m, si m,
deci

D3 (M, dom), (M, dm) < [ d(xy)da(xy)
My xM

= Y m(A) /A & (x;,y) dm(y)

1

2
Zm(Ai)2> R(h)* <R(h)? (Z m(f‘i))
i=1

i=

1
h)*m(M)* — 0 pentru h — 0.

IA
T

(ii) Fixam h > 0 si consideram o discretizare (M}, d,my,) a lui (M, d,m), cu R(h) < h/4.

Fie v(’;, v{’ € Z5(My, d,my) date; este suficient sa realizam demonstratia pentru v(’)‘, v{‘

masuri
cu suport compact. Sa presupunem atunci ca vih = (2?21 ocl-h jl{xj}> my,, i = 1,2 (unii dintre co-
eficientii Oci}”j pot fi nuli). Alegem siun ¢ € [0, 1] arbitrar. Consideram Vv; := < ;?:1 Ocl{’ j 1 Aj> me

P35 (M, d,m) pentru i = 1,2. Alegem € > 0 astfel incat

4R(h)+& < h. (1.1.13)
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Cum Curv,,,(M, d,m) > K pentru acel 7 € [0, 1] ales, exista atunci 1, € &5 (M, d,m) un "punct"

t-intermediar €-grosier intre Vo si v astfel incat
K 2
Ent(n;|m) < (1—t)Ent(v()]m)—l—tEnt(vllm)—Et( —t)dyy (vo, V1) + €. (1.1.14)
Calculam
n
Ent(v;|m) = Z/A ofjloga ;dm = Z(xljloga”mh({xj}) Ent(v¥m;),  (1.1.15)
= Ja; =
pentru i = 0,1. Notam n/({x;}) := n,(A;), j = 1,2,...,n. Sa presupunem 7, = p, -m. Din
inegalitatea lui Jensen obtinem

o ydm rdm
Ent(n/m;) = ZL‘” f’jng) (7))

L (s J, prioweucm )t = Entnim,

IN
e T

ceea ce, impreuna cu relatiile (1.1.14) si (1.1.15), implica
K 2
Ent(n/|my,) < (1 —1)Ent(v{|my,) 4 tEnt(v]|my,) — 2t(l —1)dy (vo,v1) + €. (1.1.16)

Sa consideram mai intai cazul K < 0. Fie ¢" un cuplaj —2R(h)-optimal al lui v{ si v1.

Atunci formula

Z]\I: i |:qh({()€j,xk)})6(xj,xk) X %Oﬂ * m)

jk=1
defineste o masura pe M, X My, X M x M care are marginile vg, v{’, Vo si vi. Mai mult, proiectia

lui g pe primii doi factori este egala cu ¢". De aceea avem

dy(ov)? < [ dley)dgt )
< [[d@d)+ e o) + 40P )] dat )
({0, w))
L ) e, (900 830
+d(x,y))* dm(x)dm(y)

Y {0 }) (dxjom) +2R(R)) = dy ™ (vl V2,
jk=1

Js

IN
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care, impreuna cu (1.1.16), conduce la
K _
Ent(n/*|my) < (1—t)Ent(v{|my) +Ent(v!|my,) — 2t(1—t)dW2R<h>(vg,vf)2+e. (1.1.17)

In cazul K > 0 incepem cu un cuplaj optimal ¢ al masurilor vy si vy si aratam ca masura

n

kzlqA ><Ak (2, %)
Jik=

este un cuplaj pentru v{,‘ s v{i. Intr-adevar, daca A C M}, atunci avem, pe rand,

Y q(Ax A8y (Ax M) = Y q(A;xAr)d Z (Aj x M)&,;(A)
= ZVO ZV ({x;}1)é xj A)
j=l1 j=1
= v5(A)

Cum pentru orice j,k=1,2,....nsipentrux € A;siy € Ay arbitrare avem (d(x;,x) —2R(h)) ,

< (d(xj,2%) = d(x,xj) = d(y,2%)) , < d(x,y) putem estima ca:

EPFOWEVIE <Y qlayx A [(de,m) — 2R ()]

jk=1

= x],xk 2R(h))+]2dq(x,y)
k: ><Ak

<y / d(xj, ) — d(x,x;) — d(voxi))+ ] da(x,y)
k_ ><Ak

< Y / d(x,y)*dg(x,y) = / d(x,y)’dg(x,y)
k:1 A ><Ak MxM

= dw(vo,v1)%.

De aceea, din (1.1.16) obtinem
K
Ent(n/my) < (1—1)Ent(vf|my) +Ent(v}|my) = Z1(1-1) AR W (v v fe. (1.1.18)
Pentru ¢ suficient de mic obtinem

—gzu ) dERO (2 e o —gt(l ) dER (v V2 (1.1.19)
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st atunci (1.1.17), (1.1.18) implica
K
Ent(n/'mp) < (1= )Ent(vg|mp) +Ent(vimy) = (1= dig"(vg, vi)%, - (1.1.20)

depinzand de semnul lui K. Inegalitatea (1.1.19) este falsa numai cand K > 0 s1 d;,LVh (vé’, v{f) =0,
dar in acest caz dW(vg, vi) < hsifie n = v{)‘, fie 1 = v verifica direct conditia (1.1.5) din
definitia minorantului s-grosier pentru curbura pentru discretizare.

Masura T = Y1_; (1 ({x;})8y; X 14,71:) este un cuplaj al masurilor n;" si 1, atunci

dymim) < [ lxy)dniey) < R,
MhXM

si similar di (v, v;) < R*(h) pentru i = 1,2. Deoarece 1), este un punct ¢-intermediar e-grosier

intre vy si v;, deducem ca

IN

dW(nthu v(})l) dW(anO) +2R(h) < ldW(Vo,Vl) +2R(h) +E€

< tdw (Vv +2R(h)(1+1) + €
si, cu un argument similar,
h ok h o h
dw(n/,vi) < (1 —1)dw(vy, Vi) +2R(h)(2—1) + €.

Din (1.1.13), conchidem ca 1" este un punct #-intermediar A-grosier intre v(’)’ s v{’, ceea
ce, impreuna cu (1.1.20), demonstreaza ca h- Curv(M, d,m;,) > K.

(iii) se demonstreaza asemanator cu (ii). O

Exemplul 1.1.15. (i) Consideram pe Z" metrica d;, provenita din norma |- |; pe R”
definita prin |x|; = Y7 | |x;], si masura 7, = Y czn Ox. Atunci h-Curv(Z", dy,m,) > 0 pentru
orice h > 2n.

(ii) Gridul n-dimensional E" avand Z" ca multime de varfuri, echipat cu metrica de graf si
cu masura m,, definita masura Lebesgue 1-dimensionala pe muchii, are h- Curv(E", d;,m,) >0

pentru orice & > 2(n+1).

Demonstratie. Folosim urmatorul rezultat:
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Lema 1.1.16. [ViO8] Orice spatiu Banach finit dimensional, echipat cu masura Lebesgue,

are curbura > 0.

Teselam R” cu cuburi n-dimensionale de latura 1 si centrate in varfurile grafului. Atunci
| - |1-raza celulelor teselarii cu astfel de cuburi este n/2. Astfel, afirmatia (i) este o consecinta a
Teoremei 1.1.14(iii), aplicate spatiului (R", |- |1,dx), si a Lemei 1.1.16.

Pentru demonstratia lui (ii) urmam un argument similar celui folosit in demonstratia Teo-
remei 1.1.14. In acest caz, trecem de la o probabilitate pe grid la o probabilitate pe spatiul R",
mediind pe fiecare cub al teselarii si scaland. Aici, trebuie tinut cont ca pentru un cub C din

teselare
n+1

)

sup{|x—yl1:x€ CNE",ye C} =

\S}

care produce minimul 2 =2(n+ 1), incepand de la care h-Curv(E", d;,m,) > 0.

]

Exemplul 1.1.17. (i) Fie G graful care teseleaza placul euclidian cu triunghiuri echi-
laterale de raza r. 1l inzestram pe G cu metrica de graf dg indusa de metrica euclidiana si
cu masura Lebesgue 1-dimensionala m pe muchii. Atunci G are h-curbura > 0 pentru orice
h > 8r\/3/3.

(if) Graful G/, care teseleaza planul euclidian cu hexagoane regulate de muchie r, equipat
ca de obicei cu metrica de graf dg si cu masura 1-dimensionala m’ pe muchii, are h-curbura

> 0 pentru orice h > 34r/3.

Demonstratie. Consideram un sistem cartezian de coordonate in placul euclidian cu originea

O si axele Ox si Oy. Echipam R? cu norma Banach || - ||, care are ca bila unitate hexagonul
regulat centrat in O, avand doua varfuri opuse pe Ox si lungimea muchiei (masurate in metrica
euclidiana) egala cu 1. Explicit ||(x,y)| = max{%gly], x| 4+ */Tgly]} pentru orice (x,y) in R2,
Notam cu d metrica determinata de aceasta norma.

(i) Pentru teselarea triunghiulara, alegem originea O sa fie unul dintre varfurile grafului,
iar doua dintre cele 6 muchii ce pleaca din O sa fie de-a lungul axei Ox. Muhciile grafului au

lungimea r in metrica euclidiana. Vedem ca dg(vy,v2) = d(v,v;) pentru orice doua varfuri v

si vy ale grafului. In general, pentru x,y € G, avem |dg(x,y) — d(x,y)| < r. Atunci se poate
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construi un cuplaj d al metricilor dg si d prin definitie a(v, x) := d(v,x) daca v este varf al lui G
six € R?, si a(y,x) :=inf—; 2{dg(y,vi) + d(vi,x)) } daca y € G apartine unei muchii cu capetele
vi,va six € R2.

Conform Lemei 1.1.16, Curv(R?, d,A) >0, unde A este masura Lebesgue 2-dimensionala.
Daca teselam planul cu hexagoane regulate A ;, j € N, care au varfurile in centrele triunghiurilor
grafului G, avem a(y, x) < 2rv/3/3 pentru orice y € A;N G si x € A ;. Demonstratia minorantu-
lui pentru A-curvature este similara celei a Teoremei 1.1.14. Pornim cu vy, v; € &5 (G, dg,m)

cuv; = p;m,i=0,1 sidefinim

SO
_j_Z’I),A

(/ pidm> 14 -4 € Z5(R?,d,A) pentru i =0, 1.
) \JGna; g

Avem atunci dy (v;,V;) < 2ry/3/3. Consideram 1j; = p; - A geodezica ce uneste Vg si Vi, de-a

lungul careia conditia de convexitate pentru entropie este indeplinita pe &5 (R?,d,A) si notam

i:' GmA)(/

Atunci 7, este punctul ¢-intermediar 87+/3 /3-grosier intre Vg si v;. Din inegalitatea lui Jensen

Ptdl) lGra, -m

]

obtinem Ent(1;|m) <Ent(1,|A) —logm(GNA)+log A (A) and Ent(v;|A) < Ent(v;|m) +logm(GnN
A) —logA(A) (sa observam ca toate multimile A; au aceeasi masura Lebesgue A(A) si toate

multimile GNA; au aceeasi masura m(GNA)). Deci n; satisface
Ent(n;|m) < (1 —¢t)Ent(vp|m) +tEnt(v{|m),

si astfel am demonstrat s-Curv(G, dg,m) > 0 pentru orice 1 > 8r/3/3.

(ii) Pentru teselarea hexagonala, fie din nou O unul dintre varfurile grafului, iar una dintre
cele 3 muchii emergente din O sa fie de-a lungul axei Oy. In acest caz, folosim norma Banach
||| := 3| -|| pe R? si notam cu d’ metrica asociata. Lngimea muchhiilor grafului in metrica
d’ este egala cu 4r/3. Vedem ca dg(vi,v2) = d'(vi,v2) pentru oricedoua varfuri vi,v; cu
dgr(v1,v2) = 2kr, k € N. In general, |dz — d'| < r/3 pe multimea varfurilor si |dg — d'| < r
peste tot pe G'.

Se poate atunci construi un cuplaj dA’ al metricilor d¢y si d’ in felul urmator: Fixam vg =

O. Daca v este un varf al grafului cu dg/(vg,v) = 2kr, k € N atunci luam a\/(v,x) = d'(v,x),
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x € R%. Pentruy € G’ cu d¢(vo,y) # 2kr, k € N definim cAI’(y,x) =inf{dg(y,v)+d(vx):ve
G, dg (vo,v) = 2kr}.

Teselam planul cu triunghiuri echilaterale B;, i € N, cu varfurile in centrele hexagoanelor
grafului. Atunci cAI'(y, x) < 17r/6 pentru y € BiNG’, x € B;. Cu acelasi argument ca pentru

teselarea triunghiulara, obtinem h-Curv(G’, dg/,m’) > 0 pentru orice h > 4-17r/6 =34r/3. [
1.1.4 Asupra grafurilor planare omogene

Ne referim in cele ce urmeaza la o clasa speciala de grafuri. In general, un graf G este
determinat de multimea varfurilor V(G) si de multimea muchiilor E(G). Pentru a privi grafu-
rile ca analoage discrete ale varietatilor 2-dimensionale, trebuie sa specificam de asemenea si
multimea fetelor F(G) si sa impunem grafului sa fie planar. Un graf este planar daca poate fi
desenat intr-un plan fara ca muchiile grafului sa se intersecteze (adica numarul de incrucisare -
"the crossing number" - sa fie zero). Numai grafurile planare au grafuri duale. Grafurile care
ne vor preocupa in continuare sunt conexe si simple (fara bucle si fara muchii multiple) si astfel
incat dualele lor sunt tot grafuri simple, de aceea orice doua fete au cel mult o muchie comuna

si orice fata este marginita de un ciclu.

Figura 1.1: G(7,3,r)

Sa consideram graful omogen (posibil infinit) G(I,n,r) cu varfurile de grad constant / > 3,
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cu fetele marginite de poligoane cu n > 3 muchii (astfel n este gradul tuturor varfurilor grafului
dual) si astfel incat toate muchiile au aceeasi lungime r > 0.
Urmatorul rezultat este probabil bine-cunoscut, dar, cum nu am gasit nicio referinta bib-

liografica, prezentam aici o demonstratie.

Lema 1.1.18. (i) Daca %4— % < %, atunci G(l,n,r) poate fi scufundat in spatiul hiper-
bolic 2-dimensional de curbura sectionala constanta

2

1 cos? (Z)
K = —— |arccosh | 2———==—1 . (1.1.21)
r sin® (

)

Exista infinit de multe astfel de alegeri pentru | si n. In oricare idn cazuri, graful este

~I_Q (3|8

nemarginit.

(ii) Daca % + % > % atunci G(I,n,r) este unul dintre cele cinci poliedre regulate (tetraedru,
octaedru, cub, icosaedru, dodecaedru) si poate fi scufundat in sfera 2-dimensionala de

curbura sectionala constanta
2
cos® (2)
K = — |arccos [ 2——— 5 — 1 . (1.1.22)
r n
[

(iii) Daca %—}—% = % atunci G(I,n,r) poate fi scufundat in planul euclidian (K = 0). Exista
exact 3 cazuri, corespunzatoare celor 3 teselari regulate ale planului euclidian: teselarea

cu triunghiuri (I = 6, n = 3), cu patrate (I =n = 4), si cu hexagoane (I =3, n =06).

Demonstratie. Vedem mai intai ca

cos? (£)
sin? (%)

T 7 T 1 1 1
2 —1>1(:>sin2(———>>sin2(—><:)—+—<—

2 n [/ 1l n 2

deci in fiecare caz expresia care defineste curbura K are sens.
(i) Pentru [, n, r date, construim scufundarea in felul urmator: incepem cu un punct arbi-
trar O al spatiului 2-hiperbolic de curbura K, notat cu HX2. Pornind din acest punct, construim
n linii geodezice OA1,OA,,--- ,0A, de lungime
R:= \/;_Karcsinh W
n

33

sinh (v/—Kr) “in <7r)
)]

(1.1.23)



astfel incat unghiul interior dintre doua geodezice consecutive OAy, OAyy; este 27 /n. Demon-
stram ca Ay,A,--- ,A, corespund varfurilor grafului dat, si ca geodezicele A1Aj, --- , A,_1Ay,
ApA| corespund izometric la muchii consecutive in G(I,n,r) care marginesc un un n-poligon
regulat cu lungimea muchiilor egala cu r si toate unghiurile de masuri egale cu 27 /l. Sa notam
cu d metrica intrinseca pe HX2.

Din Teorema Cosinusului in geometria hiperbolica, aplicata pentru triunghiul AOAA», si

din (1.1.21) si (1.1.23), avem:
cosh (\/ —Kd(Al,Az)) = coshz(\/ —KR) — sinh?(v/ —KR)cos (%)
.12 27
= 1+sinh“(vV—KR) <1 —cos <—))

n

- 1+%smz(§) (l—cos (2—”»

cosh? (v/—Kr) — 1 Gin? <7r)
1+cos (3£)

L 2(7 2(m 2
~ s sin (l) (2005 (;)_1) _q
T

= 1+

2 cos? (%) sin? ( )
cos? (Z
= ZF((E’/I)) — 1 = COSh(\/ —KI"),
I

deci d(A,Ay) = r si la fel celelalte muchii ale poligonului. Aplicam acum Teorema Sinusului

in triunghiul hiperbolic AOAA> si (1.1.23) pentru a calcula:

in (2%
sin<((A1;0,A;) = s1n( n )

sinh(v/—Kr)

unde <((A;;0,A;) noteaza unghiul din A; in triunghiul AOAA;. Acest unghi este mai mic

sinh(v/—KR) = sin (;) , (1.1.24)

decat 7/2, deoarece este egal cu <((A;;0,A}), iar intr-un triunghi hiperbolic suma unghiurilor
unui triunghi este mai mica decat 7. De aceea, (1.1.24) arata ca toate unghiurile poligonului
au masurile egale cu 27/1, deci in jurul fiecarui unghi se pot construi alte [ — 1 poligoane cu n
muchii, congruente cu primul. Repetam procedura cu fiecare dintre varfurile noilor poligoane.
In acest mod intreg spatiul HX? poate fi teselat cu poligoane regulate, care constituie fete ale

grafului G(I,n,r).
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(ii), (iii) Cum exista doar un numar finit de exemple in aceste doua cazuri, exemple
destul de cunoscute, demonstratia se poate face prin verificare directa in fiecare caz in parte.
Alternativ, se poate realiza o demonstratie ca in cazul (i), cu interpretari adecvate ale sinusului

si cosinusului pentru curbura pozitiva, respectiv ca lungimi in planul euclidian.

O

Observatia 1.1.19. Graful dual G(/,n,r)* = G(n,l,r") este scufundat in 2-varietatea de

aceeasi curbura constanta ca si G(I,n,r), lungimea muchiilor in graful dual este

2(xn 2
f)sz—(") —1 arccosh 20?324 —1] forK<0
sin” (F) sin” (

)

/
7 :=r-arccosh | 2

SR ~x

si cu modificari adecvate in celelalte doua cazuri.

In fiecare dintre cele trei cazuri din Lema 1.1.18, 2-varietatea va fi echipata cu metrica
intrinseca d si cu volumul Riemannian vol. Inzestram G(/,n,r) cu metrica d indusa de metroca
Riemanniana corespunzatoare si cu masura m uniforma oe muchii. Notam in continuare cu
V(l,n,r) multimea varfurior grafului G(/,n,r) echipat cu aceeasi metrica d mostenita de la

varietatea Riemanniana si cu masura de numarare m := Y <y 0.

Teorema 1.1.20. Pentru orice numere naturale l,n > 3 si pentru orice r > 0, atat spatiul

metric cu masura (V(l,n,r),d,m), cat si (G(I,n,r),d,m) au h-curbura > K pentru h > r-

C(l,n), unde
( 1 cos?(Z) 2 1 1.1
—% {arccosh (2‘1112(’;) - lﬂ pentru 1+ > 5
K=4¢ 1 20 (3) ? 1,1 _1 (1.1.25)
72 |arecos sin® (%) B pentr 7+ < 3
0 pentru 7+ 1 =1

P 2(n
si C(I,n) =4 - arcsinh (sinég) Sinz(,[’;)) - 1) /arccosh (2:?;2((;,;)) - 1) .
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Demonstratie. Privim V(I,n,r) si G(I,n,r) ca submultimi ale varietatii 2-dimensionale cu cur-
bura constanta K (data de Lema 1.1.18). Teselam varietatea cu fetele grafului dual G(n,l,r') ce
are varfurile in centrele fetelor lui G(I,n,r) (centrul O al poligonului cu n muchii in demonstra-
tia Lemei 1.1.18 devine varf al dualului).

Calculam explicit numai in cazul hiperbolic celelalte doua cazuri fiind similare. Se poate
partitiona spatiul hiperbolic ca HX:? = U F;, unde {F;}; sunt fetele grafului dual, dupa cum
am descris mai sus. Minorantul pentru c]urlgura pentru spatiu discret V(/,n,r) este atunci o con-
secinta a Teoremei 1.1.14. Pentru G := G(I,n,r) demonstratia minorantului pentru curbura par-

curge pasi similari celor din demonstratia Teoremei 1.1.14. Pornim cu vy, vi € Z5(G(l,n,r), d,m)

cuv;=p;-m,i=0,1 si definim

Acum, locul lui R(h) din Teorema 1.1.14 este jucat de R din Lema 1.1.18(i), deci dw (v;, v;) <R.

(/ pidm) 1, - vol € 25 (HK2, d, vol) pentru i =0, 1.
GNF;

Se poate exprima R numai in functie de datele initiale /,n si r, ca R = rC(l,n) /4, cu C(l,n) dat
in enuntul teoremei. Consideram 1, = p, - vol geodezica ce uneste Vg si Vi, de-a lungul careia

avem K-convexity functionalei entropie pe HK? (Teorema 4.9 din [St06a]) si notam

[e5S)

N = Z (GT (/ PthOl) lgng, -m.

Jj=
Atunci 7, este un punct z-intermediar 4R-grosier intre Vg si Vi. Din inegalitatea lui Jensen

obtinem Ent(7,|m) < Ent(1n;|vol) — logm(G N F) 4 logvol(F) si Ent(v;|vol) < Ent(v;|m) +
logm(G N F) —logvol(F) (observam ca toate fetele F; au acelasi volum vol(F) si toate multi-

mile GNF; au aceeasi masura m(GNF)). Deci, ca in demonstratia Teoremei 1.1.14, 1, verifica
K
Ent(n;|m) < (1 —¢t)Ent(vp|m) +tEnt(v;|m) — Et(l —1)dy? R (vo, v1)?,
ceea ce demonstracaza h-Curv(G(l,n,r),d,m) > K pentru orice & > 4R in cazul hiperbolic

(K <0).
0

Observatia 1.1.21. Exista in literatura diverse notiuni de curbura combinatoriala pentru
grafuri, a se vedea de exemplu [Gro87], [HiO1], [FoO3]. Notiunea de curbura introdusa de Gro-

mov in [Gro87] a fost folosita pentru studiul grupurilor hiprbolice. A fost modificata apoi si
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investigata de catre Higuchi [HiO1] si alti autori. Forman a introdus in [Fo0O3] o notiune diferita
de curbura Ricci combinatoriala pentru complexe de celule ("cell complexes"). Grafurile con-
siderate in lucrarile citate anterior nu presupun nici existenta vreunei metrici, nici cea a unei

masuri atasate.

In [HiO1] curbura combinatoriala a unui graf G este o aplicatie ¥ : V(G) — R care

asociaza fiecarui varf x € V(G) numarul ®¢(x) =1— @ + Z;":(f) ﬁ, unde m(x) este gradul
varfului x, d(F) este numarul muchiilor care marginesc o fata F, si F,F3, ... s () sunt fetele

din jurul varfului x. Curbura combinatoriala introdusa in [Gro87] este o aplicatie ®; : F(G) —
R, unde curbura ®F(F) unei fete F este data de curbura ®¢ a varfului corespunzator in graful
dual. Pentru grafuri omogene G(/,n,r), curbura fiecarui varf x este ®g(x) =1 (% + % - %), iar
curbura in sensul lui Gromov [Gro87] a oricarei fete F este ®;(F) = n(% + rll — %)

Observam ca semnul curburii combinatoriale in ambele abordari de mai sus se schimba
dupa cum % + % este mai mare sau mica decat % In Teorema noastra 1.1.20, semnul minorantu-
lui grosier pentru curbura se schimba in acelasi mod, desi notiunea noastra de curbura se aplica
grafurilor care au atat o masura de referinta, cat si o structura metrica. Pe moment nu putem

descrie alte legaturi cu notiunile de curbura combinatoriala mentionate mai sus.
1.2 Conditia grosiera curbura-dimensiune pentru spatii metrice

Introducem in cele ce urmeaza o conditie mai tare decat minorantul grosier pentru cur-
bura. Exemplele studiate in sectiunea precedenta au prezentat spatii discrete analoage vari-
etatilor Riemanniene finit dimensionale. Aceste spatii au, intuitiv, nu doar o "curbura" care
mimeaza varietatea, dar si un anumit aspect "finit-dimensional”. Un graf planar are intuitiv
dimensiunea 2, deoarece poate fi desenat in plan. In acest subcapitol vom ingloba aceasta con-
strangere dimensionala intr-o conditie de tip curbura-dimensiune, cu scopul de a obtine mai
multe consecinte geometrice.

Definim si studiem in cele ce urmeaza o conditie grosiera de tip curba-dimensiune /-
CD(K,N) pentru spatii metrice cu masura, unde K joaca rolul minorantului grosier pentru cur-

bura, iar N pe cel de majorant grosier pentru dimensiune. Vom demonstra ca un spatiu met-
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ric cu masura (continuu) (M, d,m), care poate fi aproximat de o familie { (M, dp,mp) }p~0 de
spatii metrice cu masura (discrete), ce indeplinesc o conditie grosiera curbura-dimensiune A-
CD(K,N), cu ordinul de discretizare & tinzand la zero, satisface o conditie curbura-dimensiune
CD(K,N). Aratam de asemenea ca aceasta conditie grosiera de tip curbura-dimensiune se pas-
treaza prin procedura inversa: o discretizare a unui spatiu metric cu masura ce indeplineste
proprietatea CD(K,N), satisface conditia #-CD(K,N) daca ordinul de discretizare este suficient

de mic.
1.2.1 Preliminarii

Fie, ca in sectiunea precedenta, (M, d,m) un spatiu metric cu masura, unde (M, d) este
un spatiu metric separabil si complet, iar m este o masura local finita pe o-algebra borelienelor
PB(M) alui M.

Un punct z in M este un punct ¢-intermediar intre x si y pentru un ¢ € [0, 1] daca d(x,z) =
t-d(x,y) si d(z,y) = (1—1)-d(x,y).

In locul entropiei relative Ent(+|m), vom folosi functionala entropie Rényi, care depinde
de un parametru N > 1, care va juca rolul dimensiunii in materialul care urmeaza. Functionala

entropie Rényi in raport cu masura noastra de referinta m este definita ca
SN(-\m) . QZZ(M, d) —R

cu
v(v|m) = / p~Nav,
unde p este densitatea partii absolut continue v¢ in raport cu m in descompunerea Lebesgue
Vv=Vv'+ Vv =pm+ Vv amasurii v € (M, d).
Lema 1.1 din [St06b] afirma ca
Lema 1.2.1. Sa presupunem ca m(M) < eo.
(i) Pentru orice N > 1, functionala entropie Rényi Sy(-|m) este inferior semicontinua si

indeplineste

—m(M)'/N < Sy(-lm) <0 pe 25 (M, d).
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(ii) Pentru orice v € Z3(M, d)
Ent(-|m) = A%im N(1+Sy(v|m)).

Pentru K,N € R date cu N > 1si (¢,0) € [0, 1] x R folosim notatia

.

oo daca K62 > (N — 1)7?
1—1
v (sin(,/%t@) /sin( %8)) ", daca0< K62 < (N—1)x?
TI((I)N(G) =19 t, daca K6? = 0 sau

daca K62 <0siN=1

\ t% <sinh “/%t@) /sinh (ﬁ()))ll{l, daca K6? <0siN > 1.

Observatia 1.2.2. Pentru un ¢ € (0,1) arbitrar fixat si 8 € (0,00), functia (K,N) —

(1)

Tx v (0) este continua, monoton crescatoare in K si monoton descrescatoare in N.
R

Conditia curbura-dimensiune pentru spatiile geodezice (M, d,m) a fost introdusa in [StO6b]

in modul urmator:

Definitia 1.2.3. Fiind date doua numere K, N € R cu N > 1, spunem ca un spatiu metric
cu masura (M, d,m) satisface conditia curbura-dimensiune CD(K, N) daca si numai daca pentru
orice pereche vy, Vi € #>(M, d,m) exista un cuplaj optimal g al masurilor vy, v; si o geodezica

I':]0,1] — (M, d,m) conectand vy, v; si cu

/

SN’(nt|m) < —/[ é{;f)(d(xo,xl)).po_l/lv (XO)
+ T (d(x0,x1)) .pfl/N’(XI)] dq(x0,x1) (1.2.1)

pentru orice 7 € [0,1] si orice N' > N. Aici p; noteaza functiile densitate ale partilor absolut

continue ale masurilor v; in raportcum, i = 1,2.

Daca (M, d,m) are masa finita si indeplineste conditia curbura-dimensiune CD (K, N) pen-
tru niste numere K si N, atunci are curbura > K in sensul Definitiei 1.1.2. Cu alte cuvinte,
conditia Curv(M, d,m) > K poate fi interpretata drept conditia curbura-dimensiune CD(K o)

pentru spatiul (M, d,m).
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Pentru varietati Riemanniene, conditia curbura-dimensiune CD(K,N) revine la conditia:
"curbura Ricci minorata de K, iar dimensiunea majorata de N", dupa cum se arata in Teorema

1.7 din lucrarea [StO6b]:

Teorema 1.2.4. Fie M o varietate Riemanniana completa, cu distanta Riemanniana d si
cu volumul Riemannian m, si fie date numerele K, N € R cu N > 1.

(i) Spatiul metric cu masura (M, d,m) satisface conditia curbura-dimensiune CD(K,N)
daca si numai daca varietatea Riemanniana are curbura Ricci > K si dimensiunea < N.

(ii) In plus, in acest caz, pentru orice functie masurabila V : M — R, spatiul (M, d,V -m)

satisface conditia curbura-dimensiune CD(K + K',N +N') daca

!
Hess VI/N, < —E-VI/N/
Sy

pentru niste numere K' € R, N' > 0, in sensul ca
1/N' (1-1) 1/N' (1) 1/N'
V(n) > Okr N (d(v,m))V(W) +GK/,N/<C|(707?’1)>V(71)

pentru fiecare geodezica 7y : [0,1] — M si fiecare t € [0,1]. Aici

K K
GI(;’)N(G) = sin \/NZO sin NG

daca 0 < K02 < Nit? (cu modificari adecvate in celelalte cazuri).
1.2.2 Conditia grosierd de tip curburd-dimensiune. Definitie §i proprietati

Introducem in cele ce urmeaza conditia grosiera curbura-dimensiune pentru spatii metrice
cu masura, care nu sunt neaparat geodezice, si demonstram cateva proprietati de baza ale sale.
Exista mai multe moduri de a extinde Definitia 1.2.3, pentru a obtine o conditie aplicabila unor
spatii mai generale decat cele geodezice. Conteaza in mod esential modul in care apare ordinul
de discretizare "h". Exista doua abordari care par mai naturale, fiecare dintre ele cu avantajele
sale. Pentru moment, reamintim si rafinam definitia punctului z-intermediar /s-grosier dintre

doua puncte date:
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Definitia 1.2.5. (i) Daca (M, d) este un spatiu metric, 2 > 0, ¢ € [0, 1| sunt numere reale

date, spunem ca x; este un punct z-intermediar A-grosier intre xq si x; in M, daca

d(x()axl) < td(x05X1)+h
d(x;,x1) < (1—1)d(xg,x1)+h

(ii) Spunem ca x; este un punct z-intermediar A-grosier intre xq si x] in sens tare daca
(1—1)d(x0,x ) +1d(x,x1)> < 1(1—1)d(x0,x1)* + 12 (1.2.2)

Observatia 1.2.6. Daca x; este un punct 7-intermediar A-grosier intre xg si x| in sens tare,
atunci x; este un punct f-intermediar /-grosier intre xg si xj. Intr-adevar, inegalitatea triunghiului

|d(x0,x1) — d(x0,x)| < d(x;,x1), impreuna cu (1.2.2) implica
(1—1)d(xq,x)* +1]d(x0,x1) — d(x0, %) |> < t(1 —1)d(x0,x1 ) + h?
sau echivalent
(1—1)d(x0,x)* +1d(x0,x1)* 4+ d(x0,%:)> — 2t d(x0,%;) d(x0,x1) < 1(1 —1)d(x0,x1)* + 72,
ceea ce conduce la
d(x0,x/)% — 2t d(x0, %) d(x,x1) < —12d(x0,x1)* +h* < [d(x0,x) —d(x0,x1)]*> < h?.
Similar se obtine inegalitatea corespunzatoare lui d(x;,x;).

Observatia 1.2.7. Cu ipoteza suplimentara ca M are diametru finit L, punctele slab ¢-

intermediare h-grosiere sunt puncte ¢-intermediare 4’-grosiere pentru 4’ = (2Lh) 172,

Obtinem, in acest fel, doua posibile definitii pentru conditia grosiera de tip curbura-

dimensiune.

Definitia 1.2.8. (i) Fiind date trei numere K,N,h € R, cu N > 1 si h > 0, spunem ca

spatiul metric cu masura (M, d,m) satisface conditia grosiera curbura-dimensiune 42-CD(K,N)
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daca si numai daca pentru fiecare pereche de masuri vy, v; € &> (M, d,m) exista un cuplaj 6 k-
optimal ¢ al lui vy, vy, astfel incat pentru orice ¢ € [0, 1] exista un punct z-intermediar h-grosier

M € P (M, d,m) intre vy, vy, cu

swim) < — [ [ss (Ao, = 88)) -y (x0)
+rl({t?lv/((d(xo,x1) —6h)y) -pfl/N' (x1)] dq(xo,x1) (1.2.3)

pentru orice N’ > N. Aici p; noteaza densitatea partii absolut continue a lui V; in raport cu m,
i=0,1,iar § = —1 pentru K < 0si § = 1 pentru K > 0, unde (-); noteaza partea pozitiva.

(ii) Spunem ca (M, d,m) satisface conditia grosiera curbura-dimensiune in sens tare A-
CD*(K,N) daca pentru fiecare pereche vy,v; € (M, d,m) exista un cuplaj Sh-optimal ¢
al lui vy, v, astfel incat pentru orice ¢ € [0, 1] exista un punct z-intermediar h-grosier 1, €

P5(M, d,m) intre vy, v in sens tare, indeplinind (1.2.3) pentru orice N’ > N.

Dupa cum vom vedea, prima definitie este mai potrivita pentru a obtine rezultate de sta-
bilitate la discretizari, pe cand a doua este mai adecvata pentru obtinerea unor consecinte de

natura geometrica.

Observatia 1.2.9. Conform Observatiei 1.2.7, pe spatii marginite conditia grosiera (slaba)
de tip curbura-dimensiune si conditia grosiera curbura-dimensiune in sens tare sunt echivalente,

modulo o schimbare a ordinului de discretizare A.
Observatia 1.2.10. Pentru K = 0, inegalitatea (1.2.3) se scrie ca
Snr(Me]m) < (1—1) - Syr(Vo|m) +1 - Sy (vi|m),

deci conditia grosiera curbura-dimensiune ~2-CD(0, N) cere functionalelor entropie Rényi Sy (+|m)

sa fie slab convexe pe %, (M, d,m) de-a lungul "h-geodezicelor" pentru orice N’ > N.

Propozitia 1.2.11. Sa presupunem ca (M, d,m) este un spatiu metric cu masura care
indeplineste conditia h-CD(K,N) pentru niste numere h > 0, K,N € R. Atunci urmatoarele
proprietati au loc:

(i) (M, d,m) indeplineste si conditiile h-CD(K',N") pentru orice K' < K si N' > N. Daca

K <0, atunci (M, d,m) satisface si conditia h'-CD(K,N) pentru orice ' > h.
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(ii) Orice spatiu metric cu masura (M',d' \m') care este izomorf cu (M, d,m) satisface

aceeasi conditie h-CD(K,N).

(iii) Pentru orice a, > 0, spatiul metric cu masura (M, ocd, Bm) indeplineste conditia

ah-CD(o 2K, N).

(iv) Daca (M, d,m) are masa totala finita, atunci h-Curv(M, d,m) > K.

Demonstratie. (i), (ii) Sunt evidente.

(iii) Consideram vy, V| € Z>(M,ocd, Bm). Atunci vp, V| € Z(M,d,m) si notam cu p;
densitatea lui v; in raport cu m, pentru i = 0,1. Notam cu 6 semnul lui K. Fie ¢ un cuplaj
Oh-optimal si M = pm un punct ¢-intermediar h-grosier intre Vg, Vi, in raport cu metrica d,
indeplinind conditia (1.2.1) pentru orice N’ > N. Atunci g este un cuplaj (ah)-optimal si 7

este un punct 7-intermedia och-grosier intre Vo, V| in raport cu metrica ad si avem

Swnim) = — [ (p/B)' " d(Bm) = BV sy (nim)
< B [ [l ((dsorxn) = 81))-py ™ (o)
o h((dlo,) = 8h)1)-py Y (x0)| o, )
= [ [ w((@dto.m) — 8(em)))(po/B) Y (x0)
1l ((@d(x0,210) = 8(a@h)) ) (1 /B) ™™ (x0) | da (o, 1)

pentru orice N’ > N, ceea ce conduce la conditia ah-CD (2K, N) pentru spatiul metric cu

masura (M, o d, Bm).

(iv) Pentru a demonstra minorantul pentru A-curbura in sensul Definitiei 1.1.9, consin-
eram Vo, V| € &5 (M,d,m). Cum spatiul (M, d,m) satisface conditia 1-CD(K,N), se poate
gasi un cuplaj dh-optimal ¢ si pentru orice ¢ € [0, 1] exista un punct ¢-intermediar A-grosier
N, € P,(M, d,m) intre vy si v care indeplinesc conditia (1.2.1) pentru orice N’ > N. Cu pre-

supunerea noastra m(M) < oo, Lema 1.2.1 ne da entropia relativa a lui 7, in raport cu m, ca
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Ent(1;|m) = limyr_.. N'(1 4+ Sk (1,|m)). De aceea,
Ent(mi|m) (1 =1)Ent(vo|m) —rEnt(vi|m)
= lim N'(Sk(mlm) — (1 =1)Sy (volm) — S} (volm))
< gim [{V[(1=0) =gl ((dlxo,x) = 3m))] py ™ (o)
N [t =1 ((dlvo,x0) =) o™ () | dglo, )
< Jim [N 00 =5 ((deo.xn) = 81))
N 1= (d(vo,x1) — 8))] } dgao, ).

Daca 0 < K82 < (N — 1)x?, atunci
1_1

lim N' [t =50, (8)] = lim N' |1~ sin (/w716 N _k6? ,

! K7N/ ! .
N'—eo N'—eo sin (,/N—IE] 9) 6

Obtinem aceeasi limita KO%(t> —¢)/6 pentru celelalte trei interpretari ale lui TI((l)N' (8), deci

z-
|
—
-~
|
~
SN—

putem conchide ca

Ent(1|m)

IN

2
/K(d(x07xl6) - 6h)+) {[(1 —t)3 . (1 —t)] + (;3 _;)}dq(xo,xl)
- _gt(l —1) [ [(d(xo,x1) — 8h) > dg(xo,x1) = dy'(vo, v ).
[

Observatia 1.2.12. Propozitia 1.2.11 ramane adevarata daca inlocuim peste tot --CD(K,N)
cu h-CD*(K,N).

Observatia 1.2.13. Punctul (iv) din Propozitia 1.2.11 arata ca pentru un spatiu metric
cu masura cu masa totala finita, conditia 4-Curv(M, d,m) > K poate fi privita ca o conditie

grosiera curbura-dimensiune ~-CD (K, o).
1.2.3 Stabilitatea la convergenta

Ca si in cazul minorantilor pentru curbura, putem stabili un rezulta de stabilitate, care

arata ca putem trece de la spatii discrete la spatii limita continue.

44



Fe -
=

UL, ELROPLANA MRS TERLL MUNGIL FAMEIE §I FOMDUL SOCIAL EURDPTAN NS TR STRLC TURALE
EGALITATE DE SANSE POE DL 37 -2
L]

STITUTLE MATIONAL 0
CERCETARI ECOsaDMICE
0T 0 COSTIN C. KORITESOU

Teorema 1.2.14. Fie (M, d,m) un spatiu metric cu masura normalizat si consideram o
familie {(My,, dyp,mp)},~ de spatii metrice cu masura normalizate astfel incat pentru fiecare
h > 0 spatiul (My, d,,my,) satisface conditia grosiera curbura-dimensiune h-CD(Ky,,Ny,) si are
diametrul Ly, pentru niste numere reale Ky, Ny, si Ly, cu N, > 1 si L, > 0. Presupunem ca pentru

h— 0 avem
(My, dpymy) = (M, d,m)
si (Ky,Ny,Ly) — (K,N,L), unde (K,N,L) € R cu K-L* < (N —1)%%. Atunci spatiul (M, d,m)

satisface conditia curbura-dimensiune CD(K,N) in sensul Definitiei 1.2.3 si are diametrul < L.

Pentru s> 0,1 € [0,1], K € R si N > 1 folosim notatiile

Tientaim) = = [ [ (o) = 8eh)2) -y Y (o)

+ TI(QN/((d(xo,xl) —Okh)+) -p;I/NI(xl) dq(xo,x1)

si
Ty N (qlm) == Ty gy (glm),

atunci cand ¢ este un cuplaj dh-optimal al masurilor vy = pg - m si v; = p; - m. Reamintim ca

0 =1pentru K >0,si 6 =—1 pentru K < 0.

Lema 3.3 din lucrarea [StO6b] arata ca Tlgg\,(|m) este superior semicontinua. Urmatorul

1)

rezultat furnizeaza superior semicontinuitatea lui Th( « v (-|m) pentru orice 2 > 0.

Lemii 1.2.15. Fie h > 0,1 € [0,1], K € R si N > 1 date. Pentru orice sir {qg"};cn de

cuplaje cu aceleasi margini vy si Vi, convergand slab la un cuplaj q(°°), avem

limsup7,y (¢ m) < T, (g m) (1.2.4)

k—o0

Demonstratie. Consideram {q(k) Tren si ¢'*) ca in enunt. Este suficient sa demonstram ca
timinf e [ ol (d00,x1) = Sch)1) -y 'Y (r0)dlg® (a0, 1)
> [l (o) =66k ) -y Y (x0)dg ™ (ro,x), (125)
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deoarece atunci o inegalitate similara va avea loc cu p; in locul lui pg si ¢ in locul lui 1 —1¢, iar
prin insumarea celor doua inegalitati obtinem (1.2.4).

Pentru k € NU {eo}, notam cu Q) (xg,dx|) dezintegrarea lui dg'®)(xo,x;) in raport cu
dvo(xp). Daca C € Ry U{eo}, definim

3 (xo) =/[Tg&f)((d(mm)—5Kh)+)/\C] 0 (x, dxy).

Consideram acum C € Ry fixat. Spatiul 6, (M) de functii continue si marginite este desn in

Li1(M,vp) se de aceea pentru orice € > 0 se poate gasi o functie ¢ € 63, (M) astfel incat

/C-HpO_I/N/\C] —(p’dvoge.
(k)

Aceasta, impreuna cu faptul ca 0 < 9,7 < C, dovedeste ca pentru orice k € NU {eo} avem
/19 y Vel - ‘dvo <e. (1.2.6)

Sirul {g®} ;e converge slab la q(°°) pe M x M, si cum functia (xo,x1) — T[(;N,)((d(xo,xl) -

Oxh)+) AC se aflain 6,(M x M), exista un k(€) € N astfel incat pentru orice k > k(€)

/ﬁé‘”)qo dvy < /19ék)<p dvy+ €. (1.2.7)

Astfel, pentru fiecare k > k(&) obtinem
/ﬁé“)- 1/N/\C dvo /19 l/N }—qo‘dvojt/ﬁ(w)-(pdvo
(1.2.7)

/ﬁc cpdvog+e < /ﬁc -@ dvy+2¢€
/19(")~ 1/’V/\C} dvo+ 3¢
/19 dv0+3e

Aceasta conduce la

/ 9 oy ™ nc| avo < timinf [ 9% py M Navy

pentru orice C € R;. Acum, daca il facem pe C sa tinda la o, din convergenta monotona

obtinem

/195:0) ~1/N dvy <11m1nf/19 I/N

ceea ce demonstreaza (1.2.5). L]
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Demonstratia Teoremei 1.2.14. Fie {(M},, dj,my)}n~o o familie de spatii metrice cu masura
normalizate, fiecare (M}, d,,my) satisfacand o conditie grosiera h-CD(Kj,Ny,) si avand di-
ametrul < L;. Sa presupunem ca {(My,, dy,my)},~o converge la un spatiu metric cu masura
(M, d,m) in metrica D pentru 7 — 0. Atunci spatiul limita (M, d,m) trebuie sa aiba diametrul
< L. Fara pierderea generalitatii, putem presupune ca Nj, > 1 si ca exista un triplet (Ko, No, Lo)
cu K, < Ky, N, > Ny, L, < Ly pentru orice & > 0, si cu Ky -L% < (Ng— 1)m2.

Pentru a demonstra conditia curbura-dimensiune CD(K,N), fie vo,v; € (M, d,m) o
pereche arbitrara de masuri cu v; = p;-m, i =0, 1. Fie si € > 0 dat. Fixam un cuplaj optimal

arbitrar g al lui vy si vy, si pentru r € R} notam

D, = {(x0,x1) €M XM : py(xo) < r,p1(x1) <r}
o = Q(Dr)

Alr 1 ~A\r

g7 = —4"(nD,)

Masura c}(r) are marginile
i) =900 xm), V()= %)
cu densitati marginite. Pentru » = (&) suficient de mare avem si
dw(vo, %) <&, dw(vi, 7)) <e. (1.2.8)
(r) (r)

Cum spatiul (M, d,m) are diametrul finit, iar densitatile lui V;;’ si V,"’ sunt marginite, putem

gasi un numar R € R astfel incat

r K ~(r) ~(r 2
sup Ent(\?i( ”m)—kMMh| dw ( (g),vl( ))—|—38 <R. (1.2.9)

i=0.1 8

Conform ipotezei noastre, (Mj, dj,,my,) D, (M, d,m) cand h — 0, de aceea se pot alege h =

h(g) € (0,€) si un cuplaj d al metricilor d si dj astfel incat
1 € 2+4L%R
EdW(mhvm) < D((an dh7mh)7 (Ma d7m>) < (E) N\ exp <_%) ) (1.2.10)

unde constanta C va fi specificata mai tarziu. Fixam acum un cuplaj p al masurilor m si my, care

sa fie optimal in raport cu metrica d, si consideram P si P’ dezintegrarile lui p in raport cu m si
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my, respectiv. Ca in Lema 4.19 din [St06a], P’ induce o aplicatie canonica P’ : %, (M, d,m) —
P (My, dp,my,). Definim

vi,h = Pl(f/i(r)) = pi7h-mh

cu
pin(y / pl P'(y,dx) pentrui =0, 1.
Aplicand Lema 4.19 din [St06a] obtinem succesiv:
b /v < —logD((MiZ;ljS, (M, d,m)) e (1.2.11)
si
Ent(v; smy) < Ent(9\"|m) (1.2.12)
pentrui=0,1.

Spatiul aproximant (M}, dj,, my,) satisface conditia grosiera curbura-dimensiune 4-CD (K}, N},),
ceea ce asigura existenta unui cuplaj &ph-optimal g, pentru Vo, si vy, iar pentru fiecare
t € [0, 1] existenta unui punct ¢-intermediar A-grosier 1; , € 5 (Mp, dj,,my,) intre Vg , si v 4, ce
indeplinesc inegalitatea
S (e almn) < T o (anlmn) (12.13)
pentru orice K’ < Kj, si N' > Nj,. Lema 4.19 din [St06a] furnizeaza si o aplicatie canonica

P: Py(My, d,,my,) — P2(M, d,m). Consideram acum

L7 :=P(Ny) (1.2.14)

cu h = h(€) ca mai sus. Reamintim ca P este definit astfel incat densitatea lui I'¥ in raport cu m

SﬂZAfmwﬂﬁﬂ,

unde p; j, este densitatea lui 7, ;, in raport cu my. Aplicand acum inegalitatea lui Jensen functiei

este data de

convexe r — —rl /N

Sni(TE|m) = / (05) N g — / [ / pt’h(y)P(dy,x)]lI/N/dm(x)

= [, L )Y Py am(x) = [ pra)' N ()
MM,
= Sy (M plmy),

, avem

IN
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deci am obtinut ca
Sy (T [m) < Syr (M 5lmp) (1.2.15)

pentru orice N’ > N, si orice t € [0,1]. Propozita 1.2.11 (iv) arata ca proprietatea grosiera h-

CD(K}y,Ny,) pentru spatiul (M, dj,, m;,) implica minorantul grosier pentru curbura i- Curv(Mj,, dj,, my,) >

Kj,. Acesta conduce la

Ent(T¢|m) < Ent(1; ,|mp)
< (1 —l)EIl'[(V()7h|mh) —f—l‘EI’lt(V17h|mh)
K ~ &
—7’1;(1 —1)dy (Von Vin)?
Lemma 1.1.7 su K 2
< sup Ent(V; |my) + ph>T0|h| [dw(\’o Vi) +h}
i=0,1
(1.2.11),(1.2.12) Kol rn 2
< sup Ent(f/i(r) \m) + Suph>TO‘h| [dw(f/(()r), f/l(r)) +2e+ h]
i=0,1
r K N AlF A 2
< sup Ent(f/i( )|m)+suph>TO‘h| [dW( (() ) V1( ))4’38}
i=0,1
(1.2.9)
< R.
Impreuna cu (1.2.10), aceasta implica din nou din Lema 4.19 din [StO6a] ca
dw (T8, M) < e (1.2.16)

Fie Oy, si Q) dezintegrarile lui g, in raport cu Vg, si respectiv v; ;. Pentru h = h(e) ca

mai sus si pentru K’, N' sit € [0, 1] fixate, definim

vo(yo) := /M T ((dh(30,31) — 8rh)+) Qalo.dyr)
si
vi( -:/ W ((d — 8gh ' (d
1(1) . T[(/7N/(( r(y0,1) xh)+) Qp(dyo,y1).
h
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Atunci, din inegalitatea lui Jensen, avem

Th(1)<’N’ (qnlmp) Z / Pin()' TN vi(y) dmy(y)
1—-1/N'

ZO /Mh { / ;" (x) P'( y»dX)} vi(y) dmy(y)

,Z;‘)/Mh/ . ]/N,'Vi(y) P'(y,dx) dmy(y)

_ ;) /M h [p,(’)( )]1 v { /M hw(y) P(x,dy)] dm(y).

/Vo(yo (x0,dyo) // K/N/ dn(y0,31) — 8kxrh) 1) On(yo,dy1)P(x0,dyo)

/Mh /M;/ [K/N/ (x0,x1)) —C- <(dh(y0,Y1)—5K/h)+— d(xom)ﬂ

47

X
it I)Pl(ybdxl) On(vo,dy1) P(xo,dyo)
p1.n(y1)

Z/M;,/M;,/M {T,g;\,t/)(d(xo,m))—c' (dh(}’o,yl)— d(xo,X1)+h)}

A(r)

X
i I)Pl(ybd)ﬂ) On(vo,dy1) P(xo,dyo)
p1.n(y1)

Z/Mh/Mh/M [f,?/;?(d(xo,xl))—C <a(x0,y0)+a(x1,y1)+h>}

D)
P1a(y1)

Acum,

P'(y1,dx1) On(yo,dy1) P(xo,dyo)
unde

C:= max{;—efl((s,%l\,,(e) :s5€10,1], K' <Koy, N >Ny, 6 §Lo}.

In mod similar, obtinem estimarea

/ vi(y1)P(x1,dy1)

. L et = () + ) +n)

5y (x0)
po,n(Y0)

P'(yo,dx0) Q) (y1,dyo) P(x1,dy1).
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Consideram masura

Al
dg\" (xo,x1) = /MX Po )Pl()’ladxl)Pl(}’OadXO)dCIh(ymy1)
h

)P'(yl ,dx1)Qn(y0,dy1)P(xo,dyo)m(dxp).

(r) o ()

Atunci g) este un cuplaj (nu neaparat optimal) al lui g si g, ". Consideram de asemenea un

cuplaj ¢° pentru vy si v; dat de
¢°(A) = 0" +4(AN (M x M\ E))
pentru orice A C M x M masurabila si pentru » = r(€). Din estimarile de mai sus obtinem

o) < 0@
+C/M [ﬁ(()r) () 4\ () 171/1\7'] (d(x,y) +h)dp(x,y)

utilizand (1.2.10). Avem si

tim | 7,0, (¢%[m) = Ty, (@) m)| = 0. (12.17)

In acest mod, pentru fiecare € > 0 am gasit o masura de probabilitate g° pe M x M si o

familie de masuri de probabilitate {I7 },c|o,1) pe M astfel incat

(1.2.15) (1.2.13) (1.2.17)
Sy(CE|m) < Syr(Meplmy) < Th(’tl)</7N/(61h|H1h) < T,ﬁ’,?N,(q<’<€)>\m)+2e. (1.2.18)

Faptul ca M este compact implica existenta unui sir (€(k))ren convergand la 0, astfel incat
(k)

masurile qg(k) tind la o masura ¢ si pentru orice ¢ € [0, 1] N Q probabilitatile Ff converg la un
I';. Cum toate masurile g° sunt cuplaje ale lui vy si v, masura g este si ea un cuplaj al lui v
si vi. Mai mult, (1.2.8), (1.2.11) si (1.2.16) conduc la faptul ca masura ¢ este de fapt un cuplaj
optimal.

Pentru orice & > 0sit € [0, 1], masura 1, este un punct ¢-intermediar A-grosier intre v

si vy in Po(My, dy,my). Dar vy si vy, converg la vy si respectiv vy, cand 4 — 0. Impreuna

51



Te -

L O

UL, ELROPLANA MRS TERLL MUNGIL FAMEIE §I FOMDUL SOCIAL EURDPTAN NS TR T S TR TURALL HPOSDEY STITUTLE MATIONAL 0
EGALITATE DE SANSE POE DL 37 -2 CERCETARI ECONOMICE
PR HOT-F013 "COSTIN C. KIRITESOU

cu (1.2.16), aceasta conduce la

dw(vo,Iy) < tdw(vo,v1)

dW(F,,vl) < (1 —t)dw(V(),Vl)

pentru orice 7 € [0,1]NQ. De aceea, familia {I';}, se extinde la o geodezica in (M, d,m)
(

ce uneste Vg si vi. Cum Sy/(-|m) este inferior semicontinua (Lema 1.2.1) si T, f)N,(-|m) este

superior semicontinua, estimarea (1.2.17) implica

.. (k) . (1) k (1)
Sy (Tylm) < lllfilol;lfSN/(Ft Im) < h;figlfTK’,N/(qs( )|m) < TK,7N,(q|m)

pentru orice ¢ € [0,1], orice N’ > N = lim;,_,oN,, si orice K’ > K = limj,_,oK},. Inegalitatea
Syt (L|m) < TIg?N, (g|m) are loc si pentru K’ = K si N = N, din continuitatea lui Sy si T[g?N, in

(K',N’). Aceasta incheie demonstratia teoremei.

1.2.4 Stabilitatea la discretizare

In aceasta sectiune vom arata cum conditia grosiera curbura-dimensiune se pastreaza prin
discretizarea unui spatiu geodezic cu masura, care satisface conditia curbura-dimensiune in

sensul Definitiei 1.2.3.

Teorema 1.2.16. Fie (M, d,m) un spatiu metric cu masura ce satisface conditia curbura-
dimensiune CD(K,N) pentru niste numere reale K si N > 1. Atunci pentru orice h > 0,
orice discretizare (M, d,my) cu R(h) < h/4 satisface conditia grosiera curbura-dimensiune

h-CD(K,N).

Demonstratie. Presupunem ca (M, d,m) indeplineste conditia curbura-dimensiune CD(K,N)
si consideram o discretizare (M}, d,my) cu M, = {x;: j > 1} C M. Presupunem ca {A;} ;>
este 0 acoperire corespunzatoare a lui M submultimi disjuncte doua cate doua astfel incat x; €
Aj, mp({x;}) =m(A;) si diam(A;) < R(h) pentru fiecare j > 1. Pentru a verifica proprietatea

grosiera h-CD(K,N) pentru spatiul discret (M;, d,m;,), fie v{i, vﬁ‘ o pereche arbitrara de masuri
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din in &2,(M;, d,my,), sa zicem

Luam

Aplicand proprietatea CD(K,N), presupusa adevarata pentru (M, d,m), se poate obtine un cu-
plaj g al lui vy si vy, si pentru fiecare ¢ € [0, 1] un punct ¢-intermediar 7, intre v; si v, astfel
incat (1.2.1) are loc pentru orice N’ > N. Presupunem ca 1), = p,m.

Formula
h . )
nt({xh) =n(A;),  j=12,...
defineste pentru fiecare ¢ € [0, 1] o masura de probabilitate pe M}, care este absolut continua in

raport cu my,, de densitate

= Ja, P dm
-y,
j=1 m(A;)

e

Deci pentru N’ > N avem, conform inegalitatii lui Jensen,

svitm) = =X (o . ptdm)l/Nlmhqxj})

wlm (/ pi 1 am ) (5

J:

IN

De aceea obtinem

svim) < = [ [ (40,0 p Y (o)

+ ’L'I(QN/(d(XmX])) -pl’l/N'(m)} dq(xo,x1). (1.2.19)

Presupunem ca suntem in cazul K < 0. Fie ¢" un cuplaj —2R(h)-optimal al lui vé’ si v{’.
Notam
i La;xaA
N8y, ) X ——— e (m x .
= B [N s )
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Atunci g este o masura pe M;, x M, x M x M, care are marginile v(’)l, vf’, Vo si V. Mai mult,
proiectia lui g pe primii doi factori este egala cu ¢".
Pentru K < 0, N > 1 sit € (0, 1) arbitrar fixat, functia T[(;;,t)(-) este monoton descresca-

toare pe [0,00), si astfel avem

= [ o)) py Y Go)dgao.x)

- (4o, 0)) oy Y (x0) ol o)
My xMpxMxM

ol (d (o, ) + A ) + d (el x1)

IN

a /ththMxM
.po_l/N (XO)da(xgvx}f;anXl)

h
q'({(xj,%)}) / (1-1) ' _
X m(Aj)m(Ax) Jajxa, Ty v (d0627) + d(xjoxe) + d(x, )

) (a&j)l/N/ dm(x)dm(y)

) b

1t h
< Yty (dem) +2R () (o,
Jok
In mod similar putem majora al doilea termen al integralei din (1.2.19) pentru a obtine inegali-
tatea dorita pentru cuplajul —2R(h)-optimal g al lui v si v{, si pentru n/".
Daca K = 0, atunci este usor de vazut ca Sys(V/'|my,) = Sy (vi|m), i = 1,2, ceea ce conduce
direct la

Swr (17" lmp) < (1—1) - Swr (VG lmp) +1 - Sy (v )

pentru orice N’ > N.
Pentru K > 0, N > 1 si pentru ¢ € (0, 1) arbitrar fixat, cum Teorema 2.2.5 ne da un ma-

jorant pentru diametru, pentru care functia ’L’,((t)N() este de fapt monotom crescatoare, deci

TI(;?N((d(xO,xl) — or), ) monoton crescatoare in «, si deci demonstratia continua ca in cazul
K <0.

Precum in demonstratia Teoremei 1.1.14, se poate arata ca nth este cel putin un punct
t-intermediar 4R(h)-grosier intre VI, V¥, De aceea, daca h > 4R(h), discretizarea (Mj, d,m,)

satisface conditia grosiera curbura-dimensiune ~-CD(K,N).
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Rezultatul de mai sus furnizeaza o serie intreaga de exemple, cu care suntem deja famil-

iarizati din subcapitolul 1.1, paragrafele 1.1.3 si 1.1.4.

Exemplul 1.2.17. Spatiul Z", cu metrica d;, care este restrictia metricii provenite din

norma | - |; pe R”, si cu masura 7, = Y. ,c7» Oy, satisface h-CD(0,n) pentru orice h > 2n.

Exemplul 1.2.18. Gridul n-dimensional E”, avand Z" ca multime a varfurilor, echipat
cu metrica de graf si cu masura m,, care este masura Lebesgue 1-dimensionala pe muchii,

indeplineste 4-CD(0,n) pentru orice & > 2(n+1).

Exemplul 1.2.19. Fie G graful care acopera planul euclidian cu triunghiuri echilaterale
de muchie r, cu metrica de graf dg si cu masura Lebesgue 1-dimensionala m pe muchii. Atunci

G indeplineste conditia #-CD(0,2) pentru orice & > 8r+/3/3.

Exemplul 1.2.20. Graful G/, ce acopera planul euclidian cu hexagoane regulate de muchie
r, echipat cu metrica de graf d¢ si cu masura Lebesgue 1-dimensionala m’, satisface h-CD(0,2)

pentru orice h > 34r/3.

Exemplul 1.2.21. (Grafurile planare omogene). Pentru orice numere naturale /,n > 3
cu 7+ 1 < 1 sipentru orice r > 0, ambele spatii metrice (V(I,n,r), d,m) si (G(I,n,r), d,m)
definite in paragraful 1.1.4, satisfac conditia grosiera curbura-dimensiune 4-CD(K,2) for h >
r-C(l,n), unde

(

2z
—rl—z [arccosh <2COS ()

2
1 1 1
sin? (%) o 1)} for Ttai>2

2
_ 2n
K= r% [arccos (2:); (,:;) — 1)1 for %Jr,ll < %

1 1 1
0 f0r7+,—l—§

_1),

. . cos?( X cos?( X
si C(I,n) = 4-arcsinh (Siné,;) sinz((’;)) — 1) /arccosh (2 sinz((fl’;;

55



I
f ¢ ‘/ TINERETLLLY e
- o | ssronmn

UL, ELROPLANA MRS TERLL MUNGIL FAMEIE §I FOMDUL SOCIAL EURDPTAN NS TR T S TR TURALL HPOSDEY STITUTLE MATIONAL 0
EGALITATE DE SANSE POE DL 37 -2 CERCETARI ECONOMICE
PR HOT-F013 "COSTIN C. KIRITESOU

Capitolul 2

Inegalitati de transport si inegalitati geometrice

2.1 Inegalitati de transport si fenomenul de concentrare a masurii
2.1.1 Inegalitatea Talagrand clasicd de transport
2.1.2 Inegalitdti slabe de transport

Aratam in cele ce urmeaza ca pe un spatiu metric cu masura, cu curbura grosiera strict
pozitiva, are loc o inegalitate mai slaba decat inegalitatea Talagrand de transport. Aceasta ine-

galitate estimeaza perturbarea df{,h a metricii Wasserstein:
Propozitia 2.1.1. Presupunem ca (M, d,m) este un spatiu metric cu masura, care are
h-Curv(M,d,m) > K

pentru niste numere h > 0 si K > 0. Atunci pentru fiecare v € &, (M, d) avem

2 Ent(v|m)

dii/ (v,m) < <

@2.1.1)

Demonstratie. Deoarece am presupus ca m este o masura de probabilitate, pentru orice vV €
P(M, d) functionala entropie este nenegativa: Ent(v|m) > —logm(M) = 0, din inegalitatea lui
Jensen. minorantul pentru curbura - Curv(M, d,m) > K implica faptul ca pentru perechea de
masuri v si m, si pentru fiecare ¢ € [0, 1] exista un punct 7-intermediar h-grosier 1, € &%, (M, d),
astfel incat

Ent(mi|m) < (1 —£)Ent(v|m) — gt(l — ) (v m)?. (2.1.2)
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Daca Ent(v|m) < & dy (v, m)?, atunci exista un £ > 0 astfel incat Ent(v|m) 4 € < £ di (v, m)>.

Aceasta, impreuna cu (2.1.2) va implica
K
Ent(mi|m) < 5 (1 =) di"(v,m)? —e(1—1)

pentru fiecare ¢ € [0,1]. Alegem acum ¢ foarte aproape de 1, astfel incat 0 < 1 —¢ < € si
K(1—1)2d}"(v,m)? < €2. Aceast alegere conduce la Ent(n;|m) < —2/2 < 0, in contradictie
cu faptul ca functionala entropie este nenegativa. De aceea, Ent(v|m) > %d;,h(v,m)z, adica

exact ceea ce doream sa demonstram. O]

Definitia 2.1.2. Daca (M ,d) este un spatiu metric si m € &>(M, d) o masura de proba-
bilitate data, spunem ca m satisface o inegalitate (slaba) h-Talagrand de transport de constanta
K > 0 daca si numai daca pentru orice v € Z23(M, d)

2 Ent(v|m)

dip!(v.m) < <

A Talagrand inequality for the measure m implies a concentration of measure inequality
for m (see for instance [Ma97]).
For a given Borel set A C M denote the (open) r-neighborhood of A by B,(A) :={x e M :

d(x,A) < r} for r > 0. The concentration function of (M, d,m) is defined as
1
Oc(M’dm)(r) = sup {1 —m(B,(A)): A€ B(M),m(A) > 5} . r>0.

We refer to [Le01] for further details on measure concentration.
Rezultatul urmator arata ca, desi inegalitatea h-Talagrand de transport este mai slaba decat
inegalitatea Talagrand, este totusi suficient de puternica pentru a produce concentrarea normala

a masurii.

Propozitia 2.1.3. Fie (M, d) un spatiu metric, iar m o masura pe acest spatiu care sa
verifice inegalitatea h-Talagrand de constanta K, pentru niste numere K > 0 si h > 0. Atunci

exista un ro > 0 astfel incat pentru orice r > ry

a(M,d,m) (r) < efKrZ/S-
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Demonstratie. Parcurgem un argument asemanator celui utilizat de K. Marton in [Ma97], unde
se demonstra concentrarea masurii in ipoteza unei inegalitati Talagrand de transport pentru met-
rica Wasserstein de ordin 1. Fie A, B € #(M) date, cu m(A),m(B) > 0. Consideram probabili-

tatile conditionate my = m(-|A) si mp = m(-|B). Pentru aceste masuri, inegalitatea h-Talagrand

& (ma,m) < \/%"“'m), & (mpg,m) < ,/%mﬂm). (2.1.3)

Fie g4 si gp cuplaje +h-optimale ale lui my, m si respectiv mg, m. Conform sectiunii 11.8 din

are loc:

[Du89], exista o masura de probabilitate § pe M x M x M astfel incat proiectia ei pe primii doi

factori sa fie g4, iar proiectia pe ultimii doi factori sa fie gg. Atunci avem, succesiv,

1/2
di (ma,m) + d;LVh(m,mB):{ / [(d(xl,xz)_h)+}2dQ(x1,x2,x2)}
MxMxM

" {/MXMXM [(d(x2,x3) —h)+}2d(?(x1,xz,x2)}l/2

1/2
= d(r1,x2) — )., + (d(x2,33) —h>+}2d4(x1,xz,xz>}
M><M><M

>

1/2
> {/ x17x2)+d(x27x3)—Zh)+]2d@(x1,x27x2)}
MXMxM

1/2
/ xl,X3)—Zh)_JZdQ(xl,XQ,XQ)} .
MxXMxM

Sa prespunem acum ca d(A, B) > 2h. Cum proiectia lui § pe primul factor este my, iar proiectia

pe ultimul factor este mp, suportul lui § trebuie sa fie o submultime a lui A X M x B, deci

5 12
{/MxMxM [(d(x1,x3) = 2h)., | d@(xhxz,xz)} > d(A,B) —2h.

Estimarile de mai sus, impreuna cu (2.1.3), implica

d(A,B)—2h < \/ZEntSI(ﬂMm)_'_\/ZEntg;(nB‘m)

B 21 1 21 1
= Eogm(A)+ Eogm.

Daca alegem acum 24 < r si pentru un A € (M) dat inlocuim B cu CB,(A), obtinem

o< | 2log—— 4|21 !
r— —log —— —log ————F—— .
SV K8 m@) T\ K 21 m(B(A))
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8=

Deci, pentru m(A) >

2 2 1
2h<y/Zlog2 4/ Zlog— .
T =\ k%8 +\/K O (B, (A))

De aceea, pentru orice r > 24/ %log2 +4h, de exemplu, avem

r< 21 1
— _O —
2=\ K BT m(B ()

sau echivalent

1 —m(B,(A)) < e X7°/8,

ceea ce incheie demonstratia.

2.1.3 Integrabilitatea exponentiald a functiilor Lipschitz

In lucrarea [BG99] se arata ca o inegalitatea Talagrand de transport implica integrabili-
tatea exponentiala a functiilor Lipshitz. Demonstram in cele ce urmeaza ca o inegalitate slaba

h-Talagrand conduce la aceeasi concluzie.

Teorema 2.1.4. Presupunem ca (M, d) este un spatiu metric si fie h > 0 dat. Daca m
este o masura de probabilitate (M, d), ce satisface o inegalitate h-Talagrand de transport de
constanta K > 0, atunci toate functiile Lipschitz sunt exponential integrabile. Mai precis, pentru

orice functie Lipschitz ¢ cu ||@||Lip < 1si [ @ dm =0, avem
2
Vi >0 / ePdm < et (2.1.4)
M
sau echivalent, pentru orice functie Lipschitz @,

2
Vi >0 /e“”dmgexp t/ ¢ dm ) exp t—||(p|]%1 +ht||@||Lip | - (2.1.5)
M M 2K P

Demonstratie. Demonstratia pe care o prezentam aici o extinde pe cea data in [BG99]. Fie f o

densitate de probabilitate cu flog f, integrabila in raport cu m. Inegalitatea h-Talagrand implica

p !
d#(fm,m)g\/E/Mflogfdm§§(+;/Mflogfdm
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pentru fiecare ¢ > 0. Consideram acum metrica Wasserstein de ordin 1 a doua masuri de proba-
bilitate u si v

diy (4, V) := inf d(xo,x1) dq(xo,x1),
MxM

unde ¢ parcurge toate cuplajele lui p si v. Daca ¢ este un cuplaj +h-optimal al lui fm si m,

atunci, din inegalitatea Cauchy-Schwartz, obtinem

1/2
diftmn) = { [ (460 =) Paton) |
> /MXM(d(xo,xl)—h)+d2](xo,x1)2 db (fm,m) —h.

Teorema Kantorovich-Rubinstein ne da urmatoarea formula de dualitate

db (fm,m) = { dm— d }
w(fm,m) H(PTIEESI /M<Pf m /Mcv m

Daca ¢ este o functie Lipschitz ce satisface ipotezele teoremei (||@||Lip < 1 si [ @ dm = 0),

atunci
/q)fdm< d+h(fmm)+h_2K+ /flogfdm+h

care Ss€ poate rescrie ca

l2
/ <t¢——>fdm</flogfdm+ht. (2.1.6)

Aceasta estimare trebuie sa aiba loc pentru orice densitatea de probabilitate f. De aceea, putem
l2 l‘2 _1
f=€9"x (/ e“”dem)
M
in formula (2.1.6) si obtinem
12 2 2 -1 12 2 -1
{/ <t(P——) e”pZKdm} (/ e”PMdm) S/ P x (/ e"PMdm)
M 2K M M M
t(p—i—log / e”p_%dm dm + ht
2K M ’
2
log (/ e””_ZKdm> dm < ht,
M

ce demonstreaza (2.1.4). Estimarea generala (2.1.5) este o consecinta a lui (2.1.4) aplicata

lua

Aceasta conduce la

functiei y = 17 | [0 — [ dm]. O
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2.2 Inegalitati geometrice
2.2.1 Geometria transportului masei pe spatii h-geodezice

In cazul spatiilor geodezice, pentru fiecare geodezica I" din spatiul Wasserstein, masa este
transportata de-a lungul geodezicelor spatiului subiacent, ce au capetele aflate in suporturile lui
I'(0) si respectiv I'(1) (a se vedea [StO6a] Lema 2.11). In cadrul nostru de lucru mai general,
pentru un spatiu arbitrar h-geodezic I" in &7;(M, d), masa nu se mai transporta in mod necesar
de-a lungul s-geodezicelor din M. Totusi, urmatorul rezultat arata ca daca I este o h-geodezica
tare, atunci masa este transportata "predominant" de-a lungul /’-geodezicelor din M ce unesc

puncte din supp I'(0) si supp I'(1), si cu ' > h suficient de mic.

Lema 2.2.1. Fie (M, d,m) un spatiu metric cu masura si L, ll; doua masuri de prob-
abilitate pe acest spatiu; notam A; := supp[;], i = 0,1. Sa presupunem ca M este un punct
t-intermediar h-grosier in sens tare intre Uy si Ly in &y(M, d,m), pentru niste numere h > 0 si

t €10,1]. Pentru A > 0, notam

AM = {yeM:3(xo,x1) €AgxA; : (1—1)d(x0,y)>+1d(y,x1)?

<t(1—1)(d(x0,x1)2 +A2)}.
Atunci are loc urmatoarea estimare:
n(CAY) < h? /A2 pentru orice A > 0. (2.2.1)
In plus, daca 0 =2 < A <A <... < A; <...atunci
¥ A2 m(ARI\AR) < I
i=1

sau, echivalent,

Y n(CAM (A2 —22,) <K
i=1

Demonstratie. Fie go un cuplaj optimal al lui ygy si 1, si fie g; un cuplaj optimal la lui i si

W1. Se poate construi atunci o masura de probabilitate g on M x M x M astfel incat proiectia
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pe primii doi factori sa fie g, iar proiectia pe ultimii doi factori sa fie ¢ (cf. [Du89], sectiunea

11.8). De aceea,

dw (o, = [ (x50, 0. dw( ) = [ dlon o)

Cum inegalitatea

1(1—1)d(x0,x1)% < (1 —1)d(x0,y)* +1d(y,x)?

are loc intotdeauna, pentru A > 0 avem

n(CAY) = qAoxCAF x Ay)
1

< = 1-1)d 2 4td 2
< 1 e, (170003 +10x)
—1(1—1)d(x0,x1)*] dg(x0,y, x1)
I
< g3 L [0=0deoy? +rdinn)?
_t(l _t) d(X(),Xl)z} dz]\(x()ayvxl)
I
< o (=) dw (o, m)* +dw (1, 1) = 1(1 = 1) dw (o, 11 )?]
h2
S ﬁ,

ceea ce demonstreaza prima parte a lemei.

Consideram acum un sir nedescrescator 0 = A < A1 <A <... <A, <....Cum

m=a20 (U, (4l —ak)),

avem succesiv:

t(1— 1) dw (o, )* +h* = (1= 1) dw (ko,n)* +1dw (1, 11)* =
- /m [(1=1)d(x0,y)* +1d(y,x1)?] dg(x0,y,31) =

62



e -

L L CMDUL, SOCIAL EURDPTAN IETRLNA T STRLC TURALE NSTITUTLY
POE DU G203 CERCETAR
BOT AN e

= 0 [(1_t)d(x07y)2+td(y7xl)2] da(x()?yaxl)—i_
AgxA; XA}

oo

1_t d ) 2+td 9 2 dA IRg) >

Zt(l—t)/ . d(xo,x1)%dq(x0,y,x1) +
A()><At><A1

. [1(1=1)d(xo,x1)* + 7] dg(x0,y,x1) =

A .
5 Jaox a1 -l xa

= t(l _t) /1‘43 d(x()?xl)zda\(x()?y;xl) + Z)'iz : n(Al?LHl \AI?L[)
i=1

Aceasta conduce la Y72 | A2 -1 (A,)L"+1 \AM) < B2, O
2.2.2 Inegalitatea Brunn-Minkowski clasicd

Inegalitatea Brunn-Minkowski clasica pe R” afirma ca pentru orice submultimi marginite

masurabile Borel A si B ale lui R”,
vol,(A+B)'/" > vol,(A)"/" + vol,(B) /", (2.2.2)

unde A+ B:={x+y:x €A,y € B} este suma Minkowski a lui A si B si unde vol,(-) noteaza

elementul de volum in R”. Inegalitatea (2.2.2) poate fi rescrisa echivalent ca
A+B\'" 1 1
voly, (%) > Evoln(A)l/" + Evoln(B)l/”,

estimand volumul multimii (A 4+ B) /2 a mijloacelor perechilor de puncte din A respectiv B, sau

mai general ca
vol, (A + (1 —6)B)"/" > 6 vol,,(A)"/" + (1 — 8)vol,,(B)'/"

pentru orice 6 € [0,1].
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2.2.3 Inegalitatea Brunn-Minkowski si Teorema Bonnet-Myers pe spatii metrice cu

masurd

Avand la dispozitie descrierea h-geodezicelor din spatiul Wasserstein, data de Lema 2.2.1,
vom stabili in cele ce urmeaza o inegalitate Brunn-Minkowski grosiera pentru spatii metrice cu
masura, ce satisfac o conditie grosiera curbura-dimensiune in sens tare.

Urmatorul rezultat extinde asadar inegalitatea Brunn-Minkowski la cadrul general al spati-

ilor metrice cu masura ce indeplinesc o conditie 2-CD*(K,N).

Propozitia 2.2.2. Fie (M, d,m) un spatiu metric cu masura de masa finita si care satisface
conditia h-CD*(K,N) pentru niste numere h > 0, K,N € R, N > 1. Atunci pentru orice multimi

masurabile Ay, Ay C M, cu m(Ag) -m(Ay) > 0, pentry orice t € [0,1], N' > N si orice A >0

m(AM)N (12 22) VN AR Y > 1l D (©)m(A0) Y + Ty (@)m(A)Y | (2.2.3)

unde AZL este cel dat in Lema 2.2.1, iar ®y, este definit prin

®, : infx0€A0791€A1 (d(XOJ-xl) - h)+, daca K 2 0
hi=
SUPxocAg,a1 €A, (d(xp,x1)+h), dacaK <O.

Corolarul 2.2.3. (’Inegalitatea Brunn-Minkowski generalizata’). Sa presupunem ca
(M, d,m) este un spatiu metric cu masura normalizat, ce satisface h-CD*(K,N) pentru niste
numere h > 0, K,N € R, N > 1. Atunci pentru orice submultimi masurabile Ao, A1 C M cu

m(Ag) -m(Ay) > 0, pentru orice t € [0,1] si N' > N, avem

m(AYIN 41U > 20 0(@,)m(Ag) Y + 1l (©)m(an Y, (2.2.4)

cu Oy, dat mai sus.

In particular, daca K > 0 atunci
m(AYMNYN L UN S (1) m(Ag) N+t m(A) YN (2.2.5)

Demonstratia Corolarului 2.2.3. Luam A = v/h in formula (2.2.3) si folosim faptul ca m este o

masura de probabilitate. 0
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Demonstratia Propozitiei 2.2.2. Aplicam comditia 2-CD*(K,N) masurilor vy := ml Ao Si
v = A1 A,m. Atunci pentru orice ¢ € [0, 1] exista un punct z-intermediar A-grosier 1, €

m(Ar)
P(M, d,m) in sens tare intre vy si V| cu

Sy (milm) < — |7 7 (©)m(A0) Y + T (Oh)m(A) Y

pentru orice N’ > N. Daca notam cu p; densitatea lui 7, in raport cu m, avem atunci, conform

inegalitatii lui Jensen si inegalitatii lui Holder,
ten (@)m(Ag)' N+ gl (@)m(a))' N < / () N dm(y)
- /p’(Y)ll/N/dm(yH ()N dm(y)
At Ca?
) 1-1/N'
< ™ ([ pant)) ([ an))
Ca? CA?

= m(AMHV £ nCAM) N m(Cat VN

< m(a)! N+ (02 /22) N mCAl) Y,

1/N'

unde pentru ultima inegalitate am folosit Lema 2.2.1.

O

Observatia 2.2.4. O alta versiune discreta (mai tare) a inegalitatii Brunn-Minkowski a
fost introdusa in [BoO7]. In aceasta lucrare se demonstreaza un rezultat de stabilitate la ID-

convergenta si un rezultat de stabilitate la discretizari.

Urmatorul rezultat stabileste o extindere a Teoremei Bonnet-Myers clasice, de la varietati
Riemanniene la spatii metrice cu masura ce indeplinesc o conditie curbura-dimensiune in sens

tare h-CD*(K,N) pentru un K pozitiv.

Corolarul 2.2.5. ("Teorema Bonnet-Myers generalizata’). Pentru orice spatiu met-
ric cu masura normalizat (M, d,m), ce indeplineste conditia grosiera curbura-dimensiune h-

CD*(K,N) pentru niste numere reale h > 0, K > 0 si N > 1, suportul masurii m are diametrul

IN—1
L< h.
A X T+

In particular, pentru K > 0 si N = 1, multimea supp[m| consta intr-o bila de raza h.
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Demonstragie. Sa presupunem ca x si x; sunt doua puncte supp[m] cu d(xg,x1) > 4/ NT_IE +
h+4¢€ sim(Bg(x;)) > 0fori=0,1. Notam A; := Bg(x;), i = 0, 1. Putem aplica atunci Corolarul

2.2.3 pentru multimile Ay si A} si, de exemplu, pentru # = 1 /2. Conform alegerii facute de noi

N—-1
@,= inf (d(xo,x1)—h)s >+ T+ 2¢
h XQEAl()I,la1€A1( (-XO X1) )+ - K +

. 1/2 . _r . . ..
si de aceea rK/ v (©®5) = oo, ceea ce este in contradictie cu inegalitatea 2.2.4 in ipoteza noastra

pentru xg si x1, avem

ca m este 0 masura de probabilitate. [
Urmatoarea teorema, de tip Bonnet-Myers, vine in completarea Propozitiei 1.2.11 (i):

Corolarul 2.2.6. Sa presupunem ca (M, d,m) este un spatiu metric cu masura ce satisface
conditia h-CD(K,N) pentru niste numere h > 0, K,N € R. Atunci (M, d,m) satisface si conditia
H-CD(K',N'), pentru orice W' > h, K' <K si N' > N.

Demonstratie. Singurul caz care nu a fost inclus in Propozitia 1.2.11 a fost cel pentru K >
()

0, deoarece in general T N() nu este monoton crescator. Acum, cand stim ca \/1%7[ +h
majoreaza diametrul lui M, evident ca (d(xp,x;) — &)+ se afla in intervalul [0, N—_lﬂ} , unde

K
‘L'I((t)N() este monoton crescator. [l
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Capitolul 3

Probleme de transport pe retele de trafic

3.1 Notatii si notiuni preliminare

3.1.1 Un scurt istoric. Problema clasica

In 1781, Gaspard Monge a publicat una dintre celebrele sale lucrari, Mémoire sur la
théorie des déblais et des remblais [M1781] (unde "déblai" reprezinta cantitatea de material care
este extrasa din pamant, de pilda, pe cand "remblai" constituie materialul utilizat in ridicarea
unei constructii noi). Problema pe care a considerat-o Monge este urmatoarea: sa presupunem
ca avem o anumita cantitate de pietris/nisip/etc., ce trebuie extrasa din pamant din mai multe
locatii si transportata in diverse locuri, unde este folosita in constructii. Presupunem cunos-
cute atat locurile de unde se extrage materialul, cat si a celor catre care acest material trebuie
transportat. Este necesar sa se determine modul in care sa se faca transportul: unde anume tre-
buie transportat materialul extras dintr-un anumit loc? Raspunsul trebuie bine gandit, deoarece
transportul este costisitor si se doreste sa se minimizeze costul total. Monge a presupus costul
de transport al unei unitati de masa pe o anumita distanta ca fiind dat de produsul dintre masa si
distanta.

La fel de bine putem exprima problema in modul urmator: sa prespunem ca avem un
numar mare de brutarii, care produc paine, ce trebuie transportata zilnic catre niste puncte de
desfacere. Cantitatea de paine produsa este cunoscuta si egala cu cea de paine distribuita (exista

o "densitate de productie”, ca si o "densitate de consum"). In mod natural, consideram ca
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distanta dintre doua puncte este lungimea celui mai scurt drum dintre acele puncte. Problema
este de a determina in practica unde trebuie sa mearga fiecare "unitate de paine", astfel incat
sa se minimizeze costul total de transport. Problema lui Monge este deci de a determina un
cuplaj optimal; mai precis, Monge cauta un cuplaj optimal deterministic, adica un cuplaj in care
o "unitate de paine" sa nu fie transportata in locatii diferite" (nu se admite splitarea masei).

Monge a studiat la vremea sa problema in trei dimensiuni, pentru o distributie continua
a masei. El a facut o observatie extrem de importanta din punctul de vedere al "geometriei"
transportului optimal: transportul trebuie sa urmeze linii drepte, ortogonale pe o familie de
suprafete. Aceasta observatie I-a condus la studiul liniilor de curbura, un concept important in
sine in domeniul geometriei suprafetelor. Ideile sale au fost dezvoltate mai tarziu de Charles
Dupin si apoi de Paul Appell, dar in aceasta directie nu mai sunt de actualitate in ziua de azi.

Mult mai tarziu, problema lui Monge a fost redescoperita de matematicianul rus Leonid
Vitaliyevich Kantorovich. Acesta a lucrat in diverse ramuri ale matematicii, cu o predispozitie
deosebita pentru aplicatii in economie, iar mai tarziu in informatica teoretica. In 1938, un
laborator 1-a consultat intr-o anumita problema de optimizare. Kantorovich a observat ca acea
problema de optimizare este reprezentativa pentru o intreaga clasa de probleme liniare ce apar
in diverse ramuri ale economiei. Motivat de aceste observatii, el a dezvoltat instrumente de
programare liniara, ce ulterior au devenit esentiale in economie. Desi incepute in anii "40,
cercetarile sale au fost incununate de succes mult mai tarziu, din cauza strictetii autoritatilor
sovietice in divulgarea cercetarilor economice. Asa se face ca abia in 1975 Kantorovich a
primit Premiul Nobel pentru Economie, impreuna cu Tjalling Koopmans, Spentru contributia
lor la teoria alocarii optimale a resurselor".

In cazul problemei de cuplaj optimal, Kantorovich a enuntat si demonstrat o teorema
de dualitate, folosind mijloace de analiza functionala. Tot el a introdus o notiune de distanta,
extrem de folositoare si convenabila, intre masuri de probabilitate: distanta dintre doua masuri
este costul optimal de transport al uneia dintre masuri in cealalata, functia cost fiind aleasa
functia distanta pe spatiul subiacent. Aceasta metrica pe spatiul probabilitatilor este numita
astazi distanta Kantorovich-Rubinstein.

Problema de transport clasica este adesea numita astazi problema Monge-Kantorovich, iar
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in ultima jumatate a secolului XX tehnicile de transport optimal si diverse variante ale metricii
Kantorovich-Rubinstein — astazi numite si metrici Wasserstein — au fost folosite de statisti-
cieni, probabilisti, economisti, meteorologi, etc. Numele "metrici Wasserstein/Vasershtein" a
fost introdus de catre R.L. Dobrushin in 1970, dupa ce matematicianul rus Leonid Nasonovich
Vasershtein a introdus, intr-un articol de teoria informatiei din 1969 (vezi [Wa69]), o familie de
metrici inrudite cu distanta Kantorovich-Rubinstein.

In limbaj matematic, problema lui Monge se pune astfel: Fiind dat un spatiu metric (M, d)
si doua masuri U si v pe borelienele lui M, cu aceeasi masa totala, sa se determine printre toate
aplicatiile de transport 7 : M — M masurabile cu T, = Vv, pe acelea care minimizeaza costul

de transport
[ el T()du),
M

unde ¢ : M x M — R} este o functie inferior semicontinua data (in problema clasica a lui Monge
¢ = d). Existenta aplicatiilor de transport a fost investigata in numeroase lucrari (ca de exemplu
[AmO3], [APO3], [CEMO02], [EG99], [Pr03]). In multe situatii, de exemplu atunci cand masura
U are parti singulare, aplicatiile de transport pot sa nu existe, si atunci problema trebuie consid-
erata in versiunea relaxata, liniarizata, a lui Kantorovich, care cauta plane optimale de transport,

sau cuplaje optimale, 7 ale lui i si v, ce minimizeaza costul de transport

| ele)n(ay)
MxM

dintre toate cuplajele lui u si v.
3.1.2 Preliminarii

Consideram o submultime convexa si marginita M a lui RN, pentru N > 2, inzestrata cu
metrica euclidiana d. Consideram, ca in [BPS09], distanta dintre doua drumuri Lipschitziene

7,%:[0,1] - Mdin M

d(71,7) =inf max |y (¢t) — p(@(1))], (3.1.1)
9 t€0,1]
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unde infimumul este luat dupa toate functiile ¢ : [0, 1] — [0, 1] crescatoare si bijective, iar ||
este norma euclidiana. Definim atunci I' ca multimea tuturor claselor de echivalenta de dru-
muri Lipschitziene din M, parametrizate peste [0, 1], unde doua drumuri ¥; si }» se numesc
echivalente daca a(}/l, 1) = 0. Atunci, evident, I" este un spatiu metric echipat cu distanta
d. Existq exemple care arata ca infimumul din (3.1.1) poate sa nu fie atins. Remarcam ca
daca 7, 4 v si daca notam cu .7#’! masura Hausdorff 1-dimensionala, atunci 22! (y([0,1])) <
liminf,, .. 2! (1,([0,1])). Pentru doua drumuri date ¥; si 1> cu 71 (1) = 15(0), compozitia y; - 1

este definita de formula:

7(2t) pentru 0 <t <1/2
n-pt)=
(2t —1) pentrul/2<t<1

Fie A si B doua functii monoton crescatoare de la R} la Ry cu A(0) = B(0) =0, A fiind
continua, iar B inferior semicontinua. Interpretam A(s) ca fiind costul de transport pe o distanta
s cu mijloace proprii, care inglobeaza costul combustibilului, al taxelor de autostrada, consumul
de timp, oboseala, mersul de jos daca e cazul, si asa mai departe. Interpretam B(s) ca fiind
costul de transport pe distanta s folosind transportul in comun ("pretul biletului"). Ipotezele de
monotonie impuse functiilor A si B sunt naturale in acest context, la fel continuitatea lui A. Nu
avem motive sa cerem ca B sa fie si ea continua, in realitatea fiind fie vorba de un pret fixat pe
calatorie, indiferent de lungimea drumului (ca la metrou de exemplu), fie de o functie constanta
pe portiuni.

Pentru o retea de transport urbana G C M, vizualizata ca un graf metric finit, costul total

de transport pe un drum Y € I" este dat de
Co(y) =AW (1([0. 1))\ G)) +B(# (1([0,1]) N G)) (3.1.2)

Definim acum o "distanta" pe M, ce depinde de G si este data de costul cel mai mic de

transport al drumurilor ce unesc doua puncte:

Do(x,y) = inf{Co(y) : y € T,(0) = x, 7(1) = v} (3.1.3)

Exista exemple care arata ca infimumul in aceasta definite nu este neaparat atins. Mai mult,

trebuie spus ca functia Dg nu este intotdeauna o metrica. De exemplu, daca A(s) = B(s) = 52,
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atunci inegalitatea triunghiului nu are loc pentru Dg. Totusi, atunci cand A si B sunt functii
subaditive, adica A(s; +52) < A(s1) +A(s2) si B(s; +s2) < B(s1) + B(sz) pentru orice 5,53 €
R*, si daca A si B sunt si strict pozitive pe R™, atunci Dg este chiar o metrica. Printr-un abuz
de limbaj, vom numi D¢ distanta.

Propozitia 1.3 din [BPS09] afirma ca:
Propozitia 3.1.1. Functia Dg : M x M — R este continua.

Se pune desigur problema de a gasi cea mai potrivita retea de transport G pentru a trans-
porta populatia de la "domicilii" la "locurile de munca", de pilda. Pentru a formula problema, sa
consideram doua masuri de probabilitate p si v pe M; u da o distributie a domiciliilor, pe cand
v da o distributie a locurilor de munca. Daca 7 este un cuplaj al lui u si v, atunci putem gandi
7(x,y) ca numarul de persoane care calatoresc de la x la y; (U x V) reprezinta numarul de
persoane care locuiesc in U C M si lucreaza in zona V C M. Fiecarui cuplaj 7 ii putem asocia

costul de transport dat de formula

Io(m) = /M  Dolxy)da(x.y) (3.1.4)

Problema Monge-Kantorovich de transport optimal asociata acestui cost este de a gasi un cuplaj,
numit optimal, care minimizeaza pe I (7).

Trebuie observat ca un cuplaj 7 nu da absolut nicio informatie precisa asupra modului in
care este transportata masa, adica nu precizeaza care sunt traiectoriile alese pentru transport.

Pentru a putea recupera o asfel de informatie, folosim urmatoarea definitie, preluata din [Pr05]:
Definitia 3.1.2. Se numeste masura de traseu ("transport path measure") o masura P
pe T astfel incat (po)«® = u si (p1)«® = v, unde pentru t € {0,1} am notat p;, : T — M,
pi(y) = (1)
In linii mari, daca @ este o masura de traseu, atunci ®(7) reprezinta cantitatea de masa
care trebuie mutata de-a lungul drumului y. Mai precis, ®(Y) este masa care urmeaza drumurile
din Y CT.

Definim acum costul total de transport asociat uei masuri de traseu:

T6(®) = [ Co(r)a() (3.15)
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Notam acum, pentru o retea urbana G,
A (G) = inf{T(P) : ® masura de traseu }

Se pune problema de a determina cea mai avantajoasa retea, adica reteaua de transport cu
cost minim, in sensul celor ce urmeaza. Consideram, in acest scop, si o functie L: R, — R U
{eo}, astfel incat sa interpretam L(/) ca fiind costul de mentenanta al unei retele de transport G
de lungime %! (G) = I. Presupunem ca functia L indeplineste urmatoarele conditii, naturale in
contextul nostru:

(i) L monoton crescatoare si inferior semicontinua;

(ii) L(0) = 0;

(iif) limy_,o L(1) = oo.

Costul total de folosire a retelei G il definim ca

T (G) = H (G) +L(A#(G)) (3.1.6)

3.2 Retele optimale de transport

Demonstram in aceasta sectiune un rezultat de existenta a unei retele de trafic cu cost

minim, restrangandu-ne doar la clasa retelelor conexe.

3.2.1 Formularea problemei de optimizare

In cele ce urmeaza, vom considera numai retele G conexe. Pe de alta parte, insa, lucram cu
o functie cost mai generala decat in problema prezentata in sectiunea precedenta. Mai precis, in
locul functiilor A, B si L, vom utiliza o functie f : (R )? — [0, 4], cu urmatoarele proprietati:

(i) f inferior semicontinua;

(if) f continua in prima variabila;

(iii) f monoton crescatoare in fiecare dintre cele trei variabile, adica f(s,t,u) < f(s',¢’,u’)
pentru orice s < ', t < ¢, u <u';

(iv) Pentru orice s,¢ € R fixate, lim, .o f(s,7,u) = o.
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Pentru cazul particular cu variabile separate f(s,f,u) = A(s) + B(t) + L(u) reobtinem
problema din paragraful 3.1.2.

Redefinim in acest context "distanta" Dg de pe M, introdusa in (3.1.3):

Dg(x,y) = inf{ f(2" (v([0,1)\ ), (1([0,1))N G), ' (G)) : y € T, 7(0) = x,¥(1) = y}
(3.2.1)

Ne ocupam in continuare cu demonstrarea urmatorului rezultat:
Teorema 3.2.1. Cu notatiile precedente, problema de optimizare
min{# (G) : G C M,G conexa}

admite o solutie Gyp,.
3.2.2 Demonstrarea existentei solutiei pentru problema de optimizare

Consideram pe multimea {G C M : G conexa} topologia Hausdorff data de distanta
P1(G1,Gy) = sup{d(x1,G2) + d(x2,G1) : x1 € G1,x2 € Ga},

unde d(x,G) reprezinta distanta minima de la punctul x la punctele multimii inchise G, in
metrica euclidiana. Se stie faptul ca topologia Hausdorff este compacta si ca limita Hausdorft a
unui sir de multimi conexe este tot o multime conexa. Un rezultat al lui S. Golab afirma, in plus,
ca daca {G,}, este un sir de submultimi conexe si inchise ale lui M, care converge Hausdorff la
o multime G, atunci ! (G) < liminf, ....7#'(G,) (vezi, de exemplu, [Fa85]). Presupunerea
ca multimile G,, sunt conexe este esentiala, si nu poate fi evitata, in enuntul Teotemei lui Golab.

Un pas important in demonstrarea Teoremei 3.2.1 il constituie urmatoarea:

Lema 3.2.2. Pentru orice submultime inchisa si conexa G a lui M, putem aproxima dg in

felul urmator:
dg(x,y) = inf{ f(" (1([0,1)\ G), " (1([0,1))NG),#"(G)) : y € T, ¥(0) = x,7(1) =y},
unde functia f este data de f(s,t,u) = inf{f(s+h,t —h,u) : 0 < h < b}.
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Demonstratie. Fie x,y € M siy €T, cuy(0)=x, y(1) =y. Notam o = " (y([0,1])\ G), B =
A1 (y([0,1])NG) si § = 51 (G). Fie {¥,}, un sir de drumuri in M, care converg la 7, si care au
aceleasi capete ca si y. Stim ca 2 (7([0,1])) < liminf, .. 2! (%,([0,1])) si ca 221 (y([0,1]) \
G) < liminf, ... 7! (%,([0,1]) \ G). Pentru un n dat sa presupunem ca 7 (y,([0,1]) NG) >
21 (([0,1]) N G). Atunci, din modul cum l-am definit pe f, rezulta ca:

~

fla,B.8) < fla+0,8-0,8) = f(o" (1[0, 1))\ G), " (1([0,1]) N G), 2" (G))
F ([0, )\ G), 2" (%((0,1]) N G), 2 (G))

IN

IN

FA (m(0,1)\ G), " (m([0,1]) N G),. £ (G)) + An,
unde

A, = f(%l(’)/([()? 1])\G)’%l('}/n([07 1])mG)7‘%ﬂ] (G))
_f(%l(’}/n([oa 1])\G)7<%ﬂ1(7n([07 1])ﬂG)7<%pl(G))‘

~

Folosind ipoteza de inferior semicontinuitate impusa functiei f, rezultaca f(a, 8,8) < dg(x,y),

deci

dg(x,y) = inf{ f(A" (7([0, 1)\ G), 2 (1([0,1) N G), £ (G)) : y € T, ¥(0) = x, /(1) = y}.

Inegalitatea opusa este evidenta si lema este demonstrata. [

74



YNNI ELROPTANA

Concluzii finale

INSTRUMINTE STRUCTURALE
T2

75

|~|:s|-|||-c|.|
EDUCATIEL
CERCETARD
TINERETULLA
| S SPORTULL

HPOSDERL



‘ | oveaTinn
?’E ‘/ \”I\- ;|Ui:: 6
-J — |"l'-.'\.|I:II...I

UL, TLROPLANA M TR MUNGH, FAMEIG §i FOMDUL, SOCIAL EURCPLAN INSTRUMINTE STRLC TURALE HPOSORY STITUTLE MATIONAL D
EGALITATE DE SAMSE POS DRl 20072013 CERCETARI ECONOMICE
AP HOT-F013 “COSTIN C. KIRITESCU™

Bibliografie

[AlI51] ALEXANDROV, A. D.(1951): A theorem on triangles in a metric space and some applications, Trudy
Math. Inst. Steklov 38, 5-23. (Russian; translated into German and combined with more material in

[AIST])

[AI57] ALEXANDROV, A. D. (1957): Uber eine Verallgemeinerung der Riemannschen Geometrie, Schr.

Forschungsinst. Math. Berlin 1, 33-84.

[AVO1] AMBROSIO, L., BRENIER, Y., BUTAZZ0, G., CAFARELLI, L. A., VILLANI, C. (2001): Optimal

Transportation and Applications, Lecture Notes in Mathematics.

[Am03] AMBROSIO, L. (2003): Lecture Notes on Optimal Transport Problems, in Mathematical Aspects of

Evolving Interfaces, Lecture Notes in Mathematics, LNM 1812, Springer, 1-52.

[APO3] AMBROSIO, L, PRATELLI, A. (2003): Existence and stability results in the L' theory of optimal
transportation, in Optimal Transportation and Applications, Lecture Notes in Mathematics, LNM 1813,
Springer, 123-160.

[BES8S] BAKRY, D., EMERY, M. (1985): Diffusions hypercontractives(French). [Hypercontractive diffusions],
Séminaire de probabilités, XIX, 1983/1984, 177-206, Lecture Notes in Math., 1123, Springer, Berlin.

[BG99] BOBKOV, S., GOTZE, F. (1999): Exponential integrability and transportation cost related to logarith-

mic Sobolev inequalities, J. Funct. Anal. 163, 1-28.

[Bo07] BONNEFONT, M. (2009): A discrete version and stability of Brunn-Minkowski inequality, Annales

mathématiques Blaise Pascal, 16 no. 2, 245-257.
[Bre92] BREZIS, H. (1992): Analyse fonctionnelle, Masson Paris.

[Bn08] BoNcCIOCAT, A.-1. (2008): Curvature bounds and heat kernels: discrete versus continuous spaces,

PhD Thesis, Universitit Bonn.

76



Te -

UL, TLROPLANA MINES TERILL, MUNGIL FAMEIH §I FOMDUL, SOCIAL EURCPLAN INSTRUMINTE STRLC TURALE STITUTLE MATIONAL D
EGALITATE DE SAMSE POS DRl 20072013 CERCETARI ECONOMICE
AR DTN “COSTIN C, KIRITESOU

[Bn12a] BONCIOCAT, A.-1. (2012): Lower Ricci curvature bounds for metric measure spaces, Math. Rep. 14,

no. 3, 253-278.

[Bn12b] BONCIOCAT, A.-1. (2012): A rough curvature-dimension condition for metric measure spaces.

[BS09] BONCIOCAT A.-I., STURM, K.-T. (2009): Mass transportation and rough curvature bounds for dis-
crete spaces, J. Funct. Anal. 256 no. 9, 2944-2966.

[BC10] BuTTAZZO, G., CARLIER, G. (2010): Optimal spatial pricing strategies with transportation costs,
AMS Series Contemporary Mathematics 514, 105-121.

[BPS09] BuTAzZO, G., PRATELLI, A., SOLIMINI, S., STEPANOV, E. (2009): Optimal urban networks via

mass transportation, Lecture Notes in Mathematics 1961, Springer-Verlag, Berlin, x+150 pp.

[CEMO02] CAFARELLI, L., FELDMAN, M., MCCANN, R. J. (2002): Constructing optimal maps for Monge’s

transport problem as a limit of strictly convex costs, J. Amer. Math. Soc. 15, 1-26.

[Ca99] CARLIER, G. (1999): On an optimal control problem with h-convexity constraint on the state variable

and its economic motivation, cahier du CEREMADE.

[Ca01] CARLIER, G. (2001): A general existence result for the principal-agent problem with adverse selec-
tion, J. Math. Econom. 35, 129-150.

[Ca03] CARLIER G. (2003): Duality and existence for a class of mass transportation problems and economic

applications, Adv. In Mathematical Economics, 5, 1-21.

[CIJSO8] CARLIER, G., JIMENEZ, C., SANTAMBROGIO, F. (2008): Optimal transportation with traffic con-

gestion and Wardrop equilibria, STAM J. on Control and Optimization 47, no. 3, 1330-1350.

[CM10] CHIAPPORI, P.-A., MCCANN, R. J., NESHEIM, L. (2010): Hedonic price equilibria, stable match-

ing, and optimal transport: equivalence, topology, and uniqueness, Econom. Theory 42, 317-354.

[DM93] DAL MASO, G. (1993): An Introduction to I -convergence, Birkhduser Boston Inc., Boston, MA.

[Dug9] DUDLEY, R. M. (1989): Real analysis and probability, The Wadsworth & Brooks/Cole Mathematics
Series. Wadsworth & Brooks/Cole Advanced Books & Software, Pacific Grove, CA.

[EkO5] EKELAND, I. (2005): An optimal matching problem, Control Optim Calc Var 11 no. 1, 57-71.

[Ek10] EKELAND, 1. (2010): Existence, uniqueness and efficiency of equilibrium in hedonic markets with

multidimensional types, Econ Theory 42, 275-315.

77



Te -

UL, TLROPLANA MINES TERILL, MUNGIL FAMEIH §I FOMDUL, SOCIAL EURCPLAN INSTRUMINTE STRLC TURALE STITUTLE MATIONAL D
EGALITATE DE SAMSE POS DRl 20072013 CERCETARI ECONOMICE
AR DTN “COSTIN C, KIRITESOU

[EM12] ERBAR, M., MAAS, J. (2012): Ricci curvature of finite Markov chains via convexity of the entropy,

preprint.

[EG99] EvANs, L. C., GANGBO, W. (1999): Diferential Equations Methods for the Monge-Kantorovich
Mass Transfer Problem, Memoirs of the A.M.S., Vol. 137, Number 653.

[Fa85] FALCONER, K. J. (1985): The geometry of fractal sets, Cambridge University Press.

[FK11] FIGALLI, A., KiM, Y. H., MCcCANN, R. (2011): When is multidimensional screening a convex
program? Uniqueness and stability of optimal strategies in the principal-agent problem, Journal of

Economic Theory 146, 454-478.

[Fo03] FOrRMAN, R. (2003): Bochner’s method for cell complexes and combinatorial Ricci curvature, Dis-

crete Comput. Geom. 29 no. 3, 323-374.

[Fu87] FUkAYA, K. (1987): Collapsing of Riemannian manifolds and eigenvalues of Laplace operator, In-
vent. Math. 87, 517-547.

[Gro87] GROMOV, M. (1987): Hyperbolic groups. Essays in group theory, 75-263, Math. Sci. Res. Inst. Publ.
8, Springer, New York.

[Gro99] GRroMoOV, M. (1999): Metric structures for Riemannian and non-Riemannian spaces, Birkhduser
Boston Inc., Boston, MA, Based on the 1981 French original [MR 85e:53051], With appendices by M.

Katz, P. Pansu and S. Semmes, Translated from French by Sean Michael Bates.

[HiO1] HiGgucHI, Y. (2001): Combinatorial curvature for planar graphs, J. Graph Theory 38 no. 4, 220-229.

[Is90] ISHIDA, M. (1990): Pseudo-curvature of a graph, lecture at "Workshop on topological graph theory",

Yokohama national University.

[Ka42] KANTOROVICH, L. V. (1942): On the translocation of masses, C. R. (Doklady) Acad. Sci. URSS (N.S.)
37, 199-201.

[KR57] KANTOROVICH, L. V., RUBINSTEIN, G. S. (1957): On a functional space and certain extremum

problems (Russian), Dokl. Akad. Nauk SSSR (N.S.) 115, 1058-1061.

[LeO1] LEDOUX, M. (2001): The concentration of measure phenomenon. Mathematical Surveys and Mono-

graphs 89, American Mathematical Society.

[Lev97] LEVIN, V. (1997): Reduced cost functions and their applications, JOURNAL OF MATHEMATICAL

EcoNoMICs 28, no. 2, 155-186.

78



Te -

O

UL, TLROPLANA M TR MUNGH, FAMEIG §i FOMDUL, SOCIAL EURCPLAN INSTRUMINTE STRLC TURALE STITUTLE MATIONAL D
EGALITATE DE SAMSE POS DRl 20072013 CERCETARI ECONOMICE
AR DTN “COSTIN C, KIRITESOU

[LY10] LIN, Y., YAU, S.-T. (2010): Ricci curvature and eigenvalue estimate on locally finite graphs. Math.
Res. Lett., 17, no. 2, 343-356.

[LVO09] LortT, J., VILLANI, C. (2009): Ricci curvature for metric-measure spaces via optimal transport, Ann.

of Math. 169, no. 3, 903-991.

[Ma97] MARTON, K. (1997): A measure concentration inequality for contracting markov chains, Geom.

Funct. Anal. 6, 556-571.

[Masl1] MaAAs, J. (2011): Gradient flows of the entropy for finite Markov chains. J. Funct. Anal., 261, no. 8,
2250-2292.

[Mil2] MIELKE, A. (2012): Geodesic convexity of the relative entropy in reversible Markov chains. To appear
in Calc. Var. Part. Diff. Equ..

[Mir76]  MIRRLEES, J. (1976): Optimal Tax Theory: a synthesis, Journal of Public Economics 6, no. 4, 327—
358.

[MMS88] MC AFEE, R. P., MC MILLAN, J. (1988): Multidimensional Incentive Compatibility and Mechanism
Design, Journal of Economic Theory 46, no. 2, 335-354.

[Mc97]  MCCANN, R. (1997): A convexity principle for interacting gases, Adv. Math. 128, no. 1, 153-179.

[M1781] MONGE, G. (1781): Memoire sur la theorie des deblais et des remblais, Histoire de 1’ Academie

Royale des Sciences, Paris.

[O109] OLLIVIER, Y. (2009): Ricci curvature of Markov chains on metric spaces. J. Funct. Anal., 256, no. 3,

810-864.

[OV00] OtTO, F., VILLANI, C. (2000): Generalization of an inequality by Talagrand and links with the
logarithmic Sobolev inequality, J. Funct. Anal. 173, no. 2, 361-400.

[PrO3] PRATELLI, A. (2003): Existence of optimal transport maps and regularity of the transport density in

mass transportation problems, Ph.D. Thesis, Scuola Normale Superiore, Pisa, Italy (2003).

[PrO5] PRATELLI, A. (2005): Equivalence between some definitions for the optimal mass transport problem

and for the transport density on manifolds, Ann. Mat. Pura Appl. 184, no. 2, 215-238.

[RR9S8] RACHEYV, S. T., RUSCHENDOREF, L. (1998): Mass Transportation Problems. Vol. I: Theory; Vol. II:

Applications, Springer-Verlag.

79



Te -

UL, ELROPLANA MRS TR, MUNGH, FAMEIG §i FOMDUL SOCIAL EURDPTAN NS TR STRLC TURALE u INSTTTLITLE MATICRNAL D
EGALITATE DE SANSE POE DL 20072013 CERCETARI ECONOMICE
PR HOT-F013 "COSTIN C. KIRITESOU

[Ro03] ROE, J. (2003): Lectures on coarse geometry, University Lecture Series, 31, American Mathematical

Society, Providence.

[RCI8] ROCHET, J. C., CHONE, P. (1998): Ironing, sweeping and multidimensional screening, Econometrica
66, 783-826.

[RSO05] VON RENESSE, M.-K., STURM, K.-T. (2005): Transport inequalities, gradient estimates, entropy
and Ricci curvature, Comm. Pure Appl. Math. 68, 923-940.

[Sp74] SPENCE, M. (1974): Competitive and optimal responses to signals, Journal of Economic Theory 7,
no. 3, 296-332.

[St06a] STURM, K.-T. (2006): On the geometry of metric measure spaces. 1. Acta Math. 196 no. 1, 65-131.
[StO6b] STURM, K.-T. (2006): On the geometry of metric measure spaces. I, Acta Math. 196 no. 1, 133-177.

[Ta96] TALAGRAND, M. (1996): Transportation cost for Gaussian and other product measures, Geom. Funct.

Anal. 6 no. 3, 587-600.

[Vi03] VILLANI, C. (2003): Topics in Mass Transportation, Graduate Studies in Mathematics, American

Mathematical Society.
[Vi08] VILLANI, C. (2008): Optimal transport, old and new. Lecture Notes for the Saint-Flour 2005 course.

[Wa69] L. N. WASSERSTEIN [OR VASERSHTEIN] (1969): Markov processes over denumerable products of
spaces describing large system of automata, Problems of Information Transmission, 5 no. 3, 47-52

(tradus din Problemy Peredaci Informacii 5 (1969), no. 3, 64-72 (in rusa))

80



