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Prof. Dr. Lucian BEZNEA
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Numărul de identificare al contractului: POSDRU/89/1.5/S/62988
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Rezumat

Problema de transport al masei, pusă iniţial de Gaspard Monge în 1781, redescoperită în

anii ’50 de Leonid Vitaliyevich Kantorovich (medaliat Nobel pentru Economie în 1975), are

în prezent numeroşi descendenţi în diverse ramuri ale economiei, meteorologiei, ecuaţiilor de

difuzie sau mecanicii fluidelor. Cea mai cuprinzătoare monografie pe acest subiect este lucrarea

"Optimal Transport, Old and New", Grundlehren des mathematischen Wissenschaften (2009),

elaborată după un lung şir de articole sclipitoare de către Cédric Villani, proaspăt medaliat

Fields (2010) pentru lucrările sale în domeniul transportului optimal şi teoriei kinetice a ecuaţiei

lui Boltzman. În ultimii ani aceste problematici au suscitat un larg interes în studiul inegalităţilor

funcţionale, al curburii pe spaţii metrice sau al unor modele cunoscute din economie. În lucrarea

de faţa prezentăm rezultate care pun în lumină interacţiunile transportului optimal cu aceste trei

domenii actuale de cercetare.

În primul capitol al lucrării analizăm aspecte legate de curbura Ricci a spaţiilor metrice

discrete şi a grafurilor, din perspectiva teoriei transportului optimal. Studiul geometriei spaţiilor

discrete este justificat în practică, printre altele, de interesul crescut din ultimii ani în domeniul

procesării imaginilor. Unul dintre obiectivele transversale ale prezentului proiect este societatea

informaţională, adică societatea în care producerea şi consumul de informaţie este cel mai im-

portant tip de activitate. Prelucrarea şi recunoaşterea imaginilor medicale de pildă, ca suport al

informatizării societătii la nivelul sistemului sanitar, reprezintă o provocare pentru multe colec-

tive de cercetători din diverse domenii de activitate. O ramură nouă de cercetare o constituie

geometria digitală; imaginile digitale trebuie sa reproducă tot mai fidel obiectele "reale", iar

aspectele geometrice ale acestei dualităţi între discret şi continuu joacă un rol determinant.

Urmărind îndeaproape aceasta dualitate, prezentăm minoranţi generalizaţi pentru curbură,
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precum şi o condiţie de tip curbură-dimensiune, atât pe spaţii metrice discrete şi grafuri, cât şi

pe spaţii continue, având în vedere şi utilizarea unor măsuri de referinţa de alte tipuri decât cele

Gaussiene. Aceste noţiuni, în cadrul discret, depind de un parametru real h > 0, care trebuie

înteles drept ordinul de discretizare sau rezoluţia spaţiului discret în cauză. Demonstrăm stabil-

itatea acestor noţiuni la convergenţa în metrica L2 de transport, ca şi stabilitatea la discretizări.

Prezentăm exemple concrete, cercetând în detaliu cazul grafurilor planare omogene.

În cazul clasic al varietăţilor Riemanniene, minoranţii pentru curbura Ricci au o gamă

largă de aplicaţii, ca de pildă estimări pentru nucleul căldurii şi pentru funcţiile Green, estimări

ale valorilor proprii, inegalităţi izoperimetrice, inegalităţi Harnack sau Sobolev-logaritmice,

precum şi inegalităti de transport.

În capitolul al doilea, introducem şi analizăm inegalităţile slabe de transport de tip Ta-

lagrand, ca şi inegalităţile de tip Brunn-Minkowski, sub ipoteze de curbură mărginită inferior

sau sub condiţii de tip curbură-dimensiune. Arătăm că inegalităţile slabe de transport produc

fenomenul de concentrarea a masei, pus în evidenţă în ultimele decenii de contribuţiile lui Vitali

Milman, Mikhail Gromov, Michel Ledoux şi alţii. Demonstrăm, de asemenea, o generalizare a

Teoremei Bonnet-Myers sub o condiţie de tip curbură dimensiune.

Reputat dificilă, problema de transport, formulată fie în context pur teoretic, fie în diverse

variante algoritmice, reprezintă un factor cheie în studierea şi optimizarea a numeroase procese

din sfera economică, cu aplicaţii dintre cele mai diverse. Plecând de la o problemă formulată de

Monge în 1781 şi relansată într-o variantă liniarizată de Kantorovich şi Rubinstein, problema

de transport este reprezentativă pentru o întreagă clasă de probleme liniare ce apar în diverse

ramuri ale economiei. Teoria transportului optimal are o gamă largă de aplicaţii în econometrie,

economie urbană şi "nonlinear pricing".

În capitolul al treilea investigăm o problema de optimizare pentru reţelele de trafic. Mod-

elăm matematic o reţea de transport, modelul fiind aplicabil, de exemplu, în cazul unui oraş, sau

a unei regiuni geografice înzestrate cu o reţea de transport în comun. La fel de bine, ne putem

gândi la o reţea de furnizare a apei sau a gazului natural, sau la o reţea de comunicaţii.

Modelăm o zonă geografică printr-o submulţime mărginită M a spaţiului tridimensional,
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mai general ca pe o submulţime mărginită a lui RN , cu N ≥ 2. Privim o reţea de transport ca

pe un graf finit si conex scufundat în multimea M. Formulăm o problemă de transport care în-

globeaza trei categorii de costuri: costul transportului "cu mijloce proprii", costul transportului

pe reţelele de transport în comun - altfel spus "preţul biletului" prevăzut de companiile de trans-

port - , ca şi costurile de mentenanţa a reţelelor. Ne punem problema de a gasi cea mai potrivită

reţea de transport pentru a transporta populaţia de la "domicilii" la "locurile de muncă", de pildă.

Formulăm astfel o problemă de optimizare şi demonstrăm existenţa unei soluţii optimale.

Cuvinte cheie: dezvoltare durabilă, societate informaţională, problema de transport, ine-

galităţi de transport, reţele de trafic
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Summary

Mass transportation problem, initially posed by Gaspard Monge in 1781, and rediscovered

60 years ago by Leonid Vitaliyevich Kantorovich (Nobel Prize winner in 1975 for his contri-

butions to Economics), has nowadays numerous descendants in various fields of economy, me-

teorology, diffusion equations or fluid mechanics. The most comprehensive monograph on this

topic is the book "Optimal Transport, Old and New", Grundlehren des mathematischen Wis-

senschaften (2009), elaborated after a long series of brilliant articles by Cédric Villani, recently

awarded a Fields Medal (2010) for his work in the field of optimal transport and kinetic theory

of Boltzman equation. In the last years these topics have been of a wide interest in studying

functional inequalities and curvature bounds on metric measure spaces, or well-known models

in Economy. In the present work we present results that emphasize the interactions of mass

transportation problem with these three fields of research.

In the first chapter of the thesis we analyze geometrical aspects related to Ricci curvature

on discrete metric spaces and graphs, approach based on mass transportation techniques. The

study of the geometry of discrete spaces is motivated, among others, by its applications to

image processing. One transversal goal of the present project is the information society, a

society where the creation, distribution, use, integration and manipulation of information is a

significant economic activity. Processing and recognition of the medical images, for instance,

represents a challenge for many research groups from various fields. A new research direction

is digital geometry; digital images must reproduce "real objects" as accurately as possible, and

the geometrical aspects of this duality between discrete and continuous plays a prominent role.

Following closely this duality, we present generalized Ricci curvature bounds, and also

a curvature-dimension type condition, applicable to discrete spaces and graphs, as well as to
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continuous spaces, making use of other types of measures than Gaussian. These notions, in

the discrete framework, depend on a real parameter h > 0, which should be understood as a

discretization size or resolution of the underlying discrete space. We prove the stability of these

notions under convergence in the L2-transport metric, as well as the stability under discretiza-

tions. Furthermore, we present concrete examples, studying in detail the case of homogeneous

planar graphs.

In the classical case of Riemannian geometry, Ricci curvature bounds have a wide spec-

trum of consequences, like, for instance estimates for heat kernels and Green functions, eigen-

value estimates, Harnack inequalities, isoperimetric inequalities, logarithmic Sobolev inequali-

ties, as well as transportation cost inequalities.

Within the second chapter, we introduce and analyze Talagrand type weak transportation

inequalities and Brunn-Minkowski type inequalities, under lower Ricci curvature bounds or

curvature-dimension conditions. We prove that weak transportation inequalities produce con-

centration of measure phenomenon, put forward in the last decades by Vitali Milman, Mikhail

Gromov, Michel Ledoux and many other mathematicians. We also prove a generalized Bonnet-

Myers theorem under a curvature-dimension condition.

The well-known transport problem, either formulated in a purely theoretical context, or in

diverse algorithmical versions, represents a key factor in studying and optimizing various pro-

cesses in Economy, with numerous applications. Starting with a problem formulated by Monge

in 1781, and reinforced in a linearized version by Kantorovich and Rubinstein, the transport

problem is representative for a whole class of linear problems which appear in various fields of

Economy. Optimal transport theory has many applications to econometry, urban economy and

nonlinear pricing.

In the third chapter, we investigate an optimization problem for traffic networks. We give

a mathematical model of a transport network which is applicable, for instance, to the case of a

city, or of a geographical area, provided with a transport public network, but one can also think

of water or gas supply networks or communication networks.

We model a geographical area by a bounded subset M of the 3-dimenional space, or more
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general by a bounded subset of RN , with N ≥ 2. We regard a transport network as a finite and

connected graph embedded in M and formulate a transport problem that combines three types

of costs: the transportation cost "by own means", the transportation cost on the network that

was assigned by the transport companies - "the price of the ticket" so to say - , and the cost

of maintenance for the transport networks. We aim to find the most convenient traffic network

in order to transport the population from "domiciles" to "working places", for instance. We

formulate an optimization problem that models mathematically such situations and we prove

the existence of an optimal transport network.

Keywords and phrases: steady-state development, information society, transport prob-

lem, transport inequalities, traffic networks
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Introducere

Problema minimizării costurilor de transport al bunurilor a fost pusă pentru prima dată

de Gaspard Monge [M1781] în 1781; a fost redescoperită în anii ’40 de către L.V. Kantorovich

([Ka42], [KR57]), care a primit un premiu Nobel pentru Economie pentru contribuţiile sale. În

zilele noastre, transportul optimal a devenit o "industrie" prosperă, angrenând o serie întreagă

de cercetatori şi de direcţii de cercetare. Domeniile sale de competenţă variază de la economie

şi meteorologie până la ecuaţii de difuzie şi mecanica fluidelor, cu consecinţe în biologie. A se

vedea [AV01], [RR98], şi excelentele lucrări [Vi03] şi [Vi08] ale lui C. Villani, pentru o largă

trecere în revistă a multiplelor aplicaţii ale transportului masei.

În dezvoltarea acestei teorii, în ultimul deceniu, un rol deosebit l-au jucat factorizarea

polară, extinsă la varietăţi Riemanniene de către R. McCann în [Mc97], ca şi abordarea spaţiilor

Wasserstein în mod heuristic ca varietăţi Riemanniene formale, de către F. Otto şi C. Villani în

[OV00]. În această ultimă lucrare se arată că inegalităţile de transport de tip Talagrand pentru

măsura Gaussiană se obţin din inegalităţi Sobolev logaritmice, şi reciproc.

Studiul proprietăţilor geometrice ale spaţiilor metrice discrete câştigă un tot mai mare

interes în ultimii ani datorită aplicaţiilor sale în informatică. Triangulaţiile varietăţilor Rie-

manniene şi discretizările de spaţii metrice (continue) sunt extrem de utile în geometria com-

putaţională (sau digitală). Geometria digitală are de a face cu două probleme principale, inverse

una alteia: pe de o parte construcţia unor reprezentări digitale ale obiectelor, cu un accent de-

osebit pe eficienţă şi precizie, iar pe de altă parte reconstrucţia unor obiecte "reale" sau a propri-

etăţilor lor (în termeni de lungime, arie, volum, curbură, etc.). Un asemenea studiu presupune,

desigur, o mai bună întelegere a aspectelor geometrice ale spaţiilor discrete.

Ca un prim pas, spaţiile geodezice sunt generalizări naturale ale varietăţilor Riemanniene.
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O noţiune de margine pentru curbură pe asemenea spaţii a fost introdusă înca din anii ’50 de

către Alexandrov ; în cazul varietăţilor Riemanniene, aceasta revine la o margine inferioară

pentru curbura secţională. În ultimii ani s-au facut progrese semnificative în studierea unei

margini inferioare pentru curbura Ricci pe spaţii metrice geodezice cu măsură (M, d,m) (vezi

[St06a], [St06b], [LV09]), ceea ce aduce cu sine o serie de generalizări ale unor teoreme clasice

în geometria diferentială (Teorema Bonnet-Myers, Inegalitatea Bishop-Gromov de creştere a

volumelor, etc.).

Aceste abordări se bazează pe proprietăţi de convexitate ale entropiei relative Ent(·|m),

privită ca functională pe spaţiul Wasserstein al probabilităţilor cu momente de ordin doi finite.

Această teorie a fost extinsă de către A.-I. Bonciocat şi K.-T. Sturm la cazul spaţiilor metrice

discrete în [Bn08] si [BS09], unde a fost introdusă o noţiune de margine inferioară grosieră

pentru curbură. În continuarea acestui studiu, ne-am propus să cercetăm şi o condiţie mai

generală, de tip curbură-dimensiune, pentru spaţii metrice şi grafuri, introdusă în [Bn12a] si

[Bn12b]. De asemenea, am urmărit să studiem diverse tipuri de inegalităţi funcţionale pentru

spaţii discrete şi grafuri, înzestrate cu măsuri de referinţă.

Punctul nostru de vedere vine în întâmpinarea geometriei grosiere ("coarse geometry"),

care studiază proprietăţile "la scară mare" ale spaţiilor (vezi, spre exemplu, lucrarea [Ro03]

pentru o introducere în acest domeniu). În diverse contexte, se poate observa că proprietăţile

geometrice relevante pentru un spaţiu metric sunt cele grosiere. Un spaţiu discret poate căpăta

o formă geometrică atunci când este privit dintr-un punct îndepartat de el; atunci toate golurile

dintre puncte devin din ce în ce mai puţin vizibile, iar spaţiul arată mai degrabă ca unul con-

tinuu. Acesta este punctul de vedere care l-a condus pe M. Gromov către noţiunea sa de grup

hiperbolic, care este un grup "aproape curbat negativ" (într-un anume înţeles combinatorial).

Dezvoltăm o noţiune de minorant grosier pentru curbură pe spaţii discrete, ca şi o condiţie

de tip curbură-dimensiune, ambele bazate pe conceptul de transport optimal al masei. Aceşti

minoranţi grosieri depind de un parametru real h > 0, care trebuie înteles ca ordinul sau scara de

marime a spaţiului discret subiacent, sau scara la care trebuie sa privim spaţiul în cauză. Pentru

un graf metric, de exemplu, acest parametru este egal cu lungimea maximă a muchiilor sale

(înmulţită eventual cu o constantă). Abordarea prezentă aici o urmează pe cea a lui [St06a], şi
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Figura 1

este în mod special preocupată cu îndepărtarea ipotezelor de conectivitate presupuse de structura

geodezică cerută acolo. Această dificultate este surmontată în felul următor: transportul masei

şi proprietăţile de convexitate sunt studiate de-a lungul h-geodezicelor. De exemplu, în locul

mijloacelor dintre doua puncte x0, x1 considerăm h-mijloace, care sunt puncte y cu d(x0,y) ≤
1
2 d(x0,x1)+h s̆i d(x1,y)≤ 1

2 d(x0,x1)+h.

Există numeroase aplicaţii ale problemelor de transport în economie. Dualitatea trans-

portului masei este extrem de utilă în formularea unor rezultate de existenţă şi unicitate în

modelele hedonice. Lucrări recente ale lui Ekeland [Ek05], [Ek10], Chiappori, McCann şi

Nesheim [CM10] au arătat că tehnicile de transport optimal sunt instrumente utile în analiza

aşa-numitelor "matching problems" şi a echilibrului hedonic. Lucrările lui Carlier [Ca01] şi

Figalli, Kim, McCann [FK11] prezintă aplicaţii ale problemei "principal-agent", un exemplu

central în teoria microeconomică, şi care modelează problema deciziei optimale cu care se con-

fruntă un monopolist care trebuie să acţioneze pe baza informaţiilor statistice asupra clienţilor

săi. Deşi rezultate de existenţa au fost, în general, stabilite pentru asemenea modele, caracteri-

zarea soluţiilor, incluzând unicitatea şi regularitatea, reprezintă încă probleme deschise.
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Rezultate de dualitate, existenţă şi unicitate pentru o clasă de probleme de transport, cu

funcţii cost satisfăcând o generalizare a condiţiei Spence-Mirrlees, bine-cunoscute economiştilor

în dimensiune 1 (vezi [Mir76] şi [Sp74]), au fost obţinute în lucrarea [Ca03]. Analiza proble-

mei de transport pentru o clasă mai largă de funcţii cost este un domeniu de larg interes. Astfel

de studii au aplicaţii în teoria economică a stimularii ("incentive theory") [Ca03], [MM88],

[Lev97].

Teoria transportului optimal are o gamă largă de aplicaţii în econometrie, economie ur-

bană şi "nonlinear pricing" (a se vedea, de exemplu, [BC10], [BPS09], [Ca99], [RC98]). În

problema Monge-Kantorovich clasică, costul transportului depinde doar de masa trimisă de la

surse la destinaţii, nu şi de drumurile pe care masa este transportată. Astfel, problema clasică

nu ţine cont de problemele de trafic. Folosind noţiunea de intensitate a traficului, în [CJS08]

autorii prezintă o variantă continuă a binecunoscutei probleme de trafic pe reţele, studiate atât

în economie, cât şi în cercetări operaţionale. O mai bună întelegere a "geometriei" grafurilor în

termeni de transport optimal poate avea consecinţe însemnate în acest domeniu.
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Capitolul 1

Geometria spaţiilor metrice

1.1 Minoranţi grosieri pentru curbura Ricci

Prezentăm o noţiune de minorant grosier pentru curbura Ricci, aplicabilă spaţiilor metrice

cu măsură, în particular spaţiilor metrice discrete şi grafurilor metrice. Acest studiu este bazat

pe conceptul de transport al masei. Minoranţii grosieri vor depinde de un parametru real h > 0,

care trebuie înţeles drept scara naturală de mărime a spaţiului subiacent. Pentru un graf metric,

de exemplu, acest parametru este egal cu lungimea maximă a muchiilor sale, înmulţită cu o

constantă.

Abordarea prezentată aici a fost introdusă în [BS09] şi o extinde pe cea din lucrarea

[St06a], care introduce şi studiază minoranţi pentru curbura Ricci pentru spaţii metrice cu mă-

sură. Studiul din [St06a] presupunea că spaţiul Wasserstein de probabilităţi (şi deci şi spaţiul

subiacent) să fie un spaţiu geodezic. De aceea, în forma originală din [St06a], noţiunea de

minorant pentru curbură nu se putea aplica spaţiilor discrete. În plus, grafurile metrice nu

prezintă minoranţi pentru curbură în sensul din [St06a], deoarece vârfurile grafului sunt puncte

de ramificare care distrug K-convexitatea funcţionalei entropie. Lucrarea [BS09] surmontează

această dificultate în felul următor: transportul masei şi proprietăţile de convexitate ale entropiei

relative sunt studiate de-a lungul h-geodezicelor în locul geodezicelor.

În primul paragraf 1.1.1, prezentăm o vedere sintetică generală asupra materialului exis-

tent în literatură, în particular noţiunea de minorant pentru curbura Ricci pentru spaţii metrice

"continue" (geodezice) cu măsură, conform [St06a].
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Cele două rezultate principale pe care le vom prezenta în această secţiune, teoremele

1.1.13 şi 1.1.14, sunt într-un anumit sens inverse una alteia: pe de o parte se "reconstituie"

minorantului pentru curbură al unui spaţiu continuu, din minoranţii grosieri pentru curbură ai

spaţiilor discrete aproximante, cu ordinul de discretizare tinzând la zero (Teorema 1.1.13), iar pe

de altă parte se deduc minoranţii grosieri pentru curbură ai discretizărilor unui spaţiu continuu

din minorantul pentru curbură al acestuia (Teorema 1.1.14).

În paragraful 1.1.4 aplicăm rezultatele noastre unor exemple concrete. Demonstrăm (în

Teorema 1.1.20) că orice graf planar omogen are h-curbura ≥ K, unde K este dat în funcţie de

gradul grafului, de gradul grafului dual şi de lungimea muchiilor.

O abordare alternativă, absolut independentă, pentru definirea unor minoranţi generalizaţi

pentru curbura Ricci pe spaţii discrete – din nou pe baza transportului optimal – a fost prezentată

de Yann Ollivier [Ol09], a se vedea Observaţia 1.1.11.

1.1.1 Preliminarii

În cele ce urmează, un spaţiu metric cu măsură va fi un triplet (M, d,m), unde (M, d)

este un spaţiu metric separabil şi complet, iar m este o măsură pe M (echipat cu σ -algebra

borelienelor B(M)), măsură ce este local finită în sensul că m(Br(x)) < ∞ pentru orice x ∈M şi

orice r > 0 suficient de mic. Spunem că un spaţiu metric cu măsură (M, d,m) este normalizat

dacă m este o măsură de probabilitate pe M (adică m(M) = 1).

Doua spatii metrice cu masura (M, d,m) si (M′, d′,m′) se numesc izomorfe daca si numai

daca exista o izometrie ψ : M0 →M′
0 intre suporturile M0 := supp[m]⊂M and M′

0 := supp[m′]⊂

M′ astfel incat ψ∗m = m′. Diametrul unui spatiu metric cu masura (M, d,m) este diametrul

spatiului metric (supp[m],d).

Folosim intens in cele ce urmeaza metrica L2 de transport D, care, pentru doua spatii

metrice cu masura (M, d,m) si (M′, d′,m′), este definita in lucrarea [St06a] astfel:

D((M, d,m),(M′, d′,m′)) = inf
(∫

MtM′
d̂

2
(x,y)dq(x,y)

)1/2

,

unde d̂ parcurge toate cuplajele metricilor d si d′, iar q parcurge toate cuplajele masurilor m
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si m′. Aici, o masura q pe spatiul produs M×M′ este un cuplaj al masurilor m si m′ daca

q(A×M′) = m(A) si q(M × A′) = m′(A′) pentru orice submultimi masurabile A ⊂ M,A′ ⊂

M′; o pseudo-metrica d̂ pe reuniunea disjuncta M tM′ este un cuplaj al metricilor d si d′

daca d̂(x,y) = d(x,y) si d̂(x′,y′) = d′(x′,y′) pentru orice x,y ∈ supp[m] ⊂ M si orice x′,y′ ∈

supp[m′]⊂M′.

Metrica L2 de transport D defineste o "lenght" metrica separabila si completa pe familia

tuturor claselor de izomorfism de spatii metrice cu masuri normalizate (M, d,m) pentru care∫
M d2(z,x)dm(x) < ∞ pentr un (deci pentru orice) z ∈ M. Notiunea de D-convergenta este

strans legata de cea a a convergentei Gromov-Hausdorff masurate, introduse in [Fu87].

Reamintim ca un sir de spatii metrice compacte cu masura normalizate {(Mn, dn,mn)}n∈N

converge in sensul convergentei Gromov-Hausdorff masurate (pe scurt, mGH-converge) la un

spatiu metric compact cu masura normalizat (M, d,m) daca si numai daca exista un sir de nu-

mere εn ↘ 0 si un sir de aplicatii masurabile fn : Mn →M astfel incat

(i) pentru orice x,y ∈Mn, |d( fn(x), fn(y))− dn(x,y)| ≤ εn,

(ii) pentru orice x ∈M exista y ∈Mn cu d( fn(y),x)≤ εn,

(iii) ( fn)∗mn → m slab pe M cand n→ ∞.

Conform Lemei 3.17 din [St06a], orice sir mGH-convergent de spatii metrice cu masura

normalizate converge si in metrica D; mai mult, pentru orice sir de spatii metrice compacte

cu masura si normalizate, suportate peste tot si cu margini uniforme pentru constantele de

dublare ("doubling constants") si pentru diametre, mGH-convergenta este echivalenta cu D-

convergenta.

Este usor de vazut ca D((M, d,m),(M′, d′,m′)) = inf d̂W (ψ∗m,ψ ′
∗m

′) unde infimumul este

luat dupa toate spatiile metrice (M̂, d̂) cu scufundari izometrice ψ : M0 ↪→ M̂, ψ ′ : M′
0 ↪→ M̂ ale

suporturilor M0 si M′
0 ale lui m si m′, respectiv, si unde d̂W noteaza metrica L2-Wasserstein

provenita din metrica d̂.

Reamintim ca pentru orice spatiu metric (M, d), metrica L2-Wasserstein dintre doua ma-
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suri µ si ν pe M este definita ca

dW (µ,ν) = inf

{(∫
M×M

d2(x,y)dq(x,y)
)1/2

: q e cuplaj al lui µ si ν

}
,

cu conventia inf /0 = ∞. Pentru mai multe detalii asupra metricii Wasserstein, a se vedea excelen-

tele monografii [Vi03] si [Vi08]. Notam cu P2(M, d) spatiul tuturor masurilor de probabilitate

ν care au momente de ordin 2 finite:
∫

M d2(o,x)dν(x) < ∞ pentru un (deci orice) o ∈M.

Pentru un spatiu metric cu masura (M, d,m) dat, definim P2(M, d,m) ca fiind spatiul

tuturor masurilor de probabilitate ν ∈ P2(M, d) care sunt absolut continue in raport cu m.

Daca ν = ρ ·m ∈ P2(M, d,m), consideram entropia relativa a lui ν in raport cu m, definita

prin Ent(ν |m) := limε↘0
∫
{ρ>ε}ρ logρ dm. NOtam cu P∗

2 (M, d,m) subspatiul masurilor ν ∈

P2(M, d,m) de entropie finita Ent(ν |m) < ∞.

In Geometria Riemanniana clasica, pentru un punct dat x intr-o varietate Riemanniana,

curbura Ricci Ricx este definita pe spatiul tangent TxM ca

Ricx(v,v) := trace{w→R(v,w)v}, v ∈ TxM,

unde R este tensorul de curbura. Curbura Ricci Ricx(v,v) masoara comportamentul ne-euclidian

al varietatii in punctul x si in directia v.

In articolul [RS05], autorii demonstreaza urmatoarea caracterizare a curburii Ricci pentru

varietati Riemanniene.

Teorema 1.1.1. Pentru orice varietate Riemanniana neteda si conexa M cu metrica intrin-

seca d si cu masura volum m, si pentru orice K ∈ R urmatoarele proprietati sunt echivalente:

(i) Ricx(v,v)≥ K|v|2 pentru x ∈M si v ∈ Tx(M).

(ii) Functionala entropie Ent(·|m) este displacement K-convexa pe P2(M) in sensul ca pen-

tru orice geodezica γ : [0,1]→P2(M) si pentru orice t ∈ [0,1]

Ent(γ(t)|m)≤ (1− t)Ent(γ(0)|m)+ tEnt(γ(1)|m)− K
2

t(1− t)d2
W (γ(0),γ(1)).

Aceasta caracterizare a curburii Ricci minorate nu apeleaza deloc la diferentiabilitate,

deoarece conditia (ii) poate fi formulata in orice spatiu metric cu masura care este geodezic.
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De aceea, conditia (ii) poate fi gandita ca o definitie a curburii Ricci minorate pe astfel de

spatii. Intr-adevar, lucrarea [St06a] dovedeste stabilitatea la D-convergenta si pune in evidenta o

serie de rezultate care extind teoreme clasice din Geometria Riemanniana, referitoare la curbura

Ricci.

Prezentam mai jos definitiile minorantilor pentru curbura Ricci, pentru spatii metrice cuu

masura, asa cum au fost ele introduse in articolul [St06a]:

Definiţia 1.1.2. (i) Un spatiu metric cu masura (M, d,m) are curbura≥K pentru un anume

K ∈ R daca si numai daca entropia relativa Ent(·|m) este slab K-convexa pe P∗
2 (M, d,m) in

sensul ca pentru orice pereche ν0,ν1 ∈P∗
2 (M, d,m) exista o geodezica Γ : [0,1]→P∗

2 (M, d,m)

ce uneste ν0 si ν1, cu

Ent(Γ(t)|m)≤ (1− t)Ent(Γ(0)|m)+ tEnt(Γ(1)|m)− K
2

t(1− t)d2
W (Γ(0),Γ(1)) (1.1.1)

pentru orice t ∈ [0,1].

(ii) Spatiul metric cu masura (M, d,m) are curbura ≥ K in sens slab daca pentru fiecare

ε > 0 si pentru orice pereche ν0,ν1 ∈P∗
2 (M, d,m) exista un ε-mijloc η ∈P∗

2 (M, d,m) intre

ν0 si ν1, cu

Ent(η |m)≤ 1
2

Ent(ν0|m)+
1
2

Ent(ν1|m)− K
8

d2
W (ν0,ν1)+ ε. (1.1.2)

Pe scurt, vom scrie Curv(M, d,m)≥ K, respectiv Curvlax(M, d,m)≥ K.

Reamintim ca intr-un spatiu metric dat (M, d), un punct y este un ε-mijloc ("ε-midpoint")

intre x0 si x1 daca d(xi,y) ≤ 1
2 d(x0,x1)+ ε pentru orice i = 0,1. numim y mijloc intre x0 si x1

daca d(xi,y)≤ 1
2 d(x0,x1) pentru i = 0,1.

1.1.2 Minoranţi grosieri pentru curbura Ricci. Stabilitatea la convergenţă

Pentru a adapta notiunea de minorant pentru curbura si la altfel de spatii decat spatiile

geodezice fara ramificare, ne vom referi in cele ce urmeaza la o clasa mai larga de spatii metrice:

Definiţia 1.1.3. Fie dat h > 0. Spunem ca un spatiu metric (M, d) este h-geodezic daca si

numai daca pentru orice pereche de puncte x0,x1 ∈ M si orice t ∈ [0,1] exista un punct xt ∈ M
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satisfacand

d(x0,xt)≤ t d(x0,x1)+h, d(xt ,x1)≤ (1− t)d(x0,x1)+h. (1.1.3)

Vom spune atunci ca xt este un punct t-intermediar h-grosier intre x0 si x1. Punctul 1/2-

intermediar h-grosier este de fapt h-mijlocul dintre x0 si x1.

Exemplul 1.1.4. (i) Orice multime nevida X , inzestrata cu metrica discreta d(x,y) = 0

pentru x = y, si d(x,y) = 1 pentru x 6= y, este h-geodezic pentru orice h ≥ 1/2. In acest

caz, orice punct este un h-mijloc pentru orice pereche de puncte distincte.

(ii) Daca ε > 0, atunci spatiul (Rn, d) cu metrica d(x,y) = |x− y|∧ ε este h-geodezic pentru

h≥ ε/2 (aici |·| este metrica euclidiana).

(iii) Pentru ε > 0, spatiul (Rn, d) cu metrica d(x,y) =
√

ε|x− y|+ |x− y|2 este h-geodezic

pentru orice h≥ ε/4.

Exemplele de mai sus sunt intrucatva patologice. Avem insa in vedere exemplele mai

"prietenoase" ale spatiilor discrete, precum si unele spatii geodezice cu puncte de rafimicare, ca

de exemplu grafurile, care nu admit minoranti finiti pentru curbura conform [St06a].

Pentru un spatiu metric discret h-geodezic (M, d), trebuie sa il gandim pe h drept ordinul

de discretizare sau "rezolutia" spatiului M. Intr-un spatiu h-geodezic, o pereche de puncte x si y

nu este neaparat unita printr-o geodezica, ci printr-un lant de puncte x = x0,x1, · · · ,xn = y avand

distantele intermediare mai mici decat h/2.

In continuare, vom folosi doua tipuri de perturbari ale metricii Wasserstein, pe care le

definim dupa cum urmeaza:

Definiţia 1.1.5. Fie (M, d) un spatiu metric. Pentru orice h > 0 si orice pereche de masuri

ν0, ν1 ∈P2(M, d) fie

d±h
W (ν0,ν1) := inf

{(∫
[(d(x0,x1)∓h)+]2 dq(x0,x1)

)1/2
}

, (1.1.4)

unde q parcurge toate cuplajele lui ν0 si ν1, iar (·)+ noteaza partea pozitiva.
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Observaţia 1.1.6. Conform Teoremei 4.1 din [Vi08], exista un cuplaj pentru care este

atins infimumul in (1.1.4). Il vom numi cuplaj +h-optimal (respectiv cuplaj −h-optimal) al lui

ν0 si ν1.

Cele doua perturbari d+h
W si d−h

W sunt in relatie cu metrica Wasserstein dW , dupa cum

urmeaza:

Lemă 1.1.7. Pentru orice h > 0 avem

(i) d+h
W ≤ dW ≤ d+h

W +h;

(ii) dW ≤ d−h
W ≤ dW +h.

Demonstraţie. (i) Fie ν0 si ν1 doua probabilitati pe (M, d), iar q un cuplaj optimal si q+h un

cuplaj +h-optimal al lor. Atunci

d+h
W (ν0,ν1) =

(∫
[(d(x0,x1)−h)+]2 dq+h(x0,x1)

)1/2

≤
(∫

[(d(x0,x1)−h)+]2 dq(x0,x1)
)1/2

≤
(∫

d(x0,x1)2dq(x0,x1)
)1/2

= dW (ν0,ν1)

si

dW (ν0,ν1) =
(∫

d(x0,x1)2dq(x0,x1)
)1/2

≤
(∫

d(x0,x1)2dq+h(x0,x1)
)1/2

≤
(∫

[(d(x0,x1)−h)+ +h]2 dq+h(x0,x1)
)1/2

≤ d+h
W (ν0,ν1)+h.

(ii) Similar cu (i).

Urmatoarea proprietate de monotonie a lui d±h
W in h are de asemenea o demonstratie

elementara:

Lemă 1.1.8. Fie 0 < h1 < h2 arbitrar fixate. Atunci pentru orice pereche de probabilitati

ν0 si ν1 avem

(i) d−h1
W (ν0,ν1) < d−h2

W (ν0,ν1);

(ii) d+h1
W (ν0,ν1) ≥ d+h2

W (ν0,ν1), unde are loc inegalitatea stricta daca si numai daca

d+h1
W (ν0,ν1) > 0.
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Introducem acum notiunea de minorant grosier pentru curbura:

Definiţia 1.1.9. Spunem ca un spatiu metric cu masura (M, d,m) are h-curbura (grosiera)

≥K pentru niste numere h > 0 si K ∈R daca si numai daca ν0,ν1 ∈P∗
2 (M, d,m) si pentru orice

t ∈ [0,1] exista un punct t-intermediar h-grosier ηt ∈P∗
2 (M, d,m) intre ν0 si ν1 ce indeplineste

inegalitatea

Ent(ηt |m)≤ (1− t)Ent(ν0|m)+ tEnt(ν1|m)− K
2

t(1− t)d±h
W (ν0,ν1)2, (1.1.5)

unde semnul in expresia d±h
W (ν0,ν1) este ales ’+’ daca K > 0 si ’−’ daca K < 0. Pe scurt,

scriem in acest caz h-Curv(M, d,m)≥ K.

Observaţia 1.1.10. Am fi putut, de asemenea, ca in definitia de mai sus sa alegem doi

parametri in loc de unul, h pentru punctul intermediar si ε pentru inegalitatea (1.1.5). Sa folosim

doi parametri in loc de unul nu este prea folositor pentru rezultate ulterioare. Putem oricum

reveni la a considera h∨ ε in definitia minorantului grosier data mai sus, fiind vorba de fapt de

o notiune aproximativa.

Observaţia 1.1.11. In cazul continuu, prin calcul formal, urmatoarele doua afirmatii sunt

echivalente (a se vedea [RS05] pentru cazul varietatilor Riemanniene):

(i) Functionala entropie Ent(·|m) este slab K-convexa pe P2(M, d), in sensul inegalitatii

(1.1.1);

(ii) Aplicatia "gradient flow" Φ : R+×P2(M, d)→P2(M, d) in raport cu Ent(·|m) satisface

dW (Φ(t,µ),Φ(t,ν))≤ e−Kt dW (µ,ν) ∀µ,ν ∈P2(M, d), ∀t ≥ 0. (1.1.6)

Notiunea grosiera de minorant pentru curbura, pe care am introdus-o mai sus, este o versiune

discreta a lui (1.1.1), pe cand abordarea prezentata in [Ol09] este o forma discreta a lui (1.1.6).

Ambele, dupa cum vom vedea, conduc de pilda la fenomenul de concentrare a masurii,desi in

general nu exista nicio suprapunere, deoarece in cazul discret nu exista nicio relatie directa intre

lanturi Markov si functionala entropie.
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Observaţia 1.1.12. (i) Daca (M, d,m) si (M′, d′,m′) sunt doua spatii metrice cu ma-

sura care sunt izometrice , iar K ∈ R, atunci h-Curv(M, d,m) ≥ K daca si numai daca h-

Curv(M′, d′,m′)≥ K.

(ii) Daca (M, d,m) este un spatiu metric cu masura, iar α,β > 0 atunci h-Curv(M, d,m)

≥ K daca si numai daca αh-Curv(M,α d,βm)≥ K
α2 , deoarece Ent(ν |βm) = Ent(ν |m)− logβ ,

(α · d)±h
W (ν0,ν1) = α · d±h

W (ν0,ν1) si, pentru t ∈ [0,1], ηt este un punct t-intermediar h-grosier

intre µ , ν , in raport cu dW , daca si numai daca ηt este un punct t-intermediar αh-grosier intre

µ , ν , in raport cu (α d)W .

Teorema 1.1.13. Fie (M, d,m) un spatiu metric cu masura care este normalizat. Sa con-

sideram si o familie {(Mh, dh,mh)}h>0 de spatii metrice cu masura normalizate, cu diametre

uniform marginite si cu h-Curv(Mh, dh,mh)≥ Kh, pentru Kh → K cand h→ 0. Daca

(Mh, dh,mh)
D−→ (M, d,m)

pentru h→ 0, atunci

Curvlax(M, d,m)≥ K.

Daca, in plus, M este compact, atunci

Curv(M, d,m)≥ K.

Demonstraţie. Fie {(Mh, dh,mh)}h>0 o familie de spatii metrice cu masura normalizate (posi-

bil discrete). Presupunem ca suph>0 diam(Mh, dh,mh), diam(M, d,m) ≤ ∆ si (Mh, dh,mh)
D−→

(M, d,m) pentru h → 0. Fie acum ε > 0 si ν0 = ρ0m, ν1 = ρ1m ∈P∗
2 (M, d,m) arbitrar fixate.

Alegem R cu

sup
i=0,1

Ent(νi|m)+
|K|
8

∆
2 +

ε

8
[∆2 +3|K|(2∆+3ε)]≤ R. (1.1.7)

Trebuie sa dovedim existenta unui ε-mijloc η , care sa verifice inegalitatea (1.1.2). In acest scop,

alegem 0 < h < ε cu |Kh−K|< ε si

D((Mh, dh,mh),(M, d,m))≤ exp
(
−2+4∆2R

ε2

)
. (1.1.8)

Se pot defini aplicatiile canonice

Q′
h : P2(M, d,m)→P2(Mh, dh,mh), Qh : P2(Mh, dh,mh)→P2(M, d,m)
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ca in sectiunea 4.5 din [St06a]:

Se considera qh un cuplaj al masurilor m si mh, si d̂h un cuplaj al metricilor d si dh, astfel

incat ∫
d̂

2
h(x,y)dqh(x,y)≤ 2D2((M, d,m),(Mh, dh,mh)).

Fie Q′
h si Qh dezintegrarile lui qh in raport cu mh, respectiv m, adica dqh(x,y)= Q′

h(y,dx)dmh(y)=

Qh(x,dy)dm(x), si sa notam cu ∆̂ supremumul m-esential al aplicatiei

x 7→
[∫

Mh

d̂
2
h(x,y)Qh(x,dy)

]1/2

.

In cazul nostru ∆̂≤ 2∆.

Pentru ν = ρm ∈ P2(M, d,m), definim Q′
h(ν) ∈ P2(Mh, dh,mh) prin Q′

h(ν) := ρhmh,

unde

ρh(y) :=
∫

M
ρ(x)Q′

h(y,dx).

Aplicatia Qh este definita similar. Lema 4.19 din [St06a] ne da urmatoarele estimari:

Ent(Q′
h(ν)|mh)≤ Ent(ν |m) pentru orice ν = ρ m (1.1.9)

si

d2
W (ν ,Q′

h(ν))≤ 2+ ∆̂2 ·Ent(ν |m)
− logD((M, d,m),(Mh, dh,mh))

, (1.1.10)

daca D((M, d,m),(Mh, dh,mh)) < 1. Estimari analoage au loc si pentru Qh.

Pentru masurile noastre date ν0 = ρ0m, ν1 = ρ1m ∈P∗
2 (M, d,m) luam

νi,h := Q′
h(νi) = ρi,hmh

cu ρi,h(y) =
∫

ρi(x)Q′
h(y,dx) pentru i = 0,1 si fie ηh un h-mijloc al lui ν0,h si ν1,h astfel incat

Ent(ηh|mh)≤
1
2

Ent(ν0,h|mh)+
1
2

Ent(ν1,h|mh)−
Kh

8
dδhh

W (ν0,h,ν1,h)2, (1.1.11)

unde δh este semnul lui Kh.

Din relatiile (1.1.8) – (1.1.10) conchidem ca

d2
W (ν0,ν0,h) ≤ 2+ ∆̂2 ·Ent(ν0|m)

− logD((M, d,m),(Mh, dh,mh))

≤ 2+4∆2R
− logD((M, d,m),(Mh, dh,mh))

≤ ε
2
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si similar d2
W (ν1,ν1,h)≤ ε2.

In cazul in care K < 0, putem presupune si Kh < 0. Din Lema 1.1.7 (ii), avem

d−h
W (ν0,h,ν1,h)2 ≤

(
dW (ν0,h,ν1,h)+h

)2 ≤ (dW (ν0,ν1)+3ε)2 ≤ dW (ν0,ν1)2 +6ε∆+9ε
2,

deoarece dW (ν0,ν1)≤ ∆.

Pentru K > 0, se poate alege h suficient de mic pentru a avea Kh > 0. Atunci Lema 1.1.7

(i) implica

dW (ν0,ν1)2 ≤
(
dW (ν0,h,ν1,h)+2ε

)2 ≤
(

d+h
W (ν0,h,ν1,h)+3ε

)2
≤ d+h

W (ν0,ν1)2 +6ε∆+9ε
2.

In ambele cazuri, estimarile de mai sus, combinate cu (1.1.9), (1.1.11) si cu alegerea lui h

astfel incat −Kh < ε−K, vor conduce la

Ent(ηh|mh)≤
1
2

Ent(ν0|m)+
1
2

Ent(ν1|m)− K
8

d2
W (ν0,ν1)+ ε

′, (1.1.12)

pentru ε ′ = ε[∆2 +3|K|(2∆+3ε)]/8.

Cazul K = 0 rezulta si el din calculele de mai sus, depinzand de semnul lui Kh.

In final, alegem

η = Qh(ηh).

Atunci folosind din nou (1.1.8), estimarile date de Lema 4.19 [St06a] pentru Qh si estimarea

anterioara (1.1.12) pentru Ent(ηh|mh), obtinem

d2
W (ηh,η) ≤ 2+ ∆̂2 ·Ent(ηh|mh)

− logD((M, d,m),(Mh, dh,mh))

≤ 2+4∆2R
− logD((M, d,m),(Mh, dh,mh))

≤ ε
2.

Pentru i = 0,1, avem dW (η ,νi)≤ 2ε + dW (ηh,νi,h)≤ 2ε + 1
2 dW (ν0,h,ν1,h)+h≤ 1

2 dW (ν0,ν1)+

4ε . Atunci,

sup
i=0,1

dW (η ,νi)≤
1
2

dW (ν0,ν1)+4ε,

adica η este un (4ε)-mijloc pentru ν0 si ν1. In plus, din (1.1.9)

Ent(η |m) ≤ Ent(ηh|mh)

≤ 1
2

Ent(ν0|m)+
1
2

Ent(ν1|m)− K
8

d2
W (ν0,ν1)+ ε

′

cu ε ′ ca mai sus. Aceasta dovedeste ca Curvlax(M, d,m)≥ K si incheie demonstratia.
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1.1.3 Discretizări de spaţii metrice

Fie (M, d,m) un spatiu metric cu masura. Pentru h > 0 fie Mh o submultime discreta a

lui M, Mh = {xn : n ∈ N}, cu M =
∞⋃

i=1
BR(xi), unde R = R(h)↘ 0 cand h ↘ 0. Daca (M, d,m)

are diametrul finit, atunci Mh poate sa constea intr-un numar finit de puncte. Alegem Ai ⊂

BR(xi) disjuncte doua cate doua xi ∈ Ai, i = 1,2, . . . si
∞⋃

i=1
Ai = M (de exemplu, se poate alege o

teselare de tip Voronoi) si consideram masura mh pe Mh data de mh({xi}) := m(Ai), i = 1,2, . . ..

Denumim (Mh, d,mh) o discretizarea a lui (M, d,m).

Teorema 1.1.14. (i) Daca m(M) < ∞, atunci (Mh, d,mh)
D−→ (M, d,m) cand h→ 0.

(ii) Daca Curvlax(M, d,m) ≥ K cu K 6= 0, atunci pentru fiecare h > 0 si pentru fiecare

discretizare (Mh, d,mh) cu R(h) < h/4, avem h-Curv(Mh, d,mh)≥ K.

(iii) Daca Curv(M, d,m) ≥ K pentru un numar real K, atunci pentru fiecare h > 0 si

pentru fiecare discretizare (Mh, d,mh) cu R(h)≤ h/4 avem h-Curv(Mh, d,mh)≥ K.

Demonstraţie. (i) Masura q = ∑
∞
i=1(m(Ai)δxi)× (1Aim) este un cuplaj al masurilor mh si m,

deci

D2((Mh, d,mh),(M, d,m)) ≤
∫

Mh×M
d2(x,y)dq(x,y)

=
∞

∑
i=1

m(Ai)
∫

Ai

d2(xi,y)dm(y)

≤

(
∞

∑
i=1

m(Ai)2

)
R(h)2 ≤ R(h)2

(
∞

∑
i=1

m(Ai)

)2

= R(h)2m(M)2 → 0 pentru h→ 0.

(ii) Fixam h > 0 si consideram o discretizare (Mh, d,mh) a lui (M, d,m), cu R(h) < h/4.

Fie νh
0 ,νh

1 ∈P∗
2 (Mh, d,mh) date; este suficient sa realizam demonstratia pentru νh

0 ,νh
1 masuri

cu suport compact. Sa presupunem atunci ca νh
i =

(
∑

n
j=1 αh

i, j1{x j}

)
mh, i = 1,2 (unii dintre co-

eficientii αh
i, j pot fi nuli). Alegem si un t ∈ [0,1] arbitrar. Consideram νi :=

(
∑

n
j=1 αh

i, j1A j

)
m ∈

P∗
2 (M, d,m) pentru i = 1,2. Alegem ε > 0 astfel incat

4R(h)+ ε ≤ h. (1.1.13)
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Cum Curvlax(M, d,m)≥K pentru acel t ∈ [0,1] ales, exista atunci ηt ∈P∗
2 (M, d,m) un "punct"

t-intermediar ε-grosier intre ν0 si ν1 astfel incat

Ent(ηt |m)≤ (1− t)Ent(ν0|m)+ tEnt(ν1|m)− K
2

t(1− t)d2
W (ν0,ν1)+ ε. (1.1.14)

Calculam

Ent(νi|m) =
n

∑
j=1

∫
A j

α
h
i, j logα

h
i, j dm =

n

∑
j=1

α
h
i, j logα

h
i, j mh({x j}) = Ent(νh

i |mh), (1.1.15)

pentru i = 0,1. Notam ηh
t ({x j}) := ηt(A j), j = 1,2, ...,n. Sa presupunem ηt = ρt ·m. Din

inegalitatea lui Jensen obtinem

Ent(ηh
t |mh) =

∞

∑
j=1

∫
A j

ρt dm

m(A j)
log

∫
A j

ρt dm

m(A j)
mh({x j})

≤
∞

∑
j=1

(
1

m(A j)

∫
A j

ρt logρt dm
)

mh({x j}) = Ent(ηt |m),

ceea ce, impreuna cu relatiile (1.1.14) si (1.1.15), implica

Ent(ηh
t |mh)≤ (1− t)Ent(νh

0 |mh)+ tEnt(νh
1 |mh)−

K
2

t(1− t)d2
W (ν0,ν1)+ ε. (1.1.16)

Sa consideram mai intai cazul K < 0. Fie qh un cuplaj −2R(h)-optimal al lui νh
0 si νh

1 .

Atunci formula

q̂ :=
n

∑
j,k=1

[
qh({(x j,xk)})δ(x j,xk)×

1A j×Ak

m(A j)m(Ak)
(m×m)

]
defineste o masura pe Mh×Mh×M×M care are marginile νh

0 , νh
1 , ν0 si ν1. Mai mult, proiectia

lui q̂ pe primii doi factori este egala cu qh. De aceea avem

dW (ν0,ν1)2 ≤
∫

d(x,y)2dq̂(xh,yh,x,y)

≤
∫ [

d(x,xh)+ d(xh,yh)+ d(yh,y)
]2

dq̂(xh,yh,x,y)

=
n

∑
j,k=1

qh({(x j,xk)})
m(A j)m(Ak)

∫
A j×Ak

[
d(x,x j)+ d(x j,xk)

+d(xk,y)]
2 dm(x)dm(y)

≤
n

∑
j,k=1

qh({(x j,xk)})
(
d(x j,xk)+2R(h)

)2 = d−2R(h)
W (νh

0 ,νh
1 )2,
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care, impreuna cu (1.1.16), conduce la

Ent(ηh
t |mh)≤ (1− t)Ent(νh

0 |mh)+ tEnt(νh
1 |mh)−

K
2

t(1− t)d−2R(h)
W (νh

0 ,νh
1 )2 + ε. (1.1.17)

In cazul K > 0 incepem cu un cuplaj optimal q al masurilor ν0 si ν1 si aratam ca masura

q̃h :=
n

∑
j,k=1

q(A j×Ak)δ(x j,xk)

este un cuplaj pentru νh
0 si νh

1 . Intr-adevar, daca A⊂Mh, atunci avem, pe rand,

n

∑
j,k=1

q(A j×Ak)δ(x j,xk)(A×Mh) =
n

∑
j,k=1

q(A j×Ak)δx j(A) =
n

∑
j=1

q(A j×M)δx j(A)

=
n

∑
j=1

ν0(A j)δx j(A) =
n

∑
j=1

ν
h
0 ({x j})δx j(A)

= ν
h
0 (A).

Cum pentru orice j,k = 1,2, . . . .n si pentru x∈A j si y∈Ak arbitrare avem
(
d(x j,xk)−2R(h)

)
+

≤
(
d(x j,xk)− d(x,x j)− d(y,xk)

)
+ ≤ d(x,y) putem estima ca:

d+2R(h)
W (νh

0 ,νh
1 )2 ≤

n

∑
j,k=1

q(A j×Ak)
[
(d(x j,xk)−2R(h))+

]2
=

n

∑
j,k=1

∫
A j×Ak

[
(d(x j,xk)−2R(h))+

]2 dq(x,y)

≤
n

∑
j,k=1

∫
A j×Ak

[
(d(x j,xk)− d(x,x j)− d(y,xk))+

]2 dq(x,y)

≤
n

∑
j,k=1

∫
A j×Ak

d(x,y)2dq(x,y) =
∫

M×M
d(x,y)2dq(x,y)

= dW (ν0,ν1)2.

De aceea, din (1.1.16) obtinem

Ent(ηh
t |mh)≤ (1− t)Ent(νh

0 |mh)+ tEnt(νh
1 |mh)−

K
2

t(1− t)d+2R(h)
W (νh

0 ,νh
1 )2 + ε. (1.1.18)

Pentru ε suficient de mic obtinem

−K
2

t(1− t)d±2R(h)
W (νh

0 ,νh
1 )2 + ε ≤−K

2
t(1− t)d±h

W (νh
0 ,νh

1 )2 (1.1.19)
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si atunci (1.1.17), (1.1.18) implica

Ent(ηh
t |mh)≤ (1− t)Ent(νh

0 |mh)+ tEnt(νh
1 |mh)−

K
2

t(1− t)d±h
W (νh

0 ,νh
1 )2, (1.1.20)

depinzand de semnul lui K. Inegalitatea (1.1.19) este falsa numai cand K > 0 si d+h
W (νh

0 ,νh
1 ) = 0,

dar in acest caz dW (νh
0 ,νh

1 ) ≤ h si fie η = νh
0 , fie η = νh

1 verifica direct conditia (1.1.5) din

definitia minorantului h-grosier pentru curbura pentru discretizare.

Masura π = ∑
n
j=1
(
ηh

t ({x j})δx j ×1A jηt
)

este un cuplaj al masurilor ηh
t si ηt , atunci

d2
W (ηh

t ,ηt)≤
∫

Mh×M
d2(x,y)dπ(x,y)≤ R2(h),

si similar d2
W (νh

i ,νi)≤ R2(h) pentru i = 1,2. Deoarece ηt este un punct t-intermediar ε-grosier

intre ν0 si ν1, deducem ca

dW (ηh
t ,νh

0 ) ≤ dW (ηt ,ν0)+2R(h)≤ t dW (ν0,ν1)+2R(h)+ ε

≤ t dW (νh
0 ,νh

1 )+2R(h)(1+ t)+ ε

si, cu un argument similar,

dW (ηh
t ,νh

1 )≤ (1− t)dW (νh
0 ,νh

1 )+2R(h)(2− t)+ ε.

Din (1.1.13), conchidem ca ηh este un punct t-intermediar h-grosier intre νh
0 si νh

1 , ceea

ce, impreuna cu (1.1.20), demonstreaza ca h-Curv(Mh, d,mh)≥ K.

(iii) se demonstreaza asemanator cu (ii).

Exemplul 1.1.15. (i) Consideram pe Zn metrica d1, provenita din norma | · |1 pe Rn

definita prin |x|1 = ∑
n
i=1 |xi|, si masura mn = ∑x∈Zn δx. Atunci h-Curv(Zn, d1,mn) ≥ 0 pentru

orice h≥ 2n.

(ii) Gridul n-dimensional En avand Zn ca multime de varfuri, echipat cu metrica de graf si

cu masura mn, definita masura Lebesgue 1-dimensionala pe muchii, are h-Curv(En, d1,mn)≥ 0

pentru orice h≥ 2(n+1).

Demonstraţie. Folosim urmatorul rezultat:
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Lemă 1.1.16. [Vi08] Orice spatiu Banach finit dimensional, echipat cu masura Lebesgue,

are curbura ≥ 0.

Teselam Rn cu cuburi n-dimensionale de latura 1 si centrate in varfurile grafului. Atunci

| · |1-raza celulelor teselarii cu astfel de cuburi este n/2. Astfel, afirmatia (i) este o consecinta a

Teoremei 1.1.14(iii), aplicate spatiului (Rn, | · |1,dx), si a Lemei 1.1.16.

Pentru demonstratia lui (ii) urmam un argument similar celui folosit in demonstratia Teo-

remei 1.1.14. In acest caz, trecem de la o probabilitate pe grid la o probabilitate pe spatiul Rn,

mediind pe fiecare cub al teselarii si scaland. Aici, trebuie tinut cont ca pentru un cub C din

teselare

sup{|x− y|1 : x ∈C∩En,y ∈C}=
n+1

2
,

care produce minimul h = 2(n+1), incepand de la care h-Curv(En, d1,mn)≥ 0.

Exemplul 1.1.17. (i) Fie G graful care teseleaza placul euclidian cu triunghiuri echi-

laterale de raza r. Il inzestram pe G cu metrica de graf dG indusa de metrica euclidiana si

cu masura Lebesgue 1-dimensionala m pe muchii. Atunci G are h-curbura ≥ 0 pentru orice

h≥ 8r
√

3/3.

(ii) Graful G′, care teseleaza planul euclidian cu hexagoane regulate de muchie r, equipat

ca de obicei cu metrica de graf dG′ si cu masura 1-dimensionala m′ pe muchii, are h-curbura

≥ 0 pentru orice h≥ 34r/3.

Demonstraţie. Consideram un sistem cartezian de coordonate in placul euclidian cu originea

O si axele Ox si Oy. Echipam R2 cu norma Banach ‖ · ‖, care are ca bila unitate hexagonul

regulat centrat in O, avand doua varfuri opuse pe Ox si lungimea muchiei (masurate in metrica

euclidiana) egala cu 1. Explicit ‖(x,y)‖ = max{2
√

3
3 |y|, |x|+

√
3

3 |y|} pentru orice (x,y) in R2.

Notam cu d metrica determinata de aceasta norma.

(i) Pentru teselarea triunghiulara, alegem originea O sa fie unul dintre varfurile grafului,

iar doua dintre cele 6 muchii ce pleaca din O sa fie de-a lungul axei Ox. Muhciile grafului au

lungimea r in metrica euclidiana. Vedem ca dG(v1,v2) = d(v1,v2) pentru orice doua varfuri v1

si v2 ale grafului. In general, pentru x,y ∈ G, avem |dG(x,y)− d(x,y)| ≤ r. Atunci se poate
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construi un cuplaj d̂ al metricilor dG si d prin definitie d̂(v,x) := d(v,x) daca v este varf al lui G

si x∈R2, si d̂(y,x) := infi=1,2{dG(y,vi)+ d(vi,x))} daca y∈G apartine unei muchii cu capetele

v1,v2 si x ∈ R2.

Conform Lemei 1.1.16, Curv(R2, d,λ )≥ 0, unde λ este masura Lebesgue 2-dimensionala.

Daca teselam planul cu hexagoane regulate A j, j ∈N, care au varfurile in centrele triunghiurilor

grafului G, avem d̂(y,x)≤ 2r
√

3/3 pentru orice y ∈ A j∩G si x ∈ A j. Demonstratia minorantu-

lui pentru h-curvature este similara celei a Teoremei 1.1.14. Pornim cu ν0,ν1 ∈P∗
2 (G, dG,m)

cu νi = ρim, i = 0,1 si definim

ν̃i :=
∞

∑
j=1

1
λ (A j)

(∫
G∩A j

ρi dm
)

1A j ·λ ∈P∗
2 (R2, d,λ ) pentru i = 0,1.

Avem atunci d̂W (νi, ν̃i) ≤ 2r
√

3/3. Consideram η̃t = ρ̃t ·λ geodezica ce uneste ν̃0 si ν̃1, de-a

lungul careia conditia de convexitate pentru entropie este indeplinita pe P∗
2 (R2, d,λ ) si notam

ηt :=
∞

∑
j=1

1
m(G∩A j)

(∫
A j

ρ̃t dλ

)
1G∩A j ·m.

Atunci ηt este punctul t-intermediar 8r
√

3/3-grosier intre ν0 si ν1. Din inegalitatea lui Jensen

obtinem Ent(ηt |m)≤Ent(η̃t |λ )−logm(G∩A)+logλ (A) and Ent(ν̃i|λ )≤Ent(νi|m)+logm(G∩

A)− logλ (A) (sa observam ca toate multimile A j au aceeasi masura Lebesgue λ (A) si toate

multimile G∩A j au aceeasi masura m(G∩A)). Deci ηt satisface

Ent(ηt |m)≤ (1− t)Ent(ν0|m)+ tEnt(ν1|m),

si astfel am demonstrat h-Curv(G, dG,m)≥ 0 pentru orice h≥ 8r
√

3/3.

(ii) Pentru teselarea hexagonala, fie din nou O unul dintre varfurile grafului, iar una dintre

cele 3 muchii emergente din O sa fie de-a lungul axei Oy. In acest caz, folosim norma Banach

‖ · ‖′ := 3
4‖ · ‖ pe R2 si notam cu d′ metrica asociata. Lngimea muchhiilor grafului in metrica

d′ este egala cu 4r/3. Vedem ca dG′(v1,v2) = d′(v1,v2) pentru oricedoua varfuri v1,v2 cu

dG′(v1,v2) = 2kr, k ∈ N. In general, |dG′ − d′| ≤ r/3 pe multimea varfurilor si |dG′ − d′| ≤ r

peste tot pe G′.

Se poate atunci construi un cuplaj d̂′ al metricilor dG′ si d′ in felul urmator: Fixam v0 =

O. Daca v este un varf al grafului cu dG′(v0,v) = 2kr, k ∈ N atunci luam d̂′(v,x) := d′(v,x),

31



x ∈R2. Pentru y ∈G′ cu dG′(v0,y) 6= 2kr, k ∈N definim d̂′(y,x) := inf{dG′(y,v)+ d′(v,x) : v ∈

G′, dG′(v0,v) = 2kr}.

Teselam planul cu triunghiuri echilaterale Bi, i ∈ N, cu varfurile in centrele hexagoanelor

grafului. Atunci d̂′(y,x) ≤ 17r/6 pentru y ∈ Bi ∩G′, x ∈ Bi. Cu acelasi argument ca pentru

teselarea triunghiulara, obtinem h-Curv(G′, dG′,m′)≥ 0 pentru orice h≥ 4 ·17r/6 = 34r/3.

1.1.4 Asupra grafurilor planare omogene

Ne referim in cele ce urmeaza la o clasa speciala de grafuri. In general, un graf G este

determinat de multimea varfurilor V (G) si de multimea muchiilor E(G). Pentru a privi grafu-

rile ca analoage discrete ale varietatilor 2-dimensionale, trebuie sa specificam de asemenea si

multimea fetelor F(G) si sa impunem grafului sa fie planar. Un graf este planar daca poate fi

desenat intr-un plan fara ca muchiile grafului sa se intersecteze (adica numarul de incrucisare -

"the crossing number" - sa fie zero). Numai grafurile planare au grafuri duale. Grafurile care

ne vor preocupa in continuare sunt conexe si simple (fara bucle si fara muchii multiple) si astfel

incat dualele lor sunt tot grafuri simple, de aceea orice doua fete au cel mult o muchie comuna

si orice fata este marginita de un ciclu.

Figura 1.1: G(7,3,r)

Sa consideram graful omogen (posibil infinit) G(l,n,r) cu varfurile de grad constant l≥ 3,
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cu fetele marginite de poligoane cu n≥ 3 muchii (astfel n este gradul tuturor varfurilor grafului

dual) si astfel incat toate muchiile au aceeasi lungime r > 0.

Urmatorul rezultat este probabil bine-cunoscut, dar, cum nu am gasit nicio referinta bib-

liografica, prezentam aici o demonstratie.

Lemă 1.1.18. (i) Daca 1
l + 1

n < 1
2 , atunci G(l,n,r) poate fi scufundat in spatiul hiper-

bolic 2-dimensional de curbura sectionala constanta

K =− 1
r2

[
arccosh

(
2

cos2 (π

n

)
sin2 (π

l

) −1

)]2

. (1.1.21)

Exista infinit de multe astfel de alegeri pentru l si n. In oricare idn cazuri, graful este

nemarginit.

(ii) Daca 1
l + 1

n > 1
2 , atunci G(l,n,r) este unul dintre cele cinci poliedre regulate (tetraedru,

octaedru, cub, icosaedru, dodecaedru) si poate fi scufundat in sfera 2-dimensionala de

curbura sectionala constanta

K =
1
r2

[
arccos

(
2

cos2 (π

n

)
sin2 (π

l

) −1

)]2

. (1.1.22)

(iii) Daca 1
l + 1

n = 1
2 , atunci G(l,n,r) poate fi scufundat in planul euclidian (K = 0). Exista

exact 3 cazuri, corespunzatoare celor 3 teselari regulate ale planului euclidian: teselarea

cu triunghiuri (l = 6, n = 3), cu patrate (l = n = 4), si cu hexagoane (l = 3, n = 6).

Demonstraţie. Vedem mai intai ca

2
cos2 (π

n

)
sin2 (π

l

) −1 > 1⇔ sin2
(

π

2
− π

n

)
> sin2

(
π

l

)
⇔ 1

l
+

1
n

<
1
2

deci in fiecare caz expresia care defineste curbura K are sens.

(i) Pentru l, n, r date, construim scufundarea in felul urmator: incepem cu un punct arbi-

trar O al spatiului 2-hiperbolic de curbura K, notat cu HK,2. Pornind din acest punct, construim

n linii geodezice OA1,OA2, · · · ,OAn de lungime

R :=
1√
−K

arcsinh

(
sinh(

√
−Kr)

sin
(2π

n

) sin
(

π

l

))
, (1.1.23)
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astfel incat unghiul interior dintre doua geodezice consecutive OAk,OAk+1 este 2π/n. Demon-

stram ca A1,A2, · · · ,An corespund varfurilor grafului dat, si ca geodezicele A1A2, · · · , An−1An,

AnA1 corespund izometric la muchii consecutive in G(l,n,r) care marginesc un un n-poligon

regulat cu lungimea muchiilor egala cu r si toate unghiurile de masuri egale cu 2π/l. Sa notam

cu d metrica intrinseca pe HK,2.

Din Teorema Cosinusului in geometria hiperbolica, aplicata pentru triunghiul ∆OA1A2, si

din (1.1.21) si (1.1.23), avem:

cosh
(√
−K d(A1,A2)

)
= cosh2(

√
−KR)− sinh2(

√
−KR)cos

(
2π

n

)
= 1+ sinh2(

√
−KR)

(
1− cos

(
2π

n

))
= 1+

sinh2 (
√
−Kr)

sin2 (2π

n

) sin2
(

π

l

)(
1− cos

(
2π

n

))
= 1+

cosh2 (
√
−Kr)−1

1+ cos
(2π

n

) sin2
(

π

l

)
= 1+

sin2 (π

l

)
2cos2

(
π

n

)
(2

cos2 (π

n

)
sin2 (π

l

) −1

)2

−1


= 2

cos2 (π

n

)
sin2 (π

l

) −1 = cosh(
√
−Kr),

deci d(A1,A2) = r si la fel celelalte muchii ale poligonului. Aplicam acum Teorema Sinusului

in triunghiul hiperbolic ∆OA1A2 si (1.1.23) pentru a calcula:

sin^(A1;O,A2) =
sin
(2π

n

)
sinh(

√
−Kr)

sinh(
√
−KR) = sin

(
π

l

)
, (1.1.24)

unde ^(A1;O,A2) noteaza unghiul din A1 in triunghiul ∆OA1A2. Acest unghi este mai mic

decat π/2, deoarece este egal cu ^(A2;O,A1), iar intr-un triunghi hiperbolic suma unghiurilor

unui triunghi este mai mica decat π . De aceea, (1.1.24) arata ca toate unghiurile poligonului

au masurile egale cu 2π/l, deci in jurul fiecarui unghi se pot construi alte l−1 poligoane cu n

muchii, congruente cu primul. Repetam procedura cu fiecare dintre varfurile noilor poligoane.

In acest mod intreg spatiul HK,2 poate fi teselat cu poligoane regulate, care constituie fete ale

grafului G(l,n,r).
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(ii), (iii) Cum exista doar un numar finit de exemple in aceste doua cazuri, exemple

destul de cunoscute, demonstratia se poate face prin verificare directa in fiecare caz in parte.

Alternativ, se poate realiza o demonstratie ca in cazul (i), cu interpretari adecvate ale sinusului

si cosinusului pentru curbura pozitiva, respectiv ca lungimi in planul euclidian.

Observaţia 1.1.19. Graful dual G(l,n,r)∗ = G(n, l,r′) este scufundat in 2-varietatea de

aceeasi curbura constanta ca si G(l,n,r), lungimea muchiilor in graful dual este

r′ := r · arccosh

(
2

cos2 (π

n

)
sin2 (π

l

) −1

)/
arccosh

(
2

cos2 (π

l

)
sin2 (π

n

) −1

)
for K < 0

si cu modificari adecvate in celelalte doua cazuri.

In fiecare dintre cele trei cazuri din Lema 1.1.18, 2-varietatea va fi echipata cu metrica

intrinseca d si cu volumul Riemannian vol. Inzestram G(l,n,r) cu metrica d indusa de metroca

Riemanniana corespunzatoare si cu masura m uniforma oe muchii. Notam in continuare cu

V(l,n,r) multimea varfurior grafului G(l,n,r) echipat cu aceeasi metrica d mostenita de la

varietatea Riemanniana si cu masura de numarare m̃ := ∑v∈V δv.

Teorema 1.1.20. Pentru orice numere naturale l,n ≥ 3 si pentru orice r > 0, atat spatiul

metric cu masura (V(l,n,r), d, m̃), cat si (G(l,n,r), d,m) au h-curbura ≥ K pentru h ≥ r ·

C(l,n), unde

K =



− 1
r2

[
arccosh

(
2

cos2( π

n )
sin2( π

l )
−1
)]2

pentru 1
l + 1

n > 1
2

1
r2

[
arccos

(
2

cos2( π

n )
sin2( π

l )
−1
)]2

pentru 1
l + 1

n < 1
2

0 pentru 1
l + 1

n = 1
2

(1.1.25)

si C(l,n) = 4 · arcsinh
(

1
sin( π

n )

√
cos2( π

n )
sin2( π

l )
−1
)/

arccosh
(

2
cos2( π

n )
sin2( π

l )
−1
)

.
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Demonstraţie. Privim V(l,n,r) si G(l,n,r) ca submultimi ale varietatii 2-dimensionale cu cur-

bura constanta K (data de Lema 1.1.18). Teselam varietatea cu fetele grafului dual G(n, l,r′) ce

are varfurile in centrele fetelor lui G(l,n,r) (centrul O al poligonului cu n muchii in demonstra-

tia Lemei 1.1.18 devine varf al dualului).

Calculam explicit numai in cazul hiperbolic, celelalte doua cazuri fiind similare. Se poate

partitiona spatiul hiperbolic ca HK,2 =
∞⋃

j=1
Fj, unde {Fj} j sunt fetele grafului dual, dupa cum

am descris mai sus. Minorantul pentru curbura pentru spatiu discret V(l,n,r) este atunci o con-

secinta a Teoremei 1.1.14. Pentru G := G(l,n,r) demonstratia minorantului pentru curbura par-

curge pasi similari celor din demonstratia Teoremei 1.1.14. Pornim cu ν0,ν1 ∈P∗
2 (G(l,n,r), d,m)

cu νi = ρi ·m, i = 0,1 si definim

ν̃i :=
∞

∑
j=1

1
vol(Fj)

(∫
G∩Fj

ρi dm
)

1Fj ·vol ∈P∗
2 (HK,2, d,vol) pentru i = 0,1.

Acum, locul lui R(h) din Teorema 1.1.14 este jucat de R din Lema 1.1.18(i), deci dW (νi, ν̃i)≤R.

Se poate exprima R numai in functie de datele initiale l,n si r, ca R = rC(l,n)/4, cu C(l,n) dat

in enuntul teoremei. Consideram η̃t = ρ̃t · vol geodezica ce uneste ν̃0 si ν̃1, de-a lungul careia

avem K-convexity functionalei entropie pe HK,2 (Teorema 4.9 din [St06a]) si notam

ηt :=
∞

∑
j=1

1
m(G∩Fj)

(∫
Fj

ρ̃t dvol
)

1G∩Fj ·m.

Atunci ηt este un punct t-intermediar 4R-grosier intre ν0 si ν1. Din inegalitatea lui Jensen

obtinem Ent(ηt |m) ≤ Ent(η̃t |vol)− logm(G ∩ F) + logvol(F) si Ent(ν̃i|vol) ≤ Ent(νi|m) +

logm(G∩F)− logvol(F) (observam ca toate fetele Fj au acelasi volum vol(F) si toate multi-

mile G∩Fj au aceeasi masura m(G∩F)). Deci, ca in demonstratia Teoremei 1.1.14, ηt verifica

Ent(ηt |m)≤ (1− t)Ent(ν0|m)+ tEnt(ν1|m)− K
2

t(1− t)d−2R
W (ν0,ν1)2,

ceea ce demonstraeaza h-Curv(G(l,n,r), d,m) ≥ K pentru orice h ≥ 4R in cazul hiperbolic

(K < 0).

Observaţia 1.1.21. Exista in literatura diverse notiuni de curbura combinatoriala pentru

grafuri, a se vedea de exemplu [Gro87], [Hi01], [Fo03]. Notiunea de curbura introdusa de Gro-

mov in [Gro87] a fost folosita pentru studiul grupurilor hiprbolice. A fost modificata apoi si
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investigata de catre Higuchi [Hi01] si alti autori. Forman a introdus in [Fo03] o notiune diferita

de curbura Ricci combinatoriala pentru complexe de celule ("cell complexes"). Grafurile con-

siderate in lucrarile citate anterior nu presupun nici existenta vreunei metrici, nici cea a unei

masuri atasate.

In [Hi01] curbura combinatoriala a unui graf G este o aplicatie ΦG : V (G) → R care

asociaza fiecarui varf x ∈V (G) numarul ΦG(x) = 1− m(x)
2 +∑

m(x)
i=1

1
d(Fi)

, unde m(x) este gradul

varfului x, d(F) este numarul muchiilor care marginesc o fata F , si F1,F2, . . . ,Fm(x) sunt fetele

din jurul varfului x. Curbura combinatoriala introdusa in [Gro87] este o aplicatie Φ∗
G : F(G)→

R, unde curbura Φ∗
G(F) unei fete F este data de curbura ΦG a varfului corespunzator in graful

dual. Pentru grafuri omogene G(l,n,r), curbura fiecarui varf x este ΦG(x) = l(1
l + 1

n −
1
2), iar

curbura in sensul lui Gromov [Gro87] a oricarei fete F este Φ∗
G(F) = n(1

l + 1
n −

1
2).

Observam ca semnul curburii combinatoriale in ambele abordari de mai sus se schimba

dupa cum 1
l + 1

n este mai mare sau mica decat 1
2 . In Teorema noastra 1.1.20, semnul minorantu-

lui grosier pentru curbura se schimba in acelasi mod, desi notiunea noastra de curbura se aplica

grafurilor care au atat o masura de referinta, cat si o structura metrica. Pe moment nu putem

descrie alte legaturi cu notiunile de curbura combinatoriala mentionate mai sus.

1.2 Condiţia grosieră curbură-dimensiune pentru spaţii metrice

Introducem in cele ce urmeaza o conditie mai tare decat minorantul grosier pentru cur-

bura. Exemplele studiate in sectiunea precedenta au prezentat spatii discrete analoage vari-

etatilor Riemanniene finit dimensionale. Aceste spatii au, intuitiv, nu doar o "curbura" care

mimeaza varietatea, dar si un anumit aspect "finit-dimensional". Un graf planar are intuitiv

dimensiunea 2, deoarece poate fi desenat in plan. In acest subcapitol vom ingloba aceasta con-

strangere dimensionala intr-o conditie de tip curbura-dimensiune, cu scopul de a obtine mai

multe consecinte geometrice.

Definim si studiem in cele ce urmeaza o conditie grosiera de tip curba-dimensiune h-

CD(K,N) pentru spatii metrice cu masura, unde K joaca rolul minorantului grosier pentru cur-

bura, iar N pe cel de majorant grosier pentru dimensiune. Vom demonstra ca un spatiu met-
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ric cu masura (continuu) (M, d,m), care poate fi aproximat de o familie {(Mh, dh,mh)}h>0 de

spatii metrice cu masura (discrete), ce indeplinesc o conditie grosiera curbura-dimensiune h-

CD(K,N), cu ordinul de discretizare h tinzand la zero, satisface o conditie curbura-dimensiune

CD(K,N). Aratam de asemenea ca aceasta conditie grosiera de tip curbura-dimensiune se pas-

treaza prin procedura inversa: o discretizare a unui spatiu metric cu masura ce indeplineste

proprietatea CD(K,N), satisface conditia h-CD(K,N) daca ordinul de discretizare este suficient

de mic.

1.2.1 Preliminarii

Fie, ca in sectiunea precedenta, (M, d,m) un spatiu metric cu masura, unde (M, d) este

un spatiu metric separabil si complet, iar m este o masura local finita pe σ -algebra borelienelor

B(M) a lui M.

Un punct z in M este un punct t-intermediar intre x si y pentru un t ∈ [0,1] daca d(x,z) =

t · d(x,y) si d(z,y) = (1− t) · d(x,y).

In locul entropiei relative Ent(·|m), vom folosi functionala entropie Rényi, care depinde

de un parametru N ≥ 1, care va juca rolul dimensiunii in materialul care urmeaza. Functionala

entropie Rényi in raport cu masura noastra de referinta m este definita ca

SN(·|m) : P2(M, d)→ R

cu

SN(ν |m) :=−
∫

M
ρ
−1/Ndν ,

unde ρ este densitatea partii absolut continue νc in raport cu m in descompunerea Lebesgue

ν = νc +νs = ρm+νs a masurii ν ∈P2(M, d).

Lema 1.1 din [St06b] afirma ca

Lemă 1.2.1. Sa presupunem ca m(M) < ∞.

(i) Pentru orice N > 1, functionala entropie Rényi SN(·|m) este inferior semicontinua si

indeplineste

−m(M)1/N ≤ SN(·|m)≤ 0 pe P2(M, d).
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(ii) Pentru orice ν ∈P2(M, d)

Ent(·|m) = lim
N→∞

N(1+SN(ν |m)).

Pentru K,N ∈ R date cu N ≥ 1 si (t,θ) ∈ [0,1]×R+ folosim notatia

τ
(t)
K,N(θ) =



∞ , daca Kθ 2 ≥ (N−1)π2

t
1
N

(
sin
(√

K
N−1tθ

)/
sin
(√

K
N−1θ

))1− 1
N

, daca 0 < Kθ 2 < (N−1)π2

t , daca Kθ 2 = 0 sau

daca Kθ 2 < 0 si N = 1

t
1
N

(
sinh

(√
−K

N−1tθ
)/

sinh
(√

−K
N−1θ

))1− 1
N

, daca Kθ 2 < 0 si N > 1.

Observaţia 1.2.2. Pentru un t ∈ (0,1) arbitrar fixat si θ ∈ (0,∞), functia (K,N) →

τ
(t)
K,N(θ) este continua, monoton crescatoare in K si monoton descrescatoare in N.

Conditia curbura-dimensiune pentru spatiile geodezice (M, d,m) a fost introdusa in [St06b]

in modul urmator:

Definiţia 1.2.3. Fiind date doua numere K, N ∈ R cu N ≥ 1, spunem ca un spatiu metric

cu masura (M, d,m) satisface conditia curbura-dimensiune CD(K,N) daca si numai daca pentru

orice pereche ν0, ν1 ∈P2(M, d,m) exista un cuplaj optimal q al masurilor ν0, ν1 si o geodezica

Γ : [0,1]→P2(M, d,m) conectand ν0, ν1 si cu

SN′(ηt |m) ≤ −
∫ [

τ
(1−t)
K,N′ (d(x0,x1)) ·ρ

−1/N′

0 (x0)

+ τ
(t)
K,N′(d(x0,x1)) ·ρ

−1/N′

1 (x1)
]

dq(x0,x1) (1.2.1)

pentru orice t ∈ [0,1] si orice N′ ≥ N. Aici ρi noteaza functiile densitate ale partilor absolut

continue ale masurilor νi in raport cu m, i = 1,2.

Daca (M, d,m) are masa finita si indeplineste conditia curbura-dimensiune CD(K,N) pen-

tru niste numere K si N, atunci are curbura ≥ K in sensul Definitiei 1.1.2. Cu alte cuvinte,

conditia Curv(M, d,m) ≥ K poate fi interpretata drept conditia curbura-dimensiune CD(K,∞)

pentru spatiul (M, d,m).
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Pentru varietati Riemanniene, conditia curbura-dimensiune CD(K,N) revine la conditia:

"curbura Ricci minorata de K, iar dimensiunea majorata de N", dupa cum se arata in Teorema

1.7 din lucrarea [St06b]:

Teorema 1.2.4. Fie M o varietate Riemanniana completa, cu distanta Riemanniana d si

cu volumul Riemannian m, si fie date numerele K, N ∈ R cu N ≥ 1.

(i) Spatiul metric cu masura (M, d,m) satisface conditia curbura-dimensiune CD(K,N)

daca si numai daca varietatea Riemanniana are curbura Ricci ≥ K si dimensiunea ≤ N.

(ii) In plus, in acest caz, pentru orice functie masurabila V : M →R, spatiul (M, d,V ·m)

satisface conditia curbura-dimensiune CD(K +K′,N +N′) daca

Hess V 1/N′
≤−K′

N′ ·V
1/N′

pentru niste numere K′ ∈ R, N′ > 0, in sensul ca

V (γt)1/N′
≥ σ

(1−t)
K′,N′ (d(γ0,γ1))V (γ0)1/N′

+σ
(t)
K′,N′(d(γ0,γ1))V (γ1)1/N′

pentru fiecare geodezica γ : [0,1]→M si fiecare t ∈ [0,1]. Aici

σ
(t)
K,N(θ) := sin

(√
K
N

tθ

)/
sin

(√
K
N

θ

)

daca 0 < Kθ 2 < Nπ2 (cu modificari adecvate in celelalte cazuri).

1.2.2 Condiţia grosieră de tip curbură-dimensiune. Definiţie şi proprietăţi

Introducem in cele ce urmeaza conditia grosiera curbura-dimensiune pentru spatii metrice

cu masura, care nu sunt neaparat geodezice, si demonstram cateva proprietati de baza ale sale.

Exista mai multe moduri de a extinde Definitia 1.2.3, pentru a obtine o conditie aplicabila unor

spatii mai generale decat cele geodezice. Conteaza in mod esential modul in care apare ordinul

de discretizare "h". Exista doua abordari care par mai naturale, fiecare dintre ele cu avantajele

sale. Pentru moment, reamintim si rafinam definitia punctului t-intermediar h-grosier dintre

doua puncte date:
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Definiţia 1.2.5. (i) Daca (M, d) este un spatiu metric, h ≥ 0, t ∈ [0,1] sunt numere reale

date, spunem ca xt este un punct t-intermediar h-grosier intre x0 si x1 in M, daca d(x0,xt) ≤ t d(x0,x1)+h

d(xt ,x1) ≤ (1− t)d(x0,x1)+h

(ii) Spunem ca xt este un punct t-intermediar h-grosier intre x0 si x1 in sens tare daca

(1− t)d(x0,xt)2 + t d(xt ,x1)2 ≤ t(1− t)d(x0,x1)2 +h2. (1.2.2)

Observaţia 1.2.6. Daca xt este un punct t-intermediar h-grosier intre x0 si x1 in sens tare,

atunci xt este un punct t-intermediar h-grosier intre x0 si x1. Intr-adevar, inegalitatea triunghiului

|d(x0,x1)− d(x0,xt)| ≤ d(xt ,x1), impreuna cu (1.2.2) implica

(1− t)d(x0,xt)2 + t|d(x0,x1)− d(x0,xt)|2 ≤ t(1− t)d(x0,x1)2 +h2

sau echivalent

(1− t)d(x0,xt)2 + t d(x0,x1)2 + t d(x0,xt)2−2t d(x0,xt)d(x0,x1)≤ t(1− t)d(x0,x1)2 +h2,

ceea ce conduce la

d(x0,xt)2−2t d(x0,xt)d(x0,x1)≤−t2 d(x0,x1)2 +h2 ⇔ [d(x0,xt)− t d(x0,x1)]2 ≤ h2.

Similar se obtine inegalitatea corespunzatoare lui d(xt ,x1).

Observaţia 1.2.7. Cu ipoteza suplimentara ca M are diametru finit L, punctele slab t-

intermediare h-grosiere sunt puncte t-intermediare h′-grosiere pentru h′ = (2Lh)1/2.

Obtinem, in acest fel, doua posibile definitii pentru conditia grosiera de tip curbura-

dimensiune.

Definiţia 1.2.8. (i) Fiind date trei numere K,N,h ∈ R, cu N ≥ 1 si h ≥ 0, spunem ca

spatiul metric cu masura (M, d,m) satisface conditia grosiera curbura-dimensiune h-CD(K,N)
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daca si numai daca pentru fiecare pereche de masuri ν0,ν1 ∈P2(M, d,m) exista un cuplaj δh-

optimal q al lui ν0,ν1, astfel incat pentru orice t ∈ [0,1] exista un punct t-intermediar h-grosier

ηt ∈P2(M, d,m) intre ν0,ν1, cu

SN′(ηt |m) ≤ −
∫ [

τ
(1−t)
K,N′ ((d(x0,x1)−δh)+) ·ρ−1/N′

0 (x0)

+τ
(t)
K,N′((d(x0,x1)−δh)+) ·ρ−1/N′

1 (x1)
]

dq(x0,x1) (1.2.3)

pentru orice N′ ≥ N. Aici ρi noteaza densitatea partii absolut continue a lui νi in raport cu m,

i = 0,1, iar δ =−1 pentru K < 0 si δ = 1 pentru K ≥ 0, unde (·)+ noteaza partea pozitiva.

(ii) Spunem ca (M, d,m) satisface conditia grosiera curbura-dimensiune in sens tare h-

CDs(K,N) daca pentru fiecare pereche ν0,ν1 ∈ P2(M, d,m) exista un cuplaj δh-optimal q

al lui ν0,ν1, astfel incat pentru orice t ∈ [0,1] exista un punct t-intermediar h-grosier ηt ∈

P2(M, d,m) intre ν0,ν1 in sens tare, indeplinind (1.2.3) pentru orice N′ ≥ N.

Dupa cum vom vedea, prima definitie este mai potrivita pentru a obtine rezultate de sta-

bilitate la discretizari, pe cand a doua este mai adecvata pentru obtinerea unor consecinte de

natura geometrica.

Observaţia 1.2.9. Conform Observatiei 1.2.7, pe spatii marginite conditia grosiera (slaba)

de tip curbura-dimensiune si conditia grosiera curbura-dimensiune in sens tare sunt echivalente,

modulo o schimbare a ordinului de discretizare h.

Observaţia 1.2.10. Pentru K = 0, inegalitatea (1.2.3) se scrie ca

SN′(ηt |m)≤ (1− t) ·SN′(ν0|m)+ t ·SN′(ν1|m),

deci conditia grosiera curbura-dimensiune h-CD(0,N) cere functionalelor entropie Rényi SN′(·|m)

sa fie slab convexe pe P2(M, d,m) de-a lungul "h-geodezicelor" pentru orice N′ ≥ N.

Propoziţia 1.2.11. Sa presupunem ca (M, d,m) este un spatiu metric cu masura care

indeplineste conditia h-CD(K,N) pentru niste numere h ≥ 0, K,N ∈ R. Atunci urmatoarele

proprietati au loc:

(i) (M, d,m) indeplineste si conditiile h-CD(K′,N′) pentru orice K′ ≤ K si N′ ≥ N. Daca

K ≤ 0, atunci (M, d,m) satisface si conditia h′-CD(K,N) pentru orice h′ ≥ h.
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(ii) Orice spatiu metric cu masura (M′, d′,m′) care este izomorf cu (M, d,m) satisface

aceeasi conditie h-CD(K,N).

(iii) Pentru orice α,β > 0, spatiul metric cu masura (M,α d,βm) indeplineste conditia

αh-CD(α−2K,N).

(iv) Daca (M, d,m) are masa totala finita, atunci h-Curv(M, d,m)≥ K.

Demonstraţie. (i), (ii) Sunt evidente.

(iii) Consideram ν0,ν1 ∈ P2(M,α d,βm). Atunci ν0,ν1 ∈ P2(M, d,m) si notam cu ρi

densitatea lui νi in raport cu m, pentru i = 0,1. Notam cu δ semnul lui K. Fie q un cuplaj

δh-optimal si η = ρm un punct t-intermediar h-grosier intre ν0, ν1, in raport cu metrica d,

indeplinind conditia (1.2.1) pentru orice N′ ≥ N. Atunci q este un cuplaj δ (αh)-optimal si η

este un punct t-intermedia αh-grosier intre ν0, ν1 in raport cu metrica α d si avem

SN′(η |βm) = −
∫

M
(ρ/β )1−1/N′

d(βm) = β
1/N′

SN′(η |m)

≤ −β
1/N′

∫ [
τ

(1−t)
K,N′ ((d(x0,x1)−δh)+) ·ρ−1/N′

0 (x0)

+ τ
(t)
K,N′((d(x0,x1)−δh)+) ·ρ−1/N′

1 (x0)
]

dq(x0,x1)

=
∫ [

τ
(1−t)
α−2K,N′((α d(x0,x1)−δ (αh))+)(ρ0/β )−1/N′

(x0)

+ τ
(t)
α−2K,N′((α d(x0,x1)−δ (αh))+)(ρ1/β )−1/N′

(x0)
]

dq(x0,x1)

pentru orice N′ ≥ N, ceea ce conduce la conditia αh-CD(α−2K,N) pentru spatiul metric cu

masura (M,α d,βm).

(iv) Pentru a demonstra minorantul pentru h-curbura in sensul Definitiei 1.1.9, consin-

eram ν0,ν1 ∈ P∗
2 (M, d,m). Cum spatiul (M, d,m) satisface conditia h-CD(K,N), se poate

gasi un cuplaj δh-optimal q si pentru orice t ∈ [0,1] exista un punct t-intermediar h-grosier

ηt ∈P2(M, d,m) intre ν0 si ν1 care indeplinesc conditia (1.2.1) pentru orice N′ ≥ N. Cu pre-

supunerea noastra m(M) < ∞, Lema 1.2.1 ne da entropia relativa a lui ηt in raport cu m, ca
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Ent(ηt |m) = limN′→∞ N′(1+S′N(ηt |m)). De aceea,

Ent(ηt |m) − (1− t)Ent(ν0|m)− tEnt(ν1|m)

= lim
N′→∞

N′(S′N(ηt |m)− (1− t)S′N(ν0|m)− tS′N(ν0|m))

≤ lim
N′→∞

∫ {
N′
[
(1− t)− τ

(1−t)
K,N′ ((d(x0,x1)−δh)+)

]
ρ
−1/N′

0 (x0)

+ N′
[
t− τ

(t)
K,N′ ((d(x0,x1)−δh)+)

]
ρ
−1/N′

1 (x1)
}

dq(x0,x1)

≤ lim
N′→∞

∫ {
N′
[
(1− t)− τ

(1−t)
K,N′ ((d(x0,x1)−δh)+)

]
+ N′

[
t− τ

(t)
K,N′ ((d(x0,x1)−δh)+)

]}
dq(x0,x1).

Daca 0 < Kθ 2 < (N−1)π2, atunci

lim
N′→∞

N′
[
t− τ

(t)
K,N′ (θ)

]
= lim

N′→∞

N′

t− t
1
N

sin
(√

K
N−1tθ

)
sin
(√

K
N−1θ

)


1− 1
N
=

Kθ 2

6
(t3− t).

Obtinem aceeasi limita Kθ 2(t3 − t)/6 pentru celelalte trei interpretari ale lui τ
(t)
K,N′ (θ), deci

putem conchide ca

Ent(ηt |m) ≤
∫ K (d(x0,x1)−δh)+)2

6
{[(1− t)3− (1− t)]+(t3− t)}dq(x0,x1)

= −K
2

t(1− t)
∫

[(d(x0,x1)−δh)+]2 dq(x0,x1) = dδh
W (ν0,ν1)2.

Observaţia 1.2.12. Propozitia 1.2.11 ramane adevarata daca inlocuim peste tot h-CD(K,N)

cu h-CDs(K,N).

Observaţia 1.2.13. Punctul (iv) din Propozitia 1.2.11 arata ca pentru un spatiu metric

cu masura cu masa totala finita, conditia h-Curv(M, d,m) ≥ K poate fi privita ca o conditie

grosiera curbura-dimensiune h-CD(K,∞).

1.2.3 Stabilitatea la convergenţă

Ca si in cazul minorantilor pentru curbura, putem stabili un rezulta de stabilitate, care

arata ca putem trece de la spatii discrete la spatii limita continue.
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Teorema 1.2.14. Fie (M, d,m) un spatiu metric cu masura normalizat si consideram o

familie {(Mh, dh,mh)}h>0 de spatii metrice cu masura normalizate astfel incat pentru fiecare

h > 0 spatiul (Mh, dh,mh) satisface conditia grosiera curbura-dimensiune h-CD(Kh,Nh) si are

diametrul Lh pentru niste numere reale Kh,Nh si Lh cu Nh ≥ 1 si Lh > 0. Presupunem ca pentru

h→ 0 avem

(Mh, dh,mh)
D−→ (M, d,m)

si (Kh,Nh,Lh)→ (K,N,L), unde (K,N,L) ∈R3 cu K ·L2 < (N−1)π2. Atunci spatiul (M, d,m)

satisface conditia curbura-dimensiune CD(K,N) in sensul Definitiei 1.2.3 si are diametrul≤ L.

Pentru h≥ 0, t ∈ [0,1], K ∈ R si N ≥ 1 folosim notatiile

T (t)
h,K,N(q|m) := −

∫ [
τ

(1−t)
K,N′ ((d(x0,x1)−δKh)+) ·ρ−1/N′

0 (x0)

+ τ
(t)
K,N′((d(x0,x1)−δKh)+) ·ρ−1/N′

1 (x1)
]

dq(x0,x1)

si

T (t)
K,N(q|m) := T (t)

0,K,N(q|m),

atunci cand q este un cuplaj δh-optimal al masurilor ν0 = ρ0 ·m si ν1 = ρ1 ·m. Reamintim ca

δ = 1 pentru K ≥ 0, si δ =−1 pentru K < 0.

Lema 3.3 din lucrarea [St06b] arata ca T (t)
K,N(·|m) este superior semicontinua. Urmatorul

rezultat furnizeaza superior semicontinuitatea lui T (t)
h,K,N(·|m) pentru orice h≥ 0.

Lemă 1.2.15. Fie h > 0, t ∈ [0,1], K ∈ R si N ≥ 1 date. Pentru orice sir {q(k)}k∈N de

cuplaje cu aceleasi margini ν0 si ν1, convergand slab la un cuplaj q(∞), avem

limsup
k→∞

T (t)
h,K,N(q(k)|m)≤ T (t)

h,K,N(q(∞)|m) (1.2.4)

Demonstraţie. Consideram {q(k)}k∈N si q(∞) ca in enunt. Este suficient sa demonstram ca

liminfk→∞

∫
τ

(1−t)
K,N′ ((d(x0,x1)−δKh)+) ·ρ−1/N′

0 (x0)dq(k)(x0,x1)

≥
∫

τ
(1−t)
K,N′ ((d(x0,x1)−δKh)+) ·ρ−1/N′

0 (x0)dq(∞)(x0,x1), (1.2.5)
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deoarece atunci o inegalitate similara va avea loc cu ρ1 in locul lui ρ0 si t in locul lui 1− t, iar

prin insumarea celor doua inegalitati obtinem (1.2.4).

Pentru k ∈ N∪ {∞}, notam cu Q(k)(x0,dx1) dezintegrarea lui dq(k)(x0,x1) in raport cu

dν0(x0). Daca C ∈ R+∪{∞}, definim

ϑ
(k)
C (x0) =

∫ [
τ

(1−t)
K,N′ ((d(x0,x1)−δKh)+)∧C

]
Q(k)(x0,dx1).

Consideram acum C ∈ R+ fixat. Spatiul Cb(M) de functii continue si marginite este desn in

L1(M,ν0) se de aceea pentru orice ε > 0 se poate gasi o functie ϕ ∈ Cb(M) astfel incat∫
C ·
∣∣∣[ρ−1/N

0 ∧C
]
−ϕ

∣∣∣dν0 ≤ ε.

Aceasta, impreuna cu faptul ca 0≤ ϑ
(k)
C ≤C, dovedeste ca pentru orice k ∈ N∪{∞} avem∫

ϑ
(k)
C ·

∣∣∣[ρ−1/N
0 ∧C

]
−ϕ

∣∣∣dν0 ≤ ε. (1.2.6)

Sirul {q(k)}k∈N converge slab la q(∞) pe M×M, si cum functia (x0,x1) 7→ τ
(1−t)
K,N′ ((d(x0,x1)−

δKh)+)∧C se afla in Cb(M×M), exista un k(ε) ∈ N astfel incat pentru orice k ≥ k(ε)∫
ϑ

(∞)
C ϕ dν0 ≤

∫
ϑ

(k)
C ϕ dν0 + ε. (1.2.7)

Astfel, pentru fiecare k ≥ k(ε) obtinem∫
ϑ

(∞)
C ·

[
ρ
−1/N
0 ∧C

]
dν0 ≤

∫
ϑ

(∞)
C ·

∣∣∣[ρ−1/N
0 ∧C

]
−ϕ

∣∣∣dν0 +
∫

ϑ
(∞)
C ·ϕ dν0

(1.2.6)
≤

∫
ϑ

(∞)
C ·ϕ dν0 + ε

(1.2.7)
≤

∫
ϑ

(k)
C ·ϕ dν0 +2ε

(1.2.6)
≤

∫
ϑ

(k)
C ·

[
ρ
−1/N
0 ∧C

]
dν0 +3ε

≤
∫

ϑ
(k)
∞ ·ρ−1/N

0 dν0 +3ε.

Aceasta conduce la ∫
ϑ

(∞)
C ·

[
ρ
−1/N
0 ∧C

]
dν0 ≤ liminf

k→∞

∫
ϑ

(k)
∞ ·ρ−1/N

0 dν0

pentru orice C ∈ R+. Acum, daca il facem pe C sa tinda la ∞, din convergenta monotona

obtinem ∫
ϑ

(∞)
∞ ·ρ−1/N

0 dν0 ≤ liminf
k→∞

∫
ϑ

(k)
∞ ·ρ−1/N

0 dν0,

ceea ce demonstreaza (1.2.5).
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Demonstraţia Teoremei 1.2.14. Fie {(Mh, dh,mh)}h>0 o familie de spatii metrice cu masura

normalizate, fiecare (Mh, dh,mh) satisfacand o conditie grosiera h-CD(Kh,Nh) si avand di-

ametrul ≤ Lh. Sa presupunem ca {(Mh, dh,mh)}h>0 converge la un spatiu metric cu masura

(M, d,m) in metrica D pentru h → 0. Atunci spatiul limita (M, d,m) trebuie sa aiba diametrul

≤ L. Fara pierderea generalitatii, putem presupune ca Nh > 1 si ca exista un triplet (K0,N0,L0)

cu Kh ≤ K0, Nh ≥ N0, Lh ≤ L0 pentru orice h > 0, si cu K0 ·L2
0 < (N0−1)π2.

Pentru a demonstra conditia curbura-dimensiune CD(K,N), fie ν0,ν1 ∈ P2(M, d,m) o

pereche arbitrara de masuri cu νi = ρi ·m, i = 0,1. Fie si ε > 0 dat. Fixam un cuplaj optimal

arbitrar q̂ al lui ν0 si ν1, si pentru r ∈ R+ notam

Dr := {(x0,x1) ∈M×M : ρ0(x0) < r,ρ1(x1) < r}

αr := q̂(Dr)

q̂(r)(·) :=
1
αr

q̂(r)(·∩Dr).

Masura q̂(r) are marginile

ν̂
(r)
0 (·) := q̂(r)(·×M), ν̂

(r)
1 (·) := q̂(r)(M×·)

cu densitati marginite. Pentru r = r(ε) suficient de mare avem si

dW (ν0, ν̂
(r)
0 )≤ ε, dW (ν1, ν̂

(r)
1 )≤ ε. (1.2.8)

Cum spatiul (M, d,m) are diametrul finit, iar densitatile lui ν̂
(r)
0 si ν̂

(r)
1 sunt marginite, putem

gasi un numar R ∈ R astfel incat

sup
i=0,1

Ent(ν̂(r)
i |m)+

suph>0 |Kh|
8

[
dW (ν̂(r)

0 , ν̂
(r)
1 )+3ε

]2
≤ R. (1.2.9)

Conform ipotezei noastre, (Mh, dh,mh)
D→ (M, d,m) cand h → 0, de aceea se pot alege h =

h(ε) ∈ (0,ε) si un cuplaj d̂ al metricilor d si dh astfel incat

1
2

d̂W (mh,m)≤ D((Mh, dh,mh),(M, d,m))≤
(

ε

4C

)
∧ exp

(
−

2+4L2
0R

ε2

)
, (1.2.10)

unde constanta C va fi specificata mai tarziu. Fixam acum un cuplaj p al masurilor m si mh, care

sa fie optimal in raport cu metrica d̂, si consideram P si P′ dezintegrarile lui p in raport cu m si
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mh respectiv. Ca in Lema 4.19 din [St06a], P′ induce o aplicatie canonica P′ : P2(M, d,m)→

P2(Mh, dh,mh). Definim

νi,h := P′(ν̂(r)
i ) = ρi,h ·mh

cu

ρi,h(y) =
∫

M
ρ̂

(r)
i (x)P′(y,dx) pentrui = 0,1.

Aplicand Lema 4.19 din [St06a] obtinem succesiv:

d̂W (ν̂(r)
i ,νi,h)2

(1.2.8)
≤

2+4L2
0R

− logD((Mh, dh,mh),(M, d,m))

(1.2.9)
≤ ε

2 (1.2.11)

si

Ent(νi,h|mh)≤ Ent(ν̂(r)
i |m) (1.2.12)

pentru i = 0,1.

Spatiul aproximant (Mh, dh,mh) satisface conditia grosiera curbura-dimensiune h-CD(Kh,Nh),

ceea ce asigura existenta unui cuplaj δhh-optimal qh pentru ν0,h si ν1,h, iar pentru fiecare

t ∈ [0,1] existenta unui punct t-intermediar h-grosier ηt,h ∈P2(Mh, dh,mh) intre ν0,h si ν1,h, ce

indeplinesc inegalitatea

SN′(ηt,h|mh)≤ T (t)
h,K′,N′(qh|mh) (1.2.13)

pentru orice K′ ≤ Kh si N′ ≥ Nh. Lema 4.19 din [St06a] furnizeaza si o aplicatie canonica

P : P2(Mh, dh,mh)→P2(M, d,m). Consideram acum

Γ
ε
t := P(ηt,h) (1.2.14)

cu h = h(ε) ca mai sus. Reamintim ca P este definit astfel incat densitatea lui Γε
t in raport cu m

este data de

ρ
ε
t (x) =

∫
Mh

ρt,h(y)P(dy,x),

unde ρt,h este densitatea lui ηt,h in raport cu mh. Aplicand acum inegalitatea lui Jensen functiei

convexe r 7→ −r1−1/N , avem

SN′(Γε
t |m) = −

∫
M

(ρε
t )1−1/N′

dm =−
∫

M

[∫
Mh

ρt,h(y)P(dy,x)
]1−1/N′

dm(x)

≤ −
∫

M

∫
Mh

ρt,h(y)1−1/N′
P(dy,x)dm(x) =

∫
Mh

ρt,h(y)1−1/N′
dmh(y)

= SN′(ηt,h|mh),
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deci am obtinut ca

SN′(Γε
t |m)≤ SN′(ηt,h|mh) (1.2.15)

pentru orice N′ ≥ Nh si orice t ∈ [0,1]. Propozita 1.2.11 (iv) arata ca proprietatea grosiera h-

CD(Kh,Nh) pentru spatiul (Mh, dh,mh) implica minorantul grosier pentru curbura h-Curv(Mh, dh,mh)≥

Kh. Acesta conduce la

Ent(Γε
t |m) ≤ Ent(ηt,h|mh)

≤ (1− t)Ent(ν0,h|mh)+ tEnt(ν1,h|mh)

−Kh

2
t(1− t) d̂

δhh
W (ν0,h,ν1,h)2

Lemma 1.1.7
≤ sup

i=0,1
Ent(νi,h|mh)+

suph>0 |Kh|
8

[
d̂W (ν0,h,ν1,h)+h

]2

(1.2.11),(1.2.12)
≤ sup

i=0,1
Ent(ν̂(r)

i |m)+
suph>0 |Kh|

8

[
d̂W (ν̂(r)

0 , ν̂
(r)
1 )+2ε +h

]2

≤ sup
i=0,1

Ent(ν̂(r)
i |m)+

suph>0 |Kh|
8

[
d̂W (ν̂(r)

0 , ν̂
(r)
1 )+3ε

]2

(1.2.9)
≤ R.

Impreuna cu (1.2.10), aceasta implica din nou din Lema 4.19 din [St06a] ca

d̂W (Γε
t ,ηt,h)≤ ε. (1.2.16)

Fie Qh si Q′
h dezintegrarile lui qh in raport cu ν0,h si respectiv ν1,h. Pentru h = h(ε) ca

mai sus si pentru K′, N′ si t ∈ [0,1] fixate, definim

v0(y0) :=
∫

Mh

τ
(1−t)
K′,N′ ((dh(y0,y1)−δK′h)+) Qh(y0,dy1)

si

v1(y1) :=
∫

Mh

τ
(t)
K′,N′((dh(y0,y1)−δK′h)+) Q′

h(dy0,y1).
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Atunci, din inegalitatea lui Jensen, avem

−T (t)
h,K′,N′(qh|mh) =

1

∑
i=0

∫
Mh

ρi,h(y)1−1/N′
· vi(y) dmh(y)

=
1

∑
i=0

∫
Mh

[∫
M

ρ̂
(r)
i (x) P′(y,dx)

]1−1/N′

· vi(y) dmh(y)

≥
1

∑
i=0

∫
Mh

∫
M

[
ρ̂

(r)
i (x)

]1−1/N′

· vi(y) P′(y,dx) dmh(y)

=
1

∑
i=0

∫
Mh

[
ρ̂

(r)
i (x)

]1−1/N′ [∫
Mh

vi(y) P(x,dy)
]

dm(y).

Acum,∫
Mh

v0(y0)P(x0,dy0) =
∫

Mh

∫
Mh

τ
(1−t)
K′,N′ ((dh(y0,y1)−δK′h)+)Qh(y0,dy1)P(x0,dy0)

≥
∫

Mh

∫
Mh

∫
M

[
τ

(1−t)
K′,N′ (d(x0,x1))−C ·

(
(dh(y0,y1)−δK′h)+− d(x0,x1)

)]

·
ρ̂

(r)
1 (x1)

ρ1,h(y1)
P′(y1,dx1) Qh(y0,dy1) P(x0,dy0)

≥
∫

Mh

∫
Mh

∫
M

[
τ

(1−t)
K′,N′ (d(x0,x1))−C ·

(
dh(y0,y1)− d(x0,x1)+h

)]

·
ρ̂

(r)
1 (x1)

ρ1,h(y1)
P′(y1,dx1) Qh(y0,dy1) P(x0,dy0)

≥
∫

Mh

∫
Mh

∫
M

[
τ

(1−t)
K′,N′ (d(x0,x1))−C ·

(
d̂(x0,y0)+ d̂(x1,y1)+h

)]

·
ρ̂

(r)
1 (x1)

ρ1,h(y1)
P′(y1,dx1) Qh(y0,dy1) P(x0,dy0)

unde

C := max
{

∂

∂θ
τ

(s)
K′,N′(θ) : s ∈ [0,1], K′ ≤ K0, N′ ≥ N0, θ ≤ L0

}
.

In mod similar, obtinem estimarea∫
Mh

v1(y1)P(x1,dy1)

≥
∫

Mh

∫
Mh

∫
M

[
τ

(t)
K′,N′(d(x0,x1))−C

(
d̂(x0,y0)+ d̂(x1,y1)+h

)]
·
ρ̂

(r)
0 (x0)

ρ0,h(y0)
P′(y0,dx0) Q′

h(y1,dy0) P(x1,dy1).
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Consideram masura

dq(r)(x0,x1) :=
∫

Mh×Mh

ρ̂
(r)
0 (x0)ρ̂

(r)
1 (x1)

ρ0,h(y0)ρ1,h(y1)
P′(y1,dx1)P′(y0,dx0)dqh(yo,y1)

=
∫

Mh×Mh

ρ̂
(r)
0 (x0)ρ̂

(r)
1 (x1)

ρ1,h(y1)
P′(y1,dx1)Qh(y0,dy1)P(x0,dy0)m(dx0).

Atunci q(r) este un cuplaj (nu neaparat optimal) al lui q̂(r)
0 si q̂(r)

0 . Consideram de asemenea un

cuplaj qε pentru ν0 si ν1 dat de

qε(A) := αrq(r) + q̂(A∩ (M×M \Er))

pentru orice A⊂M×M masurabila si pentru r = r(ε). Din estimarile de mai sus obtinem

T (t)
h,K′,N′(qh|mh) ≤ T (t)

K′,N′(q(r)|m)

+C
∫

M

[
ρ̂

(r)
0 (x)1−1/N′

+ ρ̂
(r)
1 (x)1−1/N′

]
( d̂(x,y)+h)d p(x,y)

≤ T (t)
K′,N′(q(r)|m)+2C d̂W (m,mh)+h≤ T (t)

K′,N′(q(r)|m)+2ε,

utilizand (1.2.10). Avem si

lim
ε→0

∣∣∣T (t)
K′,N′(qε |m)−T (t)

K′,N′(q(r(ε))|m)
∣∣∣= 0. (1.2.17)

In acest mod, pentru fiecare ε > 0 am gasit o masura de probabilitate qε pe M×M si o

familie de masuri de probabilitate {Γε
t }t∈[0,1] pe M astfel incat

SN′(Γε
t |m)

(1.2.15)
≤ SN′(ηt,h|mh)

(1.2.13)
≤ T (t)

h,K′,N′(qh|mh)
(1.2.17)
≤ T (t)

K′,N′(q(r(ε))|m)+2ε. (1.2.18)

Faptul ca M este compact implica existenta unui sir (ε(k))k∈N convergand la 0, astfel incat

masurile qε(k) tind la o masura q si pentru orice t ∈ [0,1]∩Q probabilitatile Γ
ε(k)
t converg la un

Γt . Cum toate masurile qε sunt cuplaje ale lui ν0 si ν1, masura q este si ea un cuplaj al lui ν0

si ν1. Mai mult, (1.2.8), (1.2.11) si (1.2.16) conduc la faptul ca masura q este de fapt un cuplaj

optimal.

Pentru orice h > 0 si t ∈ [0,1], masura ηt,h este un punct t-intermediar h-grosier intre ν0,h

si ν1,h in P2(Mh, dh,mh). Dar ν0,h si ν1,h converg la ν0 si respectiv ν1, cand h → 0. Impreuna
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cu (1.2.16), aceasta conduce la

dW (ν0,Γt) ≤ t dW (ν0,ν1)

dW (Γt ,ν1) ≤ (1− t)dW (ν0,ν1)

pentru orice t ∈ [0,1]∩Q. De aceea, familia {Γt}t se extinde la o geodezica in P2(M, d,m)

ce uneste ν0 si ν1. Cum SN′(·|m) este inferior semicontinua (Lema 1.2.1) si T (t)
K′,N′(·|m) este

superior semicontinua, estimarea (1.2.17) implica

SN′(Γt |m)≤ liminf
k→∞

SN′(Γε(k)
t |m)≤ liminf

k→∞
T (t)

K′,N′(qε(k)|m)≤ T (t)
K′,N′(q|m)

pentru orice t ∈ [0,1], orice N′ > N = limh→0 Nh si orice K′ > K = limh→0 Kh. Inegalitatea

SN′(Γt |m)≤ T (t)
K′,N′(q|m) are loc si pentru K′ = K si N′ = N, din continuitatea lui SN′ si T (t)

K′,N′ in

(K′,N′). Aceasta incheie demonstratia teoremei.

1.2.4 Stabilitatea la discretizare

In aceasta sectiune vom arata cum conditia grosiera curbura-dimensiune se pastreaza prin

discretizarea unui spatiu geodezic cu masura, care satisface conditia curbura-dimensiune in

sensul Definitiei 1.2.3.

Teorema 1.2.16. Fie (M, d,m) un spatiu metric cu masura ce satisface conditia curbura-

dimensiune CD(K,N) pentru niste numere reale K si N ≥ 1. Atunci pentru orice h > 0,

orice discretizare (Mh, d,mh) cu R(h) ≤ h/4 satisface conditia grosiera curbura-dimensiune

h-CD(K,N).

Demonstraţie. Presupunem ca (M, d,m) indeplineste conditia curbura-dimensiune CD(K,N)

si consideram o discretizare (Mh, d,mh) cu Mh = {x j : j ≥ 1} ⊂ M. Presupunem ca {A j} j≥1

este o acoperire corespunzatoare a lui M submultimi disjuncte doua cate doua astfel incat x j ∈

A j, mh({x j}) = m(A j) si diam(A j) ≤ R(h) pentru fiecare j ≥ 1. Pentru a verifica proprietatea

grosiera h-CD(K,N) pentru spatiul discret (Mh, d,mh), fie νh
1 , νh

2 o pereche arbitrara de masuri
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din in P2(Mh, d,mh), sa zicem

ν
h
i =

(
∞

∑
j=1

ah
i, j1{x j}

)
·mh, i = 1,2.

Luam

νi :=

(
∞

∑
j=1

ah
i, j1A j

)
·m, i = 1,2.

Aplicand proprietatea CD(K,N), presupusa adevarata pentru (M, d,m), se poate obtine un cu-

plaj q al lui ν1 si ν2, si pentru fiecare t ∈ [0,1] un punct t-intermediar ηt intre ν1 si ν2, astfel

incat (1.2.1) are loc pentru orice N′ ≥ N. Presupunem ca ηt = ρtm.

Formula

η
h
t ({x j}) := ηt(A j), j = 1,2, . . .

defineste pentru fiecare t ∈ [0,1] o masura de probabilitate pe Mh, care este absolut continua in

raport cu mh, de densitate

ρ
h
t =

∞

∑
j=1

ηt(A j)
m(A j)

1A j =
∞

∑
j=1

∫
A j

ρt dm

m(A j)
1A j .

Deci pentru N′ ≥ N avem, conform inegalitatii lui Jensen,

SN′(ηh
t |mh) = −

∞

∑
j=1

(
1

m(A j)

∫
A j

ρt dm
)−1/N′

mh({x j})

≤ −
∞

∑
j=1

1
m(A j)

(∫
A j

ρ
−1/N′

t dm
)

mh({x j})

= −
∞

∑
j=1

∫
A j

ρ
−1/N′

t dm = SN′(ηt |m).

De aceea obtinem

SN′(ηh
t |mh) ≤ −

∫ [
τ

(1−t)
K,N′ (d(x0,x1)) ·ρ

−1/N′

0 (x0)

+ τ
(t)
K,N′(d(x0,x1)) ·ρ

−1/N′

1 (x1)
]

dq(x0,x1). (1.2.19)

Presupunem ca suntem in cazul K < 0. Fie qh un cuplaj −2R(h)-optimal al lui νh
0 si νh

1 .

Notam

q̂ :=
n

∑
j,k=1

[
qh({(x j,xk)})δ(x j,xk)×

1A j×Ak

m(A j)m(Ak)
(m×m)

]
.
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Atunci q̂ este o masura pe Mh×Mh×M×M, care are marginile νh
0 , νh

1 , ν0 si ν1. Mai mult,

proiectia lui q̂ pe primii doi factori este egala cu qh.

Pentru K < 0, N > 1 si t ∈ (0,1) arbitrar fixat, functia τ
(1−t)
K,N (·) este monoton descresca-

toare pe [0,∞), si astfel avem

−
∫

M×M
τ

(1−t)
K,N′ (d(x0,x1)) ·ρ

−1/N′

0 (x0)dq(x0,x1)

= −
∫

Mh×Mh×M×M
τ

(1−t)
K,N′ (d(x0,x1)) ·ρ

−1/N′

0 (x0)dq̂(xh
0,x

h
1,x0,x1)

≤ −
∫

Mh×Mh×M×M
τ

(1−t)
K,N′ (d(x0,xh

0)+ d(xh
0,x

h
1)+ d(xh

1,x1))

·ρ−1/N′

0 (x0)dq̂(xh
0,x

h
1,x0,x1)

= ∑
j,k

qh({(x j,xk)})
m(A j)m(Ak)

∫
A j×Ak

τ
(1−t)
K,N′ (d(x,x j)+ d(x j,xk)+ d(xk,y))

·
(

ah
0, j

)−1/N′

dm(x)dm(y)

≤ ∑
j,k

τ
(1−t)
K,N′ (d(x j,xk)+2R(h)) ·

(
ah

0, j

)−1/N′

qh({(x j,xk)}).

In mod similar putem majora al doilea termen al integralei din (1.2.19) pentru a obtine inegali-

tatea dorita pentru cuplajul −2R(h)-optimal q̂ al lui νh
0 si νh

1 , si pentru ηh
t .

Daca K = 0, atunci este usor de vazut ca SN′(νh
i |mh) = SN′(νi|m), i = 1,2, ceea ce conduce

direct la

SN′(ηh
t |mh)≤ (1− t) ·SN′(νh

0 |mh)+ t ·SN′(νh
1 |mh)

pentru orice N′ ≥ N.

Pentru K > 0, N > 1 si pentru t ∈ (0,1) arbitrar fixat, cum Teorema 2.2.5 ne da un ma-

jorant pentru diametru, pentru care functia τ
(t)
K,N(·) este de fapt monotom crescatoare, deci

τ
(t)
K,N((d(x0,x1)−α)+) monoton crescatoare in α , si deci demonstratia continua ca in cazul

K < 0.

Precum in demonstratia Teoremei 1.1.14, se poate arata ca ηh
t este cel putin un punct

t-intermediar 4R(h)-grosier intre νh
1 , νh

2 . De aceea, daca h ≥ 4R(h), discretizarea (Mh, d,mh)

satisface conditia grosiera curbura-dimensiune h-CD(K,N).
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Rezultatul de mai sus furnizeaza o serie intreaga de exemple, cu care suntem deja famil-

iarizati din subcapitolul 1.1, paragrafele 1.1.3 si 1.1.4.

Exemplul 1.2.17. Spatiul Zn, cu metrica d1, care este restrictia metricii provenite din

norma | · |1 pe Rn, si cu masura mn = ∑x∈Zn δx, satisface h-CD(0,n) pentru orice h≥ 2n.

Exemplul 1.2.18. Gridul n-dimensional En, avand Zn ca multime a varfurilor, echipat

cu metrica de graf si cu masura mn, care este masura Lebesgue 1-dimensionala pe muchii,

indeplineste h-CD(0,n) pentru orice h≥ 2(n+1).

Exemplul 1.2.19. Fie G graful care acopera planul euclidian cu triunghiuri echilaterale

de muchie r, cu metrica de graf dG si cu masura Lebesgue 1-dimensionala m pe muchii. Atunci

G indeplineste conditia h-CD(0,2) pentru orice h≥ 8r
√

3/3.

Exemplul 1.2.20. Graful G′, ce acopera planul euclidian cu hexagoane regulate de muchie

r, echipat cu metrica de graf dG′ si cu masura Lebesgue 1-dimensionala m′, satisface h-CD(0,2)

pentru orice h≥ 34r/3.

Exemplul 1.2.21. (Grafurile planare omogene). Pentru orice numere naturale l,n ≥ 3

cu 1
l + 1

n ≤
1
2 si pentru orice r > 0, ambele spatii metrice (V(l,n,r), d, m̃) si (G(l,n,r), d,m)

definite in paragraful 1.1.4, satisfac conditia grosiera curbura-dimensiune h-CD(K,2) for h ≥

r ·C(l,n), unde

K =



− 1
r2

[
arccosh

(
2

cos2( π

n )
sin2( π

l )
−1
)]2

for 1
l + 1

n > 1
2

1
r2

[
arccos

(
2

cos2( π

n )
sin2( π

l )
−1
)]2

for 1
l + 1

n < 1
2

0 for 1
l + 1

n = 1
2

si C(l,n) = 4 · arcsinh
(

1
sin( π

n )

√
cos2( π

n )
sin2( π

l )
−1
)/

arccosh
(

2
cos2( π

n )
sin2( π

l )
−1
)

.
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Capitolul 2

Inegalităţi de transport şi inegalităţi geometrice

2.1 Inegalităţi de transport şi fenomenul de concentrare a măsurii

2.1.1 Inegalitatea Talagrand clasică de transport

2.1.2 Inegalităţi slabe de transport

Aratam in cele ce urmeaza ca pe un spatiu metric cu masura, cu curbura grosiera strict

pozitiva, are loc o inegalitate mai slaba decat inegalitatea Talagrand de transport. Aceasta ine-

galitate estimeaza perturbarea d+h
W a metricii Wasserstein:

Propoziţia 2.1.1. Presupunem ca (M, d,m) este un spatiu metric cu masura, care are

h-Curv(M, d,m)≥ K

pentru niste numere h > 0 si K > 0. Atunci pentru fiecare ν ∈P2(M, d) avem

d+h
W (ν ,m)≤

√
2 Ent(ν |m)

K
. (2.1.1)

Demonstraţie. Deoarece am presupus ca m este o masura de probabilitate, pentru orice ν ∈

P2(M, d) functionala entropie este nenegativa: Ent(ν |m)≥− logm(M) = 0, din inegalitatea lui

Jensen. minorantul pentru curbura h-Curv(M, d,m) ≥ K implica faptul ca pentru perechea de

masuri ν si m, si pentru fiecare t ∈ [0,1] exista un punct t-intermediar h-grosier ηt ∈P2(M, d),

astfel incat

Ent(ηt |m)≤ (1− t)Ent(ν |m)− K
2

t(1− t)d+h
W (ν ,m)2. (2.1.2)
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Daca Ent(ν |m) < K
2 d+h

W (ν ,m)2, atunci exista un ε > 0 astfel incat Ent(ν |m)+ε < K
2 d+h

W (ν ,m)2.

Aceasta, impreuna cu (2.1.2) va implica

Ent(ηt |m) <
K
2

(1− t)2 d+h
W (ν ,m)2− ε(1− t)

pentru fiecare t ∈ [0,1]. Alegem acum t foarte aproape de 1, astfel incat 0 < 1− t < ε si

K(1− t)2 d+h
W (ν ,m)2 < ε2. Aceast alegere conduce la Ent(ηt |m) < −ε2/2 < 0, in contradictie

cu faptul ca functionala entropie este nenegativa. De aceea, Ent(ν |m) ≥ K
2 d+h

W (ν ,m)2, adica

exact ceea ce doream sa demonstram.

Definiţia 2.1.2. Daca (M,d) este un spatiu metric si m ∈P2(M, d) o masura de proba-

bilitate data, spunem ca m satisface o inegalitate (slaba) h-Talagrand de transport de constanta

K > 0 daca si numai daca pentru orice ν ∈P2(M, d)

d+h
W (ν ,m)≤

√
2 Ent(ν |m)

K
.

A Talagrand inequality for the measure m implies a concentration of measure inequality

for m (see for instance [Ma97]).

For a given Borel set A⊂M denote the (open) r-neighborhood of A by Br(A) := {x ∈M :

d(x,A) < r} for r > 0. The concentration function of (M, d,m) is defined as

α(M,d,m)(r) := sup
{

1−m(Br(A)) : A ∈B(M),m(A)≥ 1
2

}
, r > 0.

We refer to [Le01] for further details on measure concentration.

Rezultatul urmator arata ca, desi inegalitatea h-Talagrand de transport este mai slaba decat

inegalitatea Talagrand, este totusi suficient de puternica pentru a produce concentrarea normala

a masurii.

Propoziţia 2.1.3. Fie (M, d) un spatiu metric, iar m o masura pe acest spatiu care sa

verifice inegalitatea h-Talagrand de constanta K, pentru niste numere K > 0 si h > 0. Atunci

exista un r0 > 0 astfel incat pentru orice r ≥ r0

α(M,d,m)(r)≤ e−Kr2/8.
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Demonstraţie. Parcurgem un argument asemanator celui utilizat de K. Marton in [Ma97], unde

se demonstra concentrarea masurii in ipoteza unei inegalitati Talagrand de transport pentru met-

rica Wasserstein de ordin 1. Fie A, B ∈B(M) date, cu m(A),m(B) > 0. Consideram probabili-

tatile conditionate mA = m(·|A) si mB = m(·|B). Pentru aceste masuri, inegalitatea h-Talagrand

are loc:

d+h
W (mA,m)≤

√
2 Ent(mA|m)

K
, d+h

W (mB,m)≤
√

2 Ent(mB|m)
K

. (2.1.3)

Fie qA si qB cuplaje +h-optimale ale lui mA, m si respectiv mB, m. Conform sectiunii 11.8 din

[Du89], exista o masura de probabilitate q̂ pe M×M×M astfel incat proiectia ei pe primii doi

factori sa fie qA, iar proiectia pe ultimii doi factori sa fie qB. Atunci avem, succesiv,

d+h
W (mA,m) + d+h

W (m,mB) =
{∫

M×M×M

[
(d(x1,x2)−h)+

]2 dq̂(x1,x2,x2)
}1/2

+
{∫

M×M×M

[
(d(x2,x3)−h)+

]2 dq̂(x1,x2,x2)
}1/2

≥
{∫

M×M×M

[
(d(x1,x2)−h)+ +(d(x2,x3)−h)+

]2 dq̂(x1,x2,x2)
}1/2

≥
{∫

M×M×M

[
(d(x1,x2)+ d(x2,x3)−2h)+

]2 dq̂(x1,x2,x2)
}1/2

≥
{∫

M×M×M

[
(d(x1,x3)−2h)+

]2 dq̂(x1,x2,x2)
}1/2

.

Sa prespunem acum ca d(A,B)≥ 2h. Cum proiectia lui q̂ pe primul factor este mA, iar proiectia

pe ultimul factor este mB, suportul lui q̂ trebuie sa fie o submultime a lui A×M×B, deci{∫
M×M×M

[
(d(x1,x3)−2h)+

]2 dq̂(x1,x2,x2)
}1/2

≥ d(A,B)−2h.

Estimarile de mai sus, impreuna cu (2.1.3), implica

d(A,B)−2h ≤
√

2 Ent(mA|m)
K

+

√
2 Ent(mB|m)

K

=

√
2
K

log
1

m(A)
+

√
2
K

log
1

m(B)
.

Daca alegem acum 2h≤ r si pentru un A ∈B(M) dat inlocuim B cu {Br(A), obtinem

r−2h≤

√
2
K

log
1

m(A)
+

√
2
K

log
1

1−m(Br(A))
.
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Deci, pentru m(A)≥ 1
2

r−2h≤
√

2
K

log2+

√
2
K

log
1

1−m(Br(A))
.

De aceea, pentru orice r ≥ 2
√

2
K log2+4h, de exemplu, avem

r
2
≤

√
2
K

log
1

1−m(Br(A))
,

sau echivalent

1−m(Br(A))≤ e−Kr2/8,

ceea ce incheie demonstratia.

2.1.3 Integrabilitatea exponenţială a funcţiilor Lipschitz

In lucrarea [BG99] se arata ca o inegalitatea Talagrand de transport implica integrabili-

tatea exponentiala a functiilor Lipshitz. Demonstram in cele ce urmeaza ca o inegalitate slaba

h-Talagrand conduce la aceeasi concluzie.

Teorema 2.1.4. Presupunem ca (M, d) este un spatiu metric si fie h > 0 dat. Daca m

este o masura de probabilitate (M, d), ce satisface o inegalitate h-Talagrand de transport de

constanta K > 0, atunci toate functiile Lipschitz sunt exponential integrabile. Mai precis, pentru

orice functie Lipschitz ϕ cu ‖ϕ‖Lip ≤ 1 si
∫

ϕ dm = 0, avem

∀t > 0
∫

M
etϕdm≤ e

t2
2K +ht , (2.1.4)

sau echivalent, pentru orice functie Lipschitz ϕ ,

∀t > 0
∫

M
etϕdm≤ exp

(
t
∫

M
ϕ dm

)
exp
(

t2

2K
‖ϕ‖2

Lip +ht‖ϕ‖Lip

)
. (2.1.5)

Demonstraţie. Demonstratia pe care o prezentam aici o extinde pe cea data in [BG99]. Fie f o

densitate de probabilitate cu f log f , integrabila in raport cu m. Inegalitatea h-Talagrand implica

d+h
W ( f m,m)≤

√
2
K

∫
M

f log f dm≤ t
2K

+
1
t

∫
M

f log f dm
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pentru fiecare t > 0. Consideram acum metrica Wasserstein de ordin 1 a doua masuri de proba-

bilitate µ si ν

d1
W (µ,ν) := inf

∫
M×M

d(x0,x1) dq(x0,x1),

unde q parcurge toate cuplajele lui µ si ν . Daca q̃ este un cuplaj +h-optimal al lui f m si m,

atunci, din inegalitatea Cauchy-Schwartz, obtinem

d+h
W ( f m,m) =

{∫
M×M

[
(d(x0,x1)−h)+

]2 dq̃(x0,x1)
}1/2

≥
∫

M×M
(d(x0,x1)−h)+ dq̃(x0,x1)≥ d1

W ( f m,m)−h.

Teorema Kantorovich-Rubinstein ne da urmatoarea formula de dualitate

d1
W ( f m,m) = sup

‖ϕ‖Lip≤1

{∫
M

ϕ f dm−
∫

M
ϕ dm

}
.

Daca ϕ este o functie Lipschitz ce satisface ipotezele teoremei (‖ϕ‖Lip ≤ 1 si
∫

ϕ dm = 0),

atunci ∫
M

ϕ f dm≤ d+h
W ( f m,m)+h≤ t

2K
+

1
t

∫
M

f log f dm+h,

care se poate rescrie ca ∫
M

(
tϕ− t2

2K

)
f dm≤

∫
M

f log f dm+ht. (2.1.6)

Aceasta estimare trebuie sa aiba loc pentru orice densitatea de probabilitate f . De aceea, putem

lua

f = etϕ− t2
2K

(∫
M

etϕ− t2
2K dm

)−1

in formula (2.1.6) si obtinem{∫
M

(
tϕ− t2

2K

)
etϕ− t2

2K dm
}(∫

M
etϕ− t2

2K dm
)−1

≤
∫

M
etϕ− t2

2K

(∫
M

etϕ− t2
2K dm

)−1

·
{

tϕ− t2

2K
− log

(∫
M

etϕ− t2
2K dm

)}
dm+ht.

Aceasta conduce la

log
(∫

M
etϕ− t2

2K dm
)

dm≤ ht,

ce demonstreaza (2.1.4). Estimarea generala (2.1.5) este o consecinta a lui (2.1.4) aplicata

functiei ψ = 1
‖ϕ‖Lip

[ϕ−
∫

ϕ dm].
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2.2 Inegalităţi geometrice

2.2.1 Geometria transportului masei pe spaţii h-geodezice

In cazul spatiilor geodezice, pentru fiecare geodezica Γ din spatiul Wasserstein, masa este

transportata de-a lungul geodezicelor spatiului subiacent, ce au capetele aflate in suporturile lui

Γ(0) si respectiv Γ(1) (a se vedea [St06a] Lema 2.11). In cadrul nostru de lucru mai general,

pentru un spatiu arbitrar h-geodezic Γ in P2(M, d), masa nu se mai transporta in mod necesar

de-a lungul h-geodezicelor din M. Totusi, urmatorul rezultat arata ca daca Γ este o h-geodezica

tare, atunci masa este transportata "predominant" de-a lungul h′-geodezicelor din M ce unesc

puncte din supp Γ(0) si supp Γ(1), si cu h′ > h suficient de mic.

Lemă 2.2.1. Fie (M, d,m) un spatiu metric cu masura si µ0, µ1 doua masuri de prob-

abilitate pe acest spatiu; notam Ai := supp[µi], i = 0,1. Sa presupunem ca η este un punct

t-intermediar h-grosier in sens tare intre µ0 si µ1 in P2(M, d,m), pentru niste numere h≥ 0 si

t ∈ [0,1]. Pentru λ ≥ 0, notam

Aλ
t := {y ∈M : ∃(x0,x1) ∈ A0×A1 : (1− t)d(x0,y)2 + t d(y,x1)2

≤ t(1− t)(d(x0,x1)2 +λ
2)}.

Atunci are loc urmatoarea estimare:

η({Aλ
t )≤ h2/λ

2 pentru orice λ > 0. (2.2.1)

In plus, daca 0 = λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ . . .≤ λi ≤ . . . atunci

∞

∑
i=1

λ
2
i ·η(Aλi+1

t \Aλi
t )≤ h2

sau, echivalent,
∞

∑
i=1

η({Aλi
t )(λ 2

i −λ
2
i−1)≤ h2.

Demonstraţie. Fie q0 un cuplaj optimal al lui µ0 si η , si fie q1 un cuplaj optimal la lui η si

µ1. Se poate construi atunci o masura de probabilitate q̂ on M×M×M astfel incat proiectia
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pe primii doi factori sa fie q0, iar proiectia pe ultimii doi factori sa fie q1 (cf. [Du89], sectiunea

11.8). De aceea,

dW (µ0,η)2 =
∫

M3
d(x0,y)2dq̂(x0,y,x1), dW (η ,µ1)2 =

∫
M3

d(y,x1)2dq̂(x0,y,x1).

Cum inegalitatea

t(1− t)d(x0,x1)2 ≤ (1− t)d(x0,y)2 + t d(y,x1)2

are loc intotdeauna, pentru λ > 0 avem

η({Aλ
t ) = q̂(A0×{Aλ

t ×A1)

≤ 1
λ 2

∫
A0×{Aλ

t ×A1

[
(1− t)d(x0,y)2 + t d(y,x1)2

−t(1− t)d(x0,x1)2]dq̂(x0,y,x1)

≤ 1
λ 2

∫
M3

[
(1− t)d(x0,y)2 + t d(y,x1)2

−t(1− t)d(x0,x1)2]dq̂(x0,y,x1)

≤ 1
λ 2

[
(1− t)dW (µ0,η)2 + t dW (η ,µ1)2− t(1− t)dW (µ0,µ1)2]

≤ h2

λ 2 ,

ceea ce demonstreaza prima parte a lemei.

Consideram acum un sir nedescrescator 0 = λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ . . .≤ λi ≤ . . . . Cum

M = A0
t ∪̇
(⋃̇∞

i=0

(
Aλi+1

t −Aλi
t

))
,

avem succesiv:

t(1− t)dW (µ0,µ1)2 +h2 ≥ (1− t)dW (µ0,η)2 + t dW (η ,µ1)2 =

=
∫

M3

[
(1− t)d(x0,y)2 + t d(y,x1)2]dq̂(x0,y,x1) =
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=
∫

A0×A0
t ×A1

[
(1− t)d(x0,y)2 + t d(y,x1)2]dq̂(x0,y,x1)+

+
∞

∑
i=0

∫
A0×(A

λi+1
t −Aλi

t )×A1

[
(1− t)d(x0,y)2 + t d(y,x1)2]dq̂(x0,y,x1)≥

≥ t(1− t)
∫

A0×A0
t ×A1

d(x0,x1)2dq̂(x0,y,x1)+

+
∞

∑
i=0

∫
A0×(A

λi+1
t −Aλi

t )×A1

[
t(1− t)d(x0,x1)2 +λ

2
i
]

dq̂(x0,y,x1) =

= t(1− t)
∫

M3
d(x0,x1)2dq̂(x0,y,x1)+

∞

∑
i=1

λ
2
i ·η(Aλi+1

t \Aλi
t )

Aceasta conduce la ∑
∞
i=1 λ 2

i ·η(Aλi+1
t \Aλi

t )≤ h2.

2.2.2 Inegalitatea Brunn-Minkowski clasică

Inegalitatea Brunn-Minkowski clasica pe Rn afirma ca pentru orice submultimi marginite

masurabile Borel A si B ale lui Rn,

voln(A+B)1/n ≥ voln(A)1/n +voln(B)1/n, (2.2.2)

unde A + B := {x + y : x ∈ A,y ∈ B} este suma Minkowski a lui A si B si unde voln(·) noteaza

elementul de volum in Rn. Inegalitatea (2.2.2) poate fi rescrisa echivalent ca

voln

(
A+B

2

)1/n

≥ 1
2

voln(A)1/n +
1
2

voln(B)1/n,

estimand volumul multimii (A+B)/2 a mijloacelor perechilor de puncte din A respectiv B, sau

mai general ca

voln(θA+(1−θ)B)1/n ≥ θ voln(A)1/n +(1−θ)voln(B)1/n

pentru orice θ ∈ [0,1].
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2.2.3 Inegalitatea Brunn-Minkowski si Teorema Bonnet-Myers pe spaţii metrice cu

măsură

Avand la dispozitie descrierea h-geodezicelor din spatiul Wasserstein, data de Lema 2.2.1,

vom stabili in cele ce urmeaza o inegalitate Brunn-Minkowski grosiera pentru spatii metrice cu

masura, ce satisfac o conditie grosiera curbura-dimensiune in sens tare.

Urmatorul rezultat extinde asadar inegalitatea Brunn-Minkowski la cadrul general al spati-

ilor metrice cu masura ce indeplinesc o conditie h-CDs(K,N).

Propoziţia 2.2.2. Fie (M, d,m) un spatiu metric cu masura de masa finita si care satisface

conditia h-CDs(K,N) pentru niste numere h≥ 0, K,N ∈R, N ≥ 1. Atunci pentru orice multimi

masurabile A0, A1 ⊂M, cu m(A0) ·m(A1) > 0, pentry orice t ∈ [0,1] , N′ ≥ N si orice λ > 0

m(Aλ
t )1/N′

+(h2/λ
2)1−1/N′

m({Aλ
t )1/N′

≥ τ
(1−t)
K,N′ (Θh)m(A0)1/N′

+τ
(t)
K,N′(Θh)m(A1)1/N′

, (2.2.3)

unde Aλ
t este cel dat in Lema 2.2.1, iar Θh este definit prin

Θh :=

 infx0∈A0,a1∈A1(d(x0,x1)−h)+, daca K ≥ 0

supx0∈A0,a1∈A1
(d(x0,x1)+h), daca K < 0.

Corolarul 2.2.3. (’Inegalitatea Brunn-Minkowski generalizată’). Sa presupunem ca

(M, d,m) este un spatiu metric cu masura normalizat, ce satisface h-CDs(K,N) pentru niste

numere h ≥ 0, K,N ∈ R, N ≥ 1. Atunci pentru orice submultimi masurabile A0, A1 ⊂ M cu

m(A0) ·m(A1) > 0, pentru orice t ∈ [0,1] si N′ ≥ N, avem

m(A
√

h
t )1/N′

+h1−1/N′
≥ τ

(1−t)
K,N′ (Θh)m(A0)1/N′

+ τ
(t)
K,N′(Θh)m(A1)1/N′

, (2.2.4)

cu Θh dat mai sus.

In particular, daca K ≥ 0 atunci

m(A
√

h
t )1/N′

+h1−1/N′
≥ (1− t) ·m(A0)1/N′

+ t ·m(A1)1/N′
. (2.2.5)

Demonstraţia Corolarului 2.2.3. Luam λ =
√

h in formula (2.2.3) si folosim faptul ca m este o

masura de probabilitate.
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Demonstraţia Propoziţiei 2.2.2. Aplicam comditia h-CDs(K,N) masurilor ν0 := 1
m(A0)

1A0m si

ν1 := 1
m(A1)

1A1m. Atunci pentru orice t ∈ [0,1] exista un punct t-intermediar h-grosier ηt ∈

P2(M, d,m) in sens tare intre ν0 si ν1 cu

SN′(ηt |m)≤−
[
τ

(1−t)
K,N′ (Θh)m(A0)1/N′

+ τ
(t)
K,N′(Θh)m(A1)1/N′

]
pentru orice N′ ≥ N. Daca notam cu ρt densitatea lui ηt in raport cu m, avem atunci, conform

inegalitatii lui Jensen si inegalitatii lui Hölder,

τ
(1−t)
K,N′ (Θh)m(A0)1/N′

+ τ
(t)
K,N′(Θh)m(A1)1/N′

≤
∫

ρt(y)1−1/N′
dm(y)

=
∫

Aλ
t

ρt(y)1−1/N′
dm(y)+

∫
{Aλ

t

ρt(y)1−1/N′
dm(y)

≤ m(Aλ
t )1/N′

+
(∫

{Aλ
t

ρt(y)dm(y)
)1−1/N′(∫

{Aλ
t

dm(y)
)1/N′

= m(Aλ
t )1/N′

+η({Aλ
t )1−1/N′

m({Aλ
t )1/N′

≤ m(Aλ
t )1/N′

+(h2/λ
2)1−1/N′

m({Aλ
t )1/N′

,

unde pentru ultima inegalitate am folosit Lema 2.2.1.

Observaţia 2.2.4. O alta versiune discreta (mai tare) a inegalitatii Brunn-Minkowski a

fost introdusa in [Bo07]. In aceasta lucrare se demonstreaza un rezultat de stabilitate la D-

convergenta si un rezultat de stabilitate la discretizari.

Urmatorul rezultat stabileste o extindere a Teoremei Bonnet-Myers clasice, de la varietati

Riemanniene la spatii metrice cu masura ce indeplinesc o conditie curbura-dimensiune in sens

tare h-CDs(K,N) pentru un K pozitiv.

Corolarul 2.2.5. (’Teorema Bonnet-Myers generalizata’). Pentru orice spatiu met-

ric cu masura normalizat (M, d,m), ce indeplineste conditia grosiera curbura-dimensiune h-

CDs(K,N) pentru niste numere reale h > 0, K > 0 si N ≥ 1, suportul masurii m are diametrul

L≤
√

N−1
K

π +h.

In particular, pentru K > 0 si N = 1, multimea supp[m] consta intr-o bila de raza h.
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Demonstraţie. Sa presupunem ca x0 si x1 sunt doua puncte supp[m] cu d(x0,x1) ≥
√

N−1
K π +

h+4ε si m(Bε(xi)) > 0 for i = 0,1. Notam Ai := Bε(xi), i = 0,1. Putem aplica atunci Corolarul

2.2.3 pentru multimile A0 si A1 si, de exemplu, pentru t = 1/2. Conform alegerii facute de noi

pentru x0 si x1, avem

Θh = inf
x0∈A0,a1∈A1

(d(x0,x1)−h)+ ≥
√

N−1
K

π +2ε

si de aceea τ
1/2
K,N′(Θh) = +∞, ceea ce este in contradictie cu inegalitatea 2.2.4 in ipoteza noastra

ca m este o masura de probabilitate.

Urmatoarea teorema, de tip Bonnet-Myers, vine in completarea Propozitiei 1.2.11 (i):

Corolarul 2.2.6. Sa presupunem ca (M, d,m) este un spatiu metric cu masura ce satisface

conditia h-CD(K,N) pentru niste numere h≥ 0, K,N ∈R. Atunci (M, d,m) satisface si conditia

h′-CD(K′,N′), pentru orice h′ ≥ h, K′ ≤ K si N′ ≥ N.

Demonstraţie. Singurul caz care nu a fost inclus in Propozitia 1.2.11 a fost cel pentru K >

0, deoarece in general τ
(t)
K,N(·) nu este monoton crescator. Acum, cand stim ca

√
N−1

K π + h

majoreaza diametrul lui M, evident ca (d(x0,x1)−h)+ se afla in intervalul
[

0,
√

N−1
K π

]
, unde

τ
(t)
K,N(·) este monoton crescator.
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Capitolul 3

Probleme de transport pe reţele de trafic

3.1 Notaţii şi noţiuni preliminare

3.1.1 Un scurt istoric. Problema clasică

In 1781, Gaspard Monge a publicat una dintre celebrele sale lucrari, Mémoire sur la

théorie des déblais et des remblais [M1781] (unde "déblai" reprezinta cantitatea de material care

este extrasa din pamant, de pilda, pe cand "remblai" constituie materialul utilizat in ridicarea

unei constructii noi). Problema pe care a considerat-o Monge este urmatoarea: sa presupunem

ca avem o anumita cantitate de pietris/nisip/etc., ce trebuie extrasa din pamant din mai multe

locatii si transportata in diverse locuri, unde este folosita in constructii. Presupunem cunos-

cute atat locurile de unde se extrage materialul, cat si a celor catre care acest material trebuie

transportat. Este necesar sa se determine modul in care sa se faca transportul: unde anume tre-

buie transportat materialul extras dintr-un anumit loc? Raspunsul trebuie bine gandit, deoarece

transportul este costisitor si se doreste sa se minimizeze costul total. Monge a presupus costul

de transport al unei unitati de masa pe o anumita distanta ca fiind dat de produsul dintre masa si

distanta.

La fel de bine putem exprima problema in modul urmator: sa prespunem ca avem un

numar mare de brutarii, care produc paine, ce trebuie transportata zilnic catre niste puncte de

desfacere. Cantitatea de paine produsa este cunoscuta si egala cu cea de paine distribuita (exista

o "densitate de productie", ca si o "densitate de consum"). In mod natural, consideram ca
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distanta dintre doua puncte este lungimea celui mai scurt drum dintre acele puncte. Problema

este de a determina in practica unde trebuie sa mearga fiecare "unitate de paine", astfel incat

sa se minimizeze costul total de transport. Problema lui Monge este deci de a determina un

cuplaj optimal; mai precis, Monge cauta un cuplaj optimal deterministic, adica un cuplaj in care

o "unitate de paine" sa nu fie transportata in locatii diferite" (nu se admite splitarea masei).

Monge a studiat la vremea sa problema in trei dimensiuni, pentru o distributie continua

a masei. El a facut o observatie extrem de importanta din punctul de vedere al "geometriei"

transportului optimal: transportul trebuie sa urmeze linii drepte, ortogonale pe o familie de

suprafete. Aceasta observatie l-a condus la studiul liniilor de curbura, un concept important in

sine in domeniul geometriei suprafetelor. Ideile sale au fost dezvoltate mai tarziu de Charles

Dupin si apoi de Paul Appell, dar in aceasta directie nu mai sunt de actualitate in ziua de azi.

Mult mai tarziu, problema lui Monge a fost redescoperita de matematicianul rus Leonid

Vitaliyevich Kantorovich. Acesta a lucrat in diverse ramuri ale matematicii, cu o predispozitie

deosebita pentru aplicatii in economie, iar mai tarziu in informatica teoretica. In 1938, un

laborator l-a consultat intr-o anumita problema de optimizare. Kantorovich a observat ca acea

problema de optimizare este reprezentativa pentru o intreaga clasa de probleme liniare ce apar

in diverse ramuri ale economiei. Motivat de aceste observatii, el a dezvoltat instrumente de

programare liniara, ce ulterior au devenit esentiale in economie. Desi incepute in anii ’40,

cercetarile sale au fost incununate de succes mult mai tarziu, din cauza strictetii autoritatilor

sovietice in divulgarea cercetarilor economice. Asa se face ca abia in 1975 Kantorovich a

primit Premiul Nobel pentru Economie, impreuna cu Tjalling Koopmans, Şpentru contributia

lor la teoria alocarii optimale a resurselor".

In cazul problemei de cuplaj optimal, Kantorovich a enuntat si demonstrat o teorema

de dualitate, folosind mijloace de analiza functionala. Tot el a introdus o notiune de distanta,

extrem de folositoare si convenabila, intre masuri de probabilitate: distanta dintre doua masuri

este costul optimal de transport al uneia dintre masuri in cealalata, functia cost fiind aleasa

functia distanta pe spatiul subiacent. Aceasta metrica pe spatiul probabilitatilor este numita

astazi distanta Kantorovich-Rubinstein.

Problema de transport clasica este adesea numita astazi problema Monge-Kantorovich, iar
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in ultima jumatate a secolului XX tehnicile de transport optimal si diverse variante ale metricii

Kantorovich-Rubinstein – astazi numite si metrici Wasserstein – au fost folosite de statisti-

cieni, probabilisti, economisti, meteorologi, etc. Numele "metrici Wasserstein/Vasershtein" a

fost introdus de catre R.L. Dobrushin in 1970, dupa ce matematicianul rus Leonid Nasonovich

Vasershtein a introdus, intr-un articol de teoria informatiei din 1969 (vezi [Wa69]), o familie de

metrici inrudite cu distanta Kantorovich-Rubinstein.

In limbaj matematic, problema lui Monge se pune astfel: Fiind dat un spatiu metric (M, d)

si doua masuri µ si ν pe borelienele lui M, cu aceeasi masa totala, sa se determine printre toate

aplicatiile de transport T : M → M masurabile cu T∗µ = ν , pe acelea care minimizeaza costul

de transport ∫
M

c(x,T (x))dµ(x),

unde c : M×M→R+ este o functie inferior semicontinua data (in problema clasica a lui Monge

c = d). Existenta aplicatiilor de transport a fost investigata in numeroase lucrari (ca de exemplu

[Am03], [AP03], [CFM02], [EG99], [Pr03]). In multe situatii, de exemplu atunci cand masura

µ are parti singulare, aplicatiile de transport pot sa nu existe, si atunci problema trebuie consid-

erata in versiunea relaxata, liniarizata, a lui Kantorovich, care cauta plane optimale de transport,

sau cuplaje optimale, π ale lui µ si ν , ce minimizeaza costul de transport

∫
M×M

c(x,y)dπ(x,y),

dintre toate cuplajele lui µ si ν .

3.1.2 Preliminarii

Consideram o submultime convexa si marginita M a lui RN , pentru N ≥ 2, inzestrata cu

metrica euclidiana d. Consideram, ca in [BPS09], distanta dintre doua drumuri Lipschitziene

γ1,γ2 : [0,1]→M din M

d̃(γ1,γ2) = inf
ϕ

max
t∈[0,1]

|γ1(t)− γ2(ϕ(t))| , (3.1.1)
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unde infimumul este luat dupa toate functiile ϕ : [0,1] → [0,1] crescatoare si bijective, iar |·|

este norma euclidiana. Definim atunci Γ ca multimea tuturor claselor de echivalenta de dru-

muri Lipschitziene din M, parametrizate peste [0,1], unde doua drumuri γ1 si γ2 se numesc

echivalente daca d̃(γ1,γ2) = 0. Atunci, evident, Γ este un spatiu metric echipat cu distanta

d̃. Exista exemple care arata ca infimumul din (3.1.1) poate sa nu fie atins. Remarcam ca

daca γn
d̃−→ γ si daca notam cu H 1 masura Hausdorff 1-dimensionala, atunci H 1(γ([0,1]))≤

liminfn→∞ H 1(γn([0,1])). Pentru doua drumuri date γ1 si γ2 cu γ1(1) = γ2(0), compozitia γ1 ·γ2

este definita de formula:

γ1 · γ2(t) =

 γ1(2t) pentru 0≤ t ≤ 1/2

γ2(2t−1) pentru 1/2≤ t ≤ 1

Fie A si B doua functii monoton crescatoare de la R+ la R+ cu A(0) = B(0) = 0, A fiind

continua, iar B inferior semicontinua. Interpretam A(s) ca fiind costul de transport pe o distanta

s cu mijloace proprii, care inglobeaza costul combustibilului, al taxelor de autostrada, consumul

de timp, oboseala, mersul de jos daca e cazul, si asa mai departe. Interpretam B(s) ca fiind

costul de transport pe distanta s folosind transportul in comun ("pretul biletului"). Ipotezele de

monotonie impuse functiilor A si B sunt naturale in acest context, la fel continuitatea lui A. Nu

avem motive sa cerem ca B sa fie si ea continua, in realitatea fiind fie vorba de un pret fixat pe

calatorie, indiferent de lungimea drumului (ca la metrou de exemplu), fie de o functie constanta

pe portiuni.

Pentru o retea de transport urbana G ⊂ M, vizualizata ca un graf metric finit, costul total

de transport pe un drum γ ∈ Γ este dat de

CG(γ) = A(H 1(γ([0,1])\G))+B(H 1(γ([0,1])∩G)) (3.1.2)

Definim acum o "distanta" pe M, ce depinde de G si este data de costul cel mai mic de

transport al drumurilor ce unesc doua puncte:

DG(x,y) = inf{CG(γ) : γ ∈ Γ,γ(0) = x,γ(1) = y} (3.1.3)

Exista exemple care arata ca infimumul in aceasta definite nu este neaparat atins. Mai mult,

trebuie spus ca functia DG nu este intotdeauna o metrica. De exemplu, daca A(s) = B(s) = s2,
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atunci inegalitatea triunghiului nu are loc pentru DG. Totusi, atunci cand A si B sunt functii

subaditive, adica A(s1 + s2)≤ A(s1)+A(s2) si B(s1 + s2)≤ B(s1)+B(s2) pentru orice s1,s2 ∈

R+ , si daca A si B sunt si strict pozitive pe R+, atunci DG este chiar o metrica. Printr-un abuz

de limbaj, vom numi DG distanta.

Propozitia 1.3 din [BPS09] afirma ca:

Propoziţia 3.1.1. Functia DG : M×M → R+ este continua.

Se pune desigur problema de a gasi cea mai potrivita retea de transport G pentru a trans-

porta populatia de la "domicilii" la "locurile de munca", de pilda. Pentru a formula problema, sa

consideram doua masuri de probabilitate µ si ν pe M; µ da o distributie a domiciliilor, pe cand

ν da o distributie a locurilor de munca. Daca π este un cuplaj al lui µ si ν , atunci putem gandi

π(x,y) ca numarul de persoane care calatoresc de la x la y; π(U ×V ) reprezinta numarul de

persoane care locuiesc in U ⊆ M si lucreaza in zona V ⊆ M. Fiecarui cuplaj π ii putem asocia

costul de transport dat de formula

IG(π) =
∫

M×M
DG(x,y)dπ(x,y) (3.1.4)

Problema Monge-Kantorovich de transport optimal asociata acestui cost este de a gasi un cuplaj,

numit optimal, care minimizeaza pe IG(π).

Trebuie observat ca un cuplaj π nu da absolut nicio informatie precisa asupra modului in

care este transportata masa, adica nu precizeaza care sunt traiectoriile alese pentru transport.

Pentru a putea recupera o asfel de informatie, folosim urmatoarea definitie, preluata din [Pr05]:

Definiţia 3.1.2. Se numeste masura de traseu ("transport path measure") o masura Φ

pe Γ astfel incat (p0)∗Φ = µ si (p1)∗Φ = ν , unde pentru t ∈ {0,1} am notat pt : Γ → M,

pt(γ) = γ(t).

In linii mari, daca Φ este o masura de traseu, atunci Φ(γ) reprezinta cantitatea de masa

care trebuie mutata de-a lungul drumului γ . Mai precis, Φ(ϒ) este masa care urmeaza drumurile

din ϒ⊆ Γ.

Definim acum costul total de transport asociat uei masuri de traseu:

TG(Φ) =
∫

Γ

CG(γ)dΦ(γ) (3.1.5)
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Notam acum, pentru o retea urbana G,

K (G) = inf{TG(Φ) : Φ masura de traseu}

Se pune problema de a determina cea mai avantajoasa retea, adica reteaua de transport cu

cost minim, in sensul celor ce urmeaza. Consideram, in acest scop, si o functie L : R+ → R+∪

{∞}, astfel incat sa interpretam L(l) ca fiind costul de mentenanta al unei retele de transport G

de lungime H 1(G) = l. Presupunem ca functia L indeplineste urmatoarele conditii, naturale in

contextul nostru:

(i) L monoton crescatoare si inferior semicontinua;

(ii) L(0) = 0;

(iii) liml→∞ L(l) = ∞.

Costul total de folosire a retelei G il definim ca

T (G) = K (G)+L(H 1(G)) (3.1.6)

3.2 Reţele optimale de transport

Demonstram in aceasta sectiune un rezultat de existenta a unei retele de trafic cu cost

minim, restrangandu-ne doar la clasa retelelor conexe.

3.2.1 Formularea problemei de optimizare

In cele ce urmeaza, vom considera numai retele G conexe. Pe de alta parte, insa, lucram cu

o functie cost mai generala decat in problema prezentata in sectiunea precedenta. Mai precis, in

locul functiilor A, B si L, vom utiliza o functie f : (R+)3 → [0,+∞], cu urmatoarele proprietati:

(i) f inferior semicontinua;

(ii) f continua in prima variabila;

(iii) f monoton crescatoare in fiecare dintre cele trei variabile, adica f (s, t,u)≤ f (s′, t ′,u′)

pentru orice s≤ s′, t ≤ t ′, u≤ u′;

(iv) Pentru orice s, t ∈ R+ fixate, limu→∞ f (s, t,u) = ∞.
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Pentru cazul particular cu variabile separate f (s, t,u) = A(s) + B(t) + L(u) reobtinem

problema din paragraful 3.1.2.

Redefinim in acest context "distanta" DG de pe M, introdusa in (3.1.3):

DG(x,y) = inf{ f (H 1(γ([0,1])\G),H 1(γ([0,1])∩G),H 1(G)) : γ ∈ Γ,γ(0) = x,γ(1) = y}

(3.2.1)

Ne ocupam in continuare cu demonstrarea urmatorului rezultat:

Teorema 3.2.1. Cu notatiile precedente, problema de optimizare

min{K (G) : G⊆M,G conexa}

admite o solutie Gopt.

3.2.2 Demonstrarea existenţei soluţiei pentru problema de optimizare

Consideram pe multimea {G⊆M : G conexa} topologia Hausdorff data de distanta

DH(G1,G2) = sup{d(x1,G2)+ d(x2,G1) : x1 ∈ G1,x2 ∈ G2},

unde d(x,G) reprezinta distanta minima de la punctul x la punctele multimii inchise G, in

metrica euclidiana. Se stie faptul ca topologia Hausdorff este compacta si ca limita Hausdorff a

unui sir de multimi conexe este tot o multime conexa. Un rezultat al lui S. Golab afirma, in plus,

ca daca {Gn}n este un sir de submultimi conexe si inchise ale lui M, care converge Hausdorff la

o multime G, atunci H 1(G) ≤ liminfn→∞ H 1(Gn) (vezi, de exemplu, [Fa85]). Presupunerea

ca multimile Gn sunt conexe este esentiala, si nu poate fi evitata, in enuntul Teotemei lui Golab.

Un pas important in demonstrarea Teoremei 3.2.1 il constituie urmatoarea:

Lemă 3.2.2. Pentru orice submultime inchisa si conexa G a lui M, putem aproxima dG in

felul urmator:

dG(x,y) = inf{ f̂ (H 1(γ([0,1])\G),H 1(γ([0,1])∩G),H 1(G)) : γ ∈ Γ,γ(0) = x,γ(1) = y},

unde functia f̂ este data de f̂ (s, t,u) = inf{ f (s+h, t−h,u) : 0≤ h≤ b}.
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Demonstraţie. Fie x,y ∈M si γ ∈ Γ, cu γ(0) = x, γ(1) = y. Notam α = H 1(γ([0,1])\G), β =

H 1(γ([0,1])∩G) si δ = H 1(G). Fie {γn}n un sir de drumuri in M, care converg la γ , si care au

aceleasi capete ca si γ . Stim ca H 1(γ([0,1]))≤ liminfn→∞ H 1(γn([0,1])) si ca H 1(γ([0,1])\

G) ≤ liminfn→∞ H 1(γn([0,1]) \G). Pentru un n dat sa presupunem ca H 1(γn([0,1])∩G) ≥

H 1(γ([0,1])∩G). Atunci, din modul cum l-am definit pe f̂ , rezulta ca:

f̂ (α,β ,δ ) ≤ f (α +0,β −0,δ ) = f (H 1(γ([0,1])\G),H 1(γ([0,1])∩G),H 1(G))

≤ f (H 1(γ([0,1])\G),H 1(γn([0,1])∩G),H 1(G))

≤ f (H 1(γn([0,1])\G),H 1(γn([0,1])∩G),H 1(G))+∆n,

unde

∆n = f (H 1(γ([0,1])\G),H 1(γn([0,1])∩G),H 1(G))

− f (H 1(γn([0,1])\G),H 1(γn([0,1])∩G),H 1(G)).

Folosind ipoteza de inferior semicontinuitate impusa functiei f , rezulta ca f̂ (α,β ,δ )≤ dG(x,y),

deci

dG(x,y)≥ inf{ f̂ (H 1(γ([0,1])\G),H 1(γ([0,1])∩G),H 1(G)) : γ ∈ Γ,γ(0) = x,γ(1) = y}.

Inegalitatea opusa este evidenta si lema este demonstrata.
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Concluzii finale
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