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Ecuaţii diferenţiale stochastice (EDS)

Considerăm ecuaţia stochastică 1-dimensională

Xt = ξ +

∫ t

0
σ (Xs) dBs +

∫ t

0
b (Xs) ds, t ≥ 0, (1)

ξ - valoarea iniţială X0 a procesului (Xt)t≥0 studiat

(Bt)t≥0 - mişcare Browniană 1-dimensională standard începută la B0 = 0

σ : R→ R - coeficientul de difuzie

b : R→ R - coeficientul de drift.

Două tipuri de soluţii: soluţii tari (strong solutions) şi soluţii slabe (weak
solutions) , şi două tipuri de existenţă şi unicitate corespunzătoare: existenţă şi
unicitate tare / slabă. (cf. T. Watanabe şi S. Yamada ([YaWa71a]).
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Rezultate privind unicitatea tare (LeGall, 1983)

(A) Există o funcţie crescătoare ρ : [0,∞)→ [0,∞) cu
∫

0+
du
ρ(u) =∞ şi

(σ (x)− σ (y))2 ≤ ρ (|x− y|) , x, y ∈ R. (2)

(B) Există o funcţie crescătoare f : R→ R astfel încât

(σ (x)− σ (y))2 ≤ |f (x)− f (y)| , x, y ∈ R. (3)

Theorem ([Ga83])

Presupunem că σ, b sunt funcţii măsurabile mărginite ce verifică una din următoarele ipoteze

1 σ verifică condiţia (A) şi b este o funcţie Lipschitz;
2 σ verifică condiţia (A) şi există ε > 0 astfel încât |σ| ≥ ε;
3 σ verifică condiţia (B) şi există ε > 0 astfel încât σ ≥ ε.

Atunci unicitatea tare este verificată pentru ecuaţia (1).

Alte rezultate: T. Yamada şi S. Watanabe ([YaWa71b]), S. Nakao ([Na72]), J. F. Le Gall ([Ga83]),
M. T. Barlow şi E. Perkins ([BaPe84]), T. S. Zhang ([Zh94]), R. Bass şi M. F. Chen ([BaCh01]),
etc.
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O reprezentare a soluţiei unei EDS (sticky Brownian motion)

Theorem ([PaPa11a])

Dacă Bt este o mişcare Browniană 1-dimensională cu B0 = 0 şi Xt este un proces
continuu care verifică ecuaţia (1) cu σ = 1R∗ , b ≡ 0 şi ξ ≡ x ∈ R, atunci Xt admite
reprezentarea

Xt = Bt − BtΛ , t ≥ 0, (4)

unde tΛ este primul punct de creştere al funcţionalei Λs =
∫ s

0 1{0} (Xu) du după timpul
t, adică

tΛ = inf {s ≥ t : Λs > Λt} ∈ [0,∞] , (5)

şi în cazul tΛ =∞ definim

B∞ =

{
−x, t∞ = 0
Bt∞ , t∞ > 0

, (6)

unde t∞ = inf {s ≥ 0 : Λs = Λ∞} este ultimul punct de creştere al funcţionalei Λ.
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Remark

Reprezentarea anterioară a soluţiei este diferită de cea clasică, care foloseşte noţiunea de “time delay”
([EnSc85], Definiţia 4.1 şi Teorema 5.5).

Remark

Dacă soluţia Xt petrece timp zero în origine, atunci Λt ≡ 0 şi tΛ ≡ ∞, şi reprezentarea din teoremă devine

Xt = Bt − B∞ = x + Bt, t ≥ 0.

Corollary

În condiţiile teoremei anterioare, are loc unicitatea traiectorială pentru soluţiile ce petrec timp zero în origine.
Mai mult, o soluţie tare este dată explicit de Xt = x + Bt , t ≥ 0.

Remark

Considerăm ecuaţia Xt =
∫ t

0 |Xs|α dBs, t ≥ 0, unde Bt este o mişcare Browniană 1-dimensională cu B0 = 0.
În [BaBuCh07], autorii au arătat că unicitatea traiectorială are loc în cazul α ∈ (0, 1/2) dacă mulţimea
soluţiilor se restrânge la clasa funcţiilor care pretrec timp zero în 0, şi au arătat de asemenea existenţa unei
soluţii tari în acest caz.
Pentru α↘ 0 avem σα (x) = |x|α → 1R∗ (x) = σ (x), şi consecinţa anterioară arată că acest rezultat este
valabil şi în cazul limită α = 0.
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O caracterizare a tuturor soluţiilor slabe

Considerăm ecuaţia

Xt =

∫ t

0
sgn (Xs) dBs, t ≥ 0. (7)

Theorem ([PaPa11b])(
UtYt,Bt, (Ft)t≥0

)
este o soluţie slabă a ecuaţiei (7), unde

Yt mişcarea Browniană reflectată pe [0,∞) construită din mişcarea Browniană Bt,

Ut este o alegere de semn pentru Yt ce ia valorile ±1 cu probabilităţi egale,

şi (Ft)t≥0 filtraţia generată de Bt şi Ut ce verifică condiţiile uzuale.

Reciproc, orice soluţie slabă
(

Xt,Bt, (Ft)t≥0

)
a ecuaţiei (7) admite reprezentarea Xt = UtYt, în

care procesele Ut şi Yt sunt definite ca mai sus.
În particular, orice soluţie a ecuaţiei (7) este unică până la o alegere de semn, adică dacă X1

t şi
X2

t sunt verifică (7), atunci are loc

P
(∣∣∣X1

t

∣∣∣ = ∣∣∣X2
t

∣∣∣ oricare ar fi t ≥ 0
)
= 1.
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ϕ-soluţii tari ale EDS

Definition ([Pa13b])

Fie ϕ : R→ R o funcţie măsurabilă. O ϕ-soluţie tare a ecuaţiei diferenţiale
stochastice (1) pe un spaţiu de probabilitate (Ω,F ,P) în raport cu o mişcare
Browniană Bt este un proces continuu Xt pentru care (1) are loc aproape sigur,
şi astfel încât ϕ (Xt) este un proces adaptat în raport cu filtraţia augmentată
generată de Bt şi P

(∫ t
0(|b (Xs)|+ σ2 (Xs))ds <∞

)
= 1 are loc oricare ar fi

t ≥ 0.
Spunem că ϕ-unicitatea tare are loc pentru (1) dacă oricare ar fi Xt şi X̃t două
ϕ-soluţii tari relative la aceeaşi mişcare Browniană Bt, atunci

P
(
ϕ (Xt) = ϕ

(
X̃t
)
, t ≥ 0

)
= 1.
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Alegere de semn

Definition ([Pa13b])

Dat fiind un proces nenegativ (Yt)t≥0, o alegere de semn pentru Yt este un proces
(Ut)t≥0 ce ia valorile ±1, astfel încât (UtYt)t≥0 este un proces continuu.

Definition ([Pa13b])

Dat fiind un proces continuu nenegativ şi adaptat (Yt)t≥0 pe un spaţiu de probabilitate
filtrat (Ω,F , (Ft)t≥0,P), o alegere de semn i.i.d. pentru (Yt)t≥0 este un proces adaptat
(Ut)t≥0 definit prin

Ut(ω) =

{
Ui,j(ω), t ∈ Ii,j(ω)
1, t ∈ Z(ω)

, t ≥ 0, ω ∈ Ω, (8)

unde Z(ω) este mulţimea zerourilor lui Y(ω), (Ii,j(ω))i,j≥1 sunt intervalele ordonate
de excursie a lui Y(ω), şi (Ui,j)i,j≥1 este un şir de variabile aleatoare i.i.d. pe (Ω,F ,P)
ce iau valori ±1, şi care sunt de asemenea independente de filtraţia FY .
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ϕ-existenţă şi unicitate pentru o EDS degenerată

Xt =

∫ t

0
σa,b (Xs) dBs, t ≥ 0, (9)

unde σa,b = a1[0,∞) + b1(−∞,0).

Theorem ([Pa13b])

Pentru orice a > 0 > b, are loc ϕa,b-unicitatea tare pentru (9), unde funcţia ϕa,b : R→ R este
definită de

ϕa,b (x) =

{
1
a x, x ≥ 0
1
b x, x < 0

. (10)

O ϕa,b-soluţie tare (şi o soluţie slabă) pentru (9) este dată de
(
σa,b (Ut) Yt,Bt, (Ft)t≥0

)
, unde

Yt este mişcarea Browniană reflectată pe [0,∞) construită din mişcarea Browniană Bt,

Ut este o alegere de semn i.i.d. pentru Yt ce ia valoarea 1 cu probabilitate b
b−a ,

iar (Ft)t≥0 este filtraţia generată de Bt şi Ut ce verifică condiţiile uzuale.

Reciproc, orice soluţie slabă
(
Xt,Bt, (Ft)t≥0

)
a EDS (9) are reprezentarea Xt = σa,b (Ut) Yt,

unde Ut şi Yt sunt ca mai sus.
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ϕ-existenţă şi unicitate pentru o EDS degenerată

Theorem ([Pa13b])

Fie σ : R→ R o funcţie măsurabilă astfel încât |σ| este mărginită de constante strict pozitive, şi
există o funcţie crescătoare f : R→ R astfel încât

|σ (x)− σ (y)|2 ≤ |f (x)− f (y)| , x, y ∈ R. (11)

Mai mult, presupunem că σ este o funcţie impară pe R∗ şi că xσ (x) ≥ 0 oricare ar fi x ∈ R.
Are loc |x|-unicitatea tare pentru ecuaţia diferenţială stochastică

Xt =

∫ t

0
σ (Xs) dBs, t ≥ 0, (12)

unde Bt este o mişcare Browniană 1-dimensională.
O |x|-soluţie tare (şi o soluţie slabă) este dată explicit de (UtYt,Bt,Ft) unde Yt este soluţia
traiectorial unică a ecuaţiei

Yt =

∫ t

0
|σ (Ys)| dBs + L̂0

t (Y) , t ≥ 0, (13)

şi Ut este o alegere de semn i.i.d. pentru Yt ce ia valori ±1 cu probabilităţi egale.
Mai mult, orice soluţie slabă a ecuaţiei (12) admite reprezentarea Xt = UtYt, unde Ut şi Yt sunt
ca mai sus.
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Un model probabilistic de circulaţie a banilor
Membrii populaţiei decid să păstreze sau să dea banii (moneda) cu aceeaşi probabilitate (constantă în timp), decizia
fiind independentă de deciziile anterioare, precum şi de deciziile restului populaţiei.
Dacă un individ decide să dea moneda, el o dă unuia din cei doi vecinii ai săi, cu probabilităţi egale.

0 1 2 3−3 −2 −1
Modelul matematic: pe spaţiul de probabilitate (Ω,F, P) fixat, considerăm şirurile de variabile aleatoare i.i.d.,
independente de unele de altele:

i) (Yi)i∈N - variabile aleatoare ce iau valori±1 cu probabilităţi egale
(Yi reprezintă incrementul poziţiei monedei la momentul de timp i, dacă individul ce are moneda la acest
moment de timp este de acord să o dea unuia din vecinii săi)

ii) (Ui,j)i∈Z,j∈N - variabile aleatoare Bernoulli ce iau valoarea 1 cu probabilitate p ∈ (0, 1)

(Ui,j = 1 dacă individul i are moneda la momentul de timp j şi este de acord să dea moneda unuia din vecinii
săi, Ui,j = 0 în rest)

iii) Filtraţia F = (Fn)n∈N: F0 = σ (Ui,0 : i ∈ Z), Fn = σ (Ui,j, Yk : i ∈ Z, j < n, k ≤ n), n ≥ 1 (Fn

reprezintă σ-algebra evenimentelor cunoscute la timpul n ∈ N∗)
Drumul aleator (Sn)n∈N al monedei este dat de

Sn =

{
0, n = 0
X1 + . . .+ Xn, n ≥ 1

, unde Xn+1 = USn,nYn+1 =

{
Yn+1, dacă USn,n = 1
0, în rest

. (14)
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Legi limită ale procesului

Proposition ([Pa13a])

Drumul aleator (Sn)n∈N este o (Fn)n∈N-martingală recurentă şi ireductibilă.

Theorem ([Pa13a])

Drumul aleator (Sn)n∈N definit de (14) verifică următoarele.
(SLLN) Are loc convergenţa aproape sigură

lim
n→∞

Sn

n
= 0. (15)

(CLT) Are loc de asemenea convergenţa în distribuţie

Sn
√

np
D→ Z ∈ N (0, 1). (16)

(FCLT) Mai mult, dacă (ξn (t))0≤t≤1 este procesul continuu

ξn (t) =
1
√

np

(
Sk + Xk+1 (nt − k)

)
,

k

n
≤ t ≤

k + 1

n
(k = 0, 1, . . . , n− 1),

obţinut prin interpolare liniară între puncte consecutive din şirul de puncte
(

k
n
, Sk√

np

)
0≤k≤n

, atunci toate distribuţiile finit dimensionale

ale procesului ξn (t) converg slab pentru n→∞ către distribuţiile finit dimensionale corespunzătoare ale unei mişcări Browniene
standard (Bt)0≤t≤1 cu B0 = 0.
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Extensii ale modelului

Membrii populaţiei decid să păstreze sau să dea monedă cu o anumită probabilitate (nu neapărat
aceeaşi pentru toţi membrii, dar constantă în timp), decizia fiind independentă de deciziile
anterioare, precum şi de deciziile restului populaţiei. Dacă un individ decide să dea moneda, el o
dă unuia din cei doi vecinii ai săi, cu probabilităţi egale.
Modelul matematic extins este similar celui anterior, cu următoarea modificare:

ii) (Ui,j)i∈Z,j∈N - variabile aleatoare Bernoulli ce iau valoarea 1 cu probabilitate pi ∈ (0, 1)

(Ui,j = 1 dacă individul i are moneda la momentul de timp j şi este de acord să dea moneda
unuia din vecinii săi, şi Ui,j = 0 în rest).

Rezultate pentru modelul extins:

Proposition ([Pa12])

Dacă pi > 0 oricare ar fi i ∈ Z, atunci drumul aleator (Sn)n∈N este o (Fn)n∈N-martingală recurentă şi
ireductibilă.

Theorem ([Pa12])

(SLLN) Dacă infi∈N pi = p > 0, atunci are loc convergenţa aproape sigură

lim
n→∞

Sn

n
= 0. (17)
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Concluzii/implicaţii economice

Deoarece drumul aleator Sn al monedei este recurent, dacă un individ
este în posesia monedei la un anumit moment de timp, atunci cu
siguranţă el va primi din nou moneda în viitor (de o infinitate de ori). Din
punct de vedere Economic acesta este un deziderat, pentru că arată o
bună circulaţie a banilor în interiorul societăţii.
Faptul că drumul aleator ale monedei este ireductibil, arată că modelul
considerat este corect (fiecare individ al societăţii va fi în posesia
monedei la un anumit moment de timp).
Faptul că drumul aleator este o martingală arată că modelul considerat
este corect (nu există o tendinţă particulară a monedei de a favoriza o
anumită regiune a societăţii).
Rezultatele de convergenţă obţinute pot fi folosite pentru a calcula
diverse probabilităţi legate de drumul aleator al monedei (probabilităţile
legate de drumul aleator Sn pot fi aproximate prin probabilităţile
corespunzătoare ale unei mişcări Browniene 1-dimensionale).
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