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Ecuatii diferentiale stochastice (EDS)

Considerdm ecuatia stochasticad 1-dimensionala
t t
thf—l—/ U(Xs)st+/ b (Xy) ds, >0, (1)
0 0

e ¢ - valoarea initiald Xj a procesului (X;),-, studiat
® (B;),>( - miscare Browniand 1-dimensionala standard inceputd la By = 0
@ 0 : R — R - coeficientul de difuzie

@ b: R — R - coeficientul de drift.

Doua tipuri de solutii: solutii tari (strong solutions) si solutii slabe (weak
solutions) , si doud tipuri de existentd si unicitate corespunzatoare: existentd si
unicitate tare / slabd. (cf. T. Watanabe si S. Yamada ([YaWa7la]).
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Rezultate privind unicitatea tare (LeGall, 1983)

(A) Existi o functie crescitoare p : [0,00) — [0,00) cu [y, % =oosi

(c@—o)’<plx—y), xyek ©)

(B) Exista o functie crescitoare f : R — R astfel incat

@@ =o' <@ -FO)I,  xyek 3)

Theorem ([Ga83])

Presupunem cd o, b sunt functii mdsurabile mdrginite ce verificd una din urmdtoarele ipoteze

@ o verificd conditia (A) i b este o functie Lipschitz;
@ o verificd conditia (A) si existd € > 0 astfel incat

ol >¢
@ o verificd conditia (B) si existid € > 0 astfel incdt o > €.

Atunci unicitatea tare este verificatd pentru ecuatia (1).

v

Alte rezultate: T. Yamada si S. Watanabe ([YaWa71b]), S. Nakao ([Na72]), J. F. Le Gall ([Ga83]),
M. T. Barlow si E. Perkins ([BaPe84]), T. S. Zhang ([Zh94]), R. Bass si M. F. Chen ([BaCh01]),
etc.
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O reprezentare a solutiei unei EDS (sticky Brownian motion)

Theorem ([PaPallal])

Dacad B, este o miscare Browniand 1-dimensionald cu By = 0 §i X, este un proces
continuu care verificd ecuatia (1) cu 0 = g« , b =0 §i £ = x € R, atunci X, admite
reprezentarea

Xt:Bt_BtA7 t207 (4)

unde t) este primul punct de crestere al functionalei A; = f(; Lioy (X)) du dupd timpul
t, adicd
ta =inf{s >r: A; > A} €[0,00], 5)

si in cazul ty = oo definim

—X, too =0
BOO - { B[oo, too > 0 ) (6)

unde too = inf{s > 0 : Ay = A} este ultimul punct de crestere al functionalei A.
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Remark

Reprezentarea anterioard a solutiei este diferitd de cea clasicd, care foloseste notiunea de “time delay”
([EnSc85], Definitia 4.1 si Teorema 5.5).

Remark

| A

Dacd solutia X, petrece timp zero in origine, atunci A, = 0 §i tn = 00, §i reprezentarea din teoremd devine

X, =B, —Bos =x+B, t>0.

| A

Corollary

In conditiile teoremei anterioare, are loc unicitatea traiectoriald pentru soluiile ce petrec timp zero in origine.
Mai mult, o solutie tare este datd explicit de X, = x + B;, t > 0.

Remark

| \

Consideram ecuatia X, = fot \XS\“ dB;, t > 0, unde B, este o miscare Browniand 1-dimensionald cu By = 0.
In [BaBuChO7], autorii au ardtat cd unicitatea traiectoriald are loc in cazul o € (0, 1/2) dacd multimea
solutiilor se restrdnge la clasa functiilor care pretrec timp zero in 0, si au ardtat de asemenea existenta unei
solutii tari in acest caz.

Pentru o\, 0 avem o, (x) = |x|* — 1r= (x) = o (x), §i consecinfa anterioard aratd cd acest rezultat este
valabil si in cazul limitd o« =

=
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O caracterizare a tuturor solutiilor slabe

Consideram ecuatia

t
X, = / sgn (X;) dBs, t>0. 7
0

Theorem ([PaPal1b])

(U,Y,, B:, (.7:,)[>0) este o solufie slabd a ecuatiei (7), unde

@ Y, miscarea Browniand reflectatd pe [0, c0) construitd din miscarea Browniand By,
@ U; este o alegere de semn pentru Y; ce ia valorile &1 cu probabilitdti egale,

@ i (Fi),~ filtratia generatd de B, si U, ce verificd conditiile uzuale.

Reciproc, orice solutie slabd (X,, B, (]-',)t>0) a ecuatiei (7) admite reprezentarea X, = U;Y;, in
care procesele U, §i Y; sunt definite ca mai sus.

In particular, orice solufie a ecuatiei (7) este unicd pand la o alegere de semn, adicd dacd X! si
X,2 sunt verificd (7), atunci are loc

7(

X/

= ‘X,z' oricare ar fit > 0) =1.
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p-solutii tari ale EDS

Definition ([Pal3b])

Fie ¢ : R — R o functie masurabild. O (-solutie tare a ecuatiei diferentiale
stochastice (1) pe un spatiu de probabilitate (€2, F, P) in raport cu o migcare
Browniana B, este un proces continuu X; pentru care (1) are loc aproape sigur,
si astfel incét ¢ (X;) este un proces adaptat in raport cu filtratia augmentati
generatd de B, si P ( [y (|b (X,)| + 0% (X;))ds < 00) = 1 are loc oricare ar fi
t>0.

Spunem cd p-unicitatea tare are loc pentru (1) daca oricare ar fi X; si X, doui
(-solutii tari relative la aceeasi miscare Browniana B, atunci

P (np(X,) = <p()~(,), t> O) =1
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Alegere de semn

Definition ([Pal3b])

Dat fiind un proces nenegativ (Y;) -, 0 alegere de semn pentru ¥; este un proces
(U:),> ce ia valorile £1, astfel incat (U,Y;),, este un proces continuu.

Definition ([Pal3b])

Dat fiind un proces continuu nenegativ si adaptat (Y;) +>0 Pe un spatiu de probabilitate
filtrat (2, F, (F;)i>0, P), 0 alegere de semn i.i.d. pentru (¥;),>¢ este un proces adaptat
(U:),> definit prin

Upj(w), t€I;(w)

1, IEZ(W) I IZ()?("‘}GQv (8)

0w) = {

unde Z(w) este multimea zerourilor lui ¥ (w), (1; j(w));j>1 sunt intervalele ordonate
de excursie a lui Y (w), si (U;);;>1 este un sir de variabile aleatoare i.i.d. pe (€2, F, P)
ce iau valori £1, si care sunt de asemenea independente de filtratia F.
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p-existentd si unicitate pentru o EDS degeneratd

t
X = / Gup (Xo)dBe, 130, ©
0

unde 04 = al[()’oo) + bl(_oo’()).

Theorem ([Pal3b])

Pentru orice a > 0 > b, are loc ¢, ,-unicitatea tare pentru (9), unde functia ¢, , : R — R este

definitd de
) %x, x>0 (10)
V. p (x) = .
b %x, x<0

0 @, ,-solufie tare (si o solufie slabd) pentru (9) este datii de (0ap (U) Y, B, (Fi),5 ), unde
@ Y, este miscarea Browniand reflectatd pe [0, 00) construitd din miscarea Browniand By,
@ U, este o alegere de semn i.i.d. pentru Y; ce ia valoarea 1 cu probabilitate ﬁ,

@ iar (]:t)t>0 este filtratia generatd de B; §i U; ce verificd conditiile uzuale.

Reciproc, orice solutie slabd (X,, B, (]:,)t>0 ) a EDS (9) are reprezentarea X; = 0ap (U;) Y,
unde U; §i Y; sunt ca mai sus. a
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p-existentd si unicitate pentru o EDS degeneratd

Theorem ([Pal3b])

Fie 0 : R — R o functie mdsurabild astfel incat |o| este mdrginitd de constante strict pozitive, si
existd o functie crescatoare f : R — R astfel incdt

lo@ —o M@ —FON,  xyek (11)

Mai mult, presupunem cd o este o functie impard pe R* si cd xo (x) > 0 oricare ar fi x € R.
Are loc |x|-unicitatea tare pentru ecuatia diferentiald stochasticd

1
x:/ammm 1> 0, (12)
0

unde B; este o migscare Browniand 1-dimensionald.
O |x|-solufie tare (5i o solutie slabd) este datd explicit de (U;Yy, By, F;) unde Y; este solutia
traiectorial unicd a ecuatiei

t
v [lo(la+ B W), 120, (13)
0

si Uy este o alegere de semn i.i.d. pentru Y; ce ia valori £1 cu probabilitdti egale.
Mai mult, orice solutie slabd a ecuatiei (12) admite reprezentarea X; = U;Y;, unde U, §i Y; sunt
ca mai sus.
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Un model probabilistic de circulatie a banilor

Membrii populatiei decid sd pastreze sau sd dea banii (moneda) cu aceeasi probabilitate (constantd in timp), decizia
fiind independentd de deciziile anterioare, precum i de deciziile restului populatiei.
Dacd un individ decide sd dea moneda, el o dd unuia din cei doi vecinii ai sdi, cu probabilitdti egale.

A

-3 -2 -1 0 1 2 3
Modelul matematic: pe spatiul de probabilitate (€2, F, P) fixat, considerdm sirurile de variabile aleatoare i.i.d.,
independente de unele de altele:
i) (Y);cy - variabile aleatoare ce iau valori &1 cu probabilititi egale
(Y; reprezintd incrementul pozitiei monedei la momentul de timp i, dacd individul ce are moneda la acest
moment de timp este de acord sd o dea unuia din vecinii sdi)
i) (Ui);ez jen - variabile aleatoare Bernoulli ce iau valoarea 1 cu probabilitate p € (0, 1)
(U;,j = 1 dacd individul i are moneda la momentul de timp j si este de acord sa dea moneda unuia din vecinii
sdi, U;j = 0n rest)
iii) Filtratia F = (Fy),,cn: Fo = 0 (Ui : i €Z), Fo = 0 (Uij, Y 1 i € Z,j < nyk <n),n > 1(F,
reprezintd o-algebra evenimentelor cunoscute la timpul n € N*)
Drumul aleator (S,), < al monedei este dat de

_ 0, n=20 _ _ Yiy1, daciUs, , =1
Sy = { Xit. . +X, n>1 yunde X, 11 = Us, 2 Yup1 = { 0, in rest .14
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Legi limita ale procesului

Proposition ([Pal3a])

Drumul aleator (S,),cy este 0 (Fu),cn-martingald recurentd si ireductibild.

A

Theorem ([Pal3a])

Drumul aleator <S”)n€N definit de (14) verificd urmdtoarele.
(SLLN) Are loc convergenta aproape sigurd

lim — =0. (15)
n—oo p
(CLT) Are loc de asemenea convergenta in distribufie
Sy
R Ze N(O,1). (16)
\/1p

(FCLT) Mai mult, dacd (€, (1)),<,<, este procesul continuu

5.,(’):ﬁ(5k+xk+|(nt7k)), (k=0,1,...,n—1),

obtinut prin interpolare liniard intre puncte consecutive din sirul de puncte (% 5 %) <<y atunci toate distributiile finit dimensionale
0<k<n

ale procesului &, (1) converg slab pentrun — oo cdtre distributiile finit dimensionale corespunzdtoare ale unei miscdri Browniene
standard (B, )y <,<, cu By = 0.




Extensii ale modelului

@ Membrii populatiei decid sd pdstreze sau sd dea monedd cu o anumitd probabilitate (nu neapdrat
aceeagsi pentru toti membrii, dar constantd in timp), decizia fiind independentd de deciziile
anterioare, precum §i de deciziile restului populatiei. Dacd un individ decide sd dea moneda, el o
dd unuia din cei doi vecinii ai sdi, cu probabilitdti egale.

@ Modelul matematic extins este similar celui anterior, cu urmatoarea modificare:

i) (U Jiez,jen - variabile aleatoare Bernoulli ce iau valoarea 1 cu probabilitate p; € (0, 1)
(Ui,; = 1 daci individul i are moneda la momentul de timp j si este de acord sd dea moneda
unuia din vecinii sdi, si U;; = 0 in rest).

@ Rezultate pentru modelul extins:

Proposition ([Pal2])

Dacd p; > 0 oricare ar fii € Z, atunci drumul aleator (S,),cy este o (Fn),cn-martingald recurentd i
ireductibild.

Theorem ([Pal2])

(SLLN) Dacd inficy pi = p > 0, atunci are loc convergenta aproape sigurd




Concluzii/implicatii economice

@ Deoarece drumul aleator S, al monedei este recurent, daca un individ
este in posesia monedei la un anumit moment de timp, atunci cu
siguranta el va primi din nou moneda in viitor (de o infinitate de ori). Din
punct de vedere Economic acesta este un deziderat, pentru cd aratd o
bund circulatie a banilor n interiorul societdtii.

o Faptul ca drumul aleator ale monedei este ireductibil, aratd ca modelul
considerat este corect (fiecare individ al societitii va fi In posesia
monedei la un anumit moment de timp).

@ Faptul ca drumul aleator este o martingald aratd cd modelul considerat
este corect (nu exista o tendinta particulard a monedei de a favoriza o
anumitd regiune a societétii).

@ Rezultatele de convergenta obtinute pot fi folosite pentru a calcula
diverse probabilitdti legate de drumul aleator al monedei (probabilitdtile
legate de drumul aleator S, pot fi aproximate prin probabilitatile
corespunzdtoare ale unei miscdri Browniene 1-dimensionale).
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