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Stadiul actual al cerceérii Tn domeniu

Rezultate privind existda si unicitatea soltiilor ecuaijilor cu
derivate paiale stochasticsi care utilizea metoda caracteristicilor
stochastice au fost date de:

o Soluji clasice: Kunita (1986), Tubaro (1988), Bensoussan
(1992), Da Prato & Tubaro (1996) ;

@ Viscosity solutions: Lions & Souganidis (1998), Buckdahn& Ma
(2001).

Tn articolul Functionals associated with gradient stochastic flows and
nonlinear SPDEs, autori B. Iftimie, M. Marinesctsi,C. Varsan,

publicat in Advanced Mathematical Methods for Finance, Eds. Giulia
Di Nunno, Bernt Oksendal, 1st. edn, VIII, 397-417, a fost stadiat
existena soldjei pentru urratoarea ecuge cu derivate paiale
stochastia:
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Stadiul actual al cerceérii Tn domeniu

1)
du(t, x) = (Vu(t, x), go (X)) u(t, X)dt +Y (Vu(t,x), i (X)) odWi(t)

i=1
u(0,x) = p(x),t € [0, T],x € R".

Sistemul de caracteristici corespatar (introdus de Kunita, 1990),
este dat de:

2
dX(t; \) = —U(t; \)go(X(t; A)) dt+Z —gi)( o dW (t);
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Rezultate proprii obtinute

e O problema de filtrare pentru ecuatii cu derivate partiale
neliniare stochastice non-Markoviene

Fie{w(t) e R : t € [0,00)} procesul scalar Wiener pe spé de
probabilitate complet filtrafQ, 7 D {F},P}.

Consideam urnatoarea ecui diferertjala stochasti@ Markoviar:

3 dix = f(x; \)dt + g(x) o dw(t), t€ [0, T],xe R, X € R"
3) { X (0) = A.

Curentul stochasti¢x (t;\) e R": t € [0, T], A € R"} este soltia
ecudiei (3).

Ecuaja curentX(t; \) = x, In raport cu necunoscutaare soltige
unic@a\ = ¢ (t, x).
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Rezultate proprii obtinute

Problema A. Descriem evoltia fundjonalei valoare medie
condijonat

V(tX) = E{e (2, (T ) 0 (1)} te [0.T| xe R,
utilizand fundjonala parametrizau (t,x; \) = Ep (z\ (T;t) [X]) si
ecudiile Kolmogorov corespurioare.
Facem urratoarele presupuneri:
(P1) céampurile vectoriale sig comud in raport cu paranteza Lie
uzuah, adi@|g, f\] (x) = 0,x € R", pentru oricare\ € R", unde

(P2) fe (CiNC?) (R™MR")sige (CpnCENC?) (RY,RM).

M. Marinescu, Departamentul de Matematici Aplicate Lucrare postdoctorat



Rezultate proprii obtinute

Problema B. Utilizand presupunerea de mai suasign soltia unica
neted si F'- adaptad

{)\ — (t,x) €R": (t,%) € [O,ﬂ x R”} ,
care satisface ectia,curent

RGY(LX) =% te [o,ﬂ . XER"
Problema C.Descriem evoltia procesului{«(t,x)} utilizand
ecudijle cu derivate pdrale neliniare stochastice

4) GALREN) =\, te [o,ﬂ,
di) (1, %) + K (t, X)f (X ¥ (t, X)) dt+

(5) + B (1,%) g (x)] Sdw(t) = 0
$(0,x) =xe R\t e [o,ﬂ .
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Rezultate proprii obtinute

Soluje pentruProblema B

Teorema (2)

Inipotezele (P1)si (P2)procesul continuu §i F-adaptat
6) {vt0 = Pa20x) te[0T] xer"}
satisface ecuatia curent X (t; ¢ (t,x)) = X, t € {O, ﬂ , x€ R", unde

procesul continuu Z(t,x) = G(—w(t)[x], t € [O, ﬂ , X € R", satisface
urmatoarea ecuatie cu derivate partiale de tip parabolic

@ | 92X+ Bt X)) du(t) =0t € [o, ﬂ , xRN
Z2(0,x) = x.
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Rezultate proprii obtinute

Soluje pentruProblema C

Teorema (3)

Tn aceleag ipoteze ca (P1)si (P2), consideram procesul continuu s
F' - adaptat

{)\:@b(t,x) ER":te [O,ﬂ ,xeR”}

definit in (6). Atunci h (t, X) = [Oxt (t,X)] g (X) (vezi Problema C)
este un proces marginit. Tn plus, este adevarata urmatoarea ecuatie
cu derivate partiale stochastica

(8

{ et (8, X) + [Dab(t, )] (%5 (L, X)) + [Gxtp(t, X)g(x)] odw(t) = O

$(0,X) =X ER", t € [O,ﬂ :

M. Marinescu, Departamentul de Matematici Aplicate Lucrare postdoctorat



Rezultate proprii obtinute

Pentru rezolvareRroblemei A inlocuim ipotezele (P13i,(P2) cu
ipotezele:

(PY) campurile vectoriald, (z) = f(z \), g (z2) comu#, adi@

[9,f\] (2 =0,z € R", pentru fiecare\ € R";

(P2) ge (CoNCLNCEN CS’) (R"R" sif € (CLN Cg) (R, R").
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Rezultate proprii obtinute

Soluje pentruProblema A

Teorema (4)

Inipotezele (PY) si (P2) consideram solutia

{z¢ (st)[yl :se [t, ﬂ Y € ]R”} care satisface ecuatia diferentiala
stochastica non-Markoviana (8) i A = ) (t,X), t € [O, ﬂ ,xeR",
care are proprietatile descrise in Teoremele 2 si 3. Pentru

Y E Cr?i (R") fixat, consideram functionala valoare medie
conditionata

v(t, X) = E{go (zw (?,t) [x}) i (t,x)} 0<t<T,xeR"

Atunci v(t,x) = u(t,X; ¥ (t, X)), t € [O, ?), x € R", unde functionala
parametrizata u (t,x; A\) , A € R" este data de

u(t,x;\) =Egp (zA (?,t) [x}) ,0<t<T,xeR"
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Rezultate proprii obtinute

Rezultate de mai sus sunt prezentate in detaliu n arti€dligring
for non-Markovian SDE involving nonlinear SPDE and backward
parabolic equations, autori D. ljacu, M. Marinescu, trimis spre
publicare la Dynamics of Partial Differential Equations.

e Curenti stochastici inversabili asocidi, cu ecudji cu derivate
partiale neliniare stochastice

Utilizam rezultatele din prima parte a prezgiitpentru a studia
inversabilitatea curentului stochastic baza¢ reprezentarea sa
integrak, In cazul in care campul vectorial de difuzie camaut
campurile vectoriale din partea de drift.
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Rezultate proprii obtinute

Consideam o mutjme finita de campuri vectoriale complete

{gaflv s 7fd} - (Cb N C% N CZ) (Rn7 Rn)
si fundjile scalare

{1, 4} C (Cb N CE; N Cz) (R").

Fie{w(t) e R: t € [0,00)} procesul scalar Wiener pe spade
probabilitate complet filtraf2, 7 O {F}, P}.
Definim curentul stochasti{x,(t; A) : t € [0, T], A € R"} care
satisface uratoarea ecuw diferertjala stochasti@

dix =D @i (Vfi(x)dt + g(x) o dw(t), t € [0,T], x € R
X(0) = A. A € R

(9)
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Rezultate proprii obtinute

Principala ipotea utilizat este urratoarea
(I g comubcu{fy,... fq}

utilizand paranteza Lie, adi¢g, fi] (x) = 0,i € {1,...,d}.
Problema pe care dorina® rezoham este descrierea eviki,
funcionalei stochastice

ut,x) Eh (%), €% €[0T xR" he (Chnc?) R
incluzandu (t, X) 2 ¢ (44(t,x)), 1< i < d, unde
{)\ = (t,x) €R": (t,X) € [0,T] x ]R”}
este soltia unid@ neted si F'-adaptai ce satisface ectia,

,(EA) =% te[0T], xeR"
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Rezultate proprii obtinute

Teorema (5)

Tnipoteza (I) consideram unica solutie neteda s A-adaptata
X =t x) B (4,2t %), t e [o, ﬂ ,x € R", care satisface

(10) R (t;A) = G(W(t)) o F(t;\) = x, t [o, ﬂ , XER"

Atunci este adevarata urmatoarea ecuatie cu derivate partiale
neliniara stochastica

dep (t, X) +0ka(t,X) [Z i ( X)) fi(x) | dt+

+ [Bb(t, )G] Shw(t) = O
$(0,X) =%, XER", te [o,ﬂ :

(11)
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Rezultate proprii obtinute

Teorema (6)

Consideram

he (Ctnc?) RM g {)\ = (t,X) ER": (t,X) € [O,ﬂ X R”}

care satisface ecuatia cu derivate partiale neliniara (L1).

Atunci u(t, x) & h((t, %)), (t,x) € [0,T] x R, este 0 solutie a

urmatoarei ecuatii cu derivate partiale stochastica

duu(t, x)+ < oku(t, x), [ng. ] > dt+

+ < oku(t, x), g(x) >odw(t) =0;
u(0,x) = h(x), t € [ ,ﬂ :
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Rezultate proprii obtinute

Rezultatele de mai sus sunt prezentate Tn detaliu Tn articolul
Reversible stochastic flows associated with nonlinear SPDEs, autori

M. Marinescu, D. ljacu, trimis spre publicare la Nonlinear Analysis
Series A: Theory, Methods and Applications.

e Probleme bazate pe ecuii,cu derivate partiale neliniare
stochastice cu salturi

Consideam dow procese independenféw(t),y(t)) : t € [0, T]} pe
spdjul de probabilitate complet filtraf2, 7 > {F} ,P} (vezi
Q=0 xQ, F=F1x Fp, Ft = F} x Fp, P =P ®Py), unde
{w(t) e R:t € [0, T|} este mécarea Brownianpe sptaul

{00, 71 2 {FL} Pa) si{y(t) € [7,7] : t € [0, T],y(0) = O} este
un proces constant pe piomi definit pe spaul de probabilitate
{Qy, F>,P»}. Procesul constant pe ginmi {y(t)} satisface
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Rezultate proprii obtinute

y(twz) =y (0 (w2) ,w2) i (w2), tE [0 (w2), b1 (w2))

unde 0= 6p (w2) < 01 (w2) < ... < On—1(w2) < ON (w2) =T este 0
partitie astfel incaty; (wy) : 22 — R este o variabé aleatoareF>,—
masurabi pentru orice € {0,1,...,N — 1}.

Fie campurile vectorialég, f1, f2} C (Cp N CE N C?) (R™R") si dota
fundgji scalare{¢s, v} C (CE N C?) (R") astfel incat

(A1) {g,f1,f2} comuf in raport cu paranteza Lie

(A2) (y+T)VK=pe€[0,1), unde {Jy(t)| <~:te[0,T]},

Si
V = sup{|dxp1(X)|, [Oxp2(X)| : x € R},

K = sup{[fa()] . [f2 ()] : x € R"}.
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Rezultate proprii obtinute

Consideam urnatoarea ecui diferertjala stochast&, cu salturi
(12)
diX = [fa (X(t=)) @1(A)dt +fz (X(t=)) p2(A)dy(t)] +
X(t— t);

Fie {X,(t; ) : t € [0, T], A € R"} curentul stochastic generat de
ecudia (12).
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Rezultate proprii obtinute

Problema (1). In ipotezele (Al)sj (A2) exish o soldie F'— adaptai
A = (t,x) € R" astfel incat

(13) Xo(tA) =%, t€[0,T], ¥(0,x) = x € R
(14)  {p(t,x): t€[6,60.1), x€R"} este aplictie contini;

(15) {Y(t,%) : tE [0, 041), xR}

este aplicde continuu diferetiabiia de ordinul 2 in raport cx € R",
care satisface o ectia,cu derivate pdiale neliniad stochast@& de tip
parabolic.
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Rezultate proprii obtinute

Problema (Il). Utilizand soldja uni@ {\ = ¢ (t,x)} a Problemei (l),
descriem evoltia valorii medii condiijonate

(16) Vi(t,x) = E1 {h(z,(T;t,x)) | ¥(t,X)}, t € [6i,6i41), X € R",

pentru oriceh € C3 (R") sii € {0,1,2,...N — 1} undeCj3 (R")
reprezind spaiul functiilor continuu diferetiabile de ordinul 2 astfel
incath, oy h, 8% _h satisfac o condie de cretere polinomial pentru
i,j €{1,2,...,n}, unde{z,(s;t,x) : s€ [t, T|} este soltia uni@ a
urmatoarei ecud, diferentiale stochastice non-Markoviene cu salturi
(17)

dsz = [f1(z(s—))pa (¥ (t,X)) ds + f2(2(s))2(¥(t, X))dy(S)] +

+9(z(s—)) o dw(s);
Z(t) =x, seltT].
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Rezultate proprii obtinute

Soluje pentru Problema (1)

Teorema (7)

Tn aceleagi ipoteze (A1) s (A2), consideram procesul continuu pe
portiuni s F' = Fi x Fo- adaptat, ¥ (t,X) = ¢ (t,2(t,x)), t € [0, T],
x € R". Atunci v (t, X) satisface urmatorul sistem de ecuatii cu
derivate partiale neliniare stochastice

A (t, %)+ (1, 2(t, X)) 1 (2(t, X)) 1 (1h(t, X)) dt-+
+ [Oxp(t, X) - g(x)] odw(t) = 0, t € [0, 0i11);
(18) % (61,%) =1 (6,2(6:,%) =
= F2[—p2 (¥ (0i—,%)) 0y (6i)] (¢ (6i—, X)) ;
b(0,X) =xeRMi€{L12...,N—1}.
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Rezultate proprii obtinute

Calcubm valoarea medie coniipag
(19)
Vi (t,X) = & {h (Zw(T;t,X)) | @Z}(t,X)} , te [9i7 0i+1) , X€ Rna
ie{0,1,...,N—1}

(vezi (16) din Problema (Il)), utilizand futionala parametrizat
ui(t,x; A) da@ de

(20) ui(t,x;\) = Ezh(z\(T;t,X)), t € [6;,6i+1), x€ R", A € R".
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Rezultate proprii obtinute

Soluja Problemei (II)

Teorema (8)

Tn ipotezele (A1) si (A2), consideram procesul continuu pe portiuni i
F'= F} x Fr-adaptat {¢(t,x)} definit in teorema 7. Asociem
functionalele {v(t,x},i € {0,1,...,N — 1}, cain (16) (vez
Problema (I1)). Consideram sirul finit de ecuatii parabolice de tip
retrograd parametrizate i solutiile lor y(t,x; \), t € [6;, 6i+1),
xeR"ie{0,1,...,N—1}, cain (20). Atunci solutia Problemei
(I1) este data de

(21)

Vi(t,X) = Ui (t,%9(t, X)), t € [6,0i+1), x€ R"i € {0, 1,...,N—1}/.
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Rezultate proprii obtinute

Rezultatele de mai sus sunt prezentate in detaliu Tn articolul
Functionals and gradient stochastic flows with jumps associated with
nonlinear SPDEs, autori M. Marinescu, M. Nica, care va fi publicat in
vol. 1, 2013, in Mathematical Reports.
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Aplicatii

e Strategii admisibile pentru ecudji diferen tiale stochastice
non-Markoviene

Consideam campurile vectoriale netede

{g1,...,9m} C (CINC?) (R™R") si procesul Wiener
m-dimensional standang(t) = (wi(t),...,wm(t)) € R™ t < [0, T],
pe spéul de probabilitate complet filtraf2, F O { A/}, P}.
Pentru fiecarét, x) € [0, T] x R" fixat, considesm soldia unia
Fs-adaptaa si contin@a {X(s;t,x) € R": s € [t.T]} care satisface
ecudiile diferertjale stochastice non-Markoviene

dX =f (X;8,X) ds+zm:gi (X) dwi(s), s€ [t, T]

(22) -

() = x € R,
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Aplicatii

Aplicatiaf(zs,x) : R" x [0, T] x R" — R" este nargini@ si
Fs-adaptad pentru fiecaréz, x) € R" x R" si satisface
(o)  pentru fiecare € [0, T] six € R" fixat, fx x(2) o ¢
Lipschitz continua in raport cue R", adica

fxx (Z') —fix(Z)| < L|Z" - Z],
pentruZ,z’ € R", (t,x) € [0, T] x R", undeL > O este o constaat
care nu depinde dg,x) € [0, T] x R"siZ,Z’ € R".

(zt,X) este

Observée

Inipoteza (o), ecuatia diferentiala stochastica non-Markoviana @2)
are solutie unica {X(s;t,x) € R": [, T]} — R", continua s
JFs-adaptatd, pentru fiecare (t,x) € [0, T] x R".
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Aplicatii

O strategid = {1p(s;t,X), v(s;t,x)} € R" x R", se [t, T] este 0
pereche de procese continsief-adaptate pentru care fuie valoare
corespundtoare este defiritastfel

(23)  Vy(s;t,x) = vo(s;t,x) + (O(t,w), x(t,w)), se [t, T].

Pentruy € C(R") fixat, o strategig§} satisface contia Europeaa
dac@

(24) Vo(T;t,x) > ¢ (X(T,t,)) , x € (R")

O strategie(6} este admisibé (vezid € A,)) dac indeplinste
condija Europeaa (24) pentru fiecar&, x) € [0, T| x R".
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Aplicatii

Cautam o strategie admisikil € A,), pentru care componenta
scalaé {vp(s;t,x)}, s € [t, T] este aleasastfel incat sunt verificate
urmatoarele ecua,

X

(25) Vi(sit,X) = Vo(t:t,X) + / (Wi, ): doX(o: 1, X)), S€ [t,T]
t

pentru fiecargt, x) € [0, T] x R" fixat.

Ecudijile integrale (25) sunt adévate da&si numai dagé {vo}
satisface ecusle integrale corespuatoare.

Presupunema

(B) ¢eCiR" sige(ChnCy) RLRY, ie{l,....mh
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Aplicatii

Propozije

Presupunem ca ipotezele () si () sunt Tndeplinite. Consideram
functionala u(s, x) = Ep(z(T;t,x)), s€ [0, T], x € R" care satisface
0 ecuatia detip Kolmogorov. Definim o strategie admisibila

0 = {(vo(s;t,x), v(st,X)) ;8 € [t, T, (t,x) € [0, T] x R"}
astfel
(26) v(s;t,x) = oku(s,X(s;t,x)), se[t, T,
iar 1o(s;t,X), s € [t, T, satisface (22), unde

vo(t; t,X) + (X, dku(t, X)) > u(t, x), pentru orice (t,x) € [0, T] x R"
fixat.
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