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Stadiul actual al cercetării în domeniu

Rezultate proprii ob¸tinute
• O problem̆a de filtrare pentru ecua¸tii cu derivate par¸tiale
neliniare stochastice non-Markoviene
• Curen¸ti stochastici inversabili asocia¸ti cu ecua¸tii cu derivate
parţiale neliniare stochastice
• Probleme bazate pe ecua¸tii cu derivate par¸tiale neliniare
stochastice cu salturi

Aplicaţii
• Strategii admisibile pentru ecua¸tii diferenţiale stochastice
non-Markoviene
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Stadiul actual al cercet̆arii în domeniu

Rezultate privind existen¸ta şi unicitatea solu¸tiilor ecuaţiilor cu
derivate par¸tiale stochastice ¸si care utilizeaz̆a metoda caracteristicilor
stochastice au fost date de:

Soluţii clasice: Kunita (1986), Tubaro (1988), Bensoussan
(1992), Da Prato & Tubaro (1996) ;

Viscosity solutions: Lions & Souganidis (1998), Buckdahn& Ma
(2001).

În articolul Functionals associated with gradient stochastic flows and
nonlinear SPDEs, autori B. Iftimie, M. Marinescu ¸si C. Vârsan,
publicat în Advanced Mathematical Methods for Finance, Eds. Giulia
Di Nunno, Bernt Oksendal, 1st. edn, VIII, 397-417, a fost studiată
existen¸ta solu¸tiei pentru urm̆atoarea ecua¸tie cu derivate par¸tiale
stochastic̆a:
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Stadiul actual al cercet̆arii în domeniu

(1)du(t, x)=〈∇u(t, x), g0(x)〉 u(t, x)dt +
m∑

i=1

〈∇u(t, x), gi(x)〉◦dWi(t)

u(0, x) = ϕ(x), t ∈ [0,T], x ∈ R
n.

Sistemul de caracteristici corespunzător (introdus de Kunita, 1990),
este dat de:
(2)

d̂x(t;λ)= −û(t;λ)g0(x̂(t;λ))dt +
m∑

i=1

(−gi)(x̂(t;λ)) ◦ dWi(t);

x̂(0, λ) = λ;
d̂u(t, λ)= 0, û(0, λ) = ϕ(λ);λ ∈ R

n.
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Rezultate proprii obţinute

• O problemă de filtrare pentru ecuaţii cu derivate par ţiale
neliniare stochastice non-Markoviene
Fie{w(t) ∈ R : t ∈ [0,∞)} procesul scalar Wiener pe spa¸tiul de
probabilitate complet filtrat{Ω,F ⊇ {Ft} ,P} .
Consider̆am urm̆atoarea ecua¸tie diferen¸tial̆a stochastic̆a Markovian̆a:

(3)

{
dtx = f (x;λ)dt + g(x) ◦ dw(t), t ∈ [0,T] , x ∈ R

n, λ ∈ R
n

x (0) = λ.

Curentul stochastic{x̂ (t;λ) ∈ R
n : t ∈ [0,T] , λ ∈ R

n} este solu¸tia
ecua¸tiei (3).
Ecua¸tia curent̂x(t;λ) = x, în raport cu necunoscutaλ are solu¸tie
unicăλ = ψ(t, x).

M. Marinescu, Departamentul de Matematici Aplicate Lucrare postdoctorat



Rezultate proprii obţinute

Problema A. Descriem evolu¸tia funcţionalei valoare medie
condiţionat̆a

v (t, x) = E {ϕ (zψ (T; t) [x]) |ψ (t, x)} , t ∈
[
0, T̂

]
, x ∈ R

n,

utilizând func¸tionala parametrizată u (t, x;λ) = Eϕ (zλ (T; t) [x]) şi
ecua¸tiile Kolmogorov corespunzătoare.

Facem urm̆atoarele presupuneri:
(P1) câmpurile vectorialef şi g comut̆a în raport cu paranteza Lie
uzual̆a, adic̆a [g, fλ] (x) = 0, x ∈ R

n, pentru oricareλ ∈ R
n, unde

fλ
def
= f (x;λ);

(P2) f ∈ (
C1

b ∩ C2
) (

R
2n;Rn

)
şi g ∈ (

Cb ∩ C1
b ∩ C2

)
(Rn,Rn).
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Rezultate proprii obţinute

Problema B.Utilizând presupunerea de mai sus, găsim solu¸tia unic̆a
neted̆a şi F t- adaptat̆a{

λ = ψ(t, x) ∈ R
n : (t, x) ∈

[
0, T̂

]
× R

n
}
,

care satisface ecua¸tia curent

x̂(t;ψ(t, x)) = x, t ∈
[
0, T̂

]
, x ∈ R

n.

Problema C.Descriem evolu¸tia procesului{ψ(t, x)} utilizând
ecua¸tiile cu derivate par¸tiale neliniare stochastice

(4) ψ (t, x̂ (t;λ)) = λ, t ∈
[
0, T̂

]
,

(5)


dtψ (t, x) + ∂xψ(t, x)f (x;ψ(t, x)) dt+

+ [∂xψ (t, x) g (x)] ◦̂dw(t) = 0

ψ (0, x) = x ∈ R
n, t ∈

[
0, T̂

]
.
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Rezultate proprii obţinute

Soluţie pentruProblema B

Teorema (2)

În ipotezele (P1) şi (P2)procesul continuu şi Ft-adaptat

(6)
{
ψ (t, x)

def
= ψ̂ (t, ẑ (t, x)) : t ∈

[
0, T̂

]
, x ∈ R

n
}

satisface ecuaţia curent x̂ (t;ψ (t, x)) = x, t ∈
[
0, T̂

]
, x ∈ R

n, unde

procesul continuu ẑ (t, x) = G(−w(t)[x], t ∈
[
0, T̂

]
, x ∈ R

n, satisface

următoarea ecuaţie cu derivate parţiale de tip parabolic

(7)

{
dtẑ (t, x) + [∂xẑ(t, x)g(x)] ◦̂ dw(t) = 0, t ∈

[
0, T̂

]
, x ∈ R

n

ẑ(0, x) = x.
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Rezultate proprii obţinute

Soluţie pentruProblema C

Teorema (3)

În aceleaşi ipoteze ca (P1) şi (P2), considerăm procesul continuu şi
F t - adaptat {

λ = ψ (t, x) ∈ R
n : t ∈

[
0, T̂

]
, x ∈ R

n
}

definit în (6). Atunci h (t, x)
def
= [∂xψ (t, x)] g (x) (vezi Problema C)

este un proces mărginit. În plus, este adevărată următoarea ecuaţie
cu derivate parţiale stochastică
(8){

dtψ(t, x) + [∂xψ(t, x)] f (x;ψ(t, x)) + [∂xψ(t, x)g(x)] ◦̂dw(t) = 0

ψ(0, x) = x ∈ R
n, t ∈

[
0, T̂

]
.
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Rezultate proprii obţinute

Pentru rezolvareaProblemei A înlocuim ipotezele (P1) ¸si (P2) cu
ipotezele:

(P1′) câmpurile vectorialefλ(z) = f (z;λ), g (z) comut̆a, adic̆a
[g, fλ] (z) = 0, z ∈ R

n, pentru fiecareλ ∈ R
n;

(P2′) g ∈ (
Cb ∩ C1

b ∩ C2
b ∩ C3

p

)
(Rn,Rn) şi f ∈ (

C1
b ∩ C2

p

) (
R

2n,Rn
)
.
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Rezultate proprii obţinute

Soluţie pentruProblema A

Teorema (4)

În ipotezele (P1′) şi (P2′) considerăm soluţia{
zψ (s; t) [y] : s ∈

[
t, T̂

]
, y ∈ R

n
}

care satisface ecuaţia diferenţială

stochastică non-Markoviană (8) şi λ = ψ(t, x), t ∈
[
0, T̂

]
, x ∈ R

n,

care are proprietăţile descrise în Teoremele 2 şi 3. Pentru
ϕ ∈ C2

p (R
n) fixat, considerăm funcţionala valoare medie

condiţionată

v(t, x) = E
{
ϕ
(

zψ
(

T̂, t
)
[x]
)
/ψ (t, x)

}
,0 ≤ t < T̂, x ∈ R

n.

Atunci v(t, x) = u(t, x;ψ(t, x)), t ∈
[
0, T̂

)
, x ∈ Rn, unde funcţionala

parametrizată u (t, x;λ) , λ ∈ Rn este dată de

u (t, x;λ) = Eϕ
(

zλ
(

T̂, t
)
[x]
)
,0 ≤ t ≤ T̂, x ∈ R

n.
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Rezultate proprii obţinute

Rezultate de mai sus sunt prezentate în detaliu în articolulFiltering
for non-Markovian SDE involving nonlinear SPDE and backward
parabolic equations, autori D. Ijacu, M. Marinescu, trimis spre
publicare la Dynamics of Partial Differential Equations.

• Curenţi stochastici inversabili asocia¸ti cu ecuaţii cu derivate
parţiale neliniare stochastice

Utiliz ăm rezultatele din prima parte a prezentării pentru a studia
inversabilitatea curentului stochastic bazată pe reprezentarea sa
integral̆a, în cazul în care câmpul vectorial de difuzie comută cu
câmpurile vectoriale din partea de drift.
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Rezultate proprii obţinute

Consider̆am o mul¸time finită de câmpuri vectoriale complete
{g, f1, . . . , fd} ⊆ (

Cb ∩ C1
b ∩ C2

)
(Rn;Rn)

şi funcţiile scalare
{ϕ1, . . . , ϕd} ⊆ (

Cb ∩ C1
b ∩ C2

)
(Rn) .

Fie{w(t) ∈ R : t ∈ [0,∞)} procesul scalar Wiener pe spa¸tiul de
probabilitate complet filtrat{Ω,F ⊇ {Ft} ,P}.
Definim curentul stochastic{x̂ϕ(t;λ) : t ∈ [0,T], λ ∈ R

n} care
satisface urm̆atoarea ecua¸tie diferen¸tial̆a stochastic̆a

(9)

 dtx =
d∑

i=1

ϕi(λ)fi(x)dt + g(x) ◦ dw(t), t ∈ [0,T], x ∈ R
n;

x(0) = λ, λ ∈ R
n.
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Rezultate proprii obţinute

Principala ipotez̆a utilizat̆a este urm̆atoarea

(I) g comut̆a cu {f1, . . . , fd}
utilizând paranteza Lie, adică [g, fi] (x) = 0, i ∈ {1, . . . , d}.
Problema pe care dorim să o rezolv̆am este descrierea evolu¸tiei
funcţionalei stochastice

u(t, x)
def
== h (ψ(t, x)) , (t, x) ∈ [0,T]× R

n, h ∈ (
C1

b ∩ C2) (Rn)

incluzândui(t, x)
def
== ϕi (ψ(t, x)), 1 ≤ i ≤ d, unde{

λ = ψ(t, x) ∈ R
n : (t, x) ∈ [0, T̂ ]× R

n
}

este solu¸tia unic̆a neted̆a şi F t-adaptat̆a ce satisface ecua¸tia

x̂ϕ(t;λ) = x, t ∈ [0, T̂], x ∈ R
n.
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Rezultate proprii obţinute

Teorema (5)

În ipoteza (I) considerăm unica soluţie netedă şi Ft-adaptată

λ = ψ(t, x)
def
== ψ̂ (t, ẑ(t, x)), t ∈

[
0, T̂

]
, x ∈ R

n, care satisface

(10) x̂ϕ(t;λ) = G (w(t)) ◦ F(t;λ) = x, t
[
0, T̂

]
, x ∈ R

n.

Atunci este adevărată următoarea ecuaţie cu derivate parţiale
neliniară stochastică

(11)


dtψ(t, x) +∂xψ(t, x)

[
d∑

i=1

ϕi (ψ(t, x)) fi(x)

]
dt+

+ [∂xψ(t, x)g(x)] ◦̂dw(t) = 0;

ψ(0, x) = x, x ∈ R
n, t ∈

[
0, T̂

]
.
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Rezultate proprii obţinute

Teorema (6)

Considerăm

h ∈ (
C1

b ∩ C2
)
(Rn) şi

{
λ = ψ(t, x) ∈ R

n : (t, x) ∈
[
0, T̂

]
× R

n
}

care satisface ecuaţia cu derivate parţiale neliniară (11).

Atunci u(t, x)
def
== h(ψ(t, x)), (t, x) ∈ [0, T̂ ]×R

n, este o soluţie a
următoarei ecuaţii cu derivate parţiale stochastică

dtu(t, x)+ < ∂xu(t, x),

[
d∑

i=1

ϕi (ψ(t, x)) fi(x)

]
> dt+

+ < ∂xu(t, x), g(x) > ◦̂dw(t) = 0;

u(0, x) = h(x), t ∈
[
0, T̂

]
.
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Rezultate proprii obţinute

Rezultatele de mai sus sunt prezentate în detaliu în articolul
Reversible stochastic flows associated with nonlinear SPDEs, autori
M. Marinescu, D. Ijacu, trimis spre publicare la Nonlinear Analysis
Series A: Theory, Methods and Applications.

• Probleme bazate pe ecua¸tii cu derivate par ţiale neliniare
stochastice cu salturi

Consider̆am doŭa procese independente{(w(t), y(t)) : t ∈ [0,T]} pe
spa¸tiul de probabilitate complet filtrat{Ω,F ⊇ {Ft} ,P} (vezi
Ω = Ω1 × Ω2, F = F1 ×F2, F t = F t

1 ×F2, P = P1 ⊗ P2), unde
{w(t) ∈ R : t ∈ [0,T]} este mişcarea Brownian̆a pe spa¸tiul
{Ω1,F1 ⊇ {F t

1} ,P1} şi {y(t) ∈ [−γ, γ] : t ∈ [0,T], y(0) = 0} este
un proces constant pe por¸tiuni definit pe spa¸tiul de probabilitate
{Ω2,F2,P2}. Procesul constant pe por¸tiuni {y(t)} satisface
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Rezultate proprii obţinute

y (t, ω2) = y (θi (ω2) , ω2)
not
== yi (ω2) , t ∈ [θi (ω2) , θi+1 (ω2))

unde 0= θ0 (ω2) < θ1 (ω2) < . . . < θN−1 (ω2) < θN (ω2) = T este o
partiţie astfel încâtyi (ω2) : Ω2 → R este o variabil̆a aleatoareF2−
măsurabil̆a pentru oricei ∈ {0,1, . . . ,N − 1}.
Fie câmpurile vectoriale{g, f1, f2} ⊆(

Cb ∩ C1
b ∩ C2

)
(Rn;Rn) şi doŭa

funcţii scalare{ϕ1, ϕ2}⊆
(
C1

b ∩ C2
)
(Rn) astfel încât

(A1) {g, f1, f2} comut̆a în raport cu paranteza Lie

(A2) (γ + T)VK = ρ ∈ [0,1), unde {|y(t)| ≤ γ : t ∈ [0,T]} ,
şi

V = sup{|∂xϕ1(x)| , |∂xϕ2(x)| : x ∈ R
n} ,

K = sup{|f1(x)| , |f2(x)| : x ∈ R
n} .
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Rezultate proprii obţinute

Consider̆am urm̆atoarea ecua¸tie diferen¸tial̆a stochastic̆a, cu salturi
(12)

dtx̂ = [f1 (x̂(t−))ϕ1(λ)dt +f2 (x̂(t−))ϕ2(λ)δy(t)] +
+g (x̂(t−)) ◦ dw(t);

x̂(0) = λ ∈ R
n, t ∈ [0,T], δy(t) = y(t)− y(t−), x̂(t−) = lim

s↗t
x̂(s).

Fie{x̂ϕ(t;λ) : t ∈ [0,T], λ ∈ R
n} curentul stochastic generat de

ecua¸tia (12).
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Rezultate proprii obţinute

Problema (I). În ipotezele (A1) ¸si (A2) exist̆a o solu¸tie Ft− adaptat̆a
λ = ψ(t, x) ∈ R

n astfel încât

(13) x̂ϕ(t;λ) = x, t ∈ [0,T], ψ(0, x) = x ∈ R
n;

(14) {ψ(t, x) : t ∈ [θi, θi+1) , x ∈ R
n} este aplica¸tie continŭa;

(15) {ψ(t, x) : t ∈ [θi, θi+1) , x ∈ R
n}

este aplica¸tie continuu diferen¸tiabil̆a de ordinul 2 în raport cux ∈ R
n,

care satisface o ecua¸tie cu derivate par¸tiale neliniar̆a stochastic̆a de tip
parabolic.
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Rezultate proprii obţinute

Problema (II). Utilizând solu¸tia unic̆a {λ = ψ(t, x)} a Problemei (I),
descriem evolu¸tia valorii medii condi¸tionate

(16) vi(t, x) = E1 {h (zψ(T; t, x)) | ψ(t, x)} , t ∈ [θi, θi+1) , x ∈ R
n,

pentru oriceh ∈ C2
p (R

n) şi i ∈ {0,1,2, . . . N − 1} undeC2
p (R

n)
reprezint̆a spa¸tiul funcţiilor continuu diferen¸tiabile de ordinul 2 astfel
încâth, ∂xih, ∂2

xixj
h satisfac o condi¸tie de creştere polinomială pentru

i, j ∈ {1,2, . . . , n}, unde{zψ(s; t, x) : s ∈ [t,T]} este solu¸tia unic̆a a
următoarei ecua¸tii diferenţiale stochastice non-Markoviene cu salturi
(17)

dsz = [f1(z(s−))ϕ1 (ψ(t, x)) ds + f2(z(s−))ϕ2(ψ(t, x))δy(s)] +
+g(z(s−)) ◦ dw(s);

z(t) = x, s ∈ [t,T].
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Rezultate proprii obţinute

Soluţie pentru Problema (I)

Teorema (7)

În aceleaşi ipoteze (A1) şi (A2), considerăm procesul continuu pe
porţiuni şi Ft = F t

1 ×F2- adaptat, ψ(t, x) = ψ̂ (t, ẑ(t, x)), t ∈ [0,T],
x ∈ R

n. Atunci ψ(t, x) satisface următorul sistem de ecuaţii cu
derivate parţiale neliniare stochastice

(18)



dtψ(t, x)+∂zψ̂ (t, ẑ(t, x)) f1 (̂z(t, x))ϕ1 (ψ(t, x)) dt+
+ [∂xψ(t, x) · g(x)] ◦̂ dw(t) = 0, t ∈ [θi, θi+1) ;

ψ (θi, x) = ψ̂ (θi, ẑ (θi, x)) =
= F2 [−ϕ2 (ψ (θi−, x)) δy (θi)] (ψ (θi−, x)) ;

ψ(0, x) = x ∈ R
n, i ∈ {1,2, . . . ,N − 1}.

M. Marinescu, Departamentul de Matematici Aplicate Lucrare postdoctorat



Rezultate proprii obţinute

Calcul̆am valoarea medie condi¸tionat̆a
(19)

vi(t, x) = E1 {h (zψ(T; t, x)) | ψ(t, x)} , t ∈ [θi, θi+1) , x ∈ R
n,

i ∈ {0,1, . . . ,N − 1}
(vezi (16) din Problema (II)), utilizând func¸tionala parametrizată
ui(t, x;λ) dat̆a de

(20) ui(t, x;λ) = E1h (zλ(T; t, x)) , t ∈ [θi, θi+1) , x ∈ R
n, λ ∈ R

n.
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Rezultate proprii obţinute

Soluţia Problemei (II)

Teorema (8)

În ipotezele (A1) şi (A2), considerăm procesul continuu pe porţiuni şi
F t = F t

1 ×F2-adaptat {ψ(t, x)} definit în teorema 7. Asociem
funcţionalele {vi(t, x}, i ∈ {0,1, . . . ,N − 1}, ca în (16) (vezi
Problema (II)). Considerăm şirul finit de ecuaţii parabolice de tip
retrograd parametrizate şi soluţiile lor ui(t, x;λ), t ∈ [θi, θi+1),
x ∈ R

n, i ∈ {0,1, . . . ,N − 1}, ca în (20). Atunci soluţia Problemei
(II) este dată de
(21)
vi(t, x) = ui (t, x;ψ(t, x)) , t ∈ [θi, θi+1) , x ∈ R

n, i ∈ {0,1, . . . ,N−1}.
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Rezultate proprii obţinute

Rezultatele de mai sus sunt prezentate în detaliu în articolul
Functionals and gradient stochastic flows with jumps associated with
nonlinear SPDEs, autori M. Marinescu, M. Nica, care va fi publicat în
vol. 1, 2013, în Mathematical Reports.
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Aplicaţii

• Strategii admisibile pentru ecuaţii diferen ţiale stochastice
non-Markoviene

Consider̆am câmpurile vectoriale netede
{g1, . . . , gm} ⊆ (

C1
0 ∩ C2

)
(Rn;Rn) şi procesul Wiener

m-dimensional standardw(t) = (w1(t), . . . ,wm(t)) ∈ R
m, t ∈ [0,T],

pe spa¸tiul de probabilitate complet filtrat{Ω,F ⊇ {Ft} ,P}.
Pentru fiecare(t, x) ∈ [0,T]× R

n fixat, consider̆am solu¸tia unic̆a
Fs-adaptat̆a şi continŭa {x̂(s; t, x) ∈ R

n : s ∈ [t.T]} care satisface
ecua¸tiile diferenţiale stochastice non-Markoviene

(22)

 dsx̂ = f (x̂; s, x) ds +
m∑

i=1

gi (x̂) dwi(s), s ∈ [t,T]

x̂(t) = x ∈ R
n.
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Aplicaţii

Aplicaţia f (z; s, x) : Rn × [0,T]× R
n → R

n este m̆arginit̆a şi
Fs-adaptat̆a pentru fiecare(z, x) ∈ R

n × R
n şi satisface

(α) pentru fiecaret ∈ [0,T] şi x ∈ R
n fixat, fx,x(z)

def
== f (z; t, x) este

Lipschitz continua în raport cuz ∈ R
n, adic̆a

|fx,x (z′′)− ft,x(z′)| ≤ L |z′′ − z′| ,
pentruz′, z′′ ∈ R

n, (t, x) ∈ [0,T] ×R
n, undeL > 0 este o constantă

care nu depinde de(t, x) ∈ [0,T]× R
n şi z′, z′′ ∈ R

n.

Observa¸tie

În ipoteza (α), ecuaţia diferenţiala stochastică non-Markoviană (22)
are soluţie unică

{
x̂(s; t, x) ∈ R

n : [̂t,T]
} → R

n, continuă şi
Fs-adaptată, pentru fiecare (t, x) ∈ [0,T]× R

n.
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Aplicaţii

O strategieθ = {ν0(s; t, x), ν(s; t, x)} ∈ R
n × R

n, s ∈ [t,T] este o
pereche de procese continue ¸si Fs-adaptate pentru care func¸tia valoare
corespunz̆atoare este definită astfel

(23) Vθ(s; t, x) = ν0(s; t, x) + 〈θ(t,w), x(t,w)〉 , s ∈ [t,T].

Pentruϕ ∈ C(Rn) fixat, o strategie{θ} satisface condi¸tia European̆a
dac̆a

(24) Vθ(T; t, x) ≥ ϕ (x̂(T, t, x)) , x ∈ (Rn)

O strategie{θ} este admisibil̆a (veziθ ∈ Aϕ)) dac̆a îndepline¸ste
condiţia European̆a (24) pentru fiecare(t, x) ∈ [0,T]× R

n.
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Aplicaţii

Căut̆am o strategie admisibilă (θ ∈ Aϕ), pentru care componenta
scalar̆a {ν0(s; t, x)}, s ∈ [t,T] este aleas̆a astfel încât sunt verificate
următoarele ecua¸tii

(25) Vθ(s; t, x) = Vθ(t; t, x) +

x∫
t

〈ν(σ; t, x); dσ x̂(σ; t, x)〉 , s ∈ [t,T]

pentru fiecare(t, x) ∈ [0,T]× R
n fixat.

Ecua¸tiile integrale (25) sunt adevărate dac̆a şi numai dac̆a {ν0}
satisface ecua¸tiile integrale corespunzătoare.

Presupunem c̆a

(β) ϕ ∈ C2
p (R

n) şi gi ∈
(
C1

b ∩ C2
p

)
(Rn;Rn) , i ∈ {1, . . . ,m}.
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Aplicaţii

Propozi¸tie

Presupunem că ipotezele (α) şi (β) sunt îndeplinite. Considerăm
funcţionala u(s, x) = Eϕ(z(T; t, x)), s ∈ [0,T], x ∈ R

n care satisface
o ecuaţia de tip Kolmogorov. Definim o strategie admisibilă

θ = {(ν0(s; t, x), ν(s; t, x)) ; s ∈ [t,T], (t, x) ∈ [0,T]× R
n}

astfel

(26) ν(s; t, x) = ∂xu (s, x̂(s; t, x)) , s ∈ [t,T],

iar ν0(s; t, x), s ∈ [t,T], satisface (22), unde
ν0(t; t, x) + 〈x, ∂xu(t, x)〉 ≥ u(t, x), pentru orice (t, x) ∈ [0,T]× R

n

fixat.
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