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OVERVIEW

e Inegalitati slabe de transport (inegalitati Talagrand slabe)
pe spatii discrete si grafuri;

e Inegalitati Brunn-Minkowski pe spatii discrete si grafuri;
e Probleme de transport pe retele de trafic.

Abordare : via "mass transportation”
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OVERVIEW

Problema de transport

e Problema clasica : Monge, Mémoire sur la théorie des
déblais et des remblais, 1781 ; observatie extrem de
importanta din punctul de vedere al "geometriei"
transportului optimal : transportul trebuie sa urmeze linii
drepte, ortogonale pe o familie de suprafete. Aceasta
observatie |-a condus la studiul liniilor de curbura.

e Varianta liniarizata : Kantorovich gi Rubinstein, anii 40 ;
teorema de dualitate, programare liniara. Abia in 1975
Kantorovich a primit Premiul Nobel pentru Economie,
"pentru contributiile sale la teoria alocarii optimale a
resurselor".
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OVERVIEW

Problema de transport

e Relansata : R. McCann (A convexity principle for
interacting gases, 1997), F. Otto, C. Villani (Generalization
of an inequality by Talagrand and links with the logarithmic
Sobolev inequality, 2000), Sturm-Lott-Villani - geometria
spatiilor metrice 2006, etc. Cea mai cuprinzatoare
monografie pe acest subiect : C. Villani, Optimal Transport,
Old and New, 2009.

e Gama larga de aplicatii : econometrie, economie urbana,
"nonlinear pricing", teoria economica a stimularii
("incentive theory"), teoria transmiterii informatiei,
meteorologie, ecuatii de difuzie si mecanica fluidelor, cu
consecinte in biologie, etc.
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PRELIMINARII
L J

Cazul Riemannian

Teoremd (von Renesse-Sturm 2005)

Pentru orice varietate riemanniana neteda si conexa M cu
metrica riemanniana d si masura volum m, si pentru orice
K € R, urmatoarele proprietati sunt echivalente :

@ Ricy(v, V) > K|v|? pentru orice x € M siv € Ty(M).

@ Functionala entropie Ent(-|m) este K-convexa pe P>(M) in
sensul ca pentru orice geodezica v : [0, 1] — Pao(M) si
pentru orice t € [0,1]

Ent(~y(t)|m) < (1 — t)Ent(y(0)|m) + tEnt(~(1)|m)

/

,gm — 1) d%((0),v(1)).
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PRELIMINARIIL
L]

Minoranti pentru curburd pe spatii metrice cu masurd

Definitie (Sturm, Acta Math. 2006)

Un spatiu metric cu masura (M, d, m) are curbura > K pentru
un K € R daca entropia relativa Ent(-|m) este slab K-convexa
pe P3(M, d, m) : pentru orice pereche de masuri

vy, vy € P3(M, d, m) exista o geodezica

r:[0,1] — P3(M, d, m), ce uneste vy Si vy, cu

Ent(F(£)jm) < (1 — t)Ent(I(0)|m) + tEnt(F(1)|m)
S H(1 — ) dy(r(0).7(1)

pentru orice t € [0,1].
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OVERVIEW PRELIMINARII CURBURA iN CAZUL DISCRET INEGALI I'.“\'ll DE TRANSPORT CONDITIA CU RBURA-DIMENSIUNE PRO
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Curbura discretd - din perspectiva geometriei grosiere

Geometria grosiera (coarse geometry) studiaza proprietatile
spatiilor "la scara mare".
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CURBURA iN CAZUL DISCRET
L

Minoranti grosieri pentru curburd

Definitie

(M, d, m) are curbura h-grosiera > K daca pentru orice
vo,v1 € P3(M, d, m) si pentru orice t € [0, 1] exista un punct
t-intermediar h-grosier n: € P;(M, d, m) intre vy si v4, ce
indeplineste

Ent(n:|m) < (1—t)Ent(uO\m)+tEnt(z/1\m)—gt(1—t)d Mo, v1)2,

unde semnul in a5/ (v, 14) este ales "+’ pentru K > 0, i
pentru K < 0.

Pe scurt, scriem in acest caz h- Curv(M, d, m) > K.
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CURBURA IN CAZUL DISCRET
L

Stabilitate

Teoremd

O Stabilitate la convergenta : Fie (M, d, m) un spatiu metric cu
mdsurd normalizat i {(Mp, dn, mp)},. o 0 familie de spatii
normalizate cu diametre uniform marginite, astfel incat
h-Curv(Mp, dp, mp) > Ky, cu Ky, — K pentru h — 0. Daca

(M, dn, mp) = (M, d, m)
pentru h — 0, atunci
Curv(M, d, m) > K.

© Stabilitate la discretizare : Daca (M, d, m) este un spatiu
metric cu masura si Curv(M, d, m) > K, atunci pentru orice
h > 0 si pentru orice discretizare (Mp, d, my) with R(h) < h/4,
avem h-Curv(Mp, d, mp) > K.
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CURBURA IN CAZUL DISCRET
@00

Exemplu : Grafurile planare omogene

G(/, n, r) cu varfurile de grad constant / > 3, cu fetele poligoane
cu acelasi numar n > 3 de muchii si cu toate muchiile de
aceeasi lungime r > 0.
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CURBURA IN CAZUL DISCRET
(o] le}

Exemplu : Grafurile planare omogene

O Dacd I + 1 < I atunci G(/, n, r) poate fi scufundat in
spatiul hiperbolic 2-dimensional de curbura sectionala
constanta

@ Dacad ! + 1 > 1 atunci G(/, n, r) poate fi scufundat in sfera
2-dimensionala de curbura sectionala constanta

2(m 2
K= lz arccos 2% —1 .
r sin® ()

@ Dacad I + 1 =1, atunci G(/, n, r) poate fi scufundat in
planul euclidian (K = 0).
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CURBURA IN CAZUL DISCRET
ooe

Exemplu : Grafurile planare omogene

Echipam G(/, n, r) cu metrica d indusa de metrica riemanniana
corespunzatoare si cu masura uniforma m pe muchii.

Propozitie
(G(I,n,r), d,m) are h-curbura > K pentru h > r- C(I, n), unde

2(
—:—2 [arccosh (200S (5)

=

2
—1)} for7+1>1

sin?( %) 2
K = 2( x 2
1 cos (?) 1 1 1
= {arccos (2sin2(7) —1)} for;+ 5 <3
1 1 1
0 fOI’7 + n— 3

arcsinh | ——~ COSZ(%)f
h(sin(’,;) sinz(i/) 1>
)

arccosh (2 (5 -1 )
s‘\nz( er)

v
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OVERVIEW PRELIMINARII CURBURA IN CAZUL DISCRET INEGALITATI DE TRANSPORT CONDITIA CURBURA-DIMENSIUNE PRO
oo 00000 ®0000 00000 00C

Inegalitatea Talagrand clasicd de transport

Inegalitatea Pinsker-Csizsar-Kullback : pentru orice doua
probabilitati x si v avem

]
I = vlirv </ FEnt(vn).

Mai general :

Definitie

Fie (M, d) un spatiu metric, iar m € Po(M, d) data. Spunem ca
m satisface o inegalitate Talagrand (sau o inegalitate de
fransport cu cost patratic) de constanta K, daca pentru orice

Ve PQ(M, d)
(v, m) < ,/ZE%(”"”). (4.1)

v
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INEGALITATI DE TRANSPORT
@000

Inegalitdti slabe de transport

Propozitie

Fie (M, d, m) un spatiu metric cu masura, cu
h-Curv(M, d, m) > K pentru h > 0 si K > 0. Atunci pentru
fiecare v € P»(M, d) avem

2 Ent(v|m)

di (v, m) < e

(4.2)

v

Definitie

Daca (M, d) este un spatiu metric sim € Po(M, d), spunem ca
m satisface o inegalitate (slaba) h-Talagrand de transport de
constantd K > 0 daca pentru orice v € P»(M, d)

2 Ent(v|m)

h
dyy'(v,m) < i

4
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INEGALITATI DE TRANSPORT
0e00

Concentrarea masurii

Pentru A ¢ M masurabilda notam
B/(A) :={x e M: d(x,A) < r}forr>0.

Functia de concentrare a spatiului (M, d, m) este

undm(r) 1= 50 {1~ M(BAA) : A€ BM.m(A) = 5} >0

Propozitie
Fie (M, d, m) un spatiu metric cu masura cu h-Curv(M, d, m)
> K > 0. Atunci exista ry > 0 astfel incat pentru orice r > ry

_Kr2/8
gy dm(r) < e 75

v
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INEGALITATI DE TRANSPORT
(eJe] le]

Stabilitatea la D-convergenta

Teoremd

Fie (M, d, m) un spatiu metric cu masurd, normalizat si
compact, si fie {(Mp, dn, Mp)}~q 0 familie de spatii metrice cu
masura normalizate, cu diametrele uniform marginite si astfel
incét fiecare (Mp, dn, mp) sa indeplineasca o inegalitate
h-Talagrand de constanta Ky, pentru K, — K cand h — 0. Daca

(M, dp, mp) — (M, d, m)

pentru h — 0, atunci (M, d, m) indeplineste o inegalitate
Talagrand de constanta K.
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INEGALITATI DE TRANSPORT
(eJole] )

Tensorizare

Teoremd

Fie {(M;, d;, m;)},_4 ...n 1 spatii cu masura normalizate, ce
indeplinesc fiecare cate o inegalitate h-Talagrand de constanta
K. Atunci spatiul M = My x ... x Mp, cu metrica

n

Zdi(xiayi)v X7y€M

i=1

Si cu masuram= my ® ... ® mp, indeplineste o inegalitate
h-Talagrand de constanta K.
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CONDITIA CURBURA-DIMENSIUNE

Conditia curburd-dimensiune

Pentru a obtine rezultate geometrice mai consistente, este
necesara si o constrangere impusa dimensiunii.

Conditia curbura-dimensiune (h—)CD(K, N) revine la :
QO (h-)curbura > K
© (N-)dimensiune < N (cu N > 1)

Functionala entropie Rényi :

Sw(Im) : Pa(M, d) — B
Cu
Sn(v|m) = / o 1Nd,
M

unde p este densitatea partii absolut continue ¢ in raport cu m
in descompunerea Lebesgue v = v° + v5 = pm + v° a masurii
S PQ(M, d)
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CONDITIA CURBURA-DIMENSIUNE
L

Conditia (h-)CD(0, N)

Un spatiu (M, d, m) satisface 1-CD(0, V) daca pentru orice
pereche de masuri vy, v1 € Po(M, d, m) exista un cuplaj
h-optimal q al lui vg, 1 astfel incat pentru orice t € [0, 1] sa
existe un punct t-intermediar h-grosier n; € P>(M, d, m) intre
Vg, /1 CU

SN/(z/,\m) < (1 — t) . SN/(I/o‘m) +t- SN/(I/1 \m)

pentru orice N’ > N.
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CONDITIA CURBURA-DIMENSIUNE
L

Conditia generald curburd-dimensiune

Definitie

(M, d, m) satisface conditia h-CD(K, N) (resp. )
daca pentru orice vy, 1 € Po(M, d, m) exista un cuplaj
dh-optimal q cu vy, vy asfel incét pentru orice t € [0, 1] exista un
punct t-intermediar h-grosier (resp. )

nt € Po(M, d, m) intre vy, v cu

Swlnlm) <~ [ [HR2((do.x0)-0m)1) - 55" ()

+r O ((d(x0, x1)—=8h) 1) - o7 N (x1)] dg(x0, x1)

pentru orice N' > N.

pi este densitatea partii absolut continue a lui v; in raport cu m,
0 =—1pentru K < 0, iar =1 pentru K > 0.
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Consecm[e geometrlce Inegalltatea Brunn-Minkowski

Propozitie (’Inegalitatea Brunn-Minkowski generalizata’)

Fie (M, d, m) un spatiu metric cu masura normalizat, care
indeplineste h-CD®(0, N). Atunci pentru orice multimi
masurabile Ay, A1 C M cu m(Ay) - m(Aq) > 0, pentru orice
te[0,1]siN >N

m(AYPYUN LR =N > (1 - 1) - m(A) VN + t- m(Ay)'/N

unde

A} = {yeM:3(x,x1) € Ay x Arcu (1 —t)d(Xo, ¥)? + td(y, x1)? <
< (1 — 1) (d(x0, x1)2 + X3)}.
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CONDITIA CURBURA-DIMENSIUNE
oeo

Consecinte geometrice - Inegalitatea Brunn-Minkowski

Teoremd (’Inegalitatea Brunn-Minkowski generalizatd’)

Fie (M, d, m) un spatiu normalizat ce indeplineste
h-CD®(K, N). Atunci pentru orice multimi masurabile

Ag, A1 C M cu m(Ay) - m(A1) > 0, si pentru orice t € [0,1] si
N >N

m(Atﬁ)1/N/+h1—1/N’ > T;((17/://t)(eh)m(AO)1'/N/+T;((t’)N/(@h)m(A1 )1/N .

unde

eh — { ianoEAo,a1EA1(d(X07X1) - h)+7 pentru K Z 0
. SupXoEAo,a1EA1(d(XO7X1) + h)7 pentrUK < o
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CONDITIA CURBURA-DIMENSIUNE
ooe

Consecinte geometrice - Teorema Bonnet-Myers

Propozitie

Oricare ar fi spatiul metric cu masura normalizat (M, d, m), ce
indeplineste conditia curbura-dimensiune h-CD®(K, N) pentru
numerele reale h > 0, K > 0 si N > 1, suportul masurii m are
diametrul

In particular, dacd avem K > 0 si N = 1, atunci supp[m] consté
dintr-o bila de raza h.
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PRrO
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Probleme de transport pe retele de trafic

Fie M o submultime convexa si marginitda M a lui RV, pentru
N > 2, inzestrata cu metrica euclidiana d. Consideram distanta
dintre doua drumuri Lipschitziene ¢, : [0,1] = M

d(y1,72) = inf max |4 (f) — 2(e (1),
¥ te[0,1]

unde infimumul este luat dupa toate functiile ¢ : [0, 1] — [0, 1]
crescatoare si bijective.

Definim I' ca multimea tuturor claselor de echivalenta de
drumuri Lipschitziene din M, parametrizate peste [0, 1], unde v
Si 72 sunt echivalente daca d(v1,v2) = 0.

I este un spatiu metric echipat cu distanta d.
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PRrO
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Probleme de transport pe retele de trafic

Fie A, B: R, — R doua functii monoton crescatoare cu :
e A(0) =B(0)=0;
e Acontinua;
e B inferior semicontinua.

Interpretam A(s) drept costul de transport cu mijloace proprii
pe o distanta s (costul combustibilului, al taxelor de autostrada,
consumul de timp, oboseala, mersul pe jos, etc.).

Interpretam B(s) ca fiind costul de transport folosind transportul
in comun pe distanta s ("pretul biletului").
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PRrO
ooe

Probleme de transport pe retele de trafic

Pentru o retea de transport urbana G ¢ M (e.g. un graf metric
finit), costul total de transport pe un drum ~ € I este dat de

Ca(7) = A(H'(v\ G)) + B(H' (N G)),

unde H' este masura Hausdorff 1-dimensionala, iar
v = ([0, 1]).

Definim o "distanta" pe M, ce depinde de G si este data de
costul cel mai mic de transport al drumurilor ce unesc doua
puncte :

Dg(x,y) =inf{Cq(v) : v € T,7(0) = x,7(1) = y}

Functia Dg : M x M — R* este continua.
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PRrO

Probleme de transport pe retele de trafic

Scop : gasirea celei mai potrivite retele de transport G, pentru a
transporta populatia de la "domicilii" la "locurile de munca".

Fie u si v doua probabilitati pe M ; i da o distributie a
domiciliilor, pe cand v da o distributie a locurilor de munca.

Fiecarui cuplaj 7 1i putem asocia costul de transport dat de
formula

lo(m) = [ Do(x.y)dn(x.)

Definitie

Se numeste masura de traseu o masura ¢ pe I astfel incat
(Po)«® = p 8i (pP1)«® = v, unde pentru t € {0,1} am notat
pe: T — M, pi(y) =~(1).
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PRrO

Probleme de transport pe retele de trafic

Costul total de transport asociat unei masuri de traseu :

Ta(®) = [ Can)ao()
Notam, pentru o retea urbana G,

K(G) = inf{ Tg(®) : ® masura de traseu}

FieL: Ry — Ry U{oo}cu
e L monoton crescatoare si inferior semicontinua ;
e L(0)=0;
o lim/_ L(/) = oo.
Interpretam L(/) ca fiind costul de mentenania al unei retele de

transport G de lungime H'(G) = I.
Costul total de folosire a retelei G :

7(G) = K(G) + L(H'(G))
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PRrO

Retele optimale de transport

Consideram doar retele G conexe.
Functie cost mai generala :
f:(R;)% — [0, +oc], cu proprietétile :
e finferior semicontinua;
e f continua in prima variabila;

e f monoton crescatoare in fiecare dintre cele trei variabile
(f(s,t,u) < f(s/,t',u) pentruorice s< s, t < t,u<u);
e Pentru orice s, t € Ry fixate, limy_.o f(S, t, u) = oc.

Caz particular : f(s, t, u) = A(s) + B(t) + L(u)
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PRrO

Retele optimale de transport

Redefinim in acest context "distanta" Dg de pe M :
Da(x,y) =int {f('(\ G), H'(71 G), H'(G))

v €T,v(0)=x,v(1) =y}

Teoremd

Fie nu si v doua masuri de probabilitate pe M. Atunci, cu
notatiile precedente, problema de optimizare

min{K(G) : G C M, G conexa}

admite o solufie Gopt.
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