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Introducere prezentare

obiective initiale;problematica

pornind de la realitatea economica (in particular serii de date
financiare, pretul optiunilor europene, si cercetarile inter si
trans-disciplinare efectuate), ce rezultate pur matematice putem
deduce- abordare econofizica

dificultati specifice ipotetic asociate lipsei de structurare
matematica. O intrebare generala ar fi ‘cat de multa
matematica’ trebuie sa stapanim, ca instrument de lucru, ca
limbaj, pentru a fi capabili sa formalizam corect si sa rezolvam
problemele actuale ale preturilor optiunilor, legate de modele
stohastice- de preferinta solvabile- de volatilitate locala, ce pot
prevedea evolutia unor indici bursieri, sau a preturilor optiunilor
Europene. Structurile matematice folosite in rezolvarea catorva
probleme concrete, matematice, enuntate, sunt deosebit de
interesante, avansate si recente. De asemenea, au mai fost
folosite in studii de natura inter si trans-disciplinara.
Metodologia de lucru poate fi aplicata si in rezolvarea altor
probleme matematice similare.



Introducere prezentare

obiective initiale;problematica

Problematica

Formule exacte pentru pretul optiunilor europene, doar in
putine cazuri. De ce? .
Calculul Ito df (x , t) = (ft + 1/2fxx )dt + fxdx , desi diferit de
cel clasic (Stratonovici) ofera aceleasi rezultate stohastice.
Structuri algebrice si formule integrale. Simulari numerice
cu probabilitati de tranzitie folosite in aproximarea
probabil.empirice asociate unor produse financiare.
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obiective initiale;problematica

Raspunsuri si probleme deschise

Volatilitatea depinde de timp si NU putem face o schimbare
de variabile relevanta economic (schimbari de numerar,
schimbarea punctului de referinta spatial si temporal)
pentru a aduce ecuatia de evaluarea pretului optiunilor
Merton Black-Scholes la o ecuatie cu derivate partiale cu
coeficienti ce nu depind de timp.
Exista un izomorfism de algebre Hopf intre 2 algebre Hopf,
asociate calculului Ito si asociata celui clasic, care conduce
la un izomorfism de calcule diferentiale bicovariante.
Rezultatul are aplicatii in calculul bicovariant introdus de
Hudson, unul din creatorii calculului stohastic quantic si in
studiul unor produse quasi-shuffle introduse pe algebra
Hopf Connes-Kreimer (asociata unui calcul diferential unde
ab este diferit de

∫
adb +

∫
bda

a
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.
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Introducere .
Cuprins: instrumente matematice, modele de volatilitate
locala pentru pretul optiunilor , solvabilitate, structuri
algebrice si simulari numerice;concluzii si probleme
deschise .
Rezumat rezultate.
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Econofizica este un domeniu de cercetare multidisciplinar
care aplica teorii si metode dezvoltate in fizica pentru a
rezolva probleme economice. Marele economist roman
Nicholas Georgescu-Roegen se numara printre primii
promotori ai termoeconomiei (folosirea conceptului de
entropie in economie The Entropy Law and the Economic
Process (1971)). Unul din succesele aplicarii econofizicii
este explicarea unor elemente ale distributiilor datelor
financiare (Y. Liu, P. Gopikrishnan, P. Cizeau, M. Meyer,
C.-K. Peng, and H. E. Stanley (1999)Statistical properties
of the volatility of price
fluctuations. Physical Review E 60 (2): 1390. . Exista
similitudini, analogii intre observabilele cuantice si diverse
concepte din stiintele sociale



Introducere prezentare

Fluxul curburii medii (mean curvature flow) a fost folosit in
procesarea imaginilor [140],[141](Batard). Suprafetele
minimale sunt puncte critice ale acestui flux. Ecuatiile cu
derivate partiale -existenta si unicitatea solutiilor in timp scurt,
studiul singularitatilor si ecuatiile de evolutie ale tensorilor
geometrici in cazul unor varietati diferentiabile cu metrica
depinzand de timp t sunt de asemenea folosite in studiul
curentului Ricci, folosit in demonstratia Conjecturii lui
Poincare.De exemplu in spatiul 3-dimensional, ecuatia
satisfacuta de hipersuprafata de evolutie u(t,x,y) este data de:

du
dt

=
(1 + (du

dx )2)d2u
dy2 + (1 + (du

dy )2)d2u
dx2 − 2du

dx
du
dy

d2u
∂x∂y

(1 + (du
dx )2 + (du

dy )2)3/2
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Studiul suprafetelor minimale a fost inceput de Lagrange in
1762. Plateau in 1832 a realizat experimente cu baloanele de
sapun. Computerele folosind ecuatiile fluxului curburii medii
sunt capabile sa genereze astfel de suprafete minimale care
sunt solutii ale ecuatiei (locale):

1 + (
du
dx

)2)
d2u
dy2 + (1 + (

du
dy

)2)
d2u
dx2 − 2

du
dx

du
dy

d2u
∂x∂y

= 0

.

Algebrele Hopf si calculul diferential bicovariant generalizeaza
in cazul necomutativ algebra comutativa a functiilor definite pe
varietatea M. Hudson, Majid si Dimakis au combinat
elementele calculului stohastic cu calculul diferential bicovariant
[29],[143].Structura de algebra Hopf si factorizarea algebrica
[151],[152],[153] (ce conduce la ne-comutativitatea functiilor
date de axele de coordonate) sunt elemente esentiale ale
acestor constructii.
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Structurile algebrice de Operad si Bialgebra generalizata au
fost definite in monografiile lui Loday, Valette,Markl .

Geometria spatiilor de moduli generalizeaza integralele folosite
in functia zeta a lui Riemann. Apar produse shuffle modulare, in
sensul ca notiunea de shuffle se pastreaza, dar grafurile
inzestrate cu diferentiale nu mai sunt arbori, ci devin grafuri cu
un singur ciclu de lungime maxima. In [125] si [126] se continua
studiile lui Goncharov [158] si se enunta conjectura ca oricare 2
egalitati dintre anumite integrale multidimensionale se poate
demonstra folosind Stokes, schimbarea variabilelor si un set
finit de relatii de tip shuffle generalizat. O problema similara
este gasirea identitatilor algebrice din calculul integral Ito,
similare identitatilor satisfacute de polinoamele Hermite in
raport cu miscarea Browniana.

.
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Deformari si quantizari ale produsului shuffle si al structurii de
algebra asociativa apar in teorii algebrice de index , teoreme de
formalitate si geometrie ne-comutativa. O problema deschisa
este generalizarea produselor modulare shuffle si a produselor
ciclice in cazul stohastic (Ito). Teorema de Formalitate a lui
Kontsevich (1997) foloseste idei din teoria stringurilor.
Dandu-se o varietate diferentiabila Poisson- algebra A a
functiilor definite pe M este inzestrata cu o paranteza Poisson-
adica o structura de algebra Lie astfel incat [x,...] este derivare
in raport cu structura de algebra asociativa, se pune problema
gasirii unei deformari a multiplicarii algebrei asociative A[[t]],
astfel incat O(1) este dat de paranteza Poisson iar
componentele sunt date de operatori bidiferentiali.
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Exemplu [157](Kontsevich):
a =

∑
i,j aij∂iΛ∂j paranteza Poisson cu coeficienti variabili pe un domeniu din Rd

Atunci urmatoarea formula genereaza un produs asociativ pana la ordinul h3 :

f ∗ g = fg + h
∑

i,j aij∂i(f )∂j(g) + h2

2
∑

i,j,k ,l aijakl∂
2
ik (f )∂2

jl (g) + h2

3
∑

i,j,k ,l [aij∂j(akl)][∂2
ik (f )∂l(g)−

∂2
il (g)∂k (f )]
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Urmatoarele distributii au fost identificate ca fiind aplicabile
domeniului financiar si studiate cu ajutorul integralelor de drum.

Distributii Levy truncate: L(z) =
∫ +∞
−∞

dp
2πeipz exp[−H(p)], unde

Hamiltonianul H(p) este dat de

H(p) =σ2 (α2 + p2)λ/2 cos(λarctan(p/α))− αλ

αλ−2λ(1− λ)

Distributii Levy: L(z) =
∫ +∞
−∞

dp
2πeipz exp[−(σ2p2)λ/2/2]

Distributii Meixner:
M(z) = [2 cos(b/2)]2d

2aπΓ(2d) |Γ((d + iz)/a)|2 exp(bz/a)
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Distributiile hiperbolice simetrice generalizate au fost aplicate in
studiul empiric al unor indici bursieri europeni (Germania),
Brazilia, China si India. Concluzia noastra este ca in aplicarea
modelelor 1-dimensionale de volatilitate locala (aproximarea
suprafetei de volatilitate implicita si a nucleului caldurii),
folosirea dezvoltarilor asimptotice de ordin 2 folosite in teoria
integralelor de drum, trebuie precedata de parametrizarea
(timp, forward moneyness) in cazul in care studiile empirice ale
suprafetei de volatilitate locala implicita duc la concluzia ca
distributia hiperbolica generalizata aproximeaza suficient de
bine anumite serii de active financiare.
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Consideram un activ financiar condus de o miscare Browniana;
dinamica pretului sau e descris de urmatorul proces Ito:

dxt = a (xt , t) dt + b (xt , t) dW .

W este o miscare Browniana. Pretul bond-ului este un proces
deterministic:

dx0 = rx0dt ⇒ x0(t) = er(t−T ).

Ecuatia Black-Scholes este urmatoarea ecuatie cu derivate
partiale cu functie necunoscuta f (x , t):

∂f
∂t

+ rx
∂f
∂x

+
1
2

b2 ∂
2f

∂x2 = rf . (3)

exista o unica solutie pe [0,T ] pentru procesul stohastic si
pentru f , unde f (x ,T ) = h(x) o functie data. De obicei
h(x) = max(x − K ,0); K este pretul de exercitare. f (x ,0) este
pretului unei European call option cu maturitate T si strike price
K , pentru un pret dat al activului, x la momentul t = 0.

In general nu exista o formula explicita pentru f (x , t), una din
exceptii fiind cazul a = constant si b(x , t) =xconstant.
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Cand putem face o schimbare de variabile pentru a transforma
ecuatia (3) in ecuatia caldurii

ht +
1
2

hxx = 0 (4)

.

Prin schimbare de variabile intelegem existenta functiilor c(t) si
H(x , t), astfel incat pentru orice f care este solutie a ecuatiei
(3), c(t)f (H(x , t), t) va fi solutie pentru ecuatia (4). Aceeasi
problema poate fi pusa in cazul multi-dimensional, cand pretul
optiunilor depinde de cel putin doua produse financiare. Avem
o relatie de echivalenta pe multimea PDE’s definite de (a,b, r),
daca impunem ca aplicatia (x , t)→ (H(x , t), t) sa fie
difeomorfism.
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Daca f satisface (3) si

f (x , t) = ertg
(
e−rtx , t

)
⇒ ft = rf + ertgt − rgx ,

fx = gx fx = e−rtgxx ⇒ g

satisface gt +
1
2

B2gxx = 0, unde B(x , t) = b
(
ertx , t

)
e−rt .

daca g(x , t) = u (H(x , t), t), unde ut +
1
2

uxx = 0

⇒

→ Bt + 1
2B2Bxx = 0

H =
x∫
a

1
B (y , t)dy

Solutia generala pentru u este u(x , t) = V
(

x
√

2,T − t
)

undeV (x , t) = 1√
4πt

∫
e
−|x−y|2

4t f (y)dy .

l
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Demonstram ca teoria polinoamelor Hermite in 2 variabile
furnizeaza solutii ale ecuatiei (5) in mod automat.

Teorema 2.2.1. Fie yt = Hn(Bt , t) procesul stohastic definit de
al nlea polinom Hermite in 2 variabile. Atunci el satisface o
ecuatie diferentiala stohastica Ito fara drift a carei functie de
volatilitate satisface ecuatia (5).

H0 = 1, H1 = x , H2 = x2 − t , H3(x , t) = x3 − 3xt ,
H4(x , t) = x4 − 6x2t + 3t2,

H#
n (x) = (−1)ne

x2
2 dndxne−

x2
2 ,

∞∑
n=0

Hn(x , t)ynn! = exy− y2t
2 ;

Hn(x , t) = t
n
2 H#

n (x)
(

x
√

t
)

, unde H#
n sunt polinoame Hermite

de o variabila definite mai sus.
In teoria integrarii stohastice Ito, satisfac relatia fundamentala:
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t∫
0

Hn (BS,S) dBS = Hn+1 (Bt , t)

B miscare Browniana. Ce alte relatii mai exista ? ("tabele de
integrale Ito nedefinite")
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Daca Bt + 1/2B2Bxx = 0⇒ atunci exista W, solutie a ecuatiei
caldurii

Wt + 1/2Wxx = 0 astfel incat B(x , t) = W
(∫

x
1/B, t

)
.

W (x , t) =
√

ta
(

x/
√

t
)

. Un calcul simplu ne arata ca
a′′ − xa′ + a = 0. (1)

Pentru a = ef ⇒ ef
(

f ′′ + (f ′)2
)
− xef f ′ + ef = 0



Introducere prezentare

⇒ f ′′+ (f ′)2− xf ′+ 1 = 0⇔ f ′′+ (f ′ − x/2)2 = (x/2)2−1. Daca

g = f ′−(x/2)⇒ g′ = f ′′−(1/2)⇒ g′+g2 = (x/2)2−(3/2). (2)

.

Ecuatiile equivalente 1 si 2 sunt ecuatiile diferentiale ordinare
ce genereaza solutii quasi-homogene ale ecuatiei 5. Solutia
generala pentru eq. 1 este y(x) = c1D1 (x) + c2D−2 (ix)

unde DV este “the parabolic cylinder function”.

DV (z) = 2
V
2 e−

z2
4 U

(
−1/2V ,1/2,1/2z2), U este functia

hypergeometrica confluenta de prima speta. Eq.(2) este o
ecuatie Riccati, a carei solutie generala se scrie de asemenea
in functie de DV .

U(a,b, z) = Γ(b)Γ(b − a)Γ(a)
1∫
0

ezt ta−1(1− t)b−a−1t., unde

Γ(z) =
∞∫
0

tz−1e−t t..
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O problema similara este: dandu-se o ecuatie diferentiala
stohastica n-dimensionala care descrie evolutia unui index
format din n asset prices, cand ecuatia Black-Scholes de
evaluare a optiunilor poate fi transformata, intr-un mod specific
ce va fi definit mai jos, la ecuatia caldurii in Rn? Wi sunt n
miscari Browniene independente standard. Dinamica celor n
preturi este data de:

dXµ
t = rXµ

t +
∑

i

σµi (X (t), t)dWi .

r este dobanda constanta. Definim Gαβ(x , t) =
∑

i
σαi σ

β
i .

ecuatia multidimensionala Black-Scholes este:

∂t f (x , t) + 1/2Gαβfαβ = r (f − xi∂i f ) . (1)

Atunci h (x1, x2, . . . , xn, t) = e−rt f
(
x1ert , x2ert , . . . , xnert , t

)
satisface

ht + 1/2gαβhαβ = 0, (2)

unde gαβ(x , t) = Gαβ
(
xert , t

)
e−2rt . hαβ sunt derivatele partiale

ale lui h.
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Definitie Spunem ca ecuatia 2 este echivalenta cu ecuatia
caldurii daca exista n functii H1(x , t), . . . ,Hn(x , t), t (timp) si
xinRn astfel incat pentru orice W , solutie a ecuatiei

Wt + 1/2
n∑

i=1
∂2W/∂x2

i = 0, (6)

W (H1(x , t), . . . ,Hn(x , t), t) = h(x , t) este solutie pentru ecuatia
(2). Si pentru orice h solutie a ecuatiei (2), exista W ca mai sus.

(gαβ) =
(
g ij)−1 este inversa matricei data de gαβ(x , t).

Taddei(1999) defineste un Lagrangian, care pentru un SDE fara
drift este egal cu L [x , ẋ , t ] = 1/2gαβ ẋαẋβ + 1/12R, unde R
este definit astfel:

R =
∑
i,j,k

g ijRk
ikj Ra

bcd = ∂Pa
bc/∂Xd−∂Pa

ad/∂Xc+
∑

k

Pk
bcPa

dk − Pk
bdPa

ck ,

unde P se defineste mai jos:

Pa
bc = 1/2

∑
k

gka (∂gck/∂Xb + ∂gbk/∂Xc − ∂gbc/∂Xk ).



Introducere prezentare

Pentru n = 2, conditia R = 0 nu e numai necesara, dar e si
suficienta (Teorema lui Gauss), in cazul in care coeficientii g nu
depind de timp. Pentru n ≥ 3 Eqs. (2)⇔ (6) daca si numai
daca toti Ra

bcd = 0 si a urmatoarei propozitii esentiale.

Propozitie 4.1. Daca ecuatia (∆t + dt ) f = 0 este echivalenta
cu ecuatia caldurii in Rn, atunci Hi si

(
g ij) nu depind de timp.

Observatie Rationamentul de mai sus se poate aplica pentru
orice model fixat (in loc de ecuatia caldurii in spatiul euclidian)
in care coordonatele (x(t)) sunt armonice: solutii ale ecuatiei
Laplace. Coordonatele armonice au fost studiate de Einstein
(1916) in contextul teoriei relativitatii si studiate pe varietati
Riemann de [89] DeTurck si Kazdan (1981), care au demonstrat
ca ele exista pe orice varietate Riemann cu metrica suficient de
smooth. In concluzie, daca coeficientii (g) asociati unei ecuatii
diferentiale stohastice depind de timp, solutiile ecuatiei
Black-Scholes asociate nu pot fi in corespondenta bijectiva
data de o transformare (H) ca mai sus, cu solutiile ecuatiei
caldurii asociate unei metrici fixate, ce nu depinde de timp.

Metricile ce depind de timp si ecuatiile de camp asociate au fost
studiate in contextul diferitelor modele ale Teoriei Relativitatii
(metricile Robertson-Walker, de Sitter). Recent , Conjecturile
lui Poincare si de Geometrizare au fost demonstrate folosind
Ricci flow, concept introdus de Richard Hamilton.
Teoria fluxului curburii medii (mean curvature flow) contine
elemente de invarianta la transformarile de tipul (t , x)−− > (t ,
H(t , x))
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Teorema Se considera ecuatia multi-dimensionala
Black-Scholes in cazul unei matrici ne-degenerate.

ht + 1/2gαβhαβ = 0 (2)

Se calculeaza coeficientii Γk
ij si se aplica transformarea (t,y(t,x))

care verifica
∑

g ijΓk
ij = dyk

dt . Daca cel putin unul din coeficientii
matricei Jacobian(y)gJacobian(y)T depinde de timp, atunci nu
mai putem face o schimbare de variabile (t,H(t,x)) care
transforma ecuatia intr-o ecuatie a caldurii cu coeficienti ce nu
depind de timp. (jacobian=matricea derivatelor partiale).

Pa
bc = 1/2

∑
k

gka (∂gck/∂Xb + ∂gbk/∂Xc − ∂gbc/∂Xk ).
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Fie Xt solutie n-dimensionala Stratonovich SDE

dXt = V0dt +
m∑

i=1

Vi ◦ dW i
t , (∗ ∗ ∗)

X0 ∈ Rn.

Notatie. dt = dW 0
t . pentru orice functie diferentiabila f , avem

dezvoltarea in serie Stratonovich-Taylor.

f (XT ) =
∑

i1,...,ik≤r

Vi1 ◦ Vi2 ◦ . . . ◦ Vik f (X0)

∫
0≤t1≤t2...≤tk≤T

dW i1
t1 ◦ . . . ◦ dW ik

tk︸ ︷︷ ︸
IteratedStratonovichIntegrals

+Rr (T ,X0, f )

Teorema (Chen) ([4] 2009 p. 363)

X0,1(W ) =
∑

i1,...,ik

Vi1 ,Vi2 , . . . ,Vik

∫
0≤t1≤t2...≤tk≡1

dW i1
t1 ◦ . . . ◦ dW ik

tk

este element grupal si L este o serie Lie (primitiva).
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Solutia Xt a ecuatiei (∗ ∗ ∗) se reprezinta ca

Xt = exp (Lt ) X0, unde Lt = tV0 +
m∑

i=1
W i

t Vi +
∞∑

r=2

∑
i1,...,ik≤r

cjW
j
t V j ,

W j
t iterated Stratonovich integrals. V j =

[[[
Vj1 ,Vj2

]
. . .Vjn+1

]]
paranteze Lie iterate de vector fields.

O algebra Hopf este un spatiu vectorial H impreuna cu
operatiile m, ∆, E , η si S astfel incat avem o algebra asociativa
a(bc) = (ab)c. (H,∆) este coalgebra ∆ : H → H ⊗ H,
∆(xy) = ∆(x)∆(y) (compatibilitatea dintre structurile de
algebra si coalgebra). S : H → H se numeste antipodul lui H
daca

∑
S (a1) a2 =

∑
a1S (a2) = ε(a) 1H , unde

∆(a) =
∑

a1 ⊗ a2. Campurile vectoriale V0,V1, . . . ,Vm
formeaza o algebra Hopf; multiplicarea e data de concatenarea
cuvintelor formata din alfabetul Vi1 ,Vi2 , . . . ,Vik ,
∆(V ) = V ⊗ 1 + 1⊗ V
S
(
Vi1 ,Vi2 , . . . ,Vik

)
= (−1)kVik ,Vik−1 , . . . ,Vi1 .



Introducere prezentare

J(a,b; w) =∫
a<s1<s2<...<sn<b

dAα1
(s1) ◦ dAα2

(s2) ◦ . . . ◦ dAαn (sn)

integrala iterata Stratonovich in raport cu miscarea Browniana
si de multi-index
w = (αj). Folosim notatia I(a,b,w) pentru integralele Ito
similare .

Jw =
∑

u∈D(w)

1/2n(u)Iu,

unde n(u) este numarul de zero-uri obtinut prin inlocuirea
(colapsarea) a n(u) indici adiacenti egali w , si u este cuvantul
rezultat (diferentiale multiple)

I Ito
W =

∑
u∈D(W )

(−1)n(u)/2n(u)JStrat
u

.
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Produse de integrale Stratonovich se comporta ca produse de
integrale iterate clasice; Produsul integralelor Ito se comporta
ca un "stuffle" sau produs Ito descris mai jos. In teoria integrarii
Ito, se considera si intersectiile simplexelor de dimensiuni mai
mici decat domeniul de integrare.

rl

 t∫
0

dB(x)

 t∫
0

dB(x)

 =

t∫
0

 s∫
0

dB(x)

dB(s)+

+
t∫

0

(
x∫
0

dB(s)

)
dB(x) +

t∫
0

(dB · dB) (x).
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Introducerea algebrelor Hopf in abordarea lui Hudson a
calculului stohastic quantic si a diferentialelor Ito pentru
quantum noises. Fie A algebra asociativa. Peste algebra

tensoriala T (A) =
⊕ ∞⊕

k=1
A⊗K exista doua structuri de algebre

Hopf cu aceeasi comultiplicare, dar cu multiplicari diferite

∆ (L1 ⊗ L2 ⊗ . . .⊗ L n) =
n∑

j=0

(
L1 ⊗ L2 ⊗ . . .⊗ Lj

)
⊗
(
Lj+1 ⊗ . . .⊗ Ln

)
.

Produsul shuffle N dintre doua elemente omogene

(a1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ an)N (b1 ⊗ b2 ⊗ . . .⊗ bm) =
∑

(c1 ⊗ c2 ⊗ . . .⊗ cm+n),

suma este dupa toate
(

m + n
n

)
modurile de a insera a′s

printre b′s: elementele a1,a2, . . . , . . . ,an vor apare in aceeasi
ordine ca si c − uri . Analog pentru b′s.
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Examplu:

(a⊗ b)N(x ⊗ y) = x ⊗ a⊗ b ⊗ y + a⊗ x ⊗ b ⊗ y + a⊗ b ⊗ x ⊗ y+
+x ⊗ y ⊗ a⊗ b + x ⊗ a⊗ y ⊗ b + a⊗ x ⊗ y ⊗ b

N este numit produs shuffle; impreuna cu comultiplicarea ∆,
T (A) este o algebra Hopf. Produsul Ito foloseste structura de
algebra a lui A:

(a1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ an) Ñ(b1 ⊗ b2 ⊗ . . .⊗ bm) =

min(m,n)∑
j=0

∑(
c1 ⊗ c2 ⊗ . . .⊗ cm+n−j

)
.

In a doua suma, cj este egal cu un aα, bβ, sau cu un produs
aibj . Ca si in produsul N, aparitia elementelor a′ si b′ respecta
ordinea initiala din a1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ an si b1 ⊗ b2 ⊗ . . .⊗ bm.
produsul shuffle este un caz particular pentru produsul Ito in
cazul unei algebre asociative triviale xy = 0, ∀ x si y . Antipodul
SÑ (a1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ an) = (−1)man ⊗ an−1 ⊗ . . .⊗ a1+ l.o.t. a
fost descris de Hudson ([34],[41]).
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Exista un izomorfism de algebre Hopf intre algebra Hopf shuffle
TN(A) si algebra Hopf Ito T (A), unde A este algebra
diferentialelor Ito clasice: A = R 〈a0a1 . . . an〉, aiaj = 0, pentru
i 6= j , a2

i = a0, pentru j 6= 0.

Definitie ([46]Mesref, pag 10-12) Dandu-se o algebra A, un
calcul diferential de ordinul 1 A este o pereche (B,d) astfel
incat d : A→ B este liniara si:

1) B este A-bimodul (a→ b)← a′′ = a→ (b ← a′′)

2) d satisface regula Leibnitz d(xy) = x → d(y) + d(x)← y

3) bimodulul B numit spatiul 1-formelor este generat de
elementele x → d(y).

Definitie Daca A este algebra Hopf, un calcul diferential de
ordinul 1 peste A e dat de un quadruplu (B,d ,∆L,∆R) astfel
incat (B,d) este un calcul diferential de ordinul 1, (B,∆L,∆R)
este bimodul bicovariant peste A, d este aplicatie intre
bicomodule.
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Orice calcul diferential de ordinul 1 peste A permite definirea
unui produse wedge intre forme, constructia algebrei exterioare
O(A) si extinderea unica a diferentialei d la O(A). Lucrarea
sus-mentionata contine exemple, primii pasi fiind dati de
constructia unei forme Maurer-Cartan (page 6, [47]Majid)si a
operatorilor Yang-Baxter ([47] pag 4, si [48]Woronowicz,
Proposition 3.1).

In [45], Hudson defineste un calcul diferential de ordinul 1 peste
algebra Hopf Ito a unei algebre asociative X , folosind:
D : A = T (X )→ T (X )⊗ X = B, unde

D (L1 ⊗ L2 ⊗ . . .⊗ Ln) = (L1 ⊗ L2 ⊗ . . .⊗ Ln−1)⊗(Ln) (a⊗b)← c = (ac⊗b),

multiplicarea Ito s-a folosit pentru primul factor.
c → (a⊗ b) = (ca⊗ b) + D(c)(a⊗ b), produsul tensorial al
multiplicarilor a 2 algebre folosindu-se in al doilea termen.
Aplicand izomorfismul f din Teorema 3.1.1 la corolarul (pag 157
[45]) care afirma ca "in cazul produsului shuffle obisnuit,
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calculul diferential introdus este bi-covariant", deducem ca este
posibil a construi un calcul diferential bi-covariant folosind
diferentialele Ito (miscarea Browniana).
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4.3. Determinantul Van Vleck-Pauli-Morette
Se considera o solutie ξ(t) a ecuatiei omogene[

−∂2
t − Ω2(t)

]
ξ(t) = 0,

si se defineste

Dron = ξ(t)ξ(t0)

tb∫
ta

dt ′ξ2(t ′) = ẋcl(tb)ẋcl(ta)

tb∫
ta

dtẋ2
cl(t)

Consideram solutia ecuatiei Euler-Lagrange xcl(t) si derivatele
partiale mixte ale functionalei de actiune A ((xbxa; t/tb − ta).
Solutia ξ(t) este data de

ξ(t) = ẋcl(t).

Da = ẋcl(t)ẋcl(ta)

tb∫
ta

dtẋ2
cl(t) , Db = ẋcl(tb)ẋcl(t)

tb∫
ta

dtẋ2
cl(t)

Dren = − (∂ẋb∂xa)−1 = −M
[
∂2∂xb∂xaAcl

]−1
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Aproximarea semiclasica a unei integrale de drum este data de
actiunea

Aqu[x , ẋ ] = A [xcl ] +

tb∫
ta

dt
[
M2(∂ẋ)2 + Ω2(t)(∂x)2

]
,

F (xb, xa; tb − ta) = 1
√

2πih/M [∂ẋb∂xa]
1
2 =

= 1
√

2πih [−∂xb∂xaA (xb, xa; tb − ta)]
1
2 .

Generalizarea D-dimensionala este data de

F (xb, xa, tb − ta) = 1
√

2πih
D {

detD
[
−∂x i

b
∂x j

a
A (xb, xa, tb − ta)

]} 1
2

Aproximarea semiclasica a probabilitatii de tranzitie este data
de

p (xbtb | xata) =
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= 1/
√

2πih
D {

detD
[
−∂x i

b
∂x j

a
A (xb, xa, tb − ta)

]}−
1 2

eiA(xb,xa,tb−ta)/h.

Determinantul de dimensiune D × D se numeste determinantul
Van Vleck-Pauli-Morette. aproximarea semiclasica devine

p (xbtb | xata) = 1/
√

2πih
D

[detD (−∂pb∂xa)]
1
2 eiA(xb,xa;tb−ta)/h
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x(t2)=x2∫
x(t1)=x1

e−A[x(t)]Dx(t)

= 1/
√

2π det
(
∂2ACl (x2, x1)∂xµ2 xµ1

)
exp {−ACl (x2, x1)} =

p (t1, x1,T ,K ) .ACl (x2, x1) este functionala de actiune evaluata
de-a lungul solutiei clasice a ecuatiei Euler -Lagrange

∂A/∂xµ = ∂L/∂xµ − d/dt∂L/∂xµ = 0,

xµCl (t1) = xµ1 ,
xµCl (t2) = xµ2 .

Elementele de calcul variational aplicate in evaluarea optiunilor
europene sunt cazuri particulare ale formalismului hamiltonian
si lagrangian.
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2.3 Definitie ([75], [77], [87]) Un non-Σ operad O este o
colectie de multimi O(n), n ≥ 1 astfel incat exista o lege de
compozitie:
f : O(m)⊗O(n1)⊗ . . .⊗O(nm)→ O (n1 + . . .+ nm).

Exista un element unitate e ∈ O(1). f (g; e,e,e, . . .e) = g
pentru orice g ∈ O(k). Legea de compozitie f este asociativa:

f
[
f (g; g1,g2, . . . ,gn) ; r1

1 , r
1
2 , . . . , r

1
x1
, r2

1 , r
2
2 , . . . , r

2
x2
, . . . , rn

1 , r
n
2 , . . . , r

n
xn

]
=

= f
(
g; f

(
g1; r1

1 , r
1
2 , . . . , r

1
x1

)
,
(
g2; r2

1 , r
2
2 , . . . , r

2
x2

)
. . .
(
gn; rn

1 , r
n
2 , . . . , r

n
xn

))
.
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Un operad simetric este un operad cu actiuni ale grupului
simetric S(n) pe O(n), de obicei asociata cu permutari ale
variabilelor sau renumerotari, compatibile cu compozitia. Un
spatiu vectorial V este o O-algebra daca exista un morfism de
operazi intre O si End(V ), operadul endomorfismelor lui V .
Deci fiecare element a lui O(n) defineste o operatie algebrica
V⊗n → V , subiectul unor compozitii de natura asociativa si a
unor relatii ca ma sus, deductibile din generatorii si relatiile
operadului O(n). Alebrele Lie, Poisson, asociative, sunt toate
O-algebre ale unor operazi.
2.4 Notiunea duala este cea de co-algebra peste un
co-operad
In cazul finit-dimensional, trecerea la duale va schimba
"directia" morfismelor. Spatiul vectorial gradat C este un
co-operad daca si numai daca C∗ este un operad. Daca D este
o C-coalgebra, orice δ ∈ C(n) defineste o co-operatie de la D la
D⊗n.
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2.5 Definitie ([77],[79],[81]) O bialgebra generalizata este un
spatiu vectorial H care este o C-coalgebra, o A-algebra si
exista relatii de compatibilitate sau distributivitate intre operatii
si co-operatii, notate (Cc , (Ω),A). H este numita o
(Cc , (Ω),A)-algebra. Aceste relatii de compatibilitate sunt
formalizate de urmatoarea axioma (Ω): pentru oricare
co-operatie δ ∈ C(m) si oricare operatie µ ∈ A(n) exista
urmatoarea egalitate de functii

δ ◦ µ =
∑

i

(
µi

1 ⊗ . . .⊗ µi
m

)
◦ ω ◦

(
δi

1 ⊗ . . .⊗ δi
m

)
: H⊗n → H⊗m,

unde : 
µ ∈ A(n), µi

1 ∈ A(k1), ..., µi
m ∈ A(km),

δ ∈ C(n), δi
1 ∈ C(k1), ..., δi

n ∈ C(km),
k1 + . . . km = l1 + . . .+ ln = r ,
ω ∈ K [Sr ].

Axioma de mai sus este generalizarea cazului bialgebrei
clasice, unde avem conditia de compatibilitate Hopf: un produs
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de 2 elemente urmat de comultiplicare este egal cu produsul, in
algebra produs tensorial, a doua co-produse (putem schimba
ordinea operatiilor si co-operatiilor).

Rezultatul nostru este: produsul ∗ Kreimer face parte dintr-o
structura de bialgebra generalizata pe H(V ) pentru care exista
o relatie de compatibilitate ca mai sus in raport cu co-produsul
obisnuit.
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Alte produse de tip shuffle
Teoria functiei Zeta a lui Riemann si algebrele Hopf definite de
Goncharov folosesc cele 2 produse, shuffle si “Ito aditiv” , in
mod esential.
Definitie Pentru orice secventa de intregi pozitivi, definim
valorile zeta multiple.
a = (a1...ar ), a1 > 1, functia zeta multipla
ζ(a) =

∑
n1>n2>...>nr>0

1
n

a1
1 n

a2
2 ...nar

r

w(a) =
∑

ai d(a) = r Proprietati :

ζ(2,1) = ζ(3) ζ(3,1) = 1
4ζ(4) ζ(5) = ζ(3,1,1) + ζ(2,1,2) + ζ(2,2,1)

Fie n si r < n fixate. Atunci ζ(n) =
∑

(a)|w(a)=n ζ(a)
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Formula Kontsevich:

ω0(t) = dt
t ; ω1(t) = dt

1−t∑
n1>n2>...>nr>0

zn1

n
a1
1 n

a2
2 ...nar

r
=
∫ z

0 ωp(n)(tn)
∫ tn

0 ωp(n−1)(tn−1)...
∫ t2

0 ωp(1)(t1). integrala iterata

Secventa (p1...pn),unde n = w(a) si pi ∈ {0,1} este data de concatenarea
secventelor 0000a(j)−11

Exista o bijectie intre secventele binare care incep cu 0 si se
termina cu 1 si valorile zeta convergente;
Teorema produsului shuffle pentru MZV (multiple zeta
values):

ζ(a)ζ(b) =ζ(−→a shuffle
−→
b ), unde −→x este forma binara a secventei de intregi x

Exemplu de consecinta a acestei formule, care se
demonstreaza folosind faptul ca un produs de 2 simplexe se
descompune in simplexe indexate dupa permutari shuffle.

ζ(2)ζ(3,1) = ζ(2,3,1) + 3ζ(3,2,1) + 9ζ(4,1,1) + ζ(3,1,2)
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Teorema produsului stuffle (Ito aditiv) pentru MZV (multiple
zeta values)

ζ(a)ζ(b) =ζ(a ∗ b), unde a ∗ b este produsul quasi− Ito dintre cele 2 secvente
de numere intregi : pe orice pozitie apare un element din monomul a sau
b, sau o suma a(i) + b(j), respectandu− se ordinea initiala data de a si b.

Este conjecturat ca toate relatiile dintre MZV sunt consecinta
relatiilor de mai sus. Goncharov [158] defineste o algebra Hopf
Li-shuffle care inglobeaza fenomenele descrise mai sus.
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Se considera varietatea
M0,n(C) = {(z1, ...zn), numere complexe distincte ce parametrizeaza
spatiul proiectiv complex modulo/actiunea PSL2 z→ az+b

cz+d }
Integrarea unor forme diferentiale de dimensiune maxima de
tipul dt1dt2...dtm∏n−2

i=1 zs(i+1)−zs(i)
pe aceste varietati

(s fiind un reprezentant pentru coset-ul S(n)/grupul diedral
D(n)) si schimbari de coordonate intre cele simpliciale, cubice
si diedrale au dus la redemonstrarea in 1996 a unei identitati
Dixon (1905):
I(h, i , j , k , l) =

∫ 1
0

∫ 1
0

xh(1−x)i yk (1−y)j dxdy
(1−xy)i+j−l+1 Atunci:

I(h, i , j , k , l) = j!k!
(k+l−i)!(i+j−l)! I(h, i , k + l − i , i + j − l , l)
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Produsul ciclic shuffle in geometrie necomutativa si teorii
de index.
Definitie. Consideram multimea
{(1,0), (1,1)...(1,p); (2,0)....(2,q)} ordonata lexicografic
O permutare F a acesteia se numeste un (p+1,q+1)-shuffle
ciclic daca:
F(1,0)<F(2,0) iar elementele F(1,0).....F((1,p), respectiv
F(2,0).....F((1,q)), formeaza o
Permutare ciclica a p+1 elemente (respectiv q+1) elemente.
Inversa permutarii F actioneaza asupra multimii {1,2...p+q+2}
rearanjand ciclic k,k+1....p+1,1,2...p (analog pentru q).

x mod 1 = x daca x ∈ [0, 1] si x− 1 in cazul in care x ∈ (1, 2]

Pentru (r , s, t) ∈ [0,1]2 × [0,1]p × [0,1]q, definim
r+s+t:=(r1, r1 + s1, ...r1 + sp, r2, r2 + t1, ...r2 + tq) Mod 1
Pentru F un (p+1,q+1)-shuffle ciclic, definim
Σ(F ) = {(r , s, t) ∈ Σ2 × Σp × Σq ⊂
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[0,1]2 × [0,1]p × [0,1]q| (F→ (r + s + t)) ∈ Σp+q+2}
Atunci Σ2 × Σp × Σq se descompune ca reuniunea simplexelor
Σ(F ), unde F parcurge multimea shuffle-urilor ciclice. Σeste
simplexul standard, coordonatele fiind in ordine crescatoare si
cuprinse intre 0 si 1. Este adevarata si o teorema mai generala,
si anume

Σn × Σp1 × Σp2...× Σpn se descompune in simplexe parametrizate dupa
(p1....pn)− shuffle permutari ciclice

Spre deosebire de produsul shuffle obisnuit , care genereaza
un produs asociativ pe spatiul vectorial al algebrei tensoriale
(asociativitatea fiind si rezultatul descompunerii geometrice a
produsului a 3 simplexe standard), produsul ciclic shuffle nu
mai are aceasta proprietate si este implicat in calcule
coomologice ce vor fi amintite mai jos, precum si in structura
algebrica de A∞ − a lg ebra, notiune ce cuprinde ca un caz
particular notiunea de algebra asociativa. Getzler si Jones
[127],[128] au identificat in teoria spatiilor de functii structurile
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algebrice ce vor fi amintite mai jos, precum si fundamentul
geometric al produsului ciclic shuffle ce apare si in Loday [137]
si [129]
DefinitieO algebra A∞ este un spatiu vectorial gradat
A = ⊕

p intreg
Ap inzestrat cu o familie de aplicatii liniare gradate de

grad (2-n): mn : A⊗n → A, n > 0,satisfacand urmatoarele
identitati (Stasheff):∑

r + s + t = n
r , t ≥ 0, s ≥ 1

(−1)r+stmr+t+1(id⊗r ⊗ms ⊗ id⊗t ) = 0. E

numita si strongly homotopy algebra. Definitia este echivalenta
cu existenta unei coderivari de grad 1 pe T(sA), coalgebra
libera generata de A astfel incat D(D(x))=0
Exemplu: Fie complexul Ω(M)[u] al formelor diferentiale pe
varietatea M pe care actioneaza S1
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Variabila u este de grad 2. Definim aplicatiile multiliniare:

P(k) : Ω(M)⊗k → Ω(M), P(k)(w1,w2, ...wk ) =
∫

∆(k) iw1(t1)Λ...Λiwk (tk )

i este campul vectorial ce genereaza actiunea lui S1inserat in formele diferentiabile
W (t) este actiunea difeomorfismului ϕ(t) asupra formei w⇔ argumentele
formei diferentiale, care sunt campuri vectoriale sunt translatate cu Dϕ(t)

Urmatoarele aplicatii definesc o structura A∞ pe Ω(M)[u]

m1(w) = dw + uP(1)(w) m2(a,b) = aΛb+uP(2)(a, b) mn = uP(n)

Omologia unei algebre A∞ este omologia lui A inzestrat cu
diferentiala m(1).
H(A) devine algebra asociativa cu produsul indus de m(2).
Daca w este 1-forma diferentiala pe X,
c ∈ LX →

∫
c w este functie pe LX

Daca w este forma diferentiala pe X, w(t) e forma diferentiala
pe LX data de pull-back-ul formei w prin aplicatia e(t):LX→ X,
e(t)(c)=c(t)
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S(k) : Ω(M)⊗k+1 → Ω(M), S(k)(w,w1,w2, ...wk ) =
∫

∆(k) w(0)Λ.iw1(t1)Λ...Λiwk (tk )

i este campul vectorial ce genereaza actiunea lui S1.
W (t) este actiunea difeomorfismului ϕ(t) asupra formei w⇔ argumentele
formei diferentiale, care sunt campuri vectoriale sunt translatate cu Dϕ(t)
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Fie A si B 2 algebre

asociative.
a = (a0,a1,, ...ap) ∈ Ωp(A) = A⊗ (A/C · 1A)⊗p

b = (b0,b1, ...bq) ∈ Ωq(B) = B ⊗ (B/C · 1B)⊗q

d : A→ (A/C · 1A) functia factor − inmultire cu scalari a unitatii
Definim produsul shuffle ciclic
a
←→
× b =

∑
F ciclic (p+1,q+1)−shuffle F−→(1⊗ 1,a0 ⊗ 1,a1, ⊗

1, ...ap ⊗ 1,1⊗ b0,1⊗ b1, ...1⊗ bq)
Definitie
Aplicatia de frontiera Hochschild
b(a0,a1,, ...ap)=(a0a1, ...ap) +

∑
(a0a1, ...aiai+1, ...ap)

Aplicatia Connes B(a0,a1,, ...ap)=
∑

(−1)ip(1,ai ...ap,a0, ...ai−1)
Propozitie: B(a × b)-Ba × b-(−1)pa × Bb +
b(a

←→
× b)-ba

←→
× b-(−1)qa

←→
× b(b)=0

Obstructia operatorului Connes B de a fi derivare pentru
produsul shuffle e egala modulo semne cu obstructia
operatorului Hochschild b de a fi derivare pentru produsul ciclic
shuffle.
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Teorema ( Teorema Eilenberg-Zilber pentru Omologia ciclica
negativa)

Aplicatia x + v
←→
× :CN(A)

∧
⊗

C[v ]
CN(B)→ CN(A⊗ B) induce

izomorfism in omologie.
CN•(A) = (Ω∗(A)[[v ]],b + vB) este complex celular,

v parametru formal de grad -2

Daca A este algebra functiilor diferentiabile pe varietatea
diferentiabila M, omologia Hochschild
HH(A) este izomorfa cu
Ω(M) (Teorema Hochschild− Konstant− Rosenberg)

(f0, f1, ...fn)→ 1
n! f0df1, ...dfn

Produsul shuffle de pe HH(A) este trimis in produsul exterior al
formelor.Operatorul Connes B este trimis in operatorul de
diferentiere exterioara a formelor. Cel putin in stadiul actual
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structurile algebrice ce pot fi intalnite sunt cele descrise mai
sus, legate de teoria omotopica a operazilor, quantizari si
formalitate.
evidentierea unor structuri de A∞−algebra.
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Capitolul I. Evaluarea preturilor optiunilor Europene se
realizeaza considerand modele de volatilitate locala ce
generalizeaza modelul clasic Merton Black-Scholes. Ecuatiile
diferentiale stohastice conduc la pretul optiunilor ca solutii ale
unor ecuatii cu derivate partiale. Practica economica si metode
statistice specifice selecteaza anumite modele matematice, iar
literatura de specialitate este saraca in formule analitice,
practice de evaluare. Una din cauzele ne-prezentei acestor
formule a fost identificata in lucrarea noastra, si nu este
rezultatul lipsei de diversitate a modelelor propuse, ci al
teoremei : daca cel putin unul dintre coeficientii transformati ai
SDE depinde de timp, nu exista o transformare canonica care
transforma ecuatia Merton Black-Scholes intr-o ecuatie cu
coeficienti ce nu depind de timp.Cadrul geometric adecvat
studierii transformarilor via difeomorfisme ale ecuatiilor
implicate in option pricing este cel al ecuatiilor de evolutie
geometrice- mean curvature flow.
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In economie aceste transformari sunt necesare aplicarii
metodei integralelor de drum, in care determinantul Van Vleck
poate fi calculat numai daca ele exista.Amintim si alte metode
de calcul si aproximare ale nucleului caldurii, unele prezente in
lucrare impreuna cu exemple de modele solvabile:
-metode geometrice; calculul geodezicelor, al solutiilor
ecuuatiei Euler-Lagrange, al functiei de actiune ca solutie a
ecuatiei Hamilton-Jacobi.
-transformarea Fourier; dezvoltarea in serie dupa vectori
proprii.
-metode stohastice; operatorul diferential este generatorul unui
proces de difuzie Ito.
-aproximarea folosind metoda parametrixului, formule de
cubatura , metoda Instanton-ului si a aproximarii semi-clasice.
-calculul simetriilor Lie si al simetriilor discrete.
De mentionat ca nu avem o formula inchisa pentru nucleului
caldurii in cazul sferei 2-dimensionale [120],[121]. In 1985
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apare dezvoltarea asimptotica Fisher-Jungster-Williams pentru
SU(2)/U(1). Polinoamele Jacobi sunt definite ca
P(n,a,b)(x) =

(
n + a
n

)∑n
p=0

 n
p


 p + a

p


(

n + a + b + p
p

)
[(x − 1)/2]p

Polinoamele Legendre se obtin in cazul a=b=0. Nucleul caldurii
in cazul sferei
S2 = SU(2)/U(1) este dat de
E(t ,gH) =

∑∞
n=0(2n + 1) exp(−n(n + 1)t/2)P(n)(1

2(tr(g)2 + (tr(Jg)2)− 1)

J =

(
i 0
0 − i

)
; tr := urma unei matrice din SU(2),

caz particular al formulei lui Benabdallah pentru
spatiile omogene compacte de forma G/H

O formula similara pentru K(t,x,x) a fost obtinuta de Avramidi
folosind izomorfismul S2 = SO(3)/SO(2)
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Formula lui Benabdallah pentru G/H:

EG/H(t ,gH) =
∑

i∈J di exp(−λi t)fi(gH), unde :
J este multime de index pentru clasele de reprezentari ireductibile
ale lui G care restrictionate la H lasa invariant un vector nenul.
d(i)=dimensiunea reprezentarii
λi este o submultime a valorilor proprii ale Laplacianului pe G, care
sunt valori proprii si pentru G/H
fi(gH) =

∫
H ch(gh)dh, unde ch este caracterul reprezentarii si dh

masura Haar

Capitolul II.Acest capitol porneste de la studiile empirice
asupra suprafetei de volatilitate implicite. Are si o componenta
experimentala si face conexiunea dintre abordarea analitica a
primului capitol si cea algebrica a celui din urma capitol.
Ultimul capitol al lucrarii cuprinde fenomene de natura
structurala, algebrica.
Metodologia de lucru si tipul de rezultatele obtinute in cazul
primului produs Kreimer * pot fi aplicate si in cazul celui de-al



Introducere prezentare

doilea produs de tip shuffle introdus de acesta in lucrarile:
[144],[145],[146],[147].Algebra Hopf Connes-Kreimer definita in
[49] joaca un rol important in combinatorica renormalizarii
perturbative. Kreimer a reusit sa formalizeze diferenta dintre
produsul shuffle obisnuit si produsul quasi-shuffle, de tip Ito ,
prin constructia unui produs pe algebra Connes-Kreimer definit
recursiv.

Produsul al doilea Kreimer, ne-studiat in lucrarea noastra,
stabileste o conexiune intre teoriile de camp cuantice, ecuatiile
Dyson-Schwinger, si factorizarea Euler a functiei ζ a lui
Riemann ∑

n

1/ns =
∏

p prime

1/1− p−s, Re(s) > 1
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Produsul shuffle pe arbori si cel de tip Ito au fost definite in
Kreimer (2000):

t1 ∗ t2 = Br(t1)
+ (u (B− (t1)) ∗ t2) + Br(t2)

+ (t1 ∗ u (B− (t2)))

unde aplicatia u se defineste de asemenea recursiv.

u

(
k∏

i=1

ti

)
= t1 ∗ u

(
k∏

i=2

ti

)
,

∏
este produsul obisnuit comutativ al algebrei Connes-Kreimer.

t1 × t2 = Br(t1)
+ (s̃ [ũ (B− (t1)) , t2]) + Br(t2)

+ (s̃ [t1, ũ (B− (t2))]) +

+Br(t1)r(t2)
+ (s̃ [ũ (B− (t1)) , ũ (B− (t2))])

al treilea termen foloseste structura de algebra.

O aplicatie a teoremelor 3 si 4 este demonstratia faptului ca
cele doua produse asociative Kreimer, sunt izomorfe in cazul in
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care V are o structura de algebra comutativa. Asa cum am
demonstrat in ultimul capitol, nu putem vorbi despre un
izomorfism de algebre Hopf datorita structurilor operadice
implicate.
c) Structuri algebrice exotice au fost deja identificate in Fizica
Teoretica: [74] algebre pre-Lie, vertex- algebre, [83] algebre
Poisson, [84] operadul Bi-Hamiltonial si structuri
Bi-Hamiltoniene [85], [86] si [87]. Este si cazul primului produs
∗ Kreimer, unde diversi operazi intalniti au fost identificati in
lucrarea noastra.

d) Una dintre cele mai generale intrebari este cum am putea
determina toate relatiile satisfacute de integralele Ito, similare
relatiei Hermite discutata in sectiunea 2.2 pag 11. Cu siguranta
orice astfel de relatie implica o relatie geometrica satisfacuta de
simplexele peste care facem integrarea si de intersectiile lor
(deoarece nu avem formula de integrare prin parti) si implica o
egalitate in cadrul calculului diferential clasic. Probleme
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similare, deschise, rezolvate sau formalizate partial , au aparut
recent in cadrul geometriei algebrice ne-comutative si in teoriile
de quantizare. In ce masura aceste rezultate au consecinte in
cazul integrarii Ito a proceselor stohastice este o problema de
care ne vom ocupa in viitor. Ultima parte a capitolului III
doreste a arata ca produsul shuffle folosit in mod esential in
integrarea Ito (formule de cubatura , integrale iterate,
dezvoltarea in serie taylor) are origini geometrice si nu este cel
mai general produs de natura geometrica : mai exista produse
shuffle ciclice si produse shuffle modulare.
Mentionam urmatoarele probleme deschise neabordate in
lucrare si pentru care am prezentat metodologia de lucru:
-Lucrarile lui E.Getzler pot conduce la aplicatii in cazul
proceselor stohastice in care apar astfel de produse
geometrice: identitati satisfacute de familii de procese
stohastice , structurate in notiunea de algebra A∞.
Generalizarea in cazul Ito a produsului ciclic shuffle.
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Constructia elementelor quasitriangulare in cazul structurii de
“brace-algebra”, dupa metodologia de constructie de catre
Hudson a acestor elemente in cazul algebrei Hopf Ito; studiul
produsului dublu simetric introdus de Hudson.
-al doilea produs Kreimer admite compatibilitati cu structura de
coprodus formalizate prin notiunea de bialgebra generalizata.
- Rezultatele de Formalitate si Quantizare implica faptul ca
structurile diferentiabile clasice (bazate pe integrarea pe
simplexe modulo frontiere datorata teoremei Stokes si a
formulei de integrare prin parti) sunt similare calculului la nivel
de ciclii, ca si in cazul integrarii Ito, aceasta similaritate fiind
formalizata cu ajutorul unor structuri algebrice deosebit de
complexe.

.
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