MEMORIU DE ACTIVITATE

Activitatea mea de cercetare este axatd in principal pe studiul ecuatiilor de evolutie
nonliniare provenind din fizica si din mecanica fluidelor geofizice, interesandu-ma in mod
special de studiul caracterului bine pus al modelelor matematice considerate precum si
de regularitatea si comportamentul asimptotic al solutiilor. M-am interesat in mod de-
osebit de studiul diferitelor modele din oceanografie si din meteorologie, cum ar fi ecuatiile
primitive, ecuatiile é-primitive, ecuatiile Boussinesq, precum si al ecuatiile Euler descriind
comportamentul fluidelor incompresibile sau ecuatiile Saint-Venant utilizate in descrierea
comportamentului lacurilor de profunzime mica.

O alta directie de cercetare pe care am abordat-o in timpul studiilor doctorale a fost
studiul controlului robust i optimal pentru ecuatiile sin-Gordon.

In timpul studiilor postdoctorale la Universitatea din Geneva, unde am lucrat sub
indrumarea profesorului Martin Gander, m-am interesat de problema gasirii algoritmilor
numerici adaptati care sa permitd calculul in paralel (avand la dispozitie mai multe pro-
cesoare) al solutiei ecuatiilor diferentiale ordinale de ordin doi.

Incepand cu 2007 m-am apropiat tematic de subiectele de cercetare predominante in
echipa de ecuatii diferentiale cu derivate partiale a Laboratorului de Matematica al Univer-
sitatii din Poitiers. Astfel, am inceput sa studiez, din punct de vedere teoretic si numeric,
modele matematice descriind fenomene de tranzitie si de separare de faza pentru aliajele
binare.

In cele ce urmeaza voi detalia principalele subiecte de cercetare:

1. ECUATIILE PRIMITIVE

Ecuatiile primitive descriu miscarea oceanului si a atmosferei si sunt obtinute pornind de
la legile generale de conservare ale fizicii, folosind aproximarea Boussinesq si hidrostatica.
Acest model este format din: ecuatia de conservare a momentului orizontal, ecuatia hidro-
statica, ecuatia de conservare a masei, ecuatia salinitatii, a temperaturii si ecuatia de
stare:
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Aici v* = (u*,v*) este viteza orizontala, w* viteza verticald, pf , presiunea, pj ,, densitatea,
T temperatura si S salinitatea. Asterixurile desemneaza cantitétile dimensionale si pyef,
Tref, Sref desemneaza valori de referinta pentru densitate, temperatura si salinitate; g este
acceleratia gravitationala si f este parametrul lui Coriolis.

Interesul practic al acestor ecuatii, care sunt punctul de plecare in meteorologie si cli-
matologie, a determinat multi matematicieni sa le studieze din punct de vedere matematic
precum si din punct de vedere al analizei numerice. Amintim aici munca de pionerat a lui
Lions, Temam si Wang din articolele [LTWa|, [LTWb].

Prima directie de cercetare in cadrul acestei tematici este reprezentata de studiul cal-
itativ al ecuatiilor primitive, studiu ce se concentreaza pe existenta, unicitatea si reg-
ularitatea solutiilor pentru modelul doi si trei dimensional. In cazul in care conditiile
la frontierd sunt de tip periodic, demonstram existenta globald in timp si unicitatea
solutiilor tari si foarte regulate (in toate spatiile Sobolev H™, m > 1) pentru modelul
doi si trei dimensional ([1], [8], [10] cf. lista de publicatii). Demonstram de asemenea
ca in cazul in care forta exterioara aplicatd modelului este o functie analitica in timp cu
valori intr-un spatiu de tip Gevrey, atunci solutiile ecuatiilor primitive corespunzatoare
conditiilor initiale ce sunt functii in spatiul Sobolev H' sunt elemente ale unui spatiu de
tip Gevrey. Apartenenta solutiilor ecuatiilor primitive unui spatiu de tip Gevrey se tra-
duce prin scaderea exponentiald a coeficientilor Fourier ai solutiilor si existenta unei zone
disipative in spectrul solutiilor, zona in care energia cinetica acumulata este neglijabila (a
se vedea [3], [8], [10]).

In articolul [22] se demonstreaza cé pentru valori mari de timp, comportamentul asimp-
totic al solutiilor este determinat de un numaér finit de grade de libertate. In lucrare
sunt estimate numéarul de puncte, de moduri si de volume determinante necesare pen-
tru a descrie comportamentul asimptotic al solutiilor, rezultate importante in studiile de
turbulentd pentru fluidele geofizice (oceane, atmosfera).

Pentru ecuatiile primitive intr-un spatiu doi dimensional, am demonstrat unicitatea ret-
rograda a solutiilor intr-o anumitéa clasa de functii, numite z-slabe (solutii slabe pentru
care derivata in directia verticala este marginitd in L? pentru orice moment de timp finit).
Demonstram de asemenea unicitatea retrograda a solutiilor tari, atat in cazul doi cat si
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trei dimensional ([11]).

A doua directie de cercetare a ecuatiilor primitive o reprezinta studiul comportamen-
tului asimptotic al ecuatiilor primitive in prezenta unui parametru foarte mic (numéarul
Rossby) ce tinde spre zero. Cand numarul lui Rossby, aflat in fata unui operator antisi-
metric, tinde la zero, solutia exacta prezinta oscilatii ce pot fi indepartate printr-o metoda
provenind din teoria renormalizarii (renormalized group method). Pentru cazul doi di-
mensional rezultatele sunt publicate in [5] iar pentru cazul trei dimensional acelasi tip de
rezultate poate fi obtinut in ciuda unor dificultati tehnice suplimentare, rezultatele fiind
in pregatire in [26] (cf. lista de publicatii).

De asemenea, am studiat existenta si unicitatea solutiilor pentru un model alternativ
ecuatiilor primitive, model adaptat descrierii comportamentului fluidelor geofizice. Acest
model este obtinut pornind de la ecuatiile primitive fara vascozitate dar cu un termen de
disipativitate slaba in ecuatia hidrostatica. Modelul studiat aici a fost introdus, in scopuri
diferite, de catre Salmon [S] si de catre Temam g Tribbia [TT]. In [TT], Temam si Tribbia
demonstreaza partial caracterul bine pus al modelului, mai exact demonstreaza unicitatea
solutiei i dependenta sa continua de datele initiale. Articolul [4] completeaza demonstratia
caracterului bine pus al modelului; in aceasta lucrare consideram cazul conditiilor la fron-
tiera periodice si demonstram ca pentru date initiale in H™ cu m > 3, sistemul are solutii
unice, locale in timp, cu valori in H™.

In [17] am considerat un model mai general decat cel al ecuatiilor primitive, utilitatea
acestui model venind din consideratii practice in studiul fluidelor geofizice. Astfel, mod-
elele numerice utilizate pentru a descrie circulatia oceanica cauta sa gaseasca cel mai bun
compromis Intre realitatea fizica si costul/timpul de calcul al solutiei aproximative. Pe
de o alta parte, ecuatiile Navier-Stokes complete, continand toate procesele dinamice ce
pot descrie Intr-o maniera exactd fenomenul fizic au un cost de implementare numerica
foarte mare atunci cand sunt considerate intr-un domeniu mare, cum este cazul domeni-
ului fizic real. Pe de alta parte, ecuatiile primitive sunt mai simple decat ecuatiile fizice
complete, fiind obtinute folosind aproximarea hidrostatica care ia in considerare faptul
ca lungimea L a domeniului fizic este mult mai mare decit profunzimea H. Raportul
¢ = H/L este de ordinul 10~ pentru cazul modelelor de circulatie oceanica la scara mare.
In cazul utilizarii acestei aproximari, in ecuatiile de conservare a momentului neglijam
termenii Coriolis continand 22 cos 6, unde Q= Q(cosb,sin b, 0) este vectorul de rotatie al
Pamantului la latitudinea #. Studiile numerice ([MHPA], [WB]) araté ca ecuatiile prim-
itive in care se pastreaza termenii de tip €2cosf furnizeaza aproximari si rezultate mai
bune; aceste ecuatii se numesc ecuatii primitive quasihidrostrofice. In [17] justificaim in-
troducerea si obtinerea acestui model si demonstram caracterul sau bine pus.

In [18] studiem ecuatiile quasigeostrofice barotropice ale oceanului, in contextul in care
vascozitatea este mica. Scopul acestei lucréri este de a analiza convergenta solutiei mod-
elului vascos catre solutia ecuatiilor inviscide (ecuatiile obtinute atunci cand vascozitatea
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este 0), cand vascozitatea tinde la 0. Departe de frontiera convergenta este asigurata dar
in apropierea frontierei solutia modelului vascos nu coincide cu cea a modelului inviscid,
discrepanta fiind provocata de disparitia derivatelor de ordin superior in modelul inviscid,
fenomen cunoscut in literatura de specialitate sub numele de boudary layer. In acest articol
demonstram existenta si unicitatea solutiei pentru modelul vascos si pentru cel inviscid, ca
apoi sa studiem diferenta dintre solutia vascoasa si cea inviscida cand vascozitatea tinde
la 0. Pentru a compensa discrepantele la frontiera dintre cele doua solutii avem nevoie de
a construi functii corectori si de a studia structura acestor corectori. Convergenta solutiei
corectate este demonstrata. In plus, demonstram si regularitatea C* a solutiilor ecuatiilor
quasigeostrofice vascoase si inviscide.

2. ECUATIILE EULER

Un alt subiect de interest in activitatea mea de cercetare l-a reprezentat studiul ecuatiilor
Euler descriind comportamentul fluidelor incompresibile, considerate cu diferite conditii la
frontiera. Cel putin la nivelul intelegerii noastre actuale, comportamentul ecuatiilor Euler
in cazurile 2D si 3D difera foarte mult, de aceea am considerat separat cele doua cazuri, cu
conditii la frontiera omogene si respectiv neomogene. In [6] am considerat cazul ecuatiilor
Euler 2D i 3D, cu conditii la bord omogene intr-un canal si am demonstrat existenta si
unicitatea solutiei intr-un spatiu de tip Holder precum si in spatii de tip Sobolev. Pentru
cazul 2D, demonstram existenta globala in timp a solutiei, demonstratia utilizind teorema
Schauder de punct fix; proprietati specifice ale functiei Green intr-un canal sunt necesare
si sunt obtinute aici.

O alta intrebare interesanté est legata de caracterul bine pus al ecuatiilor Euler atunci
cand conditiile la frontiera sunt neomogene si cand este considerat modelul 3D intr-un
canal cu pereti neomogeni. In articolul [9] am demonstrat existenta, unicitatea si regu-
laritatea solutiei in anumite spatii de tip Holder. In afard de interesul intrinsec al acestor
rezultate, aceste rezultate au aplicatii si in studiul de tip boundary layers in cazul ecuatiilor
Navier-Stokes, cand vascozitatea tinde la zero (a se vedea, spre exemplu, [W]).

3. ALGORITMUL PARAREAL

In timpul postdoctoratului la Geneva, sub Indrumarea profesorului Martin Gander, am
inceput sa descopar un domeniu de cercetare nefamiliar mie pana la acel moment, este
vorba de metodele de descompunere a domeniului. Punctul de plecare al problemelor care
m-au interesat este articolul lui Lions, Maday si Turinici [LMT] unde autorii propun o
paralelizare in discretizarea in timp, metoda numita calcul parareal si care este inspirata
de algoritmii clasici de discretizare multigrid in spatiu. Aceasta tehnicé, reluata de Gander
si Vanderwalle [GV] si de Farhat et al. [F03] este eficientéd in cazul unei anumite clase de
ecuatii diferentiale ordinale precum si in cazul ecuatiilor eliptice, fiind considerabil mai
rapida decat metodele secventiale clasice dar acesta nu este si cazul unei anumite clase de
ecuatii diferentiale de ordin doi sau al ecuatiilor hiperbolice. Citez aici articolul lui Farhat
et al. [F06] unde autorii propun o noua variantd a metodei de calcul parareal, varianta
eficienta si in cazul in care metoda initiala nu producea speed-up. Articolul [14] are ca
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punct de plecare aceasta noua metoda pe care o transcriem sub forma unei metode de tir
multiplu si o analizam din punct de vedere matematic.

4. ECUATIILE SAINT-VENANT

In timpul sejurului meu, in toamna anului 2008, la Bloomington, la Institute for Scien-
tific Computing and Applied Mathematics, am Inceput sa lucrez iImpreuna cu profesorul
Roger Temam la studierea caracterului bine pus al ecuatiilor Saint-Venant inviscide, 1n
scopul de a gasi conditii la frontierd pentru care problema este bine pusa si care nu introduc
efecte nedorite gi artificiale asupra undelor ajunse la frontiera. Ecuatiile Saint-Venant sunt
ecuatii ce descriu comportamentul fluidelor geofizice iIn domenii de profunzime mica, ca
spre exemplu comportamentul lacurilor de adancime mica. In studiul modelelor descriind
fenomene din meteorologie sau oceanografie, provocarea vine din faptul ca domeniul fizic
pentru modelul considerat este mult prea mare pentru a permite efectuarea de simuléri
numerice direct pe acest domeniu si astfel este nevoie ca domeniul initial sa fie descom-
pus in sub-domenii fara semnificatie particulara din punct de vedere fizic pentru care nu
exista conditii la frontiera dictate de legile fizicii. Dificultatea consté in alegerea unui set
de conditii la frontiera pentru modelul considerat in noul domeniu de calcul. Trebuiesc
luate in cont in primul rand considerente de ordin matematic, adica trebuiesc consider-
ate conditii la frontiera care permit obtinerea unei probleme bine-puse. Un alt criteriu
care trebuie folosit in alegerea conditiilor este relevanta acestora din punctul de vedere al
simularilor numerice, tindndu-se cont de faptul ca o alegere nepotrivitd a acestor conditii
produce efecte indezirabile, ducand la aparitia unor unde ce se reflecta la frontiera artifi-
ciala a domeniului de calcul, unde ce nu sunt pertinente din punct de vedere fizic. Astfel
este necesara gasirea unor conditii care sa satisfaca ambele criterii (conditii cunoscute sub
numele de conditii transparente).

In articolul [15] consideram ecuatiile Saint-Venant pe un interval marginit, atunci cand
sunt considerate conditii la frontiera de tip Dirichlet pentru viteza fluidului si Neumann
pentru presiune gi demonstram caracterul bine pus al modelului (aceste conditii corespund
cazului fizic In care sunt considerate ziduri rigide la frontiera domeniului).

In articolul [20] consideram un alt tip de conditii la frontiera pe care le studiem din punct
de vedere teoretic iar in articolul [25] demonstram ca aceste conditii sunt transparente.
Conditiile considerate sunt de tip Kreiss-Lopatinski iar ecuatiile Saint-Venant inzestrate
cu conditiile la frontiera propuse au un caracter bine pus, ceea ce este aratat in [20].
Rezultatele din [20] raméan valabile si atunci cadnd nu este considerata o topografie plana
pentru domeniu, acest lucru fiind demonstrat in [21].

Cazul a doua straturi de fluid suprapuse, de densitati diferite, este considerat in [23],
articol in care propunem conditii la frontierd si demonstram ca pentru acestea ecuatiile
Saint-Venant pentru fluidele suprapuse formeaza un model bine pus. Aceste conditii sunt
transparente, asa cum arata studiile numerice din [25].

In [24] sunt studiate ecuatiile Saint-Venant din punct de vedere numeric, al gasirii algo-
ritmilor numerici adaptati pentru a ilustra comportamentul acestor ecuatii fara a introduce
efecte artificiale produse de schemele numerice utilizate. In acest articol aplicim ecuatiilor
Saint-Venant intr-un spatiu unu si doi dimensional metode multigrid pentru discretizari
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de tip volum finit. Astfel, o metoda de tip multigrid este aplicatd unei scheme numerice
central-upwind si demonstram stabilitatea acestei metode numerice in cazul ecuatiilor
Saint-Venant liniare. Problema alegerii corespunzatoare a conditiilor la frontierd este
pusa In evidenta prin ilustrarea exemplului de referinta, al comportamentului solitonului
Rossby la frontiera in cazul doi dimensional.

5. MODELE DESCRIIND FENOMENE DE SEPARARE DE FAZA

Datorita colaborarii mele cu colegii din echipa de ecuatii diferentiale cu derivate partiale
a Laboratorului de Matematica al Universitatii Poitiers, am inceput sa ma apropii de
domeniul problemelor de separare de faza, fenomen ce apare in cazul aliajelor binare.
Aceste fenomene sunt modelizate de cétre ecuatiile de tip Cahn-Hilliard gi Caginalp. In
[16] studiem din punct de vedere numeric ecuatiile Cahn-Hilliard cu conditii dinamice la
frontiera. In aceasta lucrare propunem o semi-discretizare In spatiu de tip element finit
pentru modelul considerat si demonstram convergenta solutiei aproximative, obtinuta prin
aceastd schema numerica cétre solutia exactd a modelului. Simulari numerice obtinute cu
FreeFem++ ilustreaza rezultatele teoretice obtinute.
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