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ACTIVITATEA DE CERCETARE

Activitatea mea de cercetare s-a centrat pe studiul teoriei reprezentarilor, in special a calculului
Weyl pentru grupuri Lie nilpotente, scattering si probleme inverse de scattering, ideea centrala fiind
aplicarea metodelor Analizei Armonice si a Teoriei Operatorilor in studiul diferitelor probleme. Mai
jos prezint pe scurt rezultatele obtinute.

Calcul Weyl pe grupuri Lie nilpotente. Legatura dintre calculul Weyl clasic, grupul Heisen-
berg si reprezentarea sa Schrodinger este binecunoscuta. Pe de alta parte, recent a fost construit un
calcul Weyl care este asociat unui cAmp magnetic, si care este invariant la transforméari de gauge.
In lucrarea [5] am dat constructia calculului Weyl magnetic pe grupuri Lie nilpotente, constructie
care permite o interpretare geometrica a calculului Weyl magnetic mentionat mai sus. Mai pre-
cis, un cdmp magnetic este o 2-forma B inchisa pe un grup Lie nilpotent G si fie A un potential
magnetic asociat, adica o 1-forma cu dA = B. Prin calculul Weyl magnetic se obtin operatori de
forma F(z, P4), unde F este un simbol. Aici P4 este impulsul magnetic —iP+ (A, P), unde P este
un camp de vectori invariant la stdnga pe G, iar (A, P) este operatorul de multiplicare cu functia
G > x — (A(x), P(z)). Acest calcul este o bijectie intre anumite spatii de simboluri gi operatori.
In cazul in care campul magnetic este zero, obtinem astfel un calcul Weyl pe o anumita orbita
coadjuncta a produsului semidirect G x F, unde F este un spatiu de functii pe G. Campurile de
vectori invariante la stanga pe G sunt in imaginea acestui calcul, la fel ca si operatorii de forma
F(z, P), adica se obtine un calcul comun pentru cAmpurile de vectori invariante la stanga gi mul-
tiplicarea cu variabila, in acelasi fel in care calculul Weyl clasic este un calcul pentru operatorii de
derivare gi cei de pozitie.

In cazul in care G = R"™ recuperam calculul magnetic pe R™ mentionat anterior, care se reduce
la calculul Weyl clasic in cazul campului magnetic zero.

Clase de simboluri F' pentru care operatorii F'(z, P4) sunt marginiti au fost studiate in [5];
acestea sunt spatii de modulatie construite {inand cont de reprezentare.

Aceste tipuri de spatii de modulatie au fost de asemenea considerate in [8] si [9] pentru cazul
unei reprezentari ireductibile a unui grup Lie nilpotent, pentru a studia clase de operatori care se
obtin prin calculul Weyl introdus de N.V. Pedersen (Matrix coefficients and a Weyl correspondence
for nilpotent Lie groups. Invent. Math. 118 (1994), no. 1, 1-36), pe care l-am numit calcul Weyl-
Pedersen. In cazul calculului Weyl clasic, care corespunde grupului Heisenberg, se recupereaza
algebra Sjostrand de simboluri.

In cazul unui grup Lie nilpotent cu o orbita coadjuncta plata, si al unui grup Lie nilpotent
de pas 3, am considerat ([17], [15]) spatii de simboluri definite cu ajutorul cAmpurilor de vectori
invariante pe orbita coadjuncta considerata. Din nou, in cazul calculului Weyl clasic, aceste rezul-
tate dau teorema Calderdn-Vaillancourt si caracterizarea Beals a operatorilor pseudodifferentiali.
Studiul grupurilor de pas 3 a condus de asemenea la rezultate de structura a acestora, folosind o
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lema de tip Kirillov mai precisa, valabila pentru grupuri Lie nilpotente de orice ordin de nilpotenta
([19]).

Daci G este un grup Lie nilpotent si m: G — B(H) este o reprezentare unitard ireductibila,
spatiul vectorilor netezi pentru reprezentarea m ® ™ a lui G X G in spatiul operatorilor Hilbert-
Schmidt pe H joaca un rol important in studiul reprezentarii.

Am demonstrat (a se vedea [7]) ci daci se inlocuieste spatiul operatorilor Hilbert-Schmidt cu
alte ideale de operatori pe H, spatiul vectorilor netezi ramane neschimbat. Acest rezultat a fost
utilizat in [13] pentru a ardta ca algebra Rieffel asociatd unei C*-algebre gi actiunii pe aceasta
a unui spatiu vectorial finit dimensional este Morita echivalenta cu produsul incrucisat twistat
asociat algebrei, actiunii spatiului vectorial si 2-cociclului dat de forma simplectica.

Un rezultat abstract asupra vectorilor de clasi C* pentru contragredienta unei reprezentari
uniform maérginite gi tare continue a fost obtinut in [14], si conduce imediat la caracterizarea
operatorilor pseudo-diferentiali care apartin unor clase Schatten.

Algebre Lie infinit dimensionale. Am considerat ([12]) problema existentei reprezentarilor
fidele pentru algebre Lie nilpotente local convexe. Am construit astfel de repezentari, i am aratat
ca in cazul algebrelor Lie-Banach nilpotente exitd o reprezentare normic continua prin opera-
tori marginiti nilpotenti pe un spatiu Banach. Am studiat de asemenea linearitate vectorilor
diferentiabili pentru reprezentari de grupuri topologice 1n spactii local convexe ([11]); aceste rezul-
tate sunt aplicabile in cazul grupurilor Lie infinit dimensionale.

Probleme inverse de scattering pentru medii stratficate. Propagarea undelor intr-un mediu
stratificat din R"*! (n > 2) cu densitate 1 si viteza de propagare ¢ este guvernati de ecuatia

0?u = c¢(X)Axe(X), X =(z,y) € R"xR. (1.1)

Consideram situatia in care mediul este obtinut prin perturbarea unui mediu mai simplu, pentru
care stratificarea depinde doar de o directie, agadar viteza de propagare este co(X) = co(y) pentru
X = (z,y) € R} x Ry. Comportamentul asimptotic al undelor din (1.1) este descris de ampli-
tudinea de scattering asociata hamiltonienilor H = —cAxec i Hy = —cpAx cp. In anumite conditii
pentru ¢ si ¢ (¢p tinde exponential citre constante —posibil diferite— cand y — 400 si diferenta
dintre ¢ gi ¢ descregte exponential cadnd |X| — 00), rezultatele din [1] aratd ca functia ¢ este unic
determinata de cg si de amplitudinea de scattering la o energie pozitiva fixata. Pentru a demon-
stra acest rezultat am folosit o caracterizare abstracta a rezolventei outgoing (incoming) data in
termenii teoriei operatorului conjugat a lui Mourre. Am folosit de asemena o noud metoda de a
construi rezolventa Faddeev folosind estimari de propagare. Caracterizarea abstracta a rezolventei
din [1] a fost imbunatatita in [16].

Problema inversa de backscattering. Am considerat problema inversa de backscattering
pentru operatorul Schrédinger H, = —A + v, v € Lg,,(R";R) in dimensiune impara n > 3.
Transformarea de backscattering Bv a potentialului v este, modulo o functie neteda, partea reala

a transformatei Fourier a péartii de backscattering a amplitudinii de backscattering. Aplicatia

comp

L, (R™) 5 v — Bv € D'(R") este analitica gi scriem Bv = ) Byv, unde Byv este termenul de
1
ordin N in dezvoltarea lui B la v = 0. Aici Byv = v.

Articolul [2] da estimari pentru Byv in spatii Sobolev H(4)(R™) si arata ca aplicatia v — Bv
poate fi extinsa analitic de la H,)(R™) N E'(R™) cu valori in H ) comp(R™), daca s > (n —3)/2.
Am demonstrat de asemenea ca daca s > (n —3)/2 si v € H(,)(R") N E'(R™), regularitatea ui
Byv cregte cu N, iar v — Bv este local de clasa H,44)(R"), unde 0 < a <1,a <s—(n—3)/2.
Rezultatul se bazeaza pe formule pentru operatorul N-linear care corespunde lui By, scrise in



INGRID BELTITA 3

termenii unei solutii fundamentale speciale pentru operatorul ultrahiperbolic

(Aww - Aﬂh)(AwN - sz) e (AwN - Aﬂmq)

in R}, x--- xR}, . Inversabilitatea genericd a transformarii de backscattering se obtine ca un
corolar.

Rezultatele anterioare sugereaza ca in anumite cazuri v + Byv poate fi vazuta ca o buna aproxi-
mare a lui Bv, de aceeea o buna problema simplificata este de a determina v din v+ Bsv. De aceea

ne-am concentrat eforturile pentru studiul termenului Bov. In [3] am demonstrat estimiri pentru
Bs in spatii Sobolev ponderate H, ) (R?) = {u € &'(R%); (z)*(D)’v € L*(R%)}, unde a,b € R,

D =i719, () = (1 +-[*)"/2. Mai precis, am aritat ci existd a, b, @, b, a < a, b < b, astfel
incat By este o aplicatie biliniara continua de la H, p) (R") X H(qp)(R") la H g 3 (R"™). Astfel, By

imbunatateste atat descresterea cat gi regularitatea in acelasi timp.

In cazul in care potentialul v este invariant la rotatii, obinem o formula exacta pentru By (v, w)
([4]),care arata ca Ba(v,w)(x) depinde doar de restrictia lui v si w la bila de raza |z| centrata in
origine.
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Plan de cercetare.

Sinteza spectrala Sinteza spectrala are radacini in teorema clasica de aproximare a lui Wiener
unde rolul principal este jucat de caracterelele grupului abelian R™ si de algebra Banach L!(R™).
In cazul unui grup local compact neabelian G caracterele trebuie inlocuite cu reprezentarile sale
ireductibile (sau ale algebrei Banach L'(G)). Problema pe care ag vrea sa o studiez poate fi
formulata astfel: Dacd 7 este o reprezentare unitard ireductibild a lui L'(G), si se giseasca toate
idealele bilaterale I ale lui L(G) astfel incat 7 se anuleaza pe I si este unica reprezentare unitara
ireductibild cu aceastd proprietate, adica {r} = hull(I). In cele mai multe cazuri ker 7 este un
astfel de ideal. Multimea {7} se numeste de sinteza spectrald dacd kerm este singurul ideal cu
proprietatea de mai sus. Teorema Wiener spune ca punctele sunt de sinteza spectrala in R", insa
s-a aratat ca m nu este in general de sinteza spectrala.

Situatia specifici pentru care ag vrea sa studiez aceasta problema este cand G este un grup
Lie nilpotent. In acest caz, reprezentarile unitare ireductibile au o descriere foarte buna, data de
teorema lui Kirillov a orbitelor coadjuncte. Cu toate acestea nu se gtiu incad multe lucruri despre
sinteza spectrald. In cazul unui caracter al lui G, idealele lui L. (G) (unde w este o pondere),
care au ca hull caracterul considerat au fost descrise in [1]. Cazul orbitelor coadjuncte plate a
fost considerat, din nou cu ponderi, in [3] and [4]. Pentru cazul grupurilor Lie nilpotente de
pas 3, cu orbite coadjuncte nu neapirat plate, o descriere complets a idealelor lui L' care au
ca hull o reprezentare data a fost obtinuta in [5]. In fiecare din aceste cazuri idealele cu hull
o reprezentare ireductibila 7 datd sunt in corespondentd cu subspatii de polinoame definite pe
grupul de izotropie coadjuncta corespunzator lui w. Toate aceste abordari au in comun utilizarea
teoremelor de restrictie, care descriu idealele corespunzatoare unui subgrup normal in functie de
idealele corespunzatoare grupului.

In cazul general nu existd un subgrup canonic care ar putea fi folosit. De aceea, planuiesc sa

folosesc rezultate din [9] si [10] pentru a ocoli aceastd problemd, si a obtine din nou o descriere a
idealelor in functie de subspatii de polinoame definite pe o subalgebra a algebrei Lie a grupului,
subalgebra corespunzatoare grupului de izotropie coadjuncta.
Multiplicatori spectrali pe grupuri nilpotente. Fie L un sub-laplacian invariant pe un grup
Lie stratificat G. Atunci L defineste un operator nemérginit, nenegativ si auto-adjunct pe L*(G).
Dacd m este o functie boreliand marginitd pe R, atunci operatorul m(L) este marginit in L?(G).
Problema multiplicatorilor spectrali este de a géisi conditii pe m astfel incat m (L) este marginit pe
LP(G), 1 < p < oo side tip (1,1). Pentru x € C§°(0,00) o functie de tiiere, se dfinegte

[[2]]a10c = sup [[xm ()] e
t>0

unde o > 0 i H® este spatiul Sobolev. Rezultate de De Michele, Mauceri, Stein, Christ, Meda,
aratd ca daca ||mllajoc < 00 pentru un o > dnom(G)/2, atunci m(L) este marginit pe LP(G),
1 < p < oo sidetip (1,1), unde dpom(G) este dimensiunea omogend a lui G. Rezultatul a
fost imbunatatit in [6] pentru grupul Heisenberg, in sensul ci rezultatul de mai sus are loc cu
dimensiunea geometrica a grupului, mai mica, in loc de cea omogena. S-a demonstrat ci acest
rezultat imbunatatit este valabil gi pentru alte grupuri de pas 2, de pilda grupul Lie nilpotent liber
de pas 2 cu 3 generatori (a se vedea [7]) sau grupuri stratificate de pas 2 pentru care algebra Lie
are dimensiunea mai mica sau egala cu 7, fie dimensiunea algebrei derivate este mai mica sau egala
cu 2 (a se vedea [8]).
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Demonstratiile acestor teoreme rezulta, printr-un argument bazat pe teoria Calderén-Zygmund,
din estimari L? ponderate pentru nuclee de convolutie de operatori de forma F(L), unde F este
cu suport compact. La randul lor aceste estimari sunt obtinute prin descompunerea lui F'(L) de-a
lungul sistemului comutativ de operatori nemarginiti provenind din campurile de vectori invarianti
corespunzatori centrului grupului. Rezultatele imbun&tatite din [8] se bazeaza pe o descompunere
atenta a nucleului de convolutie, care ia in considerare structura algebrei Lie a grupului.

Proiectul meu de cercetare implica utilizarea calcului Weyl construit in [2] pentru cazul far&
camp magnetic. Acesta corespunde unei orbite coadjuncte speciale a unui grup Lie nilpotent de
forma G x F, unde G este grupul Lie nilpotent pe care il studiem, iar F este un spatiu invariant
minimal de polinoame pe G, orbita simplectomorfa cu spatiul cotangent T*G. Acesta este un calcul
pentru campurile de vectori invariante la stanga pe grup si operatorii de inmultire cu variabila,
care intervin in poderi si functii de taiere, in acelasi fel in care calculul Weyl clasic este un calcul
pentru operatorii de derivare si cei de inmulttire cu variabila. Primul pas in acest proiect este
obtinerea unei noi demonstratii a rezultatului obtinut de Miiller si Stein pentru grupul Heisenberg,
i apoi extinderea acestei demonstratii la alte grupuri Lie nilpotente de pas 2. Acest caz este mai
fezabil deoarece in acest caz orbita coadjuncta considerata a lui G x F este plata.
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