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Introducere

Este binecunoscut faptul c�a pentru o mare parte a subiectelor abordate ��n cadrul analizei

complexe multidimensionale, de exemplu, pentru problema prelungirii analitice a func�tiilor, nu

putem restric�tiona cercet�arile doar pentru cazul submul�timilor din Cn �si ar trebui considerate

domeniile care acoper�a Cn, domeniile Riemann. Studiul domeniilor Riemann a fost ini�tiat de

c�atre matematicienii germani Hans Grauert �si Reinhold Remmert.

�In aceast�a tez�a sunt investigate domeniile Riemann, ��n special, ��n contextul cercet�arii

problemei Levi, c�areia dup�a anul 1953, gra�tie lucr�arilor lui Kiyoshi Oka, i s-a acordat un

interes sporit. Importante contribu�tii ��n acest domeniu au fost aduse �si de �scoala rom�aneasc�a,

��n special, prin lucr�arile Profesorului Mihnea Col�toiu.

Metricile invariante constituie un alt subiect abordat ��n aceast�a lucrare. �In anul 1926

Constantin Carath�eodory a de�nit (semi)metrica cM a unei variet�a�ti complexeM, consider�and

��n acest scop, familia aplica�tiilor olomorfe ale acestei variet�a�ti ��n discul unitate. �Intruc�at

distan�ta Carath�eodory a discului unitate coincide cu metrica Poinar�e, aceasta este prima dintre

generaliz�arile, pentru cazul multidimensional, a metricii Poincar�e. Cu �sapte ani mai t�arziu,

Stefan Bergman, de�ne�ste o alt�a (semi)metric�a pe variet�a�tile complexe, care, de asemenea, pe

discul unitate se identi�c�a cu metrica Poincar�e. Mai t�arziu, ��n anul 1967, Shoshichi Kobayashi,

observ�a c�a pentru de�nirea unei metrici pe o varietate complex�a M ar � natural de a utiliza

familia aplica�tiilor discului unitate ��nM. (Semi)metrica Kobayashi, �ind �si ea o generalizare a

metrici Poincar�e, este invariant�a ��n raport cu aplica�tiile biolomorfe, la fel ca �si (semi)metricile

Carath�eodory �si Bergman.

Aceste metrici invariante �si-au g�asit numeroase aplica�tii ��n diverse direc�tii de cercetare ��n

analiza complex�a, ��n special ��n de�nirea �si studiul func�tiilor normale de mai multe variabile

complexe. Anumite subiecte legate de aplica�tiile metricilor invariante la studiul func�tiilor

normale de mai multe variabile sunt investigate ��n aceast�a tez�a.

Structura tezei. Primul capitol este dedicat problemei despre proiectivitatea imaginii unui

spa�tiu algebric proiectiv.

Cel de-al doilea capitol prezint�a un studiu al domeniilor Riemann (nerami�cate). Aten�tia
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principal�a este acordat�a investig�arii problemei Levi pentru eclatatul lui Cn+1 de-a lungul unui

subspa�tiu liniar �si problemei Levi pentru domeniile Riemann peste eclatatul lui Cn+1 ��n origine.

Al treilea capitol este dedicat descrierii metricilor invariante Carath�eodory, Bergman �si

Kobayashi �si studiului func�tiilor normale de mai multe variabile complexe. Este eviden�tiat�a

o clas�a larg�a de domenii pentru care exist�a aplica�tia extremal�a pentru seminorma Kobayashi.

Pentru astfel de domenii este ob�tinut un criteriu de normalitate a unei aplica�tii olomorfe. �In

ultima parte a acestui capitol se studiaz�a domeniile m�arginite din Cn astfel ��nc�at �ecare punct

din frontiera lor este punct peak �si pentru aplica�tiile olomorfe de�nite pe domeniile de acest

tip se stabile�ste un criteriu de existen�ta a limitei K�admisibile ��ntr-un punct frontier�a ��n care

ea are limit�a radial�a.

Cu o profund�a recuno�stin�t�a ��i adresez cele mai calde �si sincere mul�tumiri conduc�atorului de

doctorat, Domnului Profesor Mihnea Col�toiu pentru sprijinul constant, ��ndrumare, ��ncurajare,

ajutorul acordat �si numeroase discu�tii ��n decursul ultimilor ani.

�Tin s�a exprim sincere mul�tumiri �si o deosebit�a recuno�stin�t�a Domnului Profesor Cezar Joi�ta,

care m-a sus�tinut mult �si mi-a oferit permanent sfaturi valoroase �si ��ndrumare competent�a.

�Imi exprim recuno�stin�ta �si le aduc sincere mul�tumiri referen�tilor �stiin�ti�ci, Domnului Pro-

fesor Mihai Tib�ar �si Domnului Profesor Constantin Costara pentru timpul �si efortul alocat

parcurgerii manuscrisului tezei de doctorat �si pentru observa�tiile constructive f�acute.

Adresez calde mul�tumiri conducerii Institutului de Matematic�a ½Simion Stoilow� al Acade-

miei Rom�ane pentru sus�tinerea �si sprijinul �nanciar de care am bene�ciat pe ��ntreg parcursul

stagiului doctoral.
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Capitolul 1

Despre imaginea unui spa�tiu algebric

proiectiv

Domeniile Riemann nerami�cate au �bre zero dimensionale. �In aceast�a sec�tiune vom studia

o clas�a de mor�sme cu �bre echidimensionale de dimensiune k. Anume, vom demonstra c�a

dac�a X este un spa�tiu algebric proiectiv, Y un spa�tiu complex compact normal �si p : X → Y

este un mor�sm cu �bre echidimensionale, atunci Y este de asemenea algebric proiectiv.

O varietate complex�a n-dimensional�a se nume�ste K�ahlerian�a dac�a ea admite o metric�a

Hermitian�a a c�arei (1, 1)-form�a ω este ��nchis�a.

Un spa�tiu complex compact ireductibil X de dimensiune n se nume�ste spa�tiu Moishezon

dac�a gradul de transcenden�t�a a(X) peste C al corpului func�tiilor meromorfe pe X este egal

cu dimensiunea spa�tiului X, adic�a exist�a n func�tii global meromorfe algebric independente.

Pe un spa�tiu algebric proiectiv X, orice func�tie meromorf�a este ra�tional�a, adic�a este repre-

zentabil�a sub form�a de c�at a dou�a polinoame �si deci a(X) = dimX, prin urmare X este un

spa�tiu Moishezon.

Observ�am c�a, dac�a X �si Y sunt variet�a�ti analitice complexe, astfel ��nc�at X este o varietate

K�ahlerian�a �si p : X → Y este un mor�sm propriu surjectiv, atunci, ��n general, nu rezult�a c�a

Y este de asemenea o varietate K�ahlerian�a. De exemplu, H. Hironaka [48] a ar�atat c�a dac�a

Y este o varietate complex�a compact�a (redus�a �si ireductibil�a) care este de tip Moishezon,

atunci exist�a o varietate proiectiv�a X (�si deci K�ahlerian�a) �si un mor�sm bimeromorf propriu

p : X → Y.

Prin urmare, ipotezele c�a X este o varietate K�ahlerian�a �si p : X → Y este un mor�sm

propriu surjectiv, nu sunt su�ciente pentru a putea a�rma c�a Y este de asemenea o varietate

K�ahlerian�a.

J. Varouchas [74] a demonstrat c�a ��n ipoteza suplimentar�a, ca mor�smul p s�a �e echidi-
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mensional se poate conclude c�a Y este K�ahlerian�a.

Teorema 1.1 ([74], Th�eor�eme 2). Fie X, Y dou�a variet�a�ti analitice complexe astfel ��nc�at

X este K�ahlerian�a �si p : X → Y este un mor�sm propriu �si surjectiv astfel ��nc�at �ecare �br�a

p−1(y), y ∈ Y este de dimensiune m = dimX − dimY. Atunci Y este varietate K�ahlerian�a.

Teorema 1.1 a fost extins�a ��n [75] (Theorem 3) pentru cazul spa�tiilor complexe cu singu-

larit�a�ti (cu ipoteza suplimentar�a de platitudine a mor�smului).

B. Moishezon ��n [61] (Teorema 2) a demonstrat c�a imaginea unui spa�tiu Moishezon printr-

o aplica�tie olomorf�a este de asemenea Moishezon. �In aceea�si lucrare, se arat�a c�a o varietate

Moishezon este o varietate algebric�a proiectiv�a dac�a �si numai dac�a ea este K�ahlerian�a.

Un rezultat similar nu are loc pentru spa�tiile cu singularit�a�ti, un spa�tiu Moishezon singular

nu este ��n general proiectiv chiar dac�a el este spa�tiu K�ahlerian (a se vedea, de exemplu [40],

[62]).

Fie p : X → Y un mor�sm cu �bre echidimensionale ale spa�tiilor complexe compacte X �si

Y �si �e X un spa�tiu algebric proiectiv. Ne va preocupa problema de determinare a condi�tiilor

su�ciente ��n care Y ar � de asemenea algebric proiectiv.

Dac�a spa�tiile X �si Y sunt netede, atunci din rezultatele men�tionate mai sus rezult�a c�a Y

este de asemenea spa�tiu algebric proiectiv.

Vom ar�ata c�a dac�a X este un spa�tiu algebric proiectiv, Y este un spa�tiu complex compact

normal �si p : X → Y este un mor�sm cu �bre echidimensionale, atunci Y este de asemenea

algebric proiectiv. Men�tion�am c�a, ��n cazul c�and �brele lui p sunt 0-dimensionale, adic�a p este

o aplica�tie de acoperire rami�cat�a, acest rezultat a fost ob�tinut de c�atre R. Remmert �si T. Van

de Ven ��n [67]. Pentru cazul c�and �brele lui p au dimensiune constant�a pozitiv�a �si ��n plus,

dac�a Y are singularit�a�ti izolate, acest rezultat a fost demonstrat de c�atre C. Horst ��n [49]

aplic�and o versiune analitic�a a criteriului lui Chevalley.

Remarc�am c�a ipoteza de normalitate este esen�tial�a, dup�a cum se poate vedea din [46]

(Exerci�tiul 7.13, pag. 171) �si [49].

S�a not�am��n continuare cu Pν,n spa�tiul proiectiv care parametrizeaz�a polinoamele omogene,

F ∈ C[z0, . . . , zn], de gradul ν �si pentru un polinom F ∈ Pν,n not�am mul�timea zerourilor cu

Z(F ) := {[z0 : · · · : zn] ∈ Pn | F (z0, . . . , zn) = 0}.

Lema 1.1 ([18]). Dac�a C este o submul�time analitic�a ��nchis�a ��n Pn de dimensiune pozitiv�a

dimC ≥ 1, atunci mul�timea {F ∈ Pν,n | dim(Z(F ) ∩ C) = dim(C)} este o reuniune �nit�a de

subspa�tii liniare din Pν,n de codimensiune cel pu�tin egal�a cu ν + 1.
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Demonstra�tie. Fie Cj, j = 1, . . . , k componentele ireductibile ale lui C cu dimCj = dimC.

Dar atunci avem c�a

{F ∈ Pν,n | dim(Z(F ) ∩ C) = dim(C)} =
k
∪

j=1
{F ∈ Pν,n | Z(F ) ⊃ Cj}

�si �ecare {F ∈ Pν,n | Z(F ) ⊃ Cj}, j = 1, . . . , k este un subspa�tiu liniar al lui Pν,n.

Pentru a demonstra a�rma�tia referitoare la codimensiune, observ�am c�a dac�a A1, . . . , Aν+1

sunt ν + 1 puncte distincte din Cj pentru orice j �xat, atunci mul�timea

{F ∈ Pν,n | F (Al) = 0, l = 1, ν + 1}

are codimensiunea cel pu�tin ν+1��n Pν,n. �Intr-adev�ar, deoarece F (Al) = 0 este o ecua�tie liniar�a

��n Pν,n, este su�cient s�a ar�at�am c�a pentru �ecare k ≤ ν se poate g�asi un polinom omogen F,

de gradul ν astfel ��nc�at

F (A1) = 0, . . . , F (Ak) = 0 �si F (Ak+1) 6= 0.

Cu acest scop not�am cu Gl(z0, z1 . . . , zn), l = 1, . . . , k polinoamele omogene de gradul 1, astfel

��nc�at

Gl(Al) = 0 �si Gl(Ai) 6= 0 pentru i 6= l, i = 1, . . . , k + 1.

Punem F = Gi1
1 · · ·G

ik
k , unde i1, . . . , ik ≥ 1 sunt numere naturale astfel ��nc�at i1 + · · ·+ ik = ν.

�In mod evident

{F ∈ Pν,n | F (Al) = 0, l = 1, ν + 1} ⊃ {F ∈ Pν,n | Z(F ) ⊃ Cj}

�si deci {F ∈ Pν,n | Z(F ) ⊃ Cj} are codimensiunea cel pu�tin ν + 1, ceea ce demonstreaz�a

a�rma�tia.

S�a not�am cu Cn,k,d varietatea Chow care parametrizeaz�a subvariet�a�tile de gradul d de

dimensiune k din Pn. Se cunoa�ste c�a Cn,k,d este o varietate quasi-proiectiv�a �si c�a mul�timea de

inciden�t�a {(X, z) ∈ Cn,k,d × Pn | z ∈ X} este o submul�time algebric�a din Cn,k,d × Pn (a se

vedea, de exemplu, [69]).

Teorema 1.2 ([18]). Fie n, k �si d numere naturale nenule, n, k, d ≥ 1. Atunci exist�a un

num�ar ν0 ∈ Z, ν0 ≥ 1 astfel ��nc�at pentru orice ν ∈ Z, ν ≥ ν0 se poate g�asi un polinom omogen

F ∈ C[z0, z1, . . . , zn] cu proprietatea c�a mul�timea Z(F ) ⊂ Pn nu con�tine nici o subvarietate

din Pn de dimensiune k �si de gradul cel mult d.
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Demonstra�tie. Pentru 1 ≤ j ≤ d not�am

Hj := {(X,F ) ∈ Cn,k,j × Pν,n | dim(Z(F ) ∩X) = k}.

Vom demonstra c�a Hj este o submul�time algebric�a ��nchis�a din Cn,k,j × Pν,n. Pentru aceasta

consider�am

H̃j = {(X, z, F ) ∈ Cn,k,j × Pn × Pν,n | z ∈ X, F (z) = 0}.

Observ�am c�a H̃j = H̃ ′
j ∩ H̃ ′′

j , unde

H̃ ′
j = {(X, z) ∈ Cn,k,j × Pn | z ∈ X} × Pν,n

�si

H̃ ′′
j = Cn,k,j × {(z, F ) ∈ Pn × Pν,n | F (z) = 0}.

�Intruc�at H̃ ′
j �si H̃

′′
j sunt submul�timi algebrice ��nchise din Cn,k,j × Pn × Pν,n, rezult�a c�a �si H̃j,

de asemenea, este o submul�time algebric�a ��nchis�a din Cn,k,j × Pn × Pν,n.

Not�am cu πj : Cn,k,j × Pn × Pν,n → Cn,k,j × Pν,n proiec�tia canonic�a.

Deoarece spa�tiul Pn este compact, deducem c�a πj este o aplica�tie proprie. Dac�a not�am

cu π̃j : H̃j → Cn,k,j × Pν,n restric�tia lui πj la H̃j, atunci avem c�a π̃j este de asemenea o

aplica�tie proprie. Dar atunci, din semicontinuitatea dimensiunii �brelor ��n topologia Zariski

(a se vedea, de exemplu, [76], pag. 240), rezult�a c�a

{(X,F ) ∈ Cn,k,j × Pν,n | dim π̃−1
j (X,F ) ≥ k}

este o submul�time analitic�a din Cn,k,j × Pν,n.

Totu�si π−1
j (X,F ) = {X} × (Z(F ) ∩X) × {F} �si prin urmare dim π̃−1

j (X,F ) ≤ k. Astfel

deducem c�a

{(X,F ) ∈ Cn,k,j × Pν,n | dim π̃−1
j (X,F ) ≥ k} = Hj

�si ��n a�sa fel Hj este o submul�time analitic�a ��nchis�a din Cn,k,j ×Pν,n dup�a cum s-a a�rmat mai

sus.

Not�am cu p1,j : Hj → Cn,k,j proiec�tia canonic�a pe primul cofactor �si cu p2,j : Hj → Pν,n

proiec�tia canonic�a pe al doilea cofactor. Din Lema 1.1 rezult�a c�a �brele lui p1,j au dimensiunea

cel mult egal�a cu dim(Pν,n)− ν − 1 �si astfel

dim(Hj) ≤ dimCn,k,j + dim(Pν,n)− ν − 1.

Dac�a vom alege ν ≥ max{dimCn,k,j | j = 1 . . . , d}, atunci vom avea dim(Hj) < dim Pν,n.

Proiec�tiile p2,j nu sunt necesar proprii, dar totu�si putem conclude c�a dimensiunea Hausdor� a

lui
d
∪

j=1
p2,j(Hj) este cel mult egal�a cu 2n− 2 ��n Pν,n. Astfel aproape pentru toate polinoamele
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F ∈ Pν,n vom avea c�a Z(F ) nu con�tine nici o component�a ireducibil�a a lui X de dimensiune

k pentru orice X ∈ Cn,k,j cu j ≤ d.

Pentru urm�atorul rezultat vom considera c�a X este o submul�time analitic�a ��nchis�a din Pn,

Y este un spa�tiu complex compact redus �si p : X → Y este un mor�sm surjectiv. Pentru un

punct y ∈ Y �xat vom nota �bra corespunz�atoare cu Xy := p−1(y). Dac�a dimXy = m not�am

cu X
(m)
y totalitatea tuturor componentelor ireductibile ale lui Xy de dimensiune m.

Lema 1.2 ([18]). Dac�a pentru y ∈ Y, �brele Xy ale lui p au toate aceea�si dimensiune m,

atunci exist�a un num�ar ��ntreg d astfel ��nc�at degX
(m)
y ≤ d pentru orice y ∈ Y.

Demonstra�tie. S�a demonstr�am mai ��nt�ai c�a dac�a y0 ∈ Y este un punct arbitrar �xat, atunci

se poate g�asi o vecin�atate U a lui y0 �si un num�ar ��ntreg dU astfel ��nc�at degX
(m)
y ≤ dU pentru

orice y ∈ U .
�Intr-adev�ar, �e L un subspa�tiu liniar al lui Pn astfel ��nc�at dimL = n−m−1 �si L∩Xy0 = ∅.

Pentru o anumit�a vecin�atate conex�a U su�cient de mic�a a lui y0, avem c�a L ∩Xy = ∅ pentru
to�ti y ∈ U. Not�am X(U) = p−1(U).

Observ�am c�a Pn \ L are structura unui �brat vectorial olomorf π : Pn \ L→ Pm �si pentru

orice y ∈ U restric�tia lui π la X
(m)
y , π |

X
(m)
y

: X
(m)
y → Pm este o acoperire rami�cat�a de gradul

dy = degX
(m)
y . S�a consider�am aplica�tia analitic�a G : X(U) → Pm × U , G(x) = (π(x), p(x)).

Observ�am c�a G este un mor�sm surjectiv �nit propriu. Prin urmare exist�a un num�ar ��ntreg

dU astfel ��nc�at dy ≤ dU pentru orice y ∈ U .
Din compacitatea lui Y rezult�a imediat concluzia lemei.

Acum putem demonstra rezultatul principal al acestui capitol, enun�tat mai sus.

Teorema 1.3 ([18]). Fie X �si Y spa�tii complexe compacte reduse �si p : X → Y o aplica�tie

olomorf�a surjectiv�a. Admitem c�a X este algebric proiectiv, Y este normal �si c�a toate �brele

lui p au aceea�si dimensiune. Atunci spa�tiul Y este algebric proiectiv.

Demonstra�tie. Vom demonstra a�rma�tia prin induc�tie ��n raport cu dimensiunile �brelor lui

p. Dac�a p are �bre discrete, acest rezultat a fost demonstrat ��n [67].

Admitem c�a a�rma�tia teoremei este adev�arat�a pentru orice mor�sm astfel ��nc�at �ecare

�br�a are dimensiunea k − 1, k ≥ 1 �si consider�am o aplica�tie olomorf�a surjectiv�a proprie

p : X → Y astfel ��nc�at �bra Xy := p−1(y) are dimensiunea k pentru �ecare y ∈ Y.
Fie X ↪→ Pn o incluziune a lui X. Atunci din Lema 1.2 rezult�a c�a putem g�asi un num�ar

��ntreg pozitiv d astfel ��nc�at degX
(k)
y este cel mult d pentru �ecare y ∈ Y. Aplic�am Teorema
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1.2 �si deducem c�a putem g�asi un polinom omogen F ∈ C[z0, z1, . . . , zn] de un grad su�cient de

mare astfel ��nc�at mul�timea Z(F ) s�a nu con�tin�a nici o component�a ireductibil�a de dimensiune

k a unei �bre a lui p. Atunci pentru �ecare punct y ∈ Y avem c�a Z(F ) ∩ Xy 6= ∅ �si c�a

dimZ(F ) ∩Xy = k − 1. Dac�a not�am cu X1 := Z(F ) ∩X �si not�am cu p1 : X1 → Y restric�tia

lui p la X1, atunci lui p1 ��i putem aplica ipoteza inductiv�a �si deducem astfel c�a Y este algebric

proiectiv.
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Capitolul 2

Domenii Riemann

�In acest capitol sunt studiate domeniile Riemann (nerami�cate), sunt descrise

no�tiunea de punct frontier�a accesibil al unui domeniu Riemann (cu ajutorul teoriei

�ltrelor, precum �si cu ajutorul �sirurilor) �si unele propriet�a�ti ale domeniilor Rie-

mann extinse.

Se explic�a construc�tia eclatatului spa�tiului Cn+1 ��n origine �si a eclatatului de-a

lungul unui subspa�tiu liniar. Se investigheaz�a problema Levi pentru eclatatul lui

Cn+1 de-a lungul unui subspa�tiu liniar �si problema Levi pentru domeniile Riemann

peste eclatatul lui Cn+1 ��n origine.

2.1 Domenii Riemann nerami�cate. Frontiera accesibil�a

a domeniilor Riemann

�In aceast�a sec�tiune se vor introduce unele no�tiuni �si rezultate referitoare la domeniile

Riemann, care reprezint�a un analog multidimensional al suprafe�telor Riemanniene. Sursele

principale citate sunt [31], [39] �si [41].

De�ni�tia 2.1 ([31]). Vom numi domeniu Riemann peste Cn o pereche (X, p), unde X este un

spa�tiu Hausdor�, iar p : X → Cn este o aplica�tie local homeomorf�a, adic�a pentru orice punct

x ∈ X exist�a o vecin�atate U = U(x), astfel ��nc�at p(U) este deschis ��n Cn �si p |U : U → p(U)

este homeomor�sm.

Aplica�tia p se nume�ste proiec�tie �si este continu�a �si deschis�a.

�In particular, mul�timea p(X) este un deschis ��n Cn. Pentru orice punct z ∈ p(X) mul�timea

p−1(z) este discret�a.
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Orice domeniu G ⊂ Cn poate � identi�cat cu un domeniu Riemann lu�and ��n calitate de

proiec�tie aplica�tia identic�a p = idG.

Dac�a ��n De�ni�tia 2.1 vom ��nlocui spa�tiul Cn cu o varietate n-dimensional�a M, atunci vom

ob�tine no�tiunea de domeniu Riemann peste M.

Cu ajutorul proiec�tiei p pe spa�tiul X ��n mod natural se induce o structur�a de varietate

complex�a n-dimensional�a. Pentru aceasta este su�cient de a acoperi X cu domenii Uα su�cient

de mici astfel ��nc�at p |Uα s�a �e homeomor�sm �si de introdus zα = p(x), x ∈ Uα drept

coordonate locale ��n Uα. Rela�tiile de compatibilitate ale atlasului {(Uα, z
α)} sunt aplica�tii

identice �si deci biolomorfe, prin urmare acesta este un atlas complex.

Fie p : X → Cn un domeniu Riemann peste Cn. S�a de�nim pe X func�tia distan�t�a la

frontier�a. �Intruc�at aplica�tia p este local homeomorf�a, pentru orice punct x ∈ X se poate g�asi

un num�ar pozitiv ε > 0 �si o vecin�atate deschis�a U(x; ε) a acestui punct pe care p o aplic�a

homeomorf pe polidiscul ∆(p(x); ε) ⊂ Cn.

De�ni�tia 2.2 ([41]). Fie p : X → Cn un domeniu Riemann �si x ∈ X un punct arbitrar. Vom

numi distan�ta dX(x) de la punctul x ∈ X la fronitera ∂X, supremumul tuturor ε > 0 pentru

care exist�a o vecin�atate U(x; ε) astfel ��nc�at p |U(x;ε): U(x; ε) → ∆(p(x); ε) este homeomor�sm,

dX(x) := sup{ε > 0 | exist�aU(x; ε) ⊂ X a.��. p |U(x;ε): U(x; ε) → ∆(p(x); ε) este homeomor�sm}.

Mul�timea {x ∈ X | dX(x) = ∞} este deschis�a �si ��nchis�a ��n X �si const�a dintr-un anumit

num�ar de componente homeomorfe cu spa�tiul Cn. �In cele ce vor urma vom considera c�a dX(x)

este �nit�a pentru to�ti x ∈ X.

De�ni�tia 2.3 ([41]). Fie p : X → Cn un domeniu Riemann nerami�cat. O func�tie f : X → C
se nume�ste olomorf�a ��ntr-un punct x ∈ X dac�a pentru orice 0 < ε < dX(x) func�tia f ◦p−1 este

olomorf�a pe polidiscul ∆(p(x); ε). Func�tia f se nume�ste olomorf�a pe X dac�a ea este olomorf�a

��n �ecare punct x ∈ X.

S�a descriem ��n continuare no�tiunea de punct frontier�a accesibil al unui domeniu Riemann,

care a fost introdus�a ��n [39] de c�atre H. Grauert �si R. Remmert cu ajutorul teoriei �ltrelor.

De�ni�tia 2.4 ([39]). FieX un spa�tiu topologic. Un �ltru R peX este o familie de submul�timi

nevide din X, astfel ��nc�at pentru orice dou�a elementeM1 �siM2 din R exist�a o mul�time N ∈ R

a�sa ��nc�at N ⊂M1 ∩M2.

De exemplu, pentru un punct x0 ∈ X un sistem fundamental de vecin�at�a�ti ��n X este un

�ltru.
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De�ni�tia 2.5 ([31]). Un punct x0 ∈ X se nume�ste punct de acumulare pentru �ltrul R dac�a

x0 ∈M pentru orice M ∈ R.

Un punct x0 se nume�ste limita �ltrului R dac�a �ecare element al unui sistem fundamental

de vecin�at�a�ti ale lui x0 con�tine un element din R.

Dac�a X este un spa�tiu Hausdor�, atunci un �ltru pe X poate avea cel mult un punct

limit�a. Dac�a un �ltru pe X are limita x0, atunci x0 este unicul punct de acumulare al acestui

�ltru.

De�ni�tia 2.6 ([31]). Fie X un domeniu Riemann nerami�cat peste Cn, p : X → Cn. Un

punct frontier�a accesibil al lui X este un �ltru R de mul�timi deschise conexe U ⊂ X cu

urm�atoarele propriet�a�ti:

1. Filtrul R nu are nici un punct de acumulare ��n X.

2. Filtrul de mul�timi p(U), U ∈ R are limita z0 ∈ Cn.

3. Pentru orice vecin�atate deschis�a conex�a V = V (z0) ⊂ Cn exist�a exact o singur�a compo-

nent�a conex�a a lui p−1(V ) care se con�tine ��n R; toate domeniile U ∈ R pot � ob�tinute

��n acest mod, adic�a pentru orice U ∈ R exist�a o vecin�atate V = V (z0) astfel ��nc�at U

este o component�a conex�a a lui p−1(V ).

Totalitatea punctelor frontier�a accesibile ale domeniului Riemann (X, p) se nume�ste fron-

tiera accesibil�a a domeniului �si se va nota cu ∂̆X.

Punctele frontier�a accesibile pot � descrise �si cu ajutorul �sirurilor. S�a consider�am familia

S a tuturor �sirurilor {xk}∞k=1 de puncte din X care au urm�atoarele propriet�a�ti:

(a) �Sirul {xk}∞k=1 nu are punct de acumulare ��n X.

(b) �Sirul imaginilor {p(xk)}∞k=1 are limita z0 ∈ Cn.

(c) Pentru orice vecin�atate deschis�a conex�a V = V (z0) ⊂ Cn se poate g�asi un rang k0 ∈ N∗

astfel ��nc�at pentru orice k ≥ k0 �si orice l ≥ k0 punctele xk �si xl pot � unite cu un drum

continuu γk,l : [0, 1] → X, astfel ��nc�at

p ◦ γ([0, 1]) ⊂ V, γk,l(0) = xk �si γk,l(1) = xl.

Dou�a �siruri {xk}∞k=1 �si {x′k}∞k=1 din S se numesc echivalente dac�a:

1) lim
k→∞

p(xk) = lim
k→∞

p(x′k) = z0 ∈ Cn.
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2) Pentru orice vecin�atate deschis�a conex�a V = V (z0) ⊂ Cn se poate g�asi un rang k0 ∈ N∗

astfel ��nc�at pentru orice k ≥ k0 �si orice l ≥ k0 punctele xk �si x′l pot � unite cu un drum

continuu γk,l : [0, 1] → X, astfel ��nc�at

p ◦ γ([0, 1]) ⊂ V, γk,l(0) = xk �si γk,l(1) = x′l.

Vom nota clasa de echivalen�t�a a astfel de �siruri cu σz0 .

De�ni�tia 2.7. Fie (X, p) un domeniu Riemann. Vom numi punct frontier�a accesibil pentru

X o clas�a de echivalen�t�a σz0 = [xk].

Chiar ��n cazul c�and X este un domeniu din Cn, frontiera accesibil�a ∂̆X poate s�a difere de

frontiera topologic�a ∂X. Totodat�a, un punct frontier�a accesibil poate � limita a dou�a �siruri

inechivalente.

Vom nota domeniul Riemann extins cu X̆ := X ∪ ∂̆X �si vom de�ni o topologie pe X̆ ��n

felul urm�ator.

Dac�a x ∈ X, atunci se consider�a vecin�at�a�tile din topologia lui X. Dac�a x0 ∈ ∂̆X este un

punct frontier�a accesibil, atunci vecin�atatea Ŭ a punctului x0 se de�ne�ste ��n felul urm�ator:

Consider�am o mul�time deschis�a conex�a U ⊂ X astfel ��nc�at:

(i) U con�tine aproape toate punctele oric�arui �sir {xk}∞k=1 din clasa de echivalen�t�a x0 = σz0 .

(ii) Exist�a o vecin�atate deschis�a conex�a V = V (z0) ⊂ Cn astfel ��nc�at U este o component�a

conex�a a lui p−1(V ).

Apoi ad�aug�am la U toate punctele frontier�a accesibile x = σz astfel ��nc�at aproape toate

punctele oric�arui �sir din σz sunt con�tinute ��n U �si z este un punct de acumulare pentru p(U).

Prelungim la X̆ aplica�tia p, de�nind aplica�tia de proiec�tie p̆ : X̆ → Cn astfel:

p̆(x) :=

 p(x), dac�a x ∈ X,
lim
k→∞

p(xk), dac�a x = [xk] ∈ ∂̆X.

Remarca 2.1. Orice �sir de puncte {xk}∞k=1 din X care satisface condi�tiile (b) �si (c) de mai

sus are un punct de acumulare ��n X̆.

�Intr-adev�ar, dac�a {xk}∞k=1 are un punct de acumulare ��n X, atunci a�rma�tia este trivial�a.

Dac�a ��ns�a �sirul {xk}∞k=1 nu are nici un punct de acumulare ��n X, atunci el de�ne�ste o clas�a de

�siruri echivalente, adic�a un punct frontier�a accesibil x = [xk] ∈ ∂̆X.

�In [72] se arat�a c�a domeniileX �si X̆ posed�a baze num�arabile de mul�timi deschise. Domeniul

Riemann X̆ este regulat.

�In cele ce vor urma, vom avea nevoie de urm�atoarele propriet�a�ti ale domeniilor Riemann

extinse ale c�aror demonstra�tii le vom reaminti.
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Propozi�tia 2.1. a) Domeniul Riemann extins X̆ este un spa�tiu Hausdor�.

b) Aplica�tia p̆ : X̆ → Cn este continu�a pe X̆.

Demonstra�tie. a) Deoarece X este un spa�tiu Hausdor� trebuie s�a veri�c�am doar c�a orice

punct din X se separ�a de orice punct din ∂̆X �si orice dou�a puncte din ∂̆X pot � separate.

Deoarece nici un �sir din x0 ∈ ∂̆X nu are puncte de acumulare ��n X deducem c�a orice punct

din X se separ�a de orice punct din ∂̆X.

Fie x0 6= y0 dou�a puncte din ∂̆X. Dac�a p̆(x0) 6= p̆(y0), atunci a�rma�tia este trivial�a. Dac�a

��ns�a p̆(x0) = p̆(y0), atunci consider�am o vecin�atate V0 a punctului z0, astfel ��nc�at pentru orice

�siruri {xk}∞k=1 ∈ x0 �si {yk}∞k=1 ∈ y0 s�a avem c�a lim
k→∞

p(xk) = lim
k→∞

p(yk) = z0 ∈ Cn �si pentru

orice rang k ∈ N∗ se pot g�asi indicii k0 > k �si l0 > k astfel ��nc�at punctele xk0 �si yl0 nu pot

� unite ��n X cu un drum continuu proiec�tia c�aruia s�a se con�tin�a ��n V0. Fie Ŭ0 o vecin�atate

a lui x0 astfel ��nc�at U0 s�a �e o component�a conex�a a vecin�at�a�tii V ′
0 ⊂ V0 a lui z0. Evident

c�a y0 6∈ Ŭ0. �Si �e W̆0 o vecin�atate a lui y0 astfel ��nc�at W0 s�a �e o component�a conex�a a

vecin�at�a�tii V ′′
0 ⊂ V0 a lui z0. Avem c�a x0 6∈ W̆0. S�a ne convingem c�a Ŭ0 ∩ W̆0 = ∅. �Intr-adev�ar,

dac�a admitem contrariul, putem �xa un punct x ��n U0 ∩W0 �si considera k at�at de mare ��nc�at

punctele xk0 �si yl0 s�a se con�tin�a ��n U0 �si W0 corespunz�ator. Atunci putem uni cu un drum

continuu ��n U0 punctele xk0 �si x, precum �si ��n W0 punctele x �si yl0 .
�In rezultat ob�tinem un

drum continuu ��n X care une�ste xk0 �si yl0 , proiec�tia c�aruia se con�tine ��n V0, ceea ce contrazice

ipoteza. Deci Ŭ0 ∩ W̆0 = ∅. Prin urmare X̆ este un spa�tiu Hausdor�.

b) Evident c�a p̆ |X= p �si deci este continu�a. Fie x0 ∈ ∂̆X �si s�a ar�at�am c�a p̆ este continu�a

��n x0. Fie V o vecin�atate arbitrar�a a punctului z0 = p̆(x0) �si �e V1 o alt�a vecin�atate deschis�a

conex�a a lui z0, astfel ��nc�at V1 ⊂ V.

Not�am cu U componenta conex�a a lui p−1(V1) care con�tine aproape toate punctele din

{xk}∞k=1 ∈ σz0 . Ad�aug�am la U punctele σz cu z ∈ V1. Ob�tinem o vecin�atate a lui z0, �e Ŭ ,

pentru care avem p̆(Ŭ) ⊂ V. Deci p̆ este continu�a ��n x0 �si cum x0 a fost �xat ��n mod arbitrar

��n ∂̆X, deducem c�a p̆ este continu�a pe X̆.

Propozi�tia 2.2. Fie p : X → Cn un domeniu Riemann nerami�cat. Pentru orice punct

x0 ∈ ∂̆X exist�a un drum continuu α : [0, 1] → X̆ astfel ��nc�at α(1) = x0 �si α([0, 1)) ⊂ X.

Demonstra�tie. Fie z0 = p̆(x0) ∈ Cn �si �e V = V (z0) ⊂ Cn o vecin�atate deschis�a �si conex�a

a lui z0 care de�ne�ste o vecin�atate Ŭ a punctului x0, adic�a Ŭ ∩ X = U este o component�a

conex�a a lui p−1(V ).

Fie {Vs}∞s=0 un �sir de vecin�at�a�ti deschise conexe ale lui z0 cu Vs+1 ⊂ Vs ⊂ V pentru to�ti

s = 0, 1, . . . �si care formeaz�a o baz�a de vecin�at�a�ti a lui z0. Not�am cu Us componenta conex�a a
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lui p−1(Vs) care se con�tine ��n U. Evident c�a pentru to�ti s = 0, 1, . . . avem Us+1 ⊂ Us. Pentru

�ecare s ≥ 0 �x�am arbitrar c�ate un punct xs ∈ Us. Orice dou�a puncte xs �si xs+1 pot � unite

cu un drum continuu αs :
[
1− 1

2s , 1− 1
2s+1

]
→ Us cu αs

(
1− 1

2s

)
= xs �si αs

(
1− 1

2s+1

)
= xs+1.

De�nim drumul α : [0, 1] → X̆ ��n felul urm�ator,

α |[1− 1
2s ,1− 1

2s+1 ]
= αs, s = 0, 1, . . . �si α(1) = x0.

Continuitatea drumului α pe [0, 1) este evident�a. S�a veri�c�am c�a α este continuu �si��n t = 1.

Conform de�ni�tiei topologiei ��n X̆, pentru orice vecin�atate Ŭ∗ ⊂ X̆ a punctului x0 ∈ ∂̆X exist�a

o vecin�atate deschis�a conex�a V ∗ = V ∗(z0) ⊂ Cn astfel ��nc�at U∗ = Ŭ∗ ∩X este o component�a

conex�a a lui p−1(V ∗). Deoarece {Vs}∞s=0 este o baz�a de vecin�at�a�ti a lui z0, se va g�asi un rang

s0 su�cient de mare astfel ��nc�at pentru to�ti s > s0 s�a avem Vs ⊂ V ∗. Dar atunci Ŭs ⊂ Ŭ∗.

Prin urmare α
([

1− 1
2s , 1

])
⊂ Ŭ∗ pentru orice s > s0, ceea ce demonstreaz�a a�rma�tia.

Propozi�tia 2.3 ([24]). Fie T un spa�tiu topologic local conex �si S ⊂ T o submul�time nic�aieri

dens�a �si care nic�aieri nu disconecteaz�a T. Fie p : X → M un domeniu Riemann peste o

varietate complex�a M �si τ : T \ S → X o aplica�tie continu�a astfel ��nc�at p ◦ τ se prelunge�ste

la o aplica�tie continu�a pe tot spa�tiul T. Atunci τ ��n mod unic se prelunge�ste la o aplica�tie

continu�a τ̆ : T → X̆.

Observ�am c�a, dac�a vom lua ��n calitate de T segmentul [0, 1], iar S = {1} vom ob�tine

urm�atorul rezultat.

Propozi�tia 2.4. Fie p : X → M un domeniu Riemann peste o varietate complex�a M. Dac�a

α : [0, 1) → X este un drum continuu ��n X astfel ��nc�at p ◦ α poate � prelungit�a la o aplica�tie

continu�a de la segmentul [0, 1] ��n M, atunci �si drumul α ��n mod unic poate � prelungit ��n X̆

la un drum ᾰ : [0, 1] → X̆.

Propozi�tiile (2.2) �si (2.4) argumenteaz�a denumirea de ½accesibile� pentru punctele x din

∂̆X.

2.2 Eclatatul spa�tiului Cn+1 de-a lungul unui subspa�tiu

liniar

�In prima parte a acestei sec�tiuni vom descrie succint construc�tia eclatatului spa�tiului Cn+1

��n origine, iar ��n partea a doua vom explica construc�tia eclatatului lui Cn+1 de-a lungul unui

subspa�tiu liniar, urm�and ��n special sursele [46] �si [69].
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Fie z0, z1, . . . , zn coordonatele euclidiene ��n Cn+1 �si [ξ0 : ξ1 : . . . : ξn] coordonatele omogene

��n spa�tiul proiectiv Pn. Not�am cu ω : Cn+1 \ {0} → Pn proiec�tia canonic�a, care �ec�arei drepte

dz, care trece prin punctul z �si origine, ��i asociaz�a un element ξ = ω(z) = [z] al spa�tiului

Pn, iar un element ξ ∈ Pn, la r�andul s�au, determin�a dreapta l(ξ) = ω−1(ξ) ∪ {0} astfel ��nc�at

dz = l(ω(z)).

Vom considera produsul Cn+1 × Pn. Submul�timile ��nchise ��n Cn+1 × Pn sunt de�nite de

anularea de sisteme de polinoame de variabile zi, ξj, omogene ��n raport cu variabilele ξj.

De�ni�tia 2.8 ([46]). Vom numi eclatatul lui Cn+1 ��n originea O submul�timea ��nchis�a C̃n+1

din Cn+1 × Pn, de�nit�a de sistemul de ecua�tii

ziξj = zjξi, i, j = 0, 1, . . . , n. (2.1)

Rela�tiile (2.1) pot � scrise �si ��n forma z ∈ l(ξ), adic�a rela�tiile care de�nesc eclatatul C̃n+1

exprim�a rela�tia de inciden�t�a

{(z, ξ) ∈ Cn+1 × Pn | z ∈ l(ξ)}.

Pe eclatatul C̃n+1 ��n mod natural se de�ne�ste un mor�sm π : C̃n+1 → Cn+1, ca �ind

restric�tia la C̃n+1 a aplica�tiei de proiec�tie pe primul cofactor pr1 : Cn+1 × Pn → Cn+1, anume

π(z, [ξ]) = z. Astfel, avem

C̃n+1 ⊂ - Cn+1 × Pn

PPPPPPPPqπ ?
pr1

Cn+1

S�a enum�ar�am unele propriet�a�ti ale aplica�tiei π.

1. Dac�a P ∈ Cn+1 \ {O}, atunci π−1(P ) const�a dintr-un singur punct.

�Intr-adev�ar, �e P = (p0, p1, . . . , pn) cu pi 6= 0 pentru un anumit i = 0, 1, . . . , n. Dac�a

P × [ξ0 : ξ1 : . . . : ξn] ∈ π−1(P ), atunci pentru to�ti j = 0, 1, . . . , n avem

piξj = pjξi, j = 0, 1, . . . , n ⇐⇒ ξj =
pj

pi

ξi, j = 0, 1, . . . , n.

A�sadar, punctul [ξ0 : ξ1 : . . . : ξn] ��n Pn este unic determinat �si anume [ξ0 : ξ1 : . . . :

ξn] = [p0 : p1 : . . . : pn]. Deci, π−1(P ) = P × [p0 : p1 : . . . : pn] const�a dintr-un singur punct.

Astfel, pentru orice punct P ∈ Cn+1 \ {O} putem pune ψ(P ) = P × [p0 : p1 : . . . : pn], adic�a

putem de�ni un mor�sm ψ : Cn+1 \ {O} → C̃n+1 \π−1(O), invers mor�smului π. Prin urmare,

C̃n+1 \ π−1(O) este izomorf cu Cn+1 \ {O}. Punctul O se nume�ste centrul eclatatului.
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2. �In originea O = (0, . . . , 0) ∈ Cn+1 ecua�tiile (2.1) sunt satisf�acute pentru orice valori

ξi, i = 0, 1, . . . , n. Prin urmare, π−1(O) const�a din toate punctele de forma {O} × Q, unde

Q = [ξ0 : ξ1 : . . . : ξn] ∈ Pn, f�ar�a nici o restric�tie suplimentar�a. Prin urmare, π−1(O) ∼= Pn,

adic�a �bra peste O este izomorf�a cu Pn. Preimaginea originii, E = π−1(O) ⊂ C̃n+1, se nume�ste

divizorul excep�tional al eclatatului.

3. Punctele din π−1(O) sunt ��ntr-o coresponden�t�a bijectiv�a cu mul�timile dreptelor care

trec prin origine ��n Cn+1.

�Intr-adev�ar, o dreapt�a dP care trece prin origine ��n Cn+1 poate � de�nit�a parametric de

ecua�tiile zi = pit, i = 0, 1, . . . , n, unde P = (p0, p1, . . . , pn) 6= O, t ∈ C.
Consider�am dreapta d′P = π−1(dP \ {O}) ⊂ C̃n+1 \ π−1(O). Ea este de�nit�a parametric de

ecua�tiile zi = pit, ξi = pit, t ∈ C \ {0}. Deoarece [ξ0 : ξ1 : . . . : ξn] sunt coordonatele omogene

��n Pn, putem lua ξi = pi �si prin urmare dreapta d′P se de�ne�ste de ecua�tiile zi = pit, ξi = pi,

t ∈ C \ {0}. Aceste ecua�tii au sens �si pentru t = 0 �si ne dau ��nchiderea d′P a dreptei d′P ��n

eclatatul C̃n+1. Observ�am c�a d′P intersecteaz�a mul�timea excep�tional�a π−1(O) ��ntr-un singur

punct [p0 : p1 : . . . : pn] ∈ Pn. Prin urmare, pun�andu-i ��n coresponden�t�a dreptei dP punctul

ω(P ) ∈ Pn, stabilim o coresponden�t�a bijectiv�a dintre dreptele care trec prin origine ��n Cn+1

�si punctele mul�timii excep�tionale.

4. Eclatatul C̃n+1 este conex.

Aceasta rezult�a din faptul c�a

C̃n+1 = (C̃n+1 \ π−1(O)) ∪ π−1(O),

�si deoarece C̃n+1 \ π−1(O) este izomorf cu Cn+1 \ {O}, deducem c�a C̃n+1 \ π−1(O) este conex.

Dup�a cum am ar�atat mai sus, �ecare punct din π−1(O) este con�tinut ��n ��nchiderea unei

submul�timi (a dreptei d′P ) din C̃n+1 \π−1(O), adic�a C̃n+1 \π−1(O) este dens�a ��n C̃n+1, de unde

rezult�a conexiunea lui C̃n+1.

S�a descriem ��n continuare construc�tia eclatatului de-a lungul unui subspa�tiu liniar.

Fie U un polidisc (n+ 1)-dimensional �si z = (z0, z1, . . . , zn) coordonatele euclidiene. Fie L

un subspa�tiu liniar k-dimensional de�nit de ecua�tiile

zk = zk+1 = . . . = zn = 0.

Not�am cu [ξk : ξk+1 : . . . ξn] coordonatele omogene ��n Pn−k. Consider�am produsul U × Pn−k �si

��n el varietatea neted�a Ũ ⊂ U × Pn−k, de�nit�a de rela�tiile

Ũ := {(z, [ξ]) ∈ U × Pn−k | ziξj = zjξi, k ≤ i, j ≤ n}.
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Mor�smul π : Ũ → U, de�nit ca restric�tia la Ũ a aplica�tiei de proiec�tie pe primul cofactor

pr1 : U × Pn−k → U este un izomor�sm pe Ũ \ π−1(L), iar preimaginea oric�arui punct z ∈ L

este ��ntreg spa�tiul proiectiv Pn−k, adic�a π−1(L) = L×Pn−k �si se nume�ste divizorul excep�tional

al lui Ũ . Varietatea Ũ ��mpreun�a cu aplica�tia π : Ũ → U se nume�ste eclatatul lui U de-a lungul

subspa�tiului L.

Varietatea Ũ poate � acoperit�a cu h�ar�tile de coordonate

Uj = {(z, [ξ]) ∈ U × Pn−k | ξj 6= 0}, j = k, k + 1, . . . , n,

cu coordonatele olomorfe pe Uj de�nite astfel:

z
(j)
i = zi, pentru i = 0, 1, . . . , k − 1;

z
(j)
i =

ξi
ξj

=
zi

zj

, pentru i = k, . . . , ĵ, . . . , n;

z
(j)
j = zj.

Coordonatele {z(j)
i } sunt coordonatele euclidiene pe �ecare �br�a π−1(P ) ∼= Pn−k a divizoru-

lui excep�tional. Se poate ar�ata c�a eclatatul π : Ũ → U nu depinde de alegerea coordonatelor

��n U.

�In cazul general, eclatatul unei variet�a�ti complexe (n+1)-dimensionaleM de-a lungul unei

subvariet�a�ti X ⊂ M de dimensiune k se construie�ste astfel. Consider�am ��n M o colec�tie de

polidiscuri {Uα} care acoper�a varietatea X, astfel ��nc�at pe �ecare polidisc Uα, subvarietatea

Uα ∩ X poate � de�nit�a de ecua�tiile zk = . . . = zn = 0. Fie πα : Ũα → Uα eclatatul lui Uα

de-a lungul lui X ∩ Uα. Eclatatul Ũ se construie�ste prin procedeul de ½lipire�, π : Ũ → ∪Uα.

Deoarece π este un izomor�sm ��n exteriorul lui X ∩ (∪Uα) , putem construi varietatea

M̃ = Ũ ∪π (M \X) .

Varietatea M̃, ��mpreun�a cu aplica�tia π : M̃ → M, care prelunge�ste π pe Ũ �si este aplica�tia

identic�a pe M \ X se nume�ste eclatatul lui M de-a lungul subvariet�a�tii X, iar mul�timea

A = π−1(X) se nume�ste divizorul excep�tional al eclatatului. Astfel, divizorul excep�tional,

A = π−1(X), este un �brat peste X cu �bra Pn−k.

2.3 Problema Levi pentru eclatatul lui Cn+1 de-a lungul

unui subspa�tiu liniar

�In acest paragraf se va stabili o condi�tie necesar�a �si su�cient�a pentru ca o submul�time

deschis�a local Stein a eclatatului lui Cn+1 de-a lungul unui subspa�tiu liniar k-dimensional al

s�au s�a �e Stein.
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De�ni�tia 2.9 ([55]). O varietate complex�aX se nume�ste varietate Stein dac�a sunt��ndeplinite

urm�atoarele condi�tii:

i) Varietatea X este olomorf convex�a, adic�a pentru orice submul�time compact�a K ⊂ X

anvelopa olomorf convex�a

K̂ := {x ∈ X : |f(x)| ≤ sup
X
|f | pentru orice f ∈ O(X)}

este o submul�time compact�a a lui X.

ii) Varietatea X este olomorf separabil�a, adic�a pentru orice dou�a puncte distincte x �si y

din X, se poate g�asi o func�tie olomorf�a f ∈ O(X) cu f(x) 6= f(y).

iii) Func�tiile olomorfe pe X de�nesc coordonatele locale ��n �ecare punct, adic�a pentru orice

punct x ∈ X se poate g�asi un sistem de func�tii olomorfe pe X, f1, f2, . . . , fn ∈ O(X), care

de�nesc coordonatele locale ��ntr-o vecin�atate a lui x.

Faptul c�a X este olomorf convex�a este echivalent cu satisfacerea urm�atoarei condi�tii: pen-

tru orice �sir de puncte {xk}∞k=1, discret ��n X, exist�a o func�tie olomorf�a f ∈ O(X), astfel ��nc�at

mul�timea {|f(xk)| : k ∈ N∗} este nem�arginit�a.

K. Oka [64] a studiat domeniile Riemann nerami�cate peste Cn, p : X → Cn (aici proiec�tia

p este local biolomorf�a) �si a ar�atat c�a X este Stein dac�a �si numai dac�a func�tia − ln dX(x) este

plurisubarmonic�a pe X, unde dX(x) este func�tia distan�t�a la frontier�a pe X.

O consecin�t�a important�a a rezultatelor lui K. Oka este faptul c�a proprietatea unui domeniu

Riemann X de a � Stein este o proprietate local�a a frontierei lui X.

De�ni�tia 2.10. Fie X �si Y dou�a variet�a�ti complexe. O aplica�tie olomorf�a p : X → Y se

nume�ste mor�sm Stein dac�a pentru orice punct y ∈ Y exist�a o vecin�atate V = V (y) astfel

��nc�at p−1(V ) este Stein.

Dac�a ��n particular p este aplica�tia de incluziune i : X → Y �si X este o submul�time

deschis�a din Y, atunci X se nume�ste local Stein ��n Y dac�a aplica�tia i este un mor�sm Stein,

sau echivalent, �ecare punct frontier�a x ∈ ∂X are o vecin�atate V = V (x) astfel ��nc�at V ∩X
este Stein.

Astfel, din teorema lui K. Oka imediat rezult�a c�a o submul�time deschis�a D ⊂ Cn este Stein

dac�a �si numai dac�a ea este local Stein.

Natural apare ��ntrebarea, dac�a acest rezultat este valabil ��n cazul general al unui spa�tiu

Stein Y ��n loc de Cn.

Rezultatele ob�tinute de c�atre K. Oka au servit drept impuls pentru o serie de cercet�ari

��n acest domeniu. Pe parcursul ultimilor c�ateva decenii, au fost stabilite diverse rezultate

fundamentale referitoare la problema Levi.
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O trecere ��n revist�a a rezultatelor principale �si a problemelor deschise ce �tin de teoria

spa�tiilor Stein este realizat�a de c�atre M. Col�toiu ��n [15]. Lucrarea [16] con�tine o descriere

detaliat�a a istoriei diverselor forme ale problemei Levi �si se discut�a problema Levi ��n cazul

singular.

R. Fujita [32] �si A. Takeuchi [70] au demonstrat un rezultat similar cu cel al lui K. Oka

pentru cazul spa�tiilor proiective complexe �si anume, c�a un domeniu local Stein peste Pn este

Stein ori coincide cu Pn.

�In [24] F. Docquier �si H. Grauert au studiat domeniile Riemann nerami�cate peste va-

riet�a�tile Stein �si, ��n particular, au ar�atat c�a orice submul�time deschis�a D local Stein a unei

variet�a�ti Stein este Stein.

M. Col�toiu �si C. Joi�ta ��n [19] au studiat problema Levi ��n cazul eclatatului �si au ar�atat c�a

o submul�time deschis�a local Stein a eclatatului lui Cn+1 ��n origine este Stein atunci �si numai

atunci c�and ea nu con�tine o submul�time de forma U \A, unde A este divizorul excep�tional al

eclatatului �si U este o vecin�atate deschis�a a lui A.

Motiva�ti de aceast�a lucrare, vom investiga problema Levi ��n cazul eclatatului de-a lungul

unui subspa�tiu liniar �si anume vom ar�ata c�a ��n condi�tii geometrice similare o submul�time

deschis�a local Stein D a eclatatului lui Cn+1 de-a lungul unui subspa�tiu liniar k-dimensional

L este Stein.

Fie L un subspa�tiu liniar k-dimensional al lui Cn+1. Vom nota cu X eclatatul lui Cn+1

de-a lungul lui L, iar cu A vom nota divizorul excep�tional al lui X, anume A = L × Pn−k.

Presupunem c�a D este o submul�time deschis�a local Stein a lui X.

Vom spune c�a o submul�time deschis�a D a eclatatului X satisface condi�tia (P ) dac�a exist�a

un punct t0 ��n L �si o vecin�atate deschis�a U a lui t0×Pn−k astfel ��nc�at U \A este con�tinut�a ��n

D.

Teorema 2.1 ([35]). O submul�time deschis�a local Stein D a eclatatului X este Stein dac�a �si

numai dac�a condi�tia (P ) nu este satisf�acut�a.

�In demonstra�tia acestei a�rma�tii vom aplica aceea�si tehnic�a ca �si ��n [19]. Avem nevoie de

no�tiunea de punct frontier�a eliminabil.

De�ni�tia 2.11. FieM o varietate complex�a, A ⊂M o submul�time analitic�a de codimensiune

pozitiv�a, iar D o submul�time deschis�a din M \A. Un punct frontier�a z ∈ ∂D ∩A se nume�ste

eliminabil de-a lungul lui A dac�a exist�a o vecin�atate deschis�a U a punctului z astfel ��nc�at U \A
este con�tinut�a ��n D.

Un rol esen�tial ��n demonstra�tie ��l are urm�atoarea lem�a, care este o generalizare a rezul-

tatelor din [39] �si [73].
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Lema 2.1 ([19], Lemma 2). Fie M o varietate Stein �si �e A o submul�time analitic�a ��nchis�a

de codimensiune pozitiv�a din M, iar D ⊂ M \ A o submul�time deschis�a. Dac�a D este local

Stein ��n �ecare punct z ∈ ∂D\A �si dac�a nici un punct frontier�a z ∈ ∂D∩A nu este eliminabil

de-a lungul lui A, atunci D este Stein.

Demonstra�tia Teoremei 2.1. Deoarece X este eclatatul lui Cn+1 de-a lungul subspa�tiului

liniar L, el este de fapt un �brat ��n drepte olomorf peste L× Pn−k. S�a not�am cu

π : X → L× Pn−k

proiec�tia corespunz�atoare a �bratului vectorial.

Fie t1, t2, . . . , tk func�tiile de coordonate ��n L �si s�a not�am cu t = (t1, t2, . . . , tk) ∈ L. Fie

z0, z1, . . . , zn−k func�tiile de coordonate ��n Cn−k+1 �si vom nota

z = (z0, z1, . . . , zn−k) ∈ Cn−k+1 \ {0}, [z] = [z0 : z1 : . . . : zn−k] ∈ Pn−k.

Pentru i = 0, 1, . . . , n− k construim mul�timile

Ui = {(t, [z]) ∈ L× Pn−k | zi 6= 0}.

S�a not�am trivializ�arile locale cu

ψi : π−1(Ui) → Ui × C, i = 0, 1, . . . , n− k.

Pentru orice punct (t, [z], λ) ∈ (Uj ∩ Ui)× C avem

(
ψj ◦ ψ−1

i

)
(t, [z], λ) =

(
t, [z],

zj

zi

λ

)
. (2.2)

Pentru i = 0, 1, . . . , n− k consider�am mul�timile

Wi = {(t, z, λ) ∈ L× (Cn−k+1 \ {0})× C | zi 6= 0}.

S�a de�nim o aplica�tie olomorf�a F : (L× (Cn−k+1 \ {0})×C) → X, ��n modul urm�ator, pentru

(t, z, λ) ∈ Wi consider�am

F (t, z, λ) = ψ−1
i (t, [z], ziλ).

Observ�am c�a pentru orice (t, [z], λ) ∈ (Uj ∩ Ui)× C din rela�tia (2.2) rezult�a c�a

(ψj ◦ ψ−1
i )(t, [z], ziλ) = (t, [z], zjλ)

�si prin urmare

ψ−1
i (t, [z], ziλ) = ψ−1

j (t, [z], zjλ),
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ceea ce demonstreaz�a c�a aplica�tia F este bine de�nit�a. �In afar�a de aceasta, deoarece aplica�tia

(t, z, λ) ∈ Wi → (t, [z], ziλ) ∈ Ui × C

este o surjec�tie, deducem c�a F |Wi
: Wi → π−1(Ui), de asemenea este surjectiv�a.

Vom veri�ca faptul c�a F este un �brat local trivial peste X cu �bra C∗ �si c�a func�tiile de

tranzi�tie sunt liniare pe �ecare �br�a.

Pentru i = 0, 1, . . . , n− k vom nota cu

Φi : Wi → π−1(Ui)× C∗, Φi(t, z, λ) = (F (t, z, λ), zi)

�si a�rm�am c�a Φi sunt trivializ�arile locale ale acestui �brat.

Trebuie s�a veri�c�am c�a aplica�tiile Φi sunt inversabile �si s�a calcul�am Φj ◦ Φ−1
i . Cu acest

scop, pentru �ecare i = 0, 1, . . . , n− k de�nim aplica�tiile

Φ̃i : Wi → (Ui × C)× C∗, Φ̃i(t, z, λ) = ((t, [z], ziλ), zi)

�si

χi : (Ui × C)× C∗ → π−1(Ui)× C∗, χi((t, [z], λ), µ) = (ψ−1
i (t, [z], λ), µ).

Observ�am c�a Φi = χi ◦ Φ̃i.

Aplica�tiile Φ̃i sunt inversabile �si pentru orice ((t, [z], λ), µ) ∈ (Ui × C)× C∗ avem

Φ̃−1
i ((t, [z], λ), µ) =

(
t,
µ

zi

z,
λ

µ

)
. (2.3)

Aplica�tiile χi de asemenea sunt inversabile �si pentru orice (ζ, µ) ∈ π−1(Ui)× C∗ avem

χ−1
i (ζ, µ) = (ψi(ζ), µ). (2.4)

Prin urmare �si aplica�tiile Φi sunt inversabile �si din rela�tiile (2.2), (2.3) �si (2.4) rezult�a c�a,

pentru orice (ζ, µ) ∈ π−1(Uj ∩ Ui)× C∗, dac�a π(ζ) = (t, [z]), atunci(
Φj ◦ Φ−1

i

)
(ζ, µ) =

(
ζ,
zj

zi

µ

)
�si deci Φi sunt trivializ�arile locale ale lui F.

Faptul c�a F este un �brat local trivial peste X cu �bra C∗ �si cu func�tiile de tranzi�tie

liniare este echivalent cu existen�ta unui �brat ��n drepte olomorf F̃ : Z → X, astfel ��nc�at

Z \ Z0 = L× (Cn−k+1 \ {0})× C unde Z0 este sec�tiunea nul�a �si

F = F̃ |L×(Cn−k+1\{0})×C.

Fie D o submul�time deschis�a din X care este local Stein, dar care nu este Stein. Atunci,

conform Lemei 1 din [19], submul�timea deschis�a F−1(D) din L×Cn−k+1 ×C este local Stein
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��n �ecare punct din (∂F−1(D)) \ (L × {0} × C) �si nu este Stein. De aici, ��n baza Lemei 2.1

deducem c�a exist�a un punct frontier�a P ∈ (∂F−1(D))∩ (L×{0}×C) care este eliminabil de-a

lungul lui L× {0} × C. Prin urmare, exist�a t0 ∈ L �si λ0 ∈ C astfel ��nc�at

P = (t0, 0, λ0) ∈ (∂F−1(D)) ∩ (L× {0} × C) ⊂ L× Cn−k+1 × C

este eliminabil de-a lungul lui L×{0}×C.Atunci, conform De�ni�tiei 2.11, exist�a o ε−vecin�atate
a punctului P astfel ��nc�at

F−1(D) ⊃ {(t, z, λ) ∈ L× (Cn−k+1 \ {0})× C : ‖t− t0‖ < ε,

|zj| < ε,∀j = 0, n− k, |λ− λ0| < ε}.

Vom ar�ata c�a D posed�a proprietatea (P ), adic�a c�a D con�tine o submul�time deschis�a de

forma U \A, unde A este divizorul excep�tional al eclatatului X �si U este o vecin�atate deschis�a

a lui t0 × Pn−k.

S�a not�am cu B bila deschis�a

Bε(t0) = {t ∈ L : ‖t− t0‖ < ε},

iar cu Ωδ discul deschis punctat {λ ∈ C : 0 < |λ| < δ}. Demonstra�tia va � complet�a, dac�a vom

ar�ata c�a pentru orice [z] ∈ Pn−k �si orice i ∈ {0, 1, . . . , n− k} astfel ��nc�at (t, [z]) ∈ Ui exist�a o

mul�time deschis�a V ��n Pn−k �si un num�ar pozitiv δ > 0 astfel ��nc�at (t, [z]) ∈ (B × V ) �si

ψi(D ∩ π−1(Ui)) ⊃ B × V × Ωδ.

Fix�am ��n Ui ��n mod arbitrar un punct (t, [z̃]) ∈ Ui astfel ��nc�at t ∈ B. S�a alegem un num�ar

pozitiv T astfel ��nc�at

T > max

{
|z̃j|
|z̃i|

: j = 0, 1, . . . , n− k

}
.

Not�am cu V mul�timea deschis�a din Pn−k cu proprietatea c�a dac�a [w] ∈ Ui, atunci [w] ∈ V �si

max

{
|wj|
|wi|

}
< T. Fix�am ��n mod arbitrar un punct λ1 ∈ C∗ astfel ��nc�at |λ1 − λ0| < ε �si lu�am

δ ∈ R+ astfel ��nc�at

δ <
ε

T
· |λ1|.

Pentru a ar�ata c�a ψi(D ∩ π−1(Ui)) con�tine o submul�time deschis�a de forma B × V ×Ωδ, vom

considera un punct arbitrar �xat (t, [w], ν) ��n B×V ×Ωδ. Fie µ =
ν

λ1

�si observ�am c�a µ 6= 0 �si

|µ| = |ν|
λ1

<
δ

|λ1|
<
ε

T
.

Fie z =
µ

wi

· w. Atunci zi = µ 6= 0 �si deci (t, z, λ1) ∈ Wi.
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Pentru to�ti j = 0, 1, . . . , n− k avem

|zj| =
|µ · wj|
|wi|

≤ |µ| · T < ε,

prin urmare (t, z, λ1) ∈ F−1(D) ∩Wi. Astfel

F (t, z, λ1) = ψ−1
i (t, [z], ziλ1) ∈ (D ∩ π−1(Ui)).

�In �nal ob�tinem

ψi(F (t, z, λ1)) = (t, [z], ziλ1) = (t, [z], µλ1) = (t, [w], ν),

ceea ce demonstreaz�a complet a�rma�tia.

2.4 Problema Levi pentru domenii Riemann peste eclata-

tul lui Cn+1 ��n origine

�In aceast�a sec�tiune vom studia domeniile Riemann nerami�cate p : X → C̃n+1 peste

eclatatul lui Cn+1 ��n origine ��n cazul c�and p este un mor�sm Stein �si vom determina condi�tiile

necesare �si su�ciente pentru ca un a�sa domeniu s�a �e Stein. Eclatatul lui Cn+1 ��n origine poate

� privit drept un caz particular de varietate 1-convex�a. O serie de rezultate recente referitoare

la spa�tiile de acoperire ale suprafe�telor 1-convexe pot � g�asite ��n lucr�arile [20] �si [21].

Dup�a cum am men�tionat ��n paragraful precedent, ��nc�a ��n anul 1953 K. Oka [64] a ob�tinut

solu�tia problemei Levi pentru domeniile Riemann nerami�cate peste Cn din care rezult�a c�a

un domeniu nerami�cat p : X → Cn este Stein dac�a �si numai dac�a p este un mor�sm Stein.

�In scurt timp dup�a aceasta, J. E. Fornaess [28] arat�a c�a acest rezultat nu r�am�ane valabil �si

pentru domeniile Riemann rami�cate.

�In 1960 F. Docquier �si H. Grauert [24] au ar�atat c�a dac�a p : Y → X este un domeniu

Riemann nerami�cat peste o varietate Stein X �si p este un mor�sm Stein, atunci Y este Stein.

T. Ueda [73] a investigat cazul domeniilor Riemann peste variet�a�tile Grassmann �si a ar�atat

c�a un domeniu Riemann nerami�cat pseudoconvex p : Y → Gn,r peste o varietate Grassmann

Gn,r, astfel ��nc�at exist�a cel pu�tin un punct frontier�a, adic�a Y nu este prin p homeomorf cu

Gn,r, este o varietate Stein.

M. Col�toiu �si K. Diederich ��n [17] au studiat domeniile Riemann peste spa�tiile Stein cu

singularit�a�ti izolate �si au stabilit c�a dac�a X �si Y sunt spa�tii complexe cu singularit�a�ti izolate,

p : Y → X este un domeniu Riemann nerami�cat, X este un spa�tiu Stein �si p este un mor�sm

Stein, atunci Y este de asemenea Stein.
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Vom studia problema Levi ��n cazul domeniului Riemann p : X → C̃n+1 peste eclatatul

C̃n+1 al spa�tiului Cn+1 ��n origine. Anume, vom da r�aspuns la urm�atoarea ��ntrebare: Ce

condi�tie suplimentar�a trebuie s�a satisfac�a domeniul Riemann p : X → C̃n+1, cu p mor�sm

Stein, pentru ca el s�a �e Stein?

Pentru a r�aspunde la aceast�a ��ntrebare avem nevoie de urm�atoarele no�tiuni �si leme ajut�a-

toare.

De�ni�tia 2.12 ([73]). Un domeniu Riemann p : X → Cn se nume�ste pseudoconvex ��ntr-un

punct frontier�a accesibil x ∈ ∂̆X, dac�a se poate g�asi o vecin�atate Ŭ a punctului x astfel ��nc�at

Ŭ ∩X s�a �e o varietate Stein.

Un domeniu p : X → Cn se nume�ste pseudoconvex dac�a el este pseudoconvex ��n toate

punctele frontier�a accesibile.

De�ni�tia 2.13 ([73]). Fie S ⊂ Cn o mul�time analitic�a de codimensiune pozitiv�a. Un punct

frontier�a accesibil x al domeniului Riemann p : X → Cn se nume�ste eliminabil de-a lungul lui

S, dac�a exist�a o vecin�atate Ŭ a punctului x astfel ��nc�at aplica�tia p̆ |Ŭ : Ŭ → Cn este injectiv�a

�si Ŭ ∩ ∂̆Y este con�tinut�a ��n p̆−1(S).

Urm�atoarea lem�a a fost demonstrat�a de c�atre T. Ueda ��n [73].

Lema 2.2. Fie S ⊂ Cn o mul�time analitic�a de codimensiune pozitiv�a �si �e p : X → Cn un

domeniu Riemann nerami�cat peste Cn. Admitem c�a X este pseudoconvex ��n �ecare punct

frontier�a x ∈ ∂̆X cu p̆(x) ∈ Cn \ S. Dac�a nu exist�a nici un punct frontier�a eliminabil de-a

lungul lui S, atunci X este Stein.

Lema 2.3 ([36]). Fie S ⊂ Cn, n ≥ 2 o mul�time analitic�a de codimensiune cel pu�tin egal�a cu

2 �si �e p : X → Cn un domeniu Riemann nerami�cat peste Cn \ S. Presupunem c�a X este

pseudoconvex ��n �ecare punct frontier�a x care se proiecteaz�a ��n Cn \S. Atunci X nu este Stein

dac�a �si numai dac�a exist�a o submul�time deschis�a conex�a U ⊂ X �si o submul�time deschis�a

conex�a V ⊂ Cn astfel ��nc�at V ∩ S 6= ∅ �si aplica�tia p |U : U → V \ S este biolomorf�a.

Demonstra�tie. 1. Necesitatea. Admitem c�a X nu este Stein. Atunci conform Lemei 2.2,

se poate g�asi un punct frontier�a x∗ ∈ ∂̆X eliminabil de-a lungul mul�timii S. Not�am cu p̆

extinderea proiec�tiei p la X̆ = X ∪ ∂̆X. �In acest caz se poate g�asi o vecin�atate deschis�a Ŭ1 a

punctului x∗, Ŭ1 ⊂ X̆, astfel ��nc�at p̆ |Ŭ1
este injectiv�a �si p̆(Ŭ1 ∩ ∂̆X) e con�tinut ��n S. Fie Ŭ o

alt�a vecin�atate deschis�a a punctului x∗, astfel ��nc�at Ŭ ⊂ Ŭ1. O astfel de vecin�atate Ŭ exist�a

deoarece X̆ este regulat.

S�a not�am cu U = Ŭ \ ∂̆X �si cu z∗ = p̆(x∗), z∗ ∈ S. Pentru a demonstra a�rma�tia trebuie

s�a ar�at�am c�a exist�a o vecin�atate deschis�a V a lui z∗ astfel ��nc�at V \ S ⊂ p(U). Admitem prin
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absurd c�a a�sa o vecin�atate nu exist�a. Atunci, pentru orice vecin�atate deschis�a V a lui z∗ avem

c�a p(U) 6⊃ V \S. �Si deci putem g�asi un �sir de puncte {ξk}∞k=1, ξk ∈ Cn \ (S ∪ p̆(Ŭ)), convergent

la z∗, lim
k→∞

ξk = z∗.

Fie α : [0, 1] → Ŭ un drum continuu astfel ��nc�at α(1) = x∗ �si α([0, 1)) ⊂ U (existen�ta

unui a�sa drum este asigurat�a de Propozi�tia 2.2) �si �e {sk}∞k=1 un �sir cresc�ator de numere

pozitive, 0 < sk < 1, k = 1, 2, . . . convergent la 1. Not�am ζ
(0)
k = p(α(sk)), k = 1, 2, . . . �si �e

αk : [0, 1] → Cn \ S, k = 1, 2, . . . un drum continuu care une�ste ��n Cn \ S punctele ζ
(0)
k �si ξk.

Prin urmare avem, ζ
(0)
k ∈ p(U), ξk 6∈ p(U) ∪ S, αk(0) = ζ

(0)
k �si αk(1) = ξk. �In plus, putem

admite c�a �sirul {αk}∞k=1 de drumuri continue converge uniform la z∗ pe segmentul [0, 1].

S�a not�am cu tk = inf{t | t ∈ [0, 1], αk(t) ∈ ∂p(U)} �si cu zk = αk(tk).

Evident c�a �sirul {zk}∞k=1 de asemenea converge la z∗, zk 6∈ S �si αk([0, tk)) ⊂ p(U), pentru

to�ti k = 1, 2, . . . Conform Propozi�tiei 2.4 func�tiile continue (p|U)−1 ◦ αk : [0, tk) → X pot �

extinse la func�tiile continue βk : [0, tk] → X̆. Fie xk = βk(tk). Atunci p(xk) = zk �si ��n acela�si

timp avem c�a lim
k→∞

p(xk) = z∗ �si pentru orice ranguri k �si l punctele xk �si xl pot � unite cu

un drum continuu a c�arui proiec�tie e con�tinut�a ��n V. Prin urmare, �sirul {xk}∞k=1 are un punct

de acumulare x̆ ∈ X̆. Observ�am c�a xk ∈ Ŭ \ U �si deci x̆ ∈ Ŭ \ Ŭ �si x̆ 6= x∗. �In acela�si timp

p̆(x̆) = z∗ = p̆(x∗), dar aceasta contrazice injectivitatea lui p̆ pe Ŭ1 ⊃ Ŭ .

2. Su�cien�ta. Fie U o submul�time deschis�a din X �si V o submul�time deschis�a conex�a din

Cn astfel ��nc�at V ∩ S 6= ∅ �si p |U : U → V \ S este biolomorf�a.

Deoarece V ∩S 6= ∅, putem �xa un punct z ∈ V ∩S. Fie {zk}∞k=1 un �sir arbitrar de puncte

zk ∈ V \ S convergent la z. S�a not�am cu xk preimaginea lui zk, adic�a xk ∈ U, p(xk) = zk �si

lim
k→∞

p(xk) = z.

�Sirul {xk}∞k=1 este discret ��n X. �Intr-adev�ar, dac�a vom admite c�a {xk}∞k=1 are un punct

de acumulare ��n X, atunci vom putea extrage un sub�sir {xkl
}∞l=1 convergent c�atre un anumit

punct x ∈ X. Dar atunci lim
k→∞

p(xkl
) = lim

k→∞
p(xk) = z �si totodat�a lim

l→∞
p(xkl

) = p(x). Deci

p(x) = z ∈ S ceea ce contrazice faptul c�a p(X) ⊂ Cn \ S.
Pentru orice func�tie olomorf�a f ∈ O(X) avem c�a func�tia f ◦ (p |U)−1 : V \ S → C este

olomorf�a �si atunci, conform celei de-a doua teorem�a de extensie a lui Riemann, ea se extinde

olomorf pe V. Dar atunci mul�timea
{∣∣(f ◦ (p |U)−1)(zk)

∣∣ , k = 1, 2, . . .
}
este m�arginit�a �si prin

urmare {|f(xk)|, k = 1, 2, . . .} este m�arginit�a pentru orice f ∈ O(X). Astfel concludem c�a X

nu este olomorf convex �si deci nu este Stein.

S�a not�am cu A = Pn divizorul excep�tional al eclatatului. Vom spune c�a un domeniu

Riemann p : X → C̃n+1 peste eclatatul C̃n+1 satisface condi�tia (Q) dac�a exist�a o mul�time

deschis�a G ⊂ X �si o vecin�atate deschis�a W a mul�timii excep�tionale A astfel ��nc�at:
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i) p |G este injectiv�a �si

ii) p(G) ⊃ W \ A.

Teorema 2.2 ([36]). Un domeniu Riemann nerami�cat p : X → C̃n+1, cu p mor�sm Stein,

este Stein dac�a �si numai dac�a el nu satisface condi�tia (Q).

Demonstra�tie. 1. Necesitatea. Fie c�a X este Stein �si admitem prin absurd c�a X satisface

condi�tia (Q), adic�a exist�a o submul�time deschis�a G ⊂ X astfel ��nc�at p |G este injectiv�a �si

p(G) ⊃ W \ A. Fix�am un punct arbitrar Q ∈ A �si �e {qk}∞k=1 un �sir de puncte din W \ A
convergent la Q. Evident c�a �sirul {p−1(qk)}∞k=1 este discret ��n G. Dar, pentru orice func�tie

olomorf�a f ∈ O(G) avem c�a f ◦ p−1 ∈ O(W \A) �si, conform teoremei lui Hartogs, se extinde

la o func�tie olomorf�a pe W �si prin urmare �sirul valorilor {|f(p−1(qk))|, k = 1, 2, . . .} r�am�ane

m�arginit pentru orice func�tie f ∈ O(G). Astfel deschisul G nu este olomorf convex �si deci nu

este Stein. Totodat�a, G �ind o submul�time deschis�a local Stein din spa�tiul Stein X, conform

rezultatului lui F. Docquier �si H. Grauert, este Stein. Contradic�tia arat�a c�a X �ind Stein nu

poate avea proprietatea (Q).

Men�tion�am c�a ipoteza de injectivitate a proiec�tiei p |G este necesar�a. De exemplu, s�a

consider�am ��n C̃n+1 doi deschi�si Stein U1 �si U2 astfel ��nc�at ei nu con�tin o vecin�atate deschis�a a

mul�timii excep�tionale A, dar U = U1∪U2 acoper�a A. �In acest caz, U1∩U2 6= ∅.Mu�timile U1\A
�si U2 \A sunt Stein, ��ntruc�at ��ntr-o varietate Stein complementara unei hipersuprafe�te r�am�ane

Stein, ��n timp ce U \A nu este Stein. Not�am cu Xi mul�timile Xi = {(q, i), q ∈ Ui \A}, i = 1, 2.

Fie X = X1 ∪ X2 reuniunea disjunct�a a mul�timilor U1 \ A �si U2 \ A. Atunci X este Stein �si

p(X) ⊃ W \ A, dar aplica�tia de proiec�tie p |X nu este injectiv�a.

2. Su�cien�ta. Admitem c�a domeniul Riemann p : X → C̃n+1 satisface condi�tia (Q). Not�am

cu z0, z1, . . . , zn coordonatele euclidiene ��n Cn+1 �si cu [ξ0 : ξ1 : . . . : ξn] coordonatele omogene

��n spa�tiul proiectiv complex Pn. Eclatatul lui Cn+1 ��n origine este varietatea

C̃n+1 := {(z, ξ) ∈ Cn+1 × Pn : ziξj = zjξi, i, j = 0, n}.

Vom acoperi spa�tiul Pn cu mul�timile Ui = {ξ ∈ Pn : ξi 6= 0}, i = 0, 1, . . . n. S�a not�am cu π

proiec�tia pe cel de-al doilea factor

π := pr2 |C̃n+1 : C̃n+1 → Pn.

Atunci π−1(ξ) = l(ξ) este dreapta complex�a determinat�a de ξ. Astfel eclatatul lui Cn+1 ��n

origine este un �brat ��n drepte peste spa�tiul proiectiv complex.

Avem urm�atoarele trivializ�ari locale ψi : π−1(Ui) → Ui × C de�nite de ψi(z, ξ) := (ξ, zi),

i = 0, 1, . . . , n. Aplica�tia ψi este biolomorf�a �si inversa ei este

ψ−1
i ([z], λ) =

(
λ

zi

· z, [z]
)
,
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unde [z] = [z0 : z1 : . . . : zn] ∈ Ui. Astfel peste Uij = Ui ∩ Uj avem

ψi ◦ ψ−1
j ([z], λ) = ψi

(
λ

zj

· z, [z]
)

=

(
[z], λ · zi

zj

)
.

Putem construi un �brat local trivial de �br�a C∗ peste eclatatul C̃n+1 �si anume

F : (Cn+1 \ {0})× C → C̃n+1.

�In lucrarea [19] a fost construit �si descris �bratul F : (Cn+1 \ {0})× C → O(r), unde

F (z, λ) = ψ−1
k

(
[z],

λ

zr
k

)
,

∀(z, λ) ∈ Wk = {(z, λ) ∈ (Cn+1 \ {0})× C : zk 6= 0}.
�Intruc�at eclatatul C̃n+1 poate � identi�cat cu O(−1), �bratul ��n drepte olomorf de gradul

−1 peste Pn, avem r = −1 �si deci ��n acest caz pentru orice (z, λ) ∈ Wk avem

F (z, λ) = ψ−1
k ([z], λzk) =

(
λzk

zk

· z, [z]
)

= (λ · z, [z]).

Prin urmare, aplica�tia F poate � de�nit�a global, F (z, λ) = (λ ·z, [z]). Dar atunci, pentru orice

punct (z, [z]) ∈ C̃n+1 avem

F−1(z, [z]) =
{(z

λ
, λ
)∣∣∣λ ∈ C∗

}
.

S�a not�am cu ∆ dreapta complex�a ∆ = {0} × C ⊂ Cn+2 ({0} ∈ Cn+1).

Construim produsul �brat Y al �bratului F �si al domeniului Riemann X �si anume

Y = {(w, x) ∈ (Cn+2 \∆)×X | F (w) = p(x)}.

Ob�tinem urm�atoarea diagram�a comutativ�a

Y
F̃−→ X

↓ p̃ ↓ p
Cn+2 ⊃ (Cn+2 \∆) −→

F
C̃n+1

Aplica�tia F̃ = pr2 |Y : Y → X, proiec�tia canonic�a pe al doilea factor, de�ne�ste un �brat

principal olomorf de �br�a C∗.

Aplica�tia p̃ = pr1 |Y : Y → Cn+2 \ ∆, proiec�tia canonic�a pe primul factor, de�ne�ste un

domeniu Riemann nerami�cat peste Cn+2 \∆.

Deoarece p : X → C̃n+1 este un mor�sm Stein, aplica�tia p̃ : Y → Cn+2\∆ de asemenea este

un mor�sm Stein. �Intruc�at (Cn+2\∆) ⊂ Cn+2, drept consecin�t�a ob�tinem un domeniu Riemann
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p̃ : Y → Cn+2 peste Cn+2. Observ�am c�a Cn+2 este o varietate Stein �si p̃ : Y → (Cn+2 \∆) este

un mor�sm Stein, dar nu se �stie dac�a p̃ : Y → Cn+2 este de asemenea mor�sm Stein, deoarece

Cn+2 con�tine puncte de pe ∆, adic�a puncte din frontiera lui (Cn+2 \∆).

Conform rezultatelor lui Y. Matsushima �si A. Marimoto ([60], Th�eor�eme 4 et 5), Y este

Stein dac�a �si numai dac�a X este Stein.

Admitem prin absurd c�a produsul �brat Y nu este Stein. Atunci exist�a un punct frontier�a

accesibil y ∈ ∂̆Y care este eliminabil de-a lungul lui ∆.

Atunci conform Lemei 2.3, exist�a o vecin�atate deschis�a Ŭ a punctului y �si un polidisc

deschis Vε de poliraz�a ε > 0 centrat ��ntr-un punct x∗ = p̃(y) = (0, . . . , 0, ν) ∈ ∆ astfel ��nc�at

p̃ |U : U → Vε \∆ este biolomorf�a, unde U = Ŭ \ ∂̆Y.
S�a not�am cu G = F̃ (U) \ p−1(A), unde A este divizorul excep�tional al eclatatului C̃n+1.

A�rm�am c�a p |G este injectiv�a. �Intr-adev�ar, dac�a admitem contrariul, atunci ob�tinem urm�a-

toarele. Exist�a un punct x ∈ G astfel ��nc�at G ∩ p−1(p(x)) are cel pu�tin dou�a elemente. Fie

G ∩ p−1(p(x)) = {x1, x2, . . .}. Atunci
1) xi 6= xj, i 6= j; i, j = 1, 2, . . . .

2) p(xi) = Q ∈ C̃n+1 \ A, pentru to�ti i = 1, 2, . . . .

Fie Q = (q, [q]), q = (q0, q1, . . . , qn). Preimaginea acestui punct este

F−1(Q) =
{( q

λ
, λ
)∣∣∣λ ∈ C∗

}
.

Observ�am c�a F−1(Q) nu intersecteaz�a ∆ = {0} ×C, iar intersec�tia lui F−1(Q) cu Vε \∆ este

dat�a de {∣∣∣qj
λ

∣∣∣ < ε, j = 0, . . . , n, λ ∈ C∗
}
∩ {|λ− ν| < ε, λ ∈ C∗}

�si prin urmare este deschis�a �si conex�a. S�a not�am aceast�a mul�time cu V ∗.

Fie Di = F̃−1(xi)∩ p̃−1(V ∗), i = 1, 2, . . . . Mul�timile Di sunt deschise ��n F̃
−1(xi), nevide �si

Di ⊂ U pentru to�ti i = 1, 2, . . . . Astfel p̃ |Di
, i = 1, 2, . . . sunt homeomor�sme �si deci p̃(Di)

sunt deschise ��n F−1(Q), nevide �si disjuncte �si

V ∗ = ∪
i
p̃(Di).

Dar aceasta este imposibil ��ntruc�at V ∗ este conex�a.

Astfel p |G este injectiv�a. �In plus F−1(p(G)) con�tine o mul�time de forma Vε \ ∆ �si deci

conform argumentelor din demonstra�tia Teoremei 1 de M. Col�toiu �si C. Joi�ta din [19], p(G)

con�tine o mul�time de forma W \A, unde A este mul�timea excep�tional�a a eclatatului �si W este

o vecin�atate a lui A, ceea ce contrazice ipoteza.
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Capitolul 3

Metrici invariante �si func�tii normale

�In acest capitol se studiaz�a metricile invariante la aplica�tiile biolomorfe, ��n termenii

c�arora se de�nesc aplica�tiile olomorfe X�normale.

Se eviden�tiaz�a o clas�a larg�a de domenii pentru care exist�a aplica�tia extremal�a

pentru (semi)norma Kobayashi. Pentru aplica�tiile olomorfe de�nite pe astfel de

domenii se demonstreaz�a un criteriu de normalitate �si se de�ne�ste no�tiunea de

aplica�tie olomorf�a K�normal�a.

Sunt studiate domeniile m�arginite din Cn, pentru care �ecare punct din frontiera

lor este punct peak. Este prezentat un criteriu de existen�t�a a limitei K�admisibile

pentru o func�tie olomorf�a pe un domeniu m�arginit, �ecare punct din frontiera

c�aruia este punct peak.

3.1 Metrici invariante

Aceast�a sec�tiune con�tine de�ni�tiile (semi)metricilor Carath�eodory, Kobayashi �si Bergman

�si o scurt�a trecere ��n revist�a a unor propriet�a�ti de baz�a ale lor.

Conform teoremei lui Riemann, orice domeniu simplu conex din planul complex, diferit de

��ntreg planul, este biolomorf cu discul unitate ∆. �Inc�a de la ��nceputul secolului XX a devenit

clar, c�a ��n cazul multidimensional dou�a domenii simplu conexe, de exemplu, bila �si polidiscul

unitate, nu sunt biolomorfe.

Peste tot ��n acest capitol prin ∆ vom nota discul unitate deschis din planul complex C,
adic�a ∆ = {z ∈ C | |z| < 1}. Henri Poincar�e a de�nit pe ∆× C o norm�a invariant�a ��n raport

cu automor�smele conforme ale discului ∆,

dρ(z; v) =
|v|

1− |z|2
, (z; v) ∈ ∆× C,
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iar lungimea Poincar�e a unei curbe netede pe por�tiuni γ : [0, 1] → ∆ calcul�andu-se dup�a

formula

Lγ =

∫ 1

0

dρ(γ(t); γ′(t))dt.

Exist�a, cel pu�tin, trei posibilit�a�ti de a generaliza metrica Poincar�e ��n cazul mai multor

variabile complexe. Acestea au fost propuse de c�atre Constantin Carath�eodory, ��n 1926 ([10]),

Stefan Bergman ��n 1933 ([4]) �si Shoshichi Kobayashi ��n 1967 ([54]).

Fie M o varietate complex�a de dimensiune complex�a n.

De�ni�tia 3.1 ([10]). Distan�ta Carath�eodory cM dintre punctele p �si q ale variet�a�tii complexe

M este

cM(p, q) = sup
f
ρ(f(p), f(q)),

unde marginea superioar�a se ia ��n raport cu toate func�tiile olomorfe f : M → ∆.

S�a not�am cu O(∆,M) mul�timea tuturor aplica�tiilor olomorfe ale discului unitate ∆ ��n

varietatea complex�a M.

Vom numi lan�t olomorf pe varietatea M, care une�ste punctele p �si q, o colec�tie c care

const�a din 2k puncte a1, a2, . . . , ak �si b1, b2, . . . , bk ale discului unitate ∆ �si k aplica�tii olomorfe

f1, f2, . . . , fk ∈ O(∆,M), astfel ��nc�at

f1(a1) = p, fj(bj) = fj+1(aj+1), j = 1, . . . , k − 1, fk(bk) = q.

Pentru �ecare lan�t olomorf c pe M din p ��n q de�nim

|c| =
k∑

j=1

ρ(aj, bj).

De�ni�tia 3.2 ([54]). Distan�ta Kobayashi kM dintre punctele p �si q ale variet�a�tii complexe

M este

kM(p, q) = inf{|c|},

unde marginea inferioar�a se ia ��n raport cu to�ti k �si toate lan�turile olomorfe c peM care unesc

p �si q.

Distan�ta Kobayashi kM , precum �si distan�ta Carath�eodory cM satisfac axiomele (semi)met-

ricii �si nu cresc la aplica�tiile olomorfe, adic�a dac�a M �si N sunt dou�a variet�a�ti complexe �si

f ∈ O(M,N), atunci pentru orice puncte p �si q din M avem

kN(f(p), f(q)) ≤ kM(p, q), cN(f(p), f(q)) ≤ cM(p, q) (3.1)
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�si sunt invariante la aplica�tiile biolomorfe, adic�a dac�a f : M → N este o aplica�tie biolomorf�a,

atunci pentru to�ti p �si q din M au loc egalit�a�tile

kM(p, q) = kN(f(p), f(q)), cM(p, q) = cN(f(p), f(q)). (3.2)

�In general, (semi)metricile Kobayashi �si Carath�eodory nu sunt metrici. De exemplu, pentru

M = Cn func�tiile kM ≡ 0 �si cM ≡ 0. Este binecunoscut faptul c�a, (semi)metrica Kobayashi

pe varietatea complex�a M este cea mai mare dintre acele (semi)metrici care nu se m�aresc la

aplica�tiile olomorfe f : ∆ → M, iar (semi)metrica Carath�eodory este cea mai mic�a printre

acelea care nu se m�aresc la aplica�tiile olomorfe f : M → ∆.

Fie p un punct din varietatea M �si v ∈ TpM un vector tangent. H.L. Royden ��n [68] a

introdus urm�atoarea de�ni�tie in�nitesimal�a a metricii Kobayashi.

De�ni�tia 3.3. Vom numi (semi)norma Kobayashi pe varietatea complex�aM func�tiaKM(p; v)

de�nit�a pe �bratul tangent T (M) prin formula

KM(p; v) = inf

{
1

r

∣∣∣∣ ∃g ∈ O(∆,M), g(0) = p, g′(0) = r · v, r > 0

}
. (3.3)

Royden a demonstrat, c�a (semi)norma KM pe TpM posed�a proprietatea de contrac�tie la

aplica�tiile olomorfe, adic�a dac�a f ∈ O(M,N), atunci pentru orice v ∈ TpM avem

KN(f(p); f∗(p)v) ≤ KM(p; v), (3.4)

unde f∗(p)v este diferen�tiala aplica�tiei f ��n punctul p.

�In lucrarea [68] este demonstrat urm�atorul rezultat important.

Teorema 3.1. Pentru orice varietate complex�a M func�tia KM este semicontinu�a superior pe

�bratul tangent T (M) = ∪
p∈M

TpM �si

kM(p, q) = inf
γ

∫ 1

0

KM(γ(t); γ′(t))dt, (3.5)

unde marginea inferioar�a se ia ��n raport cu toate drumurile netede γ : [0, 1] →M, care unesc

punctele p �si q.

De�ni�tia 3.4 ([11], [12]). Vom numi (semi)norma Carath�eodory pe varietatea complex�a M

func�tia CM(p; v) de�nit�a pe �bratul tangent T (M) prin formula

CM(p; v) = sup
f
|f∗(p)v|, (3.6)

unde marginea superioar�a se ia ��n raport cu toate aplica�tiile olomorfe f : M → ∆ pentru care

f(p) = 0.
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Carath�eodory a demonstrat, c�a (semi)norma CM satisface inegalitatea triunghiului �si

posed�a proprietatea de contrac�tie.

Presupunem c�a varietatea M este ��nzestrat�a cu o (semi)metric�a d. Lungimea unei curbe

γ : [0, 1] →M ��n aceast�a (semi)metric�a este egal�a cu m�arimea

ld(γ) = sup
m∑

k=1

d(γ(tk−1), γ(tk)),

unde marginea superioar�a se ia ��n raport cu to�ti m �si toate diviziunile

T = {0 = t0 < t1 < . . . < tm = 1}

ale segmentului [0, 1].

De�ni�tia 3.5. Vom numi distan�t�a interioar�a ��n (semi)metrica d dintre punctele p �si q din M,

marginea inferioar�a di(p, q) a lungimilor ld(γ) tuturor curbelor pe M care unesc punctele p �si

q.

Dac�a d ≡ di, atunci (semi)metrica d se nume�ste interioar�a.

H. J. Rei�en [66] a demonstrat c�a dac�a γ : [0, 1] → M este o curb�a neted�a pe M cu

lungimea Carath�eodory de�nit�a conform formulei

lc(γ) = sup
m∑

k=1

cM(γ(tk−1), γ(tk)),

atunci

lc(γ) =

∫ 1

0

CM(γ(t); γ′(t))dt.

Astfel ciM(p, q) = inf
γ
lc(γ). �In caz general are loc inegalitatea

cM(p, q) ≤ ciM(p, q)

�si inegalitatea strict�a este posibil�a, deci (semi)metrica Carath�eodory nu este interioar�a.

Spre deosebire de metrica Carath�eodory, metrica Kobayashi ��ntotdeauna este interioar�a.

Pentru a de�ni (semi)norma Bergman [5] pe o varietate complex�a M consider�am o baz�a

ortonormal�a complet�a ω1, ω2, . . . ��n spa�tiul n�formelor olomorfe cu p�atratul integrabil pe M.

Forma diferen�tial�a

BM(p, q) =
∞∑

ν=1

ων(p) ∧ ων(q)

pentru p, q ∈ M este independent�a de alegerea bazei �si se nume�ste forma nucleului Bergman

a variet�a�tii M.
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�Intr-un sistem local de coordonate p1, . . . , pn ��n M putem scrie �ecare ων(p) ��n forma

ων(p) = fν(p)dp1 ∧ . . . ∧ dpn,

unde fν(p) este o func�tie olomorf�a local de�nit�a �si deci BM local poate � scris�a ��n forma

BM(p, q) = bM(p, q)dp1 ∧ . . . ∧ dpn ∧ dq1 ∧ . . . ∧ dqn,

unde bM(p, q) =
∞∑

ν=1

fν(p)fν(q). Func�tia βM(p) = bM(p, p) se nume�ste func�tia Bergman a

variet�a�tii M.

De�ni�tia 3.6. Presupunem c�a βM(p) > 0 pentru orice punct p ∈M. Vom numi (semi)norma

Bergman pe varietatea complex�a M func�tia de�nit�a de formula

(BM(p; v))2 =
n∑

µ,ν=1

∂2 ln βM(p)

∂pµ∂pν

vµvν ,

unde v ∈ TpM, v =
n∑

µ=1

vµ
∂

∂pµ

.

Remarc�am c�a (semi)norma Bergman este independent�a de sistemul de coordonate, este

pozitiv semide�nit�a, este invariant�a la aplica�tiile biolomorfe, neted�a �si K�ahlerian�a (a se vedea

[47], [50]). Spre deosebire de (semi)normele Carath�eodory �si Kobayashi, (semi)norma Bergman

BM nu posed�a proprietatea de contrac�tie (a se vedea Exemplul 6.1.3, [51]).

Func�tia distan�t�a indus�a de (semi)norma Bergman este numit�a distan�t�a Bergman.

Men�tion�am c�a distan�tele �si (semi)normele Carath�eodory, Kobayashi �si Bergman se cal-

culeaz�a explicit foarte greu, dar comparativ, ��n general, se estimeaz�a mai simplu.

�In cazul bilei unitate B = {z ∈ Cn | |z| < 1} (semi)normele Kobayashi �si Carath�eodory

coincid, p�an�a la ��nmul�tirea cu o constant�a, cu (semi)norma Bergman, �si pentru orice punct

p ∈ B �si orice vector v ∈ Cn avem:

C2
B(p; v) = K2

B(p; v) =
|v|2

1− |p|2
+

|(p, v)|2

(1− |p|2)2
. (3.7)

3.2 Familii normale de aplica�tii olomorfe �si aplica�tii X�

normale

�In aceast�a sec�tiune sunt discutate anumite criterii de normalitate a familiilor de aplica�tii

olomorfe �si unele propriet�a�ti ale aplica�tiilor X�normale.
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FieM o varietate complex�a de dimensiune complex�a n �siN o varietate hermitian�a��nzestrat�a

cu metrica hermitian�a ds2
N . Vom nota cu O(M,N) mul�timea tuturor aplica�tiilor olomorfe ale

variet�a�tii M ��n varietatea N.

Vom spune c�a un �sir de aplica�tii olomorfe {fj}∞j=1 ⊂ O(M,N) este compact divergent, dac�a

pentru orice submul�timi compacte K ⊂⊂M �si K ′ ⊂⊂ N se poate g�asi un rang j0, astfel ��nc�at

fj(K) ∩K ′ = ∅ pentru to�ti j > j0.

O familie de aplica�tii olomorfe F ⊂ O(M,N) se nume�ste normal�a (��n sensul lui H. Wu [77])

dac�a orice �sir {fj}∞j=1 de elemente ale lui F con�tine un sub�sir {fjk
}∞k=1 care ori converge uniform

pe submul�timile compacte ale lui M la o aplica�tie din O(M,N), ori este compact divergent.

Un criteriu de normalitate pentru familiile de func�tii meromorfe de o variabil�a complex�a,

care exprim�a condi�tia de m�arginire local�a a derivatei sferice a fost demonstrat de c�atre F. Marty

��n [59].

Lema 3.1 ([59]). O familie F de func�tii meromorfe ��n domeniul D al planului complex este

normal�a ��n D atunci �si numai atunci c�and pentru orice submul�time compact�a K ⊆ D exist�a

o constant�a C = C(K) > 0 astfel ��nc�at derivata sferic�a

f#(z) =
|f ′(z)|

1 + |f(z)|2
≤ C(K), z ∈ K, f ∈ F

este local m�arginit�a.

Teoria familiilor normale de func�tii olomorfe de mai multe variabile complexe a ��nceput

s�a se dezvolte la sf�ar�situl anilor 30 ai secolului XX. �In [52] Julia a demonstrat c�a o familie

de func�tii olomorfe de mai multe variabile complexe care omite dou�a valori este normal�a.

H. Alexander [1] a ar�atat c�a o familie F de func�tii olomorfe ��n bila unitate deschis�a B ⊂ Cn

este normal�a atunci �si numai atunci c�and restric�tia ei la �ecare dreapt�a complex�a care trece

prin centrul bilei este normal�a. T. Nishino [63] a stabilit, c�a o familie de func�tii olomorfe ��ntr-

un domeniu D ⊂ Cn este normal�a ��n D dac�a ea este normal�a ��n raport cu �ecare variabil�a.

Criteriul lui Marty a fost generalizat pentru cazul multidimensional ��n [71], [25], [14], [43].

�In cele ce vor urma vom avea nevoie de urm�atorul caz particular al criteriului lui Marty.

Lema 3.2 ([27], Lema 2, p. 11). Fie M o varietate complex�a, cu proprietatea c�a pentru

�ecare punct p ∈ M exist�a o vecin�atate Up ⊂ M �si o constant�a c = c(Up) > 0 astfel ��nc�at

KM(q; v) ≥ c(Up)|v| pentru to�ti (q; v) ∈ T (Up) ∼= Up × Cn, �si Y este un subspa�tiu complex

relativ compact al variet�a�tii hermitiene N cu metrica hermitian�a ds2
N .

O familie F ⊂ O(M,Y ) este normal�a pe M atunci �si numai atunci c�and pentru orice

submul�time compat�a K a lui M exist�a o constant�a L(K) > 0 astfel ��nc�at pentru orice aplica�tie

f ∈ F are loc inegalitatea

f ∗ds2
N(p; v) ≤ L(K) · (KM(p; v))2, (3.8)
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pentru to�ti p ∈ K �si v ∈ TpM.

�In leg�atur�a cu studiul comport�arii la frontier�a a func�tiilor meromorfe de o variabil�a comp-

lex�a, O. Lehto �si K. I. Virtanen au de�nit ��n [56] no�tiunea de func�tie meromorf�a normal�a.

De�ni�tia 3.7. O func�tie f(z) meromorf�a ��n domeniul simplu conex D ⊂ C, se nume�ste

normal�a, dac�a este normal�a familia de func�tii F = {f ◦ S | S ∈ Aut(D)}.
�In cazul unui domeniu multiplu conex D ⊂ C, func�tia f(z) se nume�ste normal�a, dac�a ea

este normal�a pe acoperirea universal�a a domeniului D.

Aceast�a de�ni�tie poate � direct extins�a pentru cazul variet�a�tilor complexe n-dimensionale

omogene, adic�a pentru acele variet�a�ti ��n care grupul automor�smelor ac�tioneaz�a tranzitiv.

De�ni�tia 3.8. Fie M o varietate complex�a omogen�a. O func�tie f ∈ O(M,C) se nume�ste

normal�a pe varietatea M, dac�a este normal�a familia de func�tii

F = {f ◦ g | g ∈ Aut(M)}.

Este bine cunoscut faptul c�a grupul automor�smelor domeniilor simplu conexe din spa�tiul

C1 este compact, iar grupul automor�smelor domeniilor multiplu conexe din C1 cu ordinul de

conexitate de cel pu�tin 2, este �nit. �In general, grupul automor�smelor majorit�a�tii domeniilor

din Cn, n > 1, este trivial (astfel de domenii sunt numite rigide) (a se vedea [7]). �In felul

acesta, pentru majoritatea domeniilor din spa�tiul complex n�dimensional Cn cu n > 1, nu

exist�a un num�ar su�cient de automor�sme pentru ca de�ni�tia de mai sus a ½func�tiei normale�

s�a �e cuprinz�atoare. De aceea, pentru a de�ni no�tiunea de func�tie normal�a pe un domeniu

arbitrar al spa�tiului Cn, n > 1, ar trebui evitat�a folosirea grupului de automor�sme.

Fie XM una din (semi)normele Carath�eodory (CM), sau Kobayashi (KM), sau Bergman

(BM) ale variet�a�tii M. No�tiunea de func�tie X�normal�a a fost introdus�a de P. Dovbu�s.

De�ni�tia 3.9 ([27]). Fie M o variatate complex�a, N o varietate hermitian�a cu metrica

hermitian�a dsN . O aplica�tie f ∈ O(M,N) se nume�ste X�normal�a pe varietatea complex�a M,

dac�a se poate g�asi o constant�a L > 0, astfel ��nc�at

f ∗dsN(p; v) ≤ L ·XM(p; v)

pentru toate punctele p ∈M �si to�ti vectorii tangen�ti v ∈ TpM.

Remarc�am, c�a ��n cazul c�and varietatea M este omogen�a aceast�a de�ni�tie coincide cu

De�ni�tia 3.8 �si clasele aplica�tiilor C�normale, K�normale �si B�normale coincid.

Se poate ar�ata c�a orice func�tie olomorf�a �si m�arginit�a pe o varietate complex�a M este

C�normal�a pe M.
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Pentru p, q > 0 se de�ne�ste domeniul Thullen generalizat de tip (p, q) prin:

Dpq = {z ∈ C2 : |z1|2/p + |z2|2/q < 1}.

K. T. Hahn �si P. P�ug ��n [44] au ar�atat c�a exist�a o constant�a Cpq > 0 (care depinde numai de

p �si q) astfel ��nc�at

BDpq(z; v) ≤ Cpq ·KDpq(z; v)

pentru orice z ∈ Dpq �si v ∈ C2. Aceast�a inegalitate arat�a c�a, pe domeniile Thullen generalizate

clasa func�tiilor K�normale este mai larg�a dec�at clasa func�tiilor B�normale.

Se �stie, c�a pe orice varietate complex�a M (a se vedea [30]), avem

CM(p; v) ≤ KM(p; v) pe T (M).

K. T. Hahn [42] a demonstrat, c�a pe variet�a�tile complexe arbitrareM seminorma Carath�eodory

este mai mic�a sau egal�a cu seminorma Bergman

CM(p; v) ≤ BM(p; v) pe T (M).

De aici rezult�a urm�atoarele a�rma�tii:

1. Clasele func�tiilor K�normale �si B�normale pe o varietate complex�a M con�tin clasa

func�tiilor C�normale pe aceast�a varietate.

2. Orice func�tie olomorf�a �si m�arginit�a pe o varietate complex�a M este X�normal�a pe

aceast�a varietate.

3. Dac�a pe o varietate complex�aM exist�a func�tii olomorfe m�arginite, atunci clasele func�tiilor

X�normale pe aceast�a varietate sunt nevide.

�In ultimul caz, clasele func�tiilor X�normale ar putea con�tine doar func�tii olomorfe con-

stante. �In acest context, K. Diederich �si N. Sibony ��n [23] au construit un exemplu de domeniu

de olomor�e D ⊂ Cn, pentru care kD(p, q) ≡ 0 ��n timp ce KD(p; v) 6≡ 0. Dac�a pe acest dome-

niu D ar exista o func�tie K�normal�a f, atunci ar exista o constant�a pozitiv�a L > 0, astfel

��nc�at

ds(f(p); f∗(p)v) ≤ L ·KD(p; v) pe T (D).

Fix�am arbitrar dou�a puncte p �si q ��n domeniul D �si integr�am ultima inegalitate de-a lungul

curbei C1�netede γ : [0, 1] → D, pentru care γ(0) = p �si γ(1) = q. Lu�and in�mumul ambilor

membri ai inegalit�a�tii ob�tinute ��n raport cu toate curbele γ cu aceste propriet�a�ti, ob�tinem

s(f(p), f(q)) ≤ L · kD(p, q).

De aici rezult�a c�a s(f(p), f(q)) ≡ 0, adic�a f ≡ const. Prin urmare, ��n acest domeniu D clasa

func�tiilor K�normale const�a numai din func�tii identic constante.
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3.3 Aplica�tii extremale pentru seminorma Kobayashi

�In aceast�a sec�tiune se discut�a no�tiunea de aplica�tie extremal�a pentru seminorma Kobayashi.

Se arat�a c�a pentru domeniile m�arginite din Cn pentru care �ecare punct frontier�a este punct

peak exist�a aplica�tia extremal�a pentru seminorma Kobayashi.

Fie M o varietate complex�a de dimensiune complex�a n, p un punct al acestei variet�a�ti,

iar v ∈ TpM un vector tangent. Seminorma Kobayashi poate � aplicat�a pentru a studia

propriet�a�tile invariante ale variet�a�tilor, precum �si la studierea func�tiilor olomorfe. De aici

rezult�a importan�ta aplica�tiilor extremale g : ∆ →M, care realizeaz�a in�mumul ��n (3.3).

De�ni�tia 3.10. Fie p ∈ M �si v ∈ TpM = Cn, v 6= 0. Vom spune c�a aplica�tia olomorf�a

g : ∆ →M este extremal�a ��n raport cu p �si v, dac�a

g(0) = p, g′(0) = λ · v, cu λ > 0 �si KM(p; v) =
|v|

|g′(0)|
.

�In cazul general, pentru un punct dat p ∈M �si un vector dat v ∈ TpM nu exist�a o aplica�tie

extremal�a, iar ��n cazurile c�and o a�sa aplica�tie exist�a, ea poate s�a nu �e unic�a (a se vedea [55]).

Remarc�am, c�a totu�si ��n spa�tiul complex Cn exist�a familii largi de domenii pentru care

exist�a aplica�tiile extremale pentru seminorma Kobayashi.

Un domeniu D ⊂ Cn se nume�ste strict convex, dac�a ��mpreun�a cu punctele z1, z2 ∈ D el

con�tine ��n interior toate punctele interioare ale segmentului care le une�ste. Sau echivalent,

D ⊂ Cn se nume�ste strict convex, dac�a pentru el exist�a o func�tie de de�ni�tie ρ : Cn → R de

clas�a C∞ astfel ��nc�at Hessianul real al lui ρ este pozitiv de�nit ��n orice punct.

L. Lempert [57] a demonstrat, c�a dac�a D ⊂ Cn este un domeniu strict convex �si m�arginit,

atunci pentru toate perechile p ∈ D �si v ∈ TpD, v 6= 0 exist�a o aplica�tie g : ∆ → D, �si numai

una singur�a, extremal�a ��n raport cu p �si v.

O aplica�tie olomorf�a g ∈ O(∆,M) se nume�ste geodezic�a complex�a pentru metrica Koba-

yashi, dac�a

kM(g(z1), g(z2)) = k∆(z1, z2) = ρ(z1, z2)

pentru to�ti z1, z2 ∈ ∆, adic�a este o izometrie pentru distan�ta Kobayashi. O aplica�tie extremal�a

pentruKM(p; v) nu este neap�arat o geodezic�a complex�a pentru metrica Kobayashi, dar dac�aM

este un domeniu convex m�arginit ��n Cn, atunci aplica�tia extremala este o geodezic�a complex�a

(a se vedea [57]).

O varietate complex�a M se nume�ste taut [77], dac�a pentru orice varietate complex�a N �si

orice �sir de aplica�tii olomorfe fj : N →M, j = 1, 2, . . . exist�a un sub�sir compact divergent ori

un sub�sir uniform convergent pe submul�timile compacte la o aplica�tie olomorf�a f : N → M.

T. Barth [2] a ar�atat, c�a pentru ca varietatea M s�a �e taut este su�cient ca aceast�a condi�tie
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s�a �e satisf�acut�a ��n cazul c�and N = ∆, adic�a o varietate M este taut dac�a familia de aplica�tii

olomorfe O(∆,M) este o familie normal�a.

Dac�a varietatea M este taut, atunci aplica�tia extremal�a pentru toate perechile p ∈ M

�si v ∈ TpM exist�a (a se vedea [51]) �si ��n plus, ea este o geodezic�a complex�a pentru metrica

Kobayashi [38].

O varietate complex�a M se nume�ste Kobayashi hiperbolic�a, dac�a semimetrica Kobayashi

kM pe M este metric�a. O varietate Kobayashi hiperbolic�a se nume�ste complet�a, dac�a orice

bil�a ��n metrica Kobayashi este relativ compact�a ��n M. Orice varietate taut este Kobayashi

hiperbolic�a.

Se veri�c�a imediat c�a o varietate hiperbolic�a M nu poate con�tine curbe ��ntregi, adic�a orice

aplica�tie olomorf�a f : C → M este constant�a. A�rma�tia invers�a, ��n general, nu are loc, dar

totu�si este adev�arat�a pentru variet�a�tile compacte. R. Brody ��n [9] a ar�atat c�a orice varietate

complex�a compact�a care nu con�tine curbe ��ntregi este hiperbolic�a.

P. Kirnan [53] a demonstrat, c�a variet�a�tile Kobayashi hiperbolice complete sunt taut �si

ca urmare, pentru astfel de variet�a�ti aplica�tia extremal�a exist�a pentru orice pereche p ∈ M,

v ∈ TpM, v 6= 0.

Fie D un domeniu m�arginit din Cn cu frontiera neted�a �si �e ξ ∈ ∂D un punct frontier�a al

acestui domeniu. Not�am cu A(D) mul�timea tuturor func�tiilor olomorfe ��n D �si continue pe

D.

De�ni�tia 3.11. Un punct frontier�a ξ ∈ ∂D se nume�ste punct peak, dac�a exist�a o func�tie

ψ ∈ A(D), astfel ��nc�at sunt satisf�acute condi�tiile

1. ψ(ξ) = 1,

2. |ψ(z)| < 1 pentru toate punctele z ∈ D \ {ξ}.

Aceast�a func�tie ψ(z) se nume�ste func�tie peak pe domeniul D ��n punctul ξ ∈ ∂D.

FieD ⊂ Cn un domeniu cu frontiera de clas�a cel pu�tin C2 ��n vecin�atatea punctului frontier�a

ξ ∈ ∂D.M. Hakim �si N. Sibony [45] au demonstrat c�a �ecare punct strict pseudoconvex ξ ∈ ∂D
este un punct peak �si deci, �ecare punct frontier�a ξ ∈ ∂D al unui domeniu strict pseudoconvex

este punct peak (a se vedea, de asemenea �si [37]).

Fie D ⊂ C2 un domeniu m�arginit cu frontiera neted�a �si �e ξ ∈ ∂D. Vom numi tipul

punctului ξ ��n sensul lui D'Angelo �si vom nota τ(ξ), ordinul maxim de contact pe care ��l poate

avea un germene de varietate complex�a unu-dimensional�a care con�tine punctul ξ cu frontiera

domeniului ∂D ��n punctul ξ. Se spune, c�a punctul ξ este de tip �nit dac�a τ(ξ) < ∞ (a se

vedea [22]). Dac�a exist�a num�arul N ∈ N, astfel ��nc�at τ(ξ) ≤ N pentru toate punctele ξ ∈ ∂D,
atunci se spune c�a domeniul D este de tip �nit.
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E. Bedford �si J. E. Fornaess [3] au demonstrat, c�a dac�a D este un domeniu m�arginit de tip

�nit ��n C2 cu frontiera neted�a, atunci ��n �ecare punct frontier�a ξ exist�a func�tia peak pe D.

K. T. Hahn �si P. P�ug [44] au demonstrat c�a �ecare punct frontier�a al domeniului Thullen

generalizat Dpq este un punct peak ��n raport cu A(Dpq).

A�rma�tii analoge, pentru domenii din Cn cu condi�tii suplimentare de netezime a frontierei,

au fost ob�tinute de c�atre T. Bloom [8], J. E. Fornaess �si J. McNeal [29].

Propozi�tia 3.1 ([33]). Dac�a D ⊂ Cn este un domeniu m�arginit, astfel ��nc�at �ecare punct

din frontiera lui este punct peak, atunci pentru �ecare punct p ∈ D �si to�ti vectorii v ∈ Cn

exist�a o aplica�tie extremal�a pentru KD(p; v).

Demonstra�tie. Fix�am ��n mod arbitrar un punct p ∈ D �si un vector tangent v ∈ TpD, v 6= 0.

�In mod explicit, trebuie s�a demonstr�am existen�ta unei aplica�tii olomorfe g ∈ O(∆, D), astfel

��nc�at

g(0) = p �si KD(p; v) =
|v|

|g′(0)|
.

Deoarece KD(p; v) = inf

{
1

r

∣∣∣∣ g ∈ O(∆, D), g(0) = p, g′(0) = r · v, r > 0

}
, ��n baza de�ni�tiei

marginii inferioare, pentru toate aplica�tiile g ∈ O(∆, D) pentru care g(0) = p �si g′(0) = r · v,
r > 0 are loc inegalitatea

1

r
≥ KD(p; v) (3.9)

�si pentru orice ε > 0 se va g�asi o aplica�tie olomorf�a gε ∈ O(∆, D), astfel ��nc�at

gε(0) = p, g′ε(0) = rε · v, rε > 0

�si
1

rε

< KD(p; v) + ε.

Fie ε =
1

j
, j ∈ N∗. Atunci pentru �ecare j ∈ N∗ se va g�asi o aplica�tie gj ∈ O(∆, D), astfel

��nc�at gj(0) = p, g′j(0) = rj · v, rj > 0 �si

1

rj

< KD(p; v) +
1

j
. (3.10)

�Intruc�at D este un domeniu m�arginit, �sirul {gj}∞j=1 este uniform m�arginit pe ∆ �si, prin

urmare, formeaz�a o familie normal�a de aplica�tii. Deci, din acest �sir putem extrage un sub�sir

uniform convergent pe submul�timile compacte ale discului unitate ∆.

F�ar�a a pierde din generalitate, putem admite, c�a ��nsu�si �sirul {gj}∞j=1 converge uniform

pe submul�timile compacte ale discului ∆ la o anumit�a aplica�tie g ∈ O(U,D). Dac�a not�am

lim
j→∞

rj = r, atunci

g(0) = p, g′(0) = r · v, r > 0.
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S�a trecem ��n inegalitatea (3.10) la limit�a cu j →∞. Ob�tinem

1

r
≤ KD(p; v).

R�am�ane de demonstrat, c�a g(∆) ⊂ D, �si atunci, conform condi�tiei (3.9) ultima inegalitate

poate s�a se realizeze numai ca egalitate �si prin urmare a�rma�tia va � demonstrat�a.

S�a presupunem, c�a exist�a un punct λ0 ∈ ∆ pentru care avem g(λ0) = ξ ∈ ∂D.
�Intruc�at g este o aplica�tie olomorf�a, dac�a ea nu este identic constant�a, atunci ��n baza

teoremei de unicitate, se va g�asi o vecin�atate a punctului λ0, Uλ0 = {λ ∈ ∆ | |λ − λ0| < δ},
astfel ��nc�at pentru to�ti λ ∈ Uλ0 \ {λ0} avem g(λ) 6= ξ.

Deoarece ξ este un punct frontier�a, conform ipotezei, pentru el se va g�asi o func�tie peak ψ

pe D, pentru care

ψ(ξ) = 1 �si |ψ(z)| < 1 pentru to�ti z ∈ D \ {ξ}.

Fie h = ψ ◦ g. Observ�am c�a pentru toate punctele λ ∈ Uλ0 \ {λ0} avem

|h(λ)| = |ψ(g(λ))| = |ψ(z)| < 1,

iar

h(λ0) = ψ(g(λ0)) = ψ(ξ) = 1.

Din principiul maximului modulului rezult�a c�a h(λ) ≡ 1 pe Uλ0 �si deci g(λ) ≡ ξ pe

Uλ0 . Conform teoremei de unicitate ob�tinem c�a g(λ) ≡ ξ pe ∆, ceea ce contrazice faptul

c�a g(0) = p ∈ D. Prin urmare presupunerea f�acut�a este fals�a �si deci g(∆) ⊂ D ceea ce

demonstreaz�a a�rma�tia.

Folosind ideile lui E. Poletski�� �si B. Shabat [65] se poate ar�ata c�a dac�a D este un domeniu

m�arginit din Cn, astfel ��nc�at

D = {z ∈ Cn | ϕ(z) < 0},

unde func�tia ϕ este plurisubarmonic�a ��n domeniul D �si continu�a pe D, sau se ob�tine dintr-

un astfel de domeniu dup�a eliminarea unei hipersuprafe�te principale A, atunci pentru �ecare

punct p ∈ D �si to�ti vectorii v ∈ Cn exist�a o aplica�tie extremal�a pentru seminorma KD(p; v).

3.4 Un criteriu de K�normalitate a aplica�tiilor olomorfe

�In acest paragraf este demonstrat un criteriu de K−normalitate a unei aplica�tii olomorfe.
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Fie M o varietate complex�a de dimensiune complex�a n �si �e N o varietate hermitian�a

��nzestrat�a cu metrica hermitian�a dsN .

�In continuare vom considera c�aM este o varietate complex�a astfel ��nc�at pentru orice punct

p ∈M �si pentru orice vector tangent v ∈ TpM exist�a o aplica�tie extremal�a pentru seminorma

Kobayashi KM(p; v). Vom nota cu E(M) mul�timea tuturor aplica�tiilor extremale.

Fie Y un subspa�tiu complex relativ compact al variet�a�tii hermitiene N �si s�a not�am cu

O(M,Y ) submul�timea mul�timii O(M,N) pentru care f(M) ⊂ Y.

Pornind de la ideile lui K. Yosida �si K. Noshiro, care ��n cazul unei variabile complexe, au

asociat cu �ecare func�tie f meromorf�a ��n discul unitate ∆ ⊂ C familia de func�tii meromorfe

F = {f ◦ g | g ∈ Aut(∆)}

�si au studiat acele func�tii pentru care aceast�a familie este normal�a, ulterior numite de c�atre

O. Lehto �si K. I. Virtanen func�tii normale, J. Cima �si S. Krantz ��n [14] pentru �ecare aplica�tie

olomorf�a f ∈ O(D,C) au considerat familia

F = {f ◦ h | h ∈ O(∆, D)}

�si au demonstrat c�a o aplica�tie f ∈ O(D,C) este K�normal�a ��n D atunci �si numai atunci,

c�and este normal�a familia de aplica�tii F = {f ◦ h | h ∈ O(∆, D)}.
Mai sus am ar�atat c�a clasa domeniilor cu proprietatea c�a, pentru orice punct al domeniului

�si pentru orice vector tangent exist�a o aplica�tie extremal�a pentru seminorma Kobayashi, este

su�cient de larg�a, astfel ��nc�at s�a putem asocia �ec�arei aplica�tii f ∈ O(M,Y ) familia

F = {f ◦ g | g ∈ E(M)}.

Teorema 3.2 ([34]). Fie M o varietate complex�a �si Y un subspa�tiu complex relativ compact

al variet�a�tii hermitiene N ��nzestrat�a cu metrica hermitian�a dsN . O aplica�tie olomorf�a f din

O(M,Y ) este K�normal�a pe varietatea complex�a M atunci �si numai atunci c�and este normal�a

familia de aplica�tii F = {f ◦ g | g ∈ E(M)}, unde E(M) este mul�timea aplica�tiilor extremale

pentru seminorma Kobayashi.

Demonstra�tie. Necesitatea. Fie c�a aplica�tia f ∈ O(M,Y ) este K�normal�a pe varietatea M.

Atunci putem g�asi o constant�a L > 0, astfel ��nc�at

f ∗dsN(p; v) ≤ L ·KM(p; v) (3.11)

pentru toate punctele p ∈M �si to�ti vectorii v ∈ TpM.
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Fix�am ��n mod arbitrar un punct λ ∈ ∆, un vector ξ ∈ Tλ∆ �si �e g o aplica�tie extremal�a

arbitrar�a, g ∈ E(M). Fie g(λ) = p ∈M �si g′(λ)ξ = v ∈ TpM. Observ�am c�a

f ∗dsN(p; v) = f ∗dsN(g(λ); g′(λ)ξ) = (f ◦ g)∗dsN(λ, ξ),

�si �tin�and cont de rela�tia (3.11) ob�tinem

(f ◦ g)∗dsN(λ, ξ) ≤ L ·KM(p; v).

Deoarece g : U → M este o aplica�tie olomorf�a �si seminorma Kobayashi posed�a proprietatea

de contrac�tie, avem

KM(p; v) = KM(g(λ); g′(λ)ξ) ≤ K∆(λ; ξ)

�si prin urmare

(f ◦ g)∗dsN(λ, ξ) ≤ L ·K∆(λ; ξ)

pentru orice aplica�tie f ◦ g ∈ F �si toate punctele λ ∈ ∆ �si to�ti vectorii ξ ∈ Tλ∆, ceea ce

conform Lemei 3.2 ��nseamn�a c�a familia F = {f ◦ g | g ∈ E(M)} este normal�a.

Su�cien�ta. Fie F = {f ◦ g | g ∈ E(M)} o familie normal�a de aplica�tii pe discul ∆. �In

calitate de compact K ⊂ ∆ vom lua punctul λ = 0, iar ��n calitate de vector tangent vom

lua ξ = 1. Atunci, ��n baza Lemei 3.2 se va g�asi o constant�a L > 0, astfel ��nc�at pentru toate

aplica�tiile g ∈ E(M) va avea loc inegalitatea

(f ◦ g)∗dsN(0, 1) ≤ L ·K∆(0; 1) = L. (3.12)

Fix�am arbitrar un punct p ∈ M �si un vector v ∈ TpM. Fie g : ∆ → M o aplica�tie extremal�a,

astfel ��nc�at

g(0) = p �si g′(0) ·KM(p; v) = v.

Deoarece

(f ◦ g)∗dsN(0; 1) = f ∗dsN(g(0); g′(0) · 1) = f ∗dsN

(
p;

v

KM(p; v)

)
=

=
1

KM(p; v)
· f ∗dsN(p; v),

�tin�and cont de rela�tia (3.12) ob�tinem

1

KM(p; v)
· f ∗dsN(p; v) ≤ L.

Prin urmare, pentru toate punctele p ∈M �si to�ti vectorii v ∈ TpM are loc inegalitatea

f ∗dsN(p; v) ≤ L ·KM(p; v),

�si deci f este o func�tie K�normal�a pe M.
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Ca urmare, putem accepta urm�atoarea de�ni�tie a aplica�tiei normale.

De�ni�tia 3.12. Fie M o varietate complex�a �si Y un subspa�tiu complex relativ compact

al variet�a�tii hermitiene N. O aplica�tie f ∈ O(M,Y ) olomorf�a pe varietatea M se nume�ste

normal�a dac�a este normal�a familia de aplica�tii

F = {f ◦ g | g ∈ E(M)}.

Remarc�am, c�a dac�a M = ∆, atunci aceast�a de�ni�tie este echivalent�a cu de�ni�tia clasic�a,

deoarece �ecare aplica�tie g ∈ Aut(∆) este o extremal�a ��n ∆.

3.5 Un criteriu de existen�t�a a limitei K�admisibile a unei

func�tii meromorfe

�In aceast�a sec�tiune se demonstreaz�a un criteriu de existen�t�a a limitei K�admisibile a unei

func�tii meromorfe pe un domeniu m�arginit din Cn, pentru care �ecare punct din frontiera sa

este punct peak.

Fie α > 1 un num�ar arbitrar �xat �si ξ un punct frontier�a al discului ∆.

De�ni�tia 3.13. Vom spune c�a o func�tie f : ∆ → C are limita radial�a l ∈ C ��n punctul

frontier�a ξ = eiϕ dac�a

lim
r→1−

f(reiϕ) = l.

Vom nota cu Γα(ξ) regiunea Stolz de deschidere α cu v�arful ��n punctul ξ ∈ ∂∆,

Γα(ξ) =

{
z ∈ ∆ :

|z − ξ|
1− |z|

< α

}
.

�In vecin�atatea punctului frontier�a ξ ∈ ∂∆, domeniul Stolz este un unghi care tinde la 0,

dac�a α→ 1+ �si tinde la π, dac�a α→ +∞. Curbele care se apropie de punctul ξ din interiorul

regiunii Stolz nu pot � tangente la ∂∆, de aceea regiunea Γα(ξ) este numit�a domeniu de

apropiere netangen�tial�a cu v�arful ��n ξ.

De�ni�tia 3.14. Vom spune c�a o func�tie f : ∆ → C are limit�a netangen�tial�a (unghiular�a)

l ∈ C ��n punctul ξ, dac�a pentru orice α > 1

lim
j→∞

f(zj) = l,

pentru orice �sir de puncte {zj}∞j=1 care converge la ξ din interiorul regiunii Γα(ξ).

Unul din rezultatele clasice din teoria func�tiilor de o variabil�a complex�a este teorema lui

Lindel�of.
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Teorema 3.3 ([58]). Fie f o func�tie olomorf�a �si m�arginit�a ��n dicul unitate ∆ ⊂ C. Dac�a
exist�a limita radial�a l ∈ C

lim
r→1−

f(reiϕ) = l

a func�tiei f ��n punctul frontier�a eiϕ, atunci f are limita netangen�tial�a l ��n punctul eiϕ.

Cu alte cuvinte, pentru o func�tie f olomorf�a �si m�arginit�a de�nit�a��n discul unitate, existen�ta

limitei de-a lungul normalei garanteaz�a existen�ta limitei de-a lungul oric�arei curbe netangen-

�tiale la ∂∆, ��n timp ce apropierea dup�a direc�tiile tangen�tiale trebuie exclus�a.

�In lucrarea [56], O. Lehto �si K. I. Virtanen au ar�atat c�a teorema Lindel�of are loc pentru o

clas�a mai larg�a de func�tii �si anume pentru func�tiile normale ��n discul unitate din C.
Pentru �ecare punct z ∈ ∆ ei au de�nit ½derivata sferic�a maxim�a� a func�tiei f relativ la

metrica Poincar�e ��n punctul z

Qf (z) = sup
v∈C\{0}

{
ds(f(z); f ′(z)v)

dρ(z; v)

}
= (1− |z|2) |f ′(z)|

1 + |f(z)|2

�si au demonstrat urm�atorul criteriu de existen�t�a a limitei netangen�tiale a unei func�tii mero-

morfe ��n discul unitate.

Teorema 3.4 ([56]). Dac�a o func�tie f meromorf�a ��n discul unitate ∆ are limita radial�a l ∈ C
��n punctul ξ ∈ ∂∆, atunci f are limita netangen�tial�a l ��n ξ atunci �si numai atunci c�and

|Qf (z)| < const,

��n �ecare regiune Stolz Γα(ξ).

Vom ��ncerca s�a generaliz�am rezultatul ob�tinut de Lehto �si Virtanen pentru cazul multidi-

mensional. Pentru aceasta vom folosi o generalizare potrivit�a a no�tiunii de limit�a netangen�tial�a

�si anume o generalizare exprimat�a ��n termenii normei �si metricii Kobayashi.

Fie D un domeniu m�arginit din Cn cu frontiera de clasa C2, iar ξ ∈ ∂D un punct frontier�a.

Vom nota cu νξ vectorul unitate al normalei exterioare la ∂D ��n ξ �si cu N(ξ) segmentul de

lungime euclidian�a δ normal interior pentru domeniul D ��n punctul ξ,

N(ξ) = {ξ − tνξ ∈ D | 0 < t ≤ δ}.

Vom considera δ > 0 su�cient de mic, astfel ��nc�at N(ξ) ⊂ D.

De�ni�tia 3.15. Fie D un domeniu m�arginit din Cn cu frontiera de clasa C2. Vom numi

domeniu K�admisibil de deschidere α > 0 cu v�arful ��n punctul ξ ∈ ∂D, mul�timea

Kα(ξ) = {z ∈ D | kD(z,N(ξ)) < α},

aici kD(z,N(ξ)) este distan�ta Kobayashi de la punctul z ∈ D p�an�a la N(ξ), adic�a

kD(z,N(ξ)) = inf{kD(z, w) | w ∈ N(ξ)}.
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De�ni�tia 3.16. Fie D un domeniu m�arginit din Cn cu frontiera de clasa C2. Vom spune c�a

o func�tie f : D → C are limita K�admisibil�a l ∈ C ��n punctul ξ ∈ ∂D, dac�a pentru orice

α > 0 �si orice �sir de puncte {zj}∞j=1 din Kα(ξ), convergent la ξ, �sirul corespunz�ator de valori

ale func�tiei {f(zj)}∞j=1 converge la l ��n metrica sferic�a. Vom nota

(K − lim f)(ξ) = l.

Lema 3.3 ([33]). Fie D un domeniu m�arginit din Cn cu frontiera de clasa C2, iar ξ ∈ ∂D

un punct frontier�a al lui. Pentru ca func�tia f : D → C s�a aib�a limita K�admisibil�a l ∈ C
��n punctul ξ ∈ ∂D este necesar �si su�cient ca pentru orice num�ar pozitiv ε > 0, s�a existe un

num�ar δ > 0, astfel ��nc�at pentru orice α > 0 �si toate punctele z ∈ Kα(ξ)∩{z ∈ Cn : |z−ξ| < δ}
s�a aib�a loc inegalitatea

s(f(z), l) < ε.

Demonstra�tie. Necesitatea. Fie

(K − lim f)(ξ) = l,

atunci conform de�ni�tiei limitei K�admisibile, pentru �ecare num�ar α > 0 �si pentru orice �sir

{zj}∞j=1 de puncte din D, care converge K�admisibil la ξ, adic�a astfel ��nc�at

zj ∈ Kα(ξ), j = 1, 2, ... �si zj → ξ, j →∞

avem

lim
j→∞

s(f(zj), l) = 0. (3.13)

Admitem prin absurd, c�a a�rma�tia lemei este fals�a. Atunci exist�a un num�ar ε > 0, astfel ��nc�at

pentru to�ti δ > 0 exist�a un punct z ∈ Kα(ξ) ∩ {z ∈ Cn | |z − ξ| < δ}, pentru care

s(f(z), l) ≥ ε.

Fie {δj}∞j=1 un �sir arbitrar de numere pozitive, convergent la zero, de exemplu δj =
1

j
.

Atunci pentru �ecare δj se poate g�asi un punct

zj ∈ Kα(ξ) ∩ {z ∈ Cn | |z − ξ| < δj}, (3.14)

astfel ��nc�at s(f(zj), l) ≥ ε. Cum lim
j→∞

δj = 0, din condi�tia (3.14) deducem c�a �sirul {zj}∞j=1

converge K�admisibil la ξ �si concomitent

s(f(zj), l) ≥ ε, j = 1, 2, ...

Dar aceasta contrazice condi�tia (3.13). Contradi�tia ob�tinut�a demonstreaz�a necesitatea.
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Su�cien�ta. Fix�am ��n mod arbitrar num�arul ε > 0 �si δ > 0, astfel ��nc�at pentru to�ti

z ∈ Kα(ξ) ∩ {z ∈ Cn | |z − ξ| < δ} are loc inegalitatea s(f(z), l) < ε.

Consider�am un �sir arbitrar {zj}∞j=1 de puncte din Kα(ξ) care converge la ξ. �Incep�and cu

un anumit rang j0 vom avea |zj − ξ| < δ �si prin urmare pentru j ≥ j0 va avea loc inegalitatea

s(f(zj), l) < ε.

Deoarece ε > 0 a fost �xat ��n mod arbitrar, ultima condi�tie exprim�a faptul c�a �sirul

{f(zj)}∞j=1 converge la l �si deci

(K − lim f)(ξ) = l.

Lema este complet demonstrat�a.

Ca urmare, putem accepta �si urm�atoarea de�ni�tie echivalent�a a limitei K�admisibile.

De�ni�tia 3.17. Fie D un domeniu m�arginit din Cn cu frontiera de clasa C2. Vom spune

c�a func�tia f : D → C are limita K�admisibil�a l ∈ C ��n punctul ξ ∈ ∂D dac�a pentru orice

ε > 0, se poate g�asi un num�ar δ > 0, astfel ��nc�at pentru orice α > 0 �si pentru toate punctele

z ∈ Kα(ξ) ∩ {z ∈ Cn | |z − ξ| < δ} are loc inegalitatea

s(f(z), l) < ε.

Vom stabili leg�atura dintre existen�ta limitei radiale �si a limitei K�admisibile a unei func�tii

meromorfe arbitrare f ∈ O(D,C). Vom examina mai ��nt�ai cazul c�and D = B, B = {z ∈ Cn |
|z| < 1}.

Pentru o aplica�tie olomorf�a f : B → C, ��n �ecare punct z ∈ B vom de�ni derivata sferic�a

maxim�a relativ la seminorma Kobayashi

Qf (z) = sup
v∈Cn\{0}

{
ds(f(z); f ′(z)v)

KB(z; v)

}
.

Ar � natural s�a presupunem c�a ��n cazul bilei unitate din Cn are loc o a�rma�tie analoag�a cu

rezultatul ob�tinut ��n cazul unidimensional de O. Lehto �si K. I. Virtanen, ��n care convergen�ta

netangen�tial�a ar � ��nlocuit�a cu convergen�ta admisibil�a sau K�admisibil�a. Urm�atorul exemplu

ne convinge de faptul c�a acest lucru nu este adev�arat.

Fie B ⊂ C2 bila unitate din C2 �si func�tia f : B → C de�nit�a astfel

f(z1, z2) =
z2
2

1− z1

.

Deoarece

|f(z1, z2)| =
|z2|2

|1− z1|
<

1− |z1|2

|1− z1|
≤ (1− |z1|)(1 + |z1|)

1− |z1|
= 1 + |z1| < 2,
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func�tia f este olomorf�a �si m�arginit�a ��n bila B.

Fie λ > 1 �si z(j) =

(
1− 1

λj
,

1

λ
√
j

)
, j = 1, 2, . . . un �sir de puncte din bila B. Observ�am c�a

lim
j→∞

z(j) = (1, 0) = 1 ∈ ∂B.

S�a ar�at�am c�a �sirul {z(j)}∞j=1, j = 1, 2, . . . converge la 1 ∈ ∂B din interiorul unui domeniu

admisibil Kor�anyi de apropiere

Dβ(1) = {z ∈ B | |1− (z,1)| ≤ β(1− |z|)} = {z ∈ B | 1− z1 ≤ β(1− |z|)},

care este echivalent cu domeniul K�admisibil de apropiere.

�Inlocuind coordonatele punctelor �sirului dat��n inegalitatea care de�ne�ste domeniul Kor�anyi

Dβ(1) ob�tinem

1

λj
< β

1−

√(
1− 1

λj

)2

+
1

λ2j


sau

1

λj
< β

(
1−

√
λ2j2 − (2λ− 1)j + 1

λj

)
.

De aici a��am

β >
1

λj −
√
λ2j2 − (2λ− 1)j + 1

.

S�a studiem func�tia g : R → R, g(t) = λt−
√
λ2t2 − (2λ− 1)t+ 1. Derivata ei

g′(t) = λ− 2λ2t− (2λ− 1)

2
√
λ2j2 − (2λ− 1)j + 1

,

de asemenea este de�nit�a pe R �si calculele elementare ne arat�a c�a g′(t) 6= 0 pentru orice t ∈ R.
Deoarece g′(0) = 2λ− 1

2
> 0, deducem c�a g′(t) > 0 pentru to�ti t ∈ R �si ca urmare func�tia g(t)

este cresc�atoare pe R. Dar atunci valorile

1

λj −
√
λ2j2 − (2λ− 1)j + 1

descresc odat�a cu cre�sterea lui j.

Pentru j = 1 avem

β >
1

λ−
√
λ2 − 2λ+ 2

= n(λ).

Astfel deducem c�a toate punctele z(j), j = 1, 2, . . . ale �sirului considerat apar�tin domeniilor

Dβ(1) cu β > n(λ), ceea ce ��nseamn�a c�a �sirul dat converge admisibil la 1 ∈ ∂B �si

lim
j→∞

f(z(j)) =
1

λ
.
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Deci, de�si limita radial�a ��n punctul 1 ∈ ∂B a func�tiei f exist�a �si este egal�a cu

lim
r→1−

f(r · 1) = 0,

func�tia f nu are limit�a admisibil�a ��n acest punct, deoarece dup�a punctele �sirurilor {z(j)}∞j=1,

cu λ > 1 ea are limite diferite egale cu
1

λ
.

Astfel, func�tia f este K�normal�a ��n B �si prin urmare Qf (z) < const ��n toate punctele bilei

B, ��n timp ce ��n punctul 1 = (1, 0) ∈ ∂B ea are limit�a radial�a egal�a cu 0 �si nu are limit�a

admisibil�a ��n acest punct.

A�sadar, ��n cazul mai multor variabile complexe, spre deosebire de cazul unei variabile,

faptul c�a func�tia |Qf (z)| este m�arginit�a pe��ntreg domeniul de de�ni�tie nu garanteaz�a existen�ta

limitei K�admisibile a unei func�tii f ��ntr-un punct frontier�a arbitrar al domeniului de de�ni�tie

��n care exist�a limita radial�a.

�In lucrarea [26], P. Dovbu�s a ob�tinut un criteriu de existen�ta a limitei K�admisibile pentru

aplica�tii olomorfe pe domenii strict pseudoconvexe din spa�tiul Cn.

Fie D un domeniu m�arginit din spa�tiul Cn, pentru care ��n �ecare punct frontier�a ξ ∈ ∂D
exist�a o func�tie peak. Pentru astfel de domenii putem stabili un criteriu de existen�t�a a limitei

K�admisibile a unei func�tii f : D → C, analog cu cel ob�tinut de c�atre P. Dovbu�s ��n [26].

De�ni�tia 3.18. Vom spune c�a func�tia f : D ⊂ Cn → C are limita radial�a l ∈ C ��n punctul

ξ ∈ ∂D dac�a

lim
t→0

s(f(ξ − tνξ), l) = 0.

Teorema 3.5 ([33]). Fie D ⊂ Cn un domeniu m�arginit, astfel ��nc�at �ecare punct din frontiera

lui este punct peak. Fie ξ ∈ ∂D un punct ��n care exist�a normala exterioar�a νξ. Dac�a func�tia

meromorf�a f ∈ O(D,C) are limita radial�a l ∈ C ��n punctul ξ, atunci f are limita K�admisibil�a

l ��n ξ dac�a �si numai dac�a

(K − limQf )(ξ) = 0.

�Inainte de a trece la demonstra�tia Teoremei 3.5, vom stabili dou�a leme ajut�atoare, care ar

prezenta �si un interes independent.

Not�am cu ρ metrica Poincar�e a discului ∆ �si cu dα = {λ ∈ ∆ | ρ(0, λ) ≤ α} discul

hiperbolic ��nchis de raz�a α centrat ��n 0.

Lema 3.4 ([33]). Fie D ⊂ Cn un domeniu m�arginit din Cn �si ξ ∈ ∂D un punct frontier�a

de peak. Fie hj : ∆ → D, j = 1, 2, . . . un �sir de aplica�tii olomorfe. Atunci pentru orice

num�ar pozitiv ε > 0 �si pentru orice α > 0 se poate g�asi un num�ar δ > 0, astfel ��nc�at dac�a

|hj(0)− ξ| < δ, atunci |hj(λ)− ξ| < ε pentru to�ti λ ∈ dα.
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Demonstra�tie. Admitem prin absurd c�a a�rma�tia lemei este fals�a. Atunci se poate g�asi

un �sir de aplica�tii olomorfe hj ∈ O(∆, D), j = 1, 2, . . . , pentru care vom nota hj(0) = zj,

numerele pozitive ε > 0 �si α > 0, astfel ��nc�at pentru orice δ > 0, dac�a |zj − ξ| < δ atunci se

poate g�asi un punct λ ∈ dα, satisf�ac�and condi�tia

|hj(λ)− ξ| ≥ ε.

Fie δ =
1

j
, j ∈ N∗. Atunci pentru �ecare num�ar natural j avem |zj − ξ| < 1

j
�si se poate

g�asi un punct λj ∈ dα, astfel ��nc�at |hj(λj)− ξ| ≥ ε.

Fie ψ ∈ A(D) func�tia peak ��n punctul ξ pe D. Consider�am �sirul de aplica�tii olomorfe

gj = ψ ◦ hj, j = 1, 2, . . . .

Deoarece |ψ(z)| < 1 pentru toate punctele z ∈ D \ {ξ} �si ψ(ξ) = 1, avem |gj(λ)| ≤ 1 pe ∆

pentru to�ti j.

Aceasta ��nseamn�a c�a �sirul de aplica�tii {gj}∞j=1 este uniform m�arginit pe ∆ �si prin urmare

formeaz�a o familie normal�a de aplica�tii. Fie {gjk
}∞k=1 un sub�sir al �sirului {gj}∞j=1, uniform

convergent pe submul�timile compacte din ∆ la o aplica�tie olomorf�a g. Atunci

g(0) = lim
k→∞

gjk
(0) = lim

k→∞
ψ(hjk

(0)) = lim
k→∞

ψ(zjk
).

Deoarece �sirul de puncte {zj}∞j=1 converge la ξ, sub�sirul lui {zjk
}∞k=1 de asemenea converge la

ξ, iar continuitatea func�tiei ψ pe D implic�a

g(0) = lim
k→∞

ψ(zjk
) = ψ(ξ) = 1.

Deoarece |gj| ≤ 1 pe discul ∆, rezult�a �si |g| ≤ 1 pe ∆ �si �tin�and cont de faptul c�a g(0) = 1,

din teorema despre maximul modulului unei aplica�tii olomorfe deducem c�a g(λ) ≡ 1 pe ∆.

Prin urmare �sirul {gjk
}∞k=1 converge uniform pe dα la 1.

Deoarece λj ∈ dα, j = 1, 2, . . . din �sirul m�arginit {λjk
}∞k=1 putem extrage un sub�sir conver-

gent �si f�ar�a restr�angerea generalit�a�tii putem considera c�a λjk
→ λ0, λ0 ∈ dα.

Fie Bε(ξ) bila deschis�a centrat�a ��n ξ de raz�a ε. Not�am cu DεD ∩ (Cn \ Bε). Cum func�tia

ψ este continu�a pe compactul Dε �si pe el avem |ψ| < 1, deducem c�a se va g�asi t < 1, astfel

��nc�at ψ| ≤ t pe Dε. A�sa cum |hjk
(λjk

) − ξ| ≥ ε avem hjk
(λjk

) ∈ Dε, k = 1, 2, . . . �si atunci

|gjk
(λjk

)| = |ψ(hjk
(λjk

))| ≤ t. Dar acesata contrazice faptul c�a {gjk
}∞k=1 converge uniform pe

submul�timile compacte din ∆ la g(λ) ≡ 1.

Contradic�tia ob�tinut�a demonstreaz�a a�rma�tia.
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Lema 3.5 ([33]). Fie D un domeniu m�arginit din spa�tiul Cn astfel ��nc�at �ecare punct din

frontiera lui este punct peak. Fie z0 un punct interior, �xat arbitrar, al domeniului D. Atunci

pentru D putem construi o exhaustiune compact�a

D =
∞
∪

ν=1
B

(ν)
k [z0],

unde B
(ν)
k [z0] = {z ∈ D | kD(z, z0) ≤ ν}, ν = 1, 2, . . . sunt bile ��nchise centrate ��n z0 de raz�a

ν ��n metrica Kobayashi.

Demonstra�tie. Conform construc�tiei avem

B
(1)
k [z0] ⊂ B

(2)
k [z0] ⊂ . . . ⊂ B

(ν)
k [z0] ⊂ . . . .

S�a ar�at�am, c�a orice bil�a ��nchis�a centrat�a ��n z0 de raz�a 0 < ν <∞ ��n metrica Carath�eodory

B(ν)
c [z0] = {z ∈ D | cD(z, z0) ≤ r}

e relativ compact�a ��n D. Admitem prin absurd, c�a pentru un anumit ν �xat se va g�asi un �sir

de puncte zµ, µ = 1, 2, . . . care sunt con�tinute ��n B
(ν)
c [z0], dar care nu are nici un punct de

acumulare ��n D.

Deoarece domeniul D este m�arginit, se va g�asi cel pu�tin un punct de acumulare ξ al

acestui �sir de puncte, dar care se va a�a pe frontiera ∂D. Din �sirul m�arginit zµ, µ = 1, 2, . . .

putem extrage un sub�sir convergent la ξ �si pentru a nu complica nota�tiile vom considera c�a

lim
µ→∞

zµ = ξ.

Conform ipotezei, exist�a o func�tie peak ψ ∈ A(D) pentru D ��n punctul ξ. S�a consider�am

func�tia

ϕµ(z) =
ψ(z)− ψ(zµ)

1− ψ(zµ) · ψ(z)
.

Observ�am c�a ipoteza |ψ(z)| < 1 pentru to�ti z ∈ D \ {ξ}, implic�a |ϕµ(z)| < 1 pentru to�ti

z ∈ D �si deci ϕµ ∈ O(D,∆), �si ϕµ(zµ) = 0, µ = 1, 2, . . . . Conform propriet�a�tii de contrac�tie a

metricii Carath�eodory, pentru to�ti µ avem

cD(zµ, z0) ≥ c∆(ϕµ(zµ), ϕµ(z0)).

Dar

c∆(ϕµ(zµ), ϕµ(z0)) = c∆(0, ϕµ(z0)) =
1

2
ln

1 + |ϕµ(z0)|
1− |ϕµ(z0)|

,

�si deci

cD(zµ, z0) ≥
1

2
ln

1 + |ϕµ(z0)|
1− |ϕµ(z0)|

. (3.15)
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�Tin�and cont de faptul c�a pentru to�ti z ∈ D

lim
µ→∞

|ϕµ(z)| = lim
µ→∞

∣∣∣∣∣ ψ(z)− ψ(zµ)

1− ψ(zµ) · ψ(z)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ψ(z)− ψ(ξ)

1− ψ(ξ) · ψ(z)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ψ(z)− 1

1− ψ(z)

∣∣∣∣ = 1,

��n particular avem

|ϕµ(z0)| → 1, c�and µ→∞.

Dar atunci membrul drept din rela�tia (3.15) tinde la in�nit c�and µ → ∞, ceea ce contrazice

ipotezei

cD(zµ, z0) ≤ ν <∞, pentru to�ti µ = 1, 2, . . . .

Prin urmare, bila ��nchis�a B
(ν)
c [z0] este relativ compact�a ��n D pentru orice 0 < ν <∞.

Conform propriet�a�tilor metricilor Carath�eodory �si Kobayashi, pentru orice dou�a puncte

z′, z′′ ∈ D avem

cD(z′, z′′) ≤ kD(z′, z′′).

Dar atunci, pentru to�ti ν = 1, 2, . . . avem

B
(ν)
k [z0] ⊂ B(ν)

c [z0].

Faptul c�a B
(ν)
k [z0] este o submul�time ��nchis�a a bilei B

(ν)
c [z0] care e relativ compact�a ��n D

garanteaz�a c�a bilele B
(ν)
k [z0] sunt relativ compacte ��n D pentru to�ti ν = 1, 2, . . . . Deoarece

distan�ta Kobayashi dintre orice dou�a puncte ale domeniului D este �nit�a, �ecare punct z ∈ D
apar�tine unei bile B

(ν)
k [z0] �si deci D =

∞
∪

ν=1
B

(ν)
k [z0].

Demonstra�tia Teoremei 3.5. Necesitatea. Presupunem c�a func�tia f are limitaK�admisibil�a

l ∈ C ��n punctul ξ ∈ ∂D. S�a demonstr�am c�a (K − limQf )(ξ) = 0. Pentru aceasta trebuie s�a

ar�at�am c�a pentru orice num�ar α > 0 �si pentru orice �sir de puncte {zj}∞j=1 din Kα(ξ) convergent

la ξ, avem s(Qf (zj), 0) → 0, c�and j →∞. Dar, ��ntruc�at

s(Qf (zj), 0) =
|Qf (zj)|√

1 + |Qf (zj)|2
≤ Qf (zj),

deducem c�a a�rma�tia va � demonstrat�a dac�a vom ar�ata c�a pentru orice α > 0 �si orice �sir de

puncte {zj}∞j=1 din Kα(ξ) convergent la ξ, avem

lim
j→∞

Qf (zj) = lim
j→∞

(
sup

v∈Cn\{0}

{
|f ′(zj) · v|

KD(zj; v) · (1 + |f(zj)|2)

})
= 0.
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Deoarece conform ipotezei (K− lim f)(ξ) = l, ��n baza Lemei 3.3, pentru orice ε > 0 exist�a

un δ(ε) > 0 astfel ��nc�at pentru orice α > 0 �si pentru orice z ∈ Kα(ξ) ∩ {z ∈ Cn : |z − ξ| < δ}
are loc inegalitatea s(f(z), l) < ε.

Fix�am arbitrar α > 0, un vector v ∈ Cn \ {0} �si un �sir arbitrar de puncte {zj}∞j=1 din

domeniul Kα/2(ξ) convergent la ξ. Conform Propozi�tiei 3.1, pentru �ecare punct zj �si pentru

vectorul v exist�a o aplica�tie extremal�a gj ∈ O(∆, D) pentru seminorma Kobayashi KD(zj; v),

astfel ��nc�at

gj(0) = zj �si g′j(0) =
v

KD(zj; v)
.

Conform propriet�a�tii de contrac�tie a semimetricii Kobayashi

kD(gj(0), gj(λ)) ≤ k∆(0, λ) = ρ(0, λ),

pentru toate punctele λ ∈ ∆ �si pentru to�ti j = 1, 2, . . . .

Deoarece zj ∈ Kα/2(ξ), j = 1, 2, . . . �si gj(0) = zj, avem

kD(gj(0), Nξ) = kD(zj, Nξ) <
α

2
.

Din ultimele dou�a inegalit�a�ti �si din inegalitatea triunghiului pentru semimetrica Kobayashi

rezult�a c�a

kD(gj(λ), Nξ) ≤ kD(gj(λ), gj(0)) + kD(gj(0), Nξ) < ρ(0, λ) +
α

2
,

pentru orice j = 1, 2, . . . �si orice λ ∈ ∆.

Dac�a λ ∈ dα/2, atunci ρ(0, λ) ≤ α

2
�si prin urmare pentru to�ti λ ∈ dα/2 �si to�ti j = 1, 2, . . .

avem

kD(gj(λ), Nξ) <
α

2
+
α

2
= α.

De aici rezult�a c�a gj(dα/2) ⊂ Kα(ξ) pentru to�ti j = 1, 2, . . .

Conform Lemei 3.4, pentru δ(ε) > 0, determinat mai sus, exist�a un δ1 > 0 astfel ��nc�at,

dac�a |gj(0)− ξ| < δ1, atunci |gj(λ)− ξ| < δ pentru to�ti λ ∈ dα/2.

Cum gj(0) = zj, j = 1, 2, . . . �si �sirul {zj}∞j=1 converge la ξ, deducem c�a exist�a un rang

J = J(ε) ∈ N∗, astfel ��nc�at pentru orice j > J(ε) avem |zj − ξ| < δ1. Dar atunci pentru orice

j > J(ε) avem

|gj(λ)− ξ| < δ

pentru to�ti λ ∈ dα/2 �si prin urmare

gj(λ) ∈ Kα(ξ) ∩ {z ∈ Cn : |z − ξ| < δ}, ∀j > J(ε) �si ∀λ ∈ dα/2.

Dar atunci, s((f ◦ gj)(λ), l) < ε pentru to�ti j > J(ε) �si orice λ ∈ dα/2.
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Astfel �sirul {(f ◦ gj)(λ)}∞j=1 converge uniform pe dα/2 la aplica�tia identic constant�a. �In

baza teoremei lui Weierstrass, deducem c�a

lim
j→∞

(f ◦ gj)
′(0) = 0.

Dar atunci pentru orice �sir {zj}∞j=1 ⊂ Kα/2(ξ) convergent la ξ �si pentru orice vector v ∈
Cn \ {0}, avem

|f ′(zj)v|
KD(zj; v)(1 + |f(zj)|2)

=
|(f ◦ gj)

′(0)|
1 + |(f ◦ gj)(0)|2

≤ |(f ◦ gj)
′(0)|

�si deci

lim
j→∞

ds(f(zj), f
′(zj)v)

KD(zj; v)
= 0.

Prin urmare lim
j→∞

Qf (zj) = 0, pentru orice α > 0 �si orice �sir {zj}∞j=1 ⊂ Kα/2(ξ) convergent

la ξ �si deci (K − limQf )(ξ) = 0.

Su�cien�ta. Presupunem c�a func�tia f are limita radial�a l ∈ C ��n punctul ξ �si c�a (K −
limQf )(ξ) = 0. Trebuie s�a demonstr�am c�a f are limita K�admisibil�a l ∈ C ��n ξ .

Fix�am��n mod arbitrar un punct z0 pe segmentul normal Nξ. Conform Lemei 3.5, domeniul

D admite o exhaustiune compact�a

D =
∞
∪

j=1
B

(j)
k [z0],

unde B
(j)
k [z0] este o bil�a ��nchis�a ��n metrica Kobayashi cu centrul ��n punctul z0 de raz�a j.

Consider�am un �sir de puncte {zj}∞j=1 din Nξ, astfel ��nc�at

zj ∈ B(j+1)
k [z0] \B(j)

k [z0].

Astfel

kD(zj, z0) > j

�si prin urmare, c�and j →∞ avem c�a zj → ξ.

Fix�am ��n mod arbitrar α > 0. Fie {wj}∞j=1 un �sir de puncte din Kα(ξ) convergent la ξ,

astfel ��nc�at

kD(zj, wj) < α.

Observ�am c�a

kD(wj, z0) ≥ kD(zj, z0)− kD(zj, wj) > j − α.

Fie lj = [j − α] + 1, atunci kD(wj, z0) > lj �si prin urmare

wj ∈ Kα(ξ) ∩
(
D \B(lj)

k [z0]
)
.
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Deoarece (K − limQf )(ξ) = 0, pentru �ecare j exist�a �si este �nit num�arul

εj = sup{Qf (z) | z ∈ Kα(ξ) ∩ (D \B(lj)
k [z0])}

�si εj → 0 c�and j →∞. Astfel
s(f(zj), f(wj))

kD(zj, wj)
≤ εj

�si prin urmare

s(f(zj), f(wj)) ≤ kD(zj, wj)εj ≤ αεj.

Trec�and la limit�a ��n ultima inegalitate cu j →∞, ob�tinem lim
j→∞

s(f(zj), f(wj)) = 0. Conform

ipotezei f are limita radial�a l ��n punctul ξ �si deci lim
j→∞

s(f(zj), l) = 0. Conform inegalit�a�tii

triunghiului avem

s(f(wj), l) ≤ s(f(wj), f(zj)) + s(f(zj), l)

de unde deducem c�a

lim
j→∞

s(f(wj), l) = 0

�si prin urmare func�tia f are limita K�admisibil�a l ��n punctul ξ.
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