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Introducere

Este binecunoscut faptul ca pentru o mare parte a subiectelor abordate in cadrul analizei
complexe multidimensionale, de exemplu, pentru problema prelungirii analitice a functiilor, nu
putem restrictiona cercetérile doar pentru cazul submultimilor din C" gi ar trebui considerate
domeniile care acopera C", domeniile Riemann. Studiul domeniilor Riemann a fost initiat de
catre matematicienii germani Hans Grauert gi Reinhold Remmert.

In aceastd tezd sunt investigate domeniile Riemann, in special, in contextul cercetirii
problemei Levi, careia dupa anul 1953, gratie lucririlor lui Kiyoshi Oka, i s-a acordat un
interes sporit. Importante contributii in acest domeniu au fost aduse si de scoala roméaneasca,
in special, prin lucrarile Profesorului Mihnea Coltoiu.

Metricile invariante constituie un alt subiect abordat in aceastd lucrare. In anul 1926
Constantin Carathéodory a definit (semi)metrica c)s a unei varietdti complexe M, considerand
in acest scop, familia aplicatiilor olomorfe ale acestei varietiiti in discul unitate. Intrucat
distanta Carathéodory a discului unitate coincide cu metrica Poinaré, aceasta este prima dintre
generalizarile, pentru cazul multidimensional, a metricii Poincaré. Cu sapte ani mai tarziu,
Stefan Bergman, definegte o altd (semi)metricd pe varietdtile complexe, care, de asemenea, pe
discul unitate se identifica cu metrica Poincaré. Mai tarziu, in anul 1967, Shoshichi Kobayashi,
observa cd pentru definirea unei metrici pe o varietate complexa M ar fi natural de a utiliza
familia aplicatiilor discului unitate in M. (Semi)metrica Kobayashi, fiind i ea o generalizare a
metrici Poincaré, este invariantd in raport cu aplicatiile biolomorfe, la fel ca gi (semi)metricile
Carathéodory si Bergman.

Aceste metrici invariante gi-au gasit numeroase aplicatii in diverse directii de cercetare in
analiza complexa, in special in definirea si studiul functiilor normale de mai multe variabile
complexe. Anumite subiecte legate de aplicatiile metricilor invariante la studiul functiilor

normale de mai multe variabile sunt investigate in aceasta teza.
Structura tezei. Primul capitol este dedicat problemei despre proiectivitatea imaginii unui
spatiu algebric proiectiv.

Cel de-al doilea capitol prezintd un studiu al domeniilor Riemann (neramificate). Atentia



principald este acordata investigarii problemei Levi pentru eclatatul lui C**! de-a lungul unui
subspatiu liniar si problemei Levi pentru domeniile Riemann peste eclatatul lui C**! in origine.

Al treilea capitol este dedicat descrierii metricilor invariante Carathéodory, Bergman si
Kobayashi gi studiului functiilor normale de mai multe variabile complexe. Este evidentiata
o clasa larga de domenii pentru care exista aplicatia extremala pentru seminorma Kobayashi.
Pentru astfel de domenii este obtinut un criteriu de normalitate a unei aplicatii olomorfe. In
ultima parte a acestui capitol se studiazd domeniile marginite din C™ astfel incét fiecare punct
din frontiera lor este punct peak si pentru aplicatiile olomorfe definite pe domeniile de acest
tip se stabilegte un criteriu de existenta a limitei K—admisibile intr-un punct frontiera in care

ea are limita radiala.

Cu o profunda recunostinté ii adresez cele mai calde gi sincere multumiri conducatorului de
doctorat, Domnului Profesor Mihnea Coltoiu pentru sprijinul constant, indrumare, incurajare,
ajutorul acordat si numeroase discutii in decursul ultimilor ani.

Tin sa exprim sincere multumiri gi o deosebita recunogtintd Domnului Profesor Cezar Joita,
care m-a sustinut mult si mi-a oferit permanent sfaturi valoroase si indrumare competenta.
Imi exprim recunostinta si le aduc sincere multumiri referentilor stiintifici, Domnului Pro-
fesor Mihai Tibar si Domnului Profesor Constantin Costara pentru timpul si efortul alocat
parcurgerii manuscrisului tezei de doctorat i pentru observatiile constructive facute.

Adresez calde multumiri conducerii Institutului de Matematica ,,.Simion Stoilow” al Acade-
miei Roméane pentru sustinerea si sprijinul financiar de care am beneficiat pe intreg parcursul

stagiului doctoral.



Capitolul 1

Despre imaginea unui spatiu algebric

proiectiv

Domeniile Riemann neramificate au fibre zero dimensionale. In aceast sectiune vom studia
o clasd de morfisme cu fibre echidimensionale de dimensiune k. Anume, vom demonstra ci
daca X este un spatiu algebric proiectiv, ¥ un spatiu complex compact normalsip: X — Y
este un morfism cu fibre echidimensionale, atunci Y este de asemenea algebric proiectiv.

O varietate complexd n-dimensionald se numeste Kdhleriana dacad ea admite o metrica
Hermitiani a cérei (1, 1)-forma w este inchisa.

Un spatiu complex compact ireductibil X de dimensiune n se numeste spatiu Moishezon
daca gradul de transcendentd a(X) peste C al corpului functiilor meromorfe pe X este egal
cu dimensiunea spatiului X, adica exista n functii global meromorfe algebric independente.

Pe un spatiu algebric proiectiv X, orice functie meromorfa este rationala, adica este repre-
zentabild sub forma de cat a doud polinoame gi deci a(X) = dimX, prin urmare X este un
spatiu Moishezon.

Observam ca, dacd X gi Y sunt varietati analitice complexe, astfel incat X este o varietate
Kéhleriana i p : X — Y este un morfism propriu surjectiv, atunci, in general, nu rezulta ca
Y este de asemenea o varietate Kihleriana. De exemplu, H. Hironaka [48] a ardtat ca daca
Y este o varietate complexd compacta (redusi gi ireductibila) care este de tip Moishezon,
atunci existd o varietate proiectivi X (si deci Kdhleriani) si un morfism bimeromorf propriu
p: X —Y.

Prin urmare, ipotezele ca X este o varietate Kéhleriana gi p : X — Y este un morfism
propriu surjectiv, nu sunt suficiente pentru a putea afirma ca Y este de asemenea o varietate
Kéhleriana.

J. Varouchas [74] a demonstrat ci in ipoteza suplimentard, ca morfismul p si fie echidi-



mensional se poate conclude ca Y este Kédhleriana.

Teorema 1.1 ([74], Théoreme 2). Fie X,Y doud varietdti analitice compleze astfel tncat
X este Kihleriand si p: X — Y este un morfism propriu si surjectiv astfel incdt fiecare fibra

p(y), y €Y este de dimensiune m = dimX — dimY. Atunci Y este varietate Kdihleriand.

Teorema a fost extinsa in [75] (Theorem 3) pentru cazul spatiilor complexe cu singu-
laritdti (cu ipoteza suplimentara de platitudine a morfismului).

B. Moishezon in [61] (Teorema 2) a demonstrat ¢ imaginea unui spatiu Moishezon printr-
o aplicatie olomorfi este de asemenea Moishezon. In aceeasi lucrare, se aratil ci o varietate
Moishezon este o varietate algebrica proiectiva daca si numai daca ea este Kahleriana.

Un rezultat similar nu are loc pentru spatiile cu singularitati, un spatiu Moishezon singular
nu este in general proiectiv chiar dacd el este spatiu Kéhlerian (a se vedea, de exemplu [40],
62]).

Fie p : X — Y un morfism cu fibre echidimensionale ale spatiilor complexe compacte X si
Y si fie X un spatiu algebric proiectiv. Ne va preocupa problema de determinare a conditiilor
suficiente in care Y ar fi de asemenea algebric proiectiv.

Daca spatiile X gi Y sunt netede, atunci din rezultatele mentionate mai sus rezulta ca Y
este de asemenea spatiu algebric proiectiv.

Vom arata cd daca X este un spatiu algebric proiectiv, Y este un spatiu complex compact
normal gi p : X — Y este un morfism cu fibre echidimensionale, atunci Y este de asemenea
algebric proiectiv. Mentionam ca, in cazul cand fibrele lui p sunt O-dimensionale, adicad p este
o aplicatie de acoperire ramificata, acest rezultat a fost obtinut de catre R. Remmert si T. Van
de Ven in [67]. Pentru cazul cand fibrele lui p au dimensiune constantd pozitiva si in plus,
dacd Y are singularitti izolate, acest rezultat a fost demonstrat de catre C. Horst in [49]
aplicind o versiune analitica a criteriului lui Chevalley.

Remarcdm ci ipoteza de normalitate este esentiald, dupd cum se poate vedea din [46]

(Exercitiul 7.13, pag. 171) si [49)].
Sa notam in continuare cu [P, ,, spatiul proiectiv care parametrizeaza polinoamele omogene,
F € Clzp, - .., 2], de gradul v i pentru un polinom F € P,,, notdam multimea zerourilor cu

Z(F):={lz0::2,) €P" | F(20,...,2,) =0}.

Lema 1.1 ([18]). Daca C este o submulfime analitica inchisa tn P de dimensiune pozitiva
dim C' > 1, atunci multimea {F € P,,, | dim(Z(F) N C) = dim(C)} este o reuniune finitd de

subspatii liniare din P, ,, de codimensiune cel putin egald cu v + 1.



Demonstratie. Fie C}, j = 1,..., k componentele ireductibile ale lui C' cu dim C; = dim C'.

Dar atunci avem ca
k
{F € P, | dim(Z(F)NC) =dim(C)} = 'U1{F cb,, | Z(F) D Cj}
J:

si fiecare {F' € P,,, | Z(F) D C;}, j =1,...,k este un subspatiu liniar al lui P, ,,.
Pentru a demonstra afirmatia referitoare la codimensiune, observam ca dacd Ay, ..., A, 1

sunt v + 1 puncte distincte din C} pentru orice j fixat, atunci multimea

(FeP,,|F(A)=0, l=T,v +1}

are codimensiunea cel putin v+1 in P, ,,. Intr-adevar, deoarece F'(A;) = 0 este o ecuatie liniara
in P, ,, este suficient sd ardtam cad pentru fiecare k£ < v se poate gasi un polinom omogen F),

de gradul v astfel incat
F(A) =0,... . F(Ax) =0 si F(Ag1) #0.

Cu acest scop notam cu Gy(zp,21 ..., 2n), L = 1,..., k polinoamele omogene de gradul 1, astfel
incat

Gi(A) =0 si G(A)#0 pentru i #1, i=1,....k+1.
Punem F' = Glf e ij, unde i1, ...,7; > 1 sunt numere naturale astfel incat i1 +---+1ip = 1.

In mod evident
{FGPV,n|F(Al>:Ov lzlv”“_l}D{FEPmn|Z(F)DCJ'}

si deci {F € P,,, | Z(F) D C;} are codimensiunea cel putin v + 1, ceea ce demonstreaza
afirmatia.

]

Sa notam cu C,, ;4 varietatea Chow care parametrizeaza subvarietdtile de gradul d de
dimensiune £k din P". Se cunoagte ca C,, 4 este o varietate quasi-proiectiva si c& multimea de
incidentd {(X,z) € Chra X P" | 2 € X} este o submultime algebrica din C, 4 x P™ (a se
vedea, de exemplu, [69]).

Teorema 1.2 ([18]). Fie n, k si d numere naturale nenule, n,k,d > 1. Atunci existd un
numar vy € Z, vy > 1 astfel incdt pentru orice v € Z, v > vy se poate gast un polinom omogen
F € Clzo, 21, - - -, 2n] cu proprietatea ca multimea Z(F) C P™ nu confine nici o subvarietate

din P" de dimensiune k st de gradul cel mult d.



Demonstratie. Pentru 1 < j < d notam
H; ={(X,F) e Cpy; x Py, | dm(Z(F)NX) = k}.

Vom demonstra ca H; este o submultime algebrica inchisa din C,, ;; x P, ,,. Pentru aceasta
considerim

Hj={(X,2,F) € Copj x P" x Py | 2 € X, F(2) =0},

Observam ca ]:Ij = I:]j’ N I:IJ’»’, unde

H ={(X,2) €Cpp; xP"|z2€ X} xP,,

J

si
H = Cppy x {(z,F) €P" x Py, | F(z) = 0}.

Intrucat lflj’ si ]:Ij’-’ sunt submultimi algebrice inchise din C,, ;; x P* x P,,,, rezultd ca si ﬁj,
de asemenea, este o submultime algebrica inchisa din C, . ; x P* x P, ,,.

Notam cu 7 : Cpp; X P* x Py, — C, 1 ; X Py, proiectia canonica.

Deoarece spatiul P" este compact, deducem ca ; este o aplicatie proprie. Daca notam
cu ;o ]:Ij — Chi; X Py, restrictia lui 7; la ﬁj, atunci avem cd 7; este de asemenea o
aplicatie proprie. Dar atunci, din semicontinuitatea dimensiunii fibrelor in topologia Zariski

(a se vedea, de exemplu, [76], pag. 240), rezulta ca
{(X,F) € Copj x Py | dim7@; (X, F) > k}

este o submultime analitica din Cj, 1 ; X P, .
Totugi 7; ' (X, F) = {X} x (Z(F) N X) x {F} si prin urmare dim7;'(X, F) < k. Astfel
deducem ca
{(X,F)eCpp; xPy, | dim%j’l(X, F)>k}=H;

si in asa fel H; este o submultime analitica inchisa din C,, ;. ;j X P, ,, dupa cum s-a afirmat mai
sus.

Notam cu p;; : H; — C, 1 ; proiectia canonicd pe primul cofactor si cu po; : H; — Py,
proiectia canonicd pe al doilea cofactor. Din Lema[L.I|rezultd ca fibrele lui p; ; au dimensiunea

cel mult egald cu dim(PP,,,) — v — 1 si astfel
dim(H;) < dimC,,; ; + dim(P,,,) —v — 1.

Daca vom alege v > max{dimC,,;; | j = 1...,d}, atunci vom avea dim(H;) < dimP,,.
Proiectiile p, ; nu sunt necesar proprii, dar totusi putem conclude ca dimensiunea Hausdorff a

d
lui 'U1 p2j(H;) este cel mult egald cu 2n — 2 in P, ,,. Astfel aproape pentru toate polinoamele
J:

7



F € P,, vom avea cid Z(F') nu contine nici o componentd ireducibild a lui X de dimensiune
k pentru orice X € Cy . j cu j < d.
O

Pentru urmatorul rezultat vom considera cd X este o submulfime analiticd inchisa din P,
Y este un spatiu complex compact redus si p : X — Y este un morfism surjectiv. Pentru un
punct y € Y fixat vom nota fibra corespunzatoare cu X, := p~*(y). Daca dim X, = m notim

cu X§m> totalitatea tuturor componentelor ireductibile ale lui X, de dimensiune m.

Lema 1.2 ([18]). Daca pentru y € Y, fibrele X, ale lui p au toate aceeasi dimensiune m,

atunct existd un numar intreg d astfel incdat deg ng,m) < d pentru orice y €Y.

Demonstratie. S& demonstram mai intai ca daca yo € Y este un punct arbitrar fixat, atunci
se poate gasi o vecinatate U a lui yy si un numar intreg dy; astfel incat deg Xém) < dy pentru
orice y € U.

Intr-adevir, fie L un subspatiu liniar al lui P astfel incat dim L = n—m—1 si LNX, =0.
Pentru o anumita vecinitate conexd U suficient de micd a lui yo, avem cd L N X, = () pentru
toti y € U. Notam X (U) = p~}(U).

Observam ca P™ \ L are structura unui fibrat vectorial olomorf 7 : P* \ L — P™ gi pentru
orice y € U restrictia lui 7 la ngm), s ]X?yn): X@Sm) — P™ este o acoperire ramificatd de gradul
d, = deg X\™ . 84 consideram aplicagia analitici G : XWU) - P"xU, G(x) = (n(x),p(z)).
Observam ca G este un morfism surjectiv finit propriu. Prin urmare existd un numér intreg
dy astfel incat d, < dy pentru orice y € U.

Din compacitatea lui Y rezulta imediat concluzia lemei.

Acum putem demonstra rezultatul principal al acestui capitol, enuntat mai sus.

Teorema 1.3 ([18]). Fie X si Y spatii compleze compacte reduse sip: X — Y o aplicatie
olomorfa surjectiva. Admitem ca X este algebric proiectiv, Y este normal si ca toate fibrele

lui p au aceeasi dimensiune. Atunci spafiul Y este algebric proiectiv.

Demonstratie. Vom demonstra afirmatia prin inductie in raport cu dimensiunile fibrelor lui
p. Daca p are fibre discrete, acest rezultat a fost demonstrat in [67].

Admitem ca afirmatia teoremei este adevarata pentru orice morfism astfel incit fiecare
fibra are dimensiunea £ — 1, £k > 1 si consideram o aplicatie olomorfa surjectiva proprie
p: X — Y astfel incat fibra X, := p~!(y) are dimensiunea k pentru fiecare y € Y.

Fie X — P" o incluziune a lui X. Atunci din Lema rezultd ca putem gasi un numar

intreg pozitiv d astfel incat deg Xék) este cel mult d pentru fiecare y € Y. Aplicim Teorema

8



si deducem ca putem gasi un polinom omogen F' € C[z, z1, . . ., z,| de un grad suficient de
mare astfel incat multimea Z(F') si nu contind nici o componenta ireductibild de dimensiune
k a unei fibre a lui p. Atunci pentru fiecare punct y € Y avem ci Z(F) N X, # 0 si cd
dim Z(F) N X, = k — 1. Dacd notam cu X; := Z(F) N X si notdm cu p; : X; — Y restrictia
lui p la X4, atunci lui p; 1i putem aplica ipoteza inductiva si deducem astfel ca Y este algebric

proiectiv.

]



Capitolul 2
Domenii Riemann

In acest capitol sunt studiate domeniile Riemann (neramificate), sunt descrise
notiunea de punct frontierd accesibil al unui domeniu Riemann (cu ajutorul teoriei
filtrelor, precum si cu ajutorul sirurilor) si unele proprietiti ale domeniilor Rie-

mann extinse.

Se explicd constructia eclatatului spatiului C**! in origine si a eclatatului de-a
lungul unui subspatiu liniar. Se investigheaza problema Levi pentru eclatatul lui
C™*! de-a lungul unui subspatiu liniar si problema Levi pentru domeniile Riemann

peste eclatatul lui C"™! in origine.

2.1 Domenii Riemann neramificate. Frontiera accesibila

a domeniilor Riemann

In aceasta sectiune se vor introduce unele notiuni si rezultate referitoare la domeniile
Riemann, care reprezinta un analog multidimensional al suprafetelor Riemanniene. Sursele

principale citate sunt [31], [39] si [41].

Definitia 2.1 ([31]). Vom numi domeniu Riemann peste C™ o pereche (X, p), unde X este un
spatiu Hausdorff, iar p : X — C” este o aplicatie local homeomorta, adicd pentru orice punct
x € X existd o vecindtate U = U(x), astfel incat p(U) este deschis in C" i p |¢: U — p(U)

este homeomorfism.

Aplicatia p se numeste proiecfie si este continua si deschisa.
In particular, multimea p(X) este un deschis in C*. Pentru orice punct z € p(X) mul{imea

p~1(z) este discreta.

10



Orice domeniu G C C" poate fi identificat cu un domeniu Riemann luand in calitate de
proiectie aplicatia identica p = idg.

Daca in Definitia vom inlocui spatiul C" cu o varietate n-dimensionala M, atunci vom
obtine notiunea de domeniu Riemann peste M.

Cu ajutorul proiectiei p pe spatiul X in mod natural se induce o structurd de varietate
complexa n-dimensionald. Pentru aceasta este suficient de a acoperi X cu domenii U, suficient
de mici astfel incat p |y, sd fie homeomorfism si de introdus 2* = p(z), * € U, drept
coordonate locale in U,. Relatiile de compatibilitate ale atlasului {(U,,2®)} sunt aplicatii
identice si deci biolomorfe, prin urmare acesta este un atlas complex.

Fie p : X — C" un domeniu Riemann peste C". Sa definim pe X functia distanta la
frontiers. Intrucat aplicatia p este local homeomorfs, pentru orice punct z € X se poate giisi
un numdar pozitiv e > 0 si o vecindtate deschisa U(x;e) a acestui punct pe care p o aplica

homeomorf pe polidiscul A(p(z);e) C C™.

Definitia 2.2 ([41]). Fie p : X — C" un domeniu Riemann §i # € X un punct arbitrar. Vom
numi distanta dx(z) de la punctul z € X la fronitera 0X, supremumul tuturor € > 0 pentru

care existd o vecindtate U(x;e) astfel incat p |y(ze): U(w;e) — A(p(x); €) este homeomorfism,
dx(z) :=sup{e > 0| existd U(z;¢) C X a.d.p |v@e): Ulx;e) — A(p(x); €) este homeomorfism}.

Multimea {x € X | dx(z) = oo} este deschisd si inchisd in X si constd dintr-un anumit
numar de componente homeomorfe cu spatiul C". In cele ce vor urma vom considera ca dx(x)

este finita pentru toti x € X.

Definitia 2.3 ([41]). Fie p : X — C™ un domeniu Riemann neramificat. O functie f : X — C
se numeste olomorfd intr-un punct x € X daca pentru orice 0 < € < dx(x) functia fop™! este
olomorfa pe polidiscul A(p(z);e). Functia f se numeste olomorfa pe X daci ea este olomorfa

in fiecare punct r € X.

Sa descriem in continuare notiunea de punct frontiera accesibil al unui domeniu Riemann,

care a fost introdusi in [39] de ciitre H. Grauert si R. Remmert cu ajutorul teoriei filtrelor.

Definitia 2.4 ([39]). Fie X un spatiu topologic. Un filtru JR pe X este o familie de submultimi
nevide din X, astfel incat pentru orice doud elemente M; gi My din R exista o multime N € R

asa incat N C My N M.

filtru.

11



Definitia 2.5 ([31]). Un punct zy € X se numeste punct de acumulare pentru filtrul R daca
xo € M pentru orice M € fR.
Un punct zy se numeste lzmita filtrului R daca fiecare element al unui sistem fundamental

de vecinatati ale lui xy contine un element din fR.

Daca X este un spatiu Hausdorff, atunci un filtru pe X poate avea cel mult un punct
limita. Daca un filtru pe X are limita xq, atunci xq este unicul punct de acumulare al acestui

filtru.

Definitia 2.6 (|31]). Fie X un domeniu Riemann neramificat peste C", p : X — C". Un
punct frontierd accesibil al lui X este un filtru B de multimi deschise conexe U C X cu

urmatoarele proprietati:
1. Filtrul R nu are nici un punct de acumulare in X.
2. Filtrul de multimi p(U), U € R are limita z, € C".

3. Pentru orice vecinitate deschisa conexa V' = V(zy) C C" existd exact o singurd compo-
nentd conexi a lui p~' (V) care se contine in fR; toate domeniile U € R pot fi obtinute
in acest mod, adicd pentru orice U € R existd o vecindtate V = V(z) astfel incat U

este o componentd conexa a lui p~*(V).

Totalitatea punctelor frontiera accesibile ale domeniului Riemann (X, p) se numegte fron-

tiera accesibild a domeniului $i se va nota cu 0X.

Punctele frontierd accesibile pot fi descrise si cu ajutorul sirurilor. Sa consideram familia

S a tuturor girurilor {z4}32, de puncte din X care au urmitoarele proprietiti:
(a) Sirul {zx}?2, nu are punct de acumulare in X.
(b) Sirul imaginilor {p(zx)}32, are limita zg € C™.

(c) Pentru orice vecindtate deschisa conexa V' = V(z;) C C" se poate gisi un rang ko € N*
astfel incat pentru orice k > kg si orice [ > kg punctele xj si x; pot fi unite cu un drum

continuu v, : [0, 1] — X, astfel incat
poy([0,1) C V. 7u(0) = 2% g1 (1) = a0
Doud siruri {x}72, si {z}.}32; din S se numesc echivalente daci:
1) ]jirgop(xk) = ]jl_)rglop(x;e) =2z € C".
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2) Pentru orice vecindtate deschisa conexd V = V(z9) C C" se poate gisi un rang kg € N*
astfel incat pentru orice k > ky si orice | > ky punctele z;, si 2} pot fi unite cu un drum

continuu v, : [0, 1] — X, astfel incat
po 7([07 1]) C V, 7k,l(0> = Tk §i 7k,l<1) = :L‘g

Vom nota clasa de echivalenta a astfel de siruri cu o,,.

Definitia 2.7. Fie (X, p) un domeniu Riemann. Vom numi punct frontierd accesibil pentru

X o clasd de echivalenta o, = [z].

Chiar in cazul cand X este un domeniu din C", frontiera accesibila X poate sa difere de
frontiera topologica 0.X. Totodata, un punct frontiera accesibil poate fi limita a doua siruri
inechivalente.

Vom nota domeniul Riemann extins cu X := X U0X si vom defini o topologie pe X in
felul urmator.

Daca z € X, atunci se considera vecinatatile din topologia lui X. Daca xq € OX este un
punct frontiera accesibil, atunci vecinatatea U a punctului xg se definesgte in felul urmaéator:

Considerdam o multime deschisa conexd U C X astfel incéat:

(i) U contine aproape toate punctele oricarui sir {xy}72, din clasa de echivalenta z¢ = o,.

(i) Exista o vecinatate deschisd conexa V = V(zp) C C™ astfel incat U este o componenta
conexd a lui p~1(V).

Apoi adaugidm la U toate punctele frontierd accesibile x = o, astfel incit aproape toate

punctele oricdrui sir din ¢, sunt continute in U si z este un punct de acumulare pentru p(U).
Prelungim la X aplicatia p, definind aplicatia de proiectie p : X — C™ astfel:

p(z), daca z € X,

p(z) =

klim plxy), dacd z =[x € 0X.

Remarca 2.1. Orice gir de puncte {z}32, din X care satisface conditiile (b) si (¢) de mai

sus are un punct de acumulare in X.

Intr-adevar, dacd {x;}3>, are un punct de acumulare in X, atunci afirmatia este triviala.
Daca insa girul {z;}72, nu are nici un punct de acumulare in X, atunci el defineste o clasa de

siruri echivalente, adici un punct frontiers accesibil z = [z4] € 0X.

In [72] se aratd cd domeniile X si X posedd baze numéarabile de multimi deschise. Domeniul
Riemann X este regulat.
In cele ce vor urma, vom avea nevoie de urmatoarele proprietiti ale domeniilor Riemann

extinse ale caror demonstratii le vom reaminti.
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Propozitia 2.1. a) Domeniul Riemann extins X este un spatiu Hausdorff.

b) Aplicatia p : X — C" este continud pe X,

Demonstratie. a) Deoarece X este un spatiu Hausdorff trebuie si verificim doar c& orice
punct din X se separa de orice punct din 0X si orice doua puncte din 0X pot fi separate.

Deoarece nici un sir din zy € dX nu are puncte de acumulare in X deducem ca orice punct
din X se separd de orice punct din 0X.

Fie x¢ # yo doud puncte din dX. Daci (o) # p(yo), atunci afirmatia este triviald. Daca
insd p(zo) = p(yo), atunci considerdm o vecinatate Vj a punctului 2, astfel incat pentru orice
siruri {zx}32, € o si {ye}32, € yo s avem ci khﬁrgop(mk) = ’}LIEOp(yk) = 2y € C" si pentru
orice rang k € N* se pot gasi indicii ky > k si [y > k astfel incat punctele zy, si y;,, nu pot
fi unite in X cu un drum continuu proiectia caruia sa se contina in V4. Fie Uy o vecinitate
a lui z( astfel incat U, sa fie o componenta conexa a vecinatatii Vj C Vj a lui zp. Evident
cad yo & (70. Si fie WO o vecinatate a lui yy astfel incat Wy sa fie o componentd conexa a
vecindtatii V' C Vp a lui zp. Avem ca xy ¢ Wo. S& ne convingem c& Uy "Wy = 0. Intr-adevir,
daca admitem contrariul, putem fixa un punct x in Uy N W, si considera k atdt de mare incéat
punctele xy, §i i, sa se contina in Uy si Wy corespunzator. Atunci putem uni cu un drum
continuu in Uy punctele xy, si x, precum si in Wy punctele x si y,. In rezultat obtinem un
drum continuu in X care uneste zy, si y;,, proiectia caruia se contine in Vj, ceea ce contrazice
ipoteza. Deci Uy N Wy = 0. Prin urmare X este un spatiu Hausdorff.

b) Evident cd p |x= p si deci este continud. Fie z € 0X i sa aratam ca p este continua
in xy. Fie V' o vecindtate arbitrard a punctului zo = p(z) i fie V; o altd vecinitate deschisa
conexi a lui z, astfel incat 1, C V.

Notdam cu U componenta conexa a lui p~*(V}) care confine aproape toate punctele din
{rx}32, € 0., Addugdm la U punctele o, cu z € V;. Obtinem o vecinitate a lui z, fie U,
pentru care avem p(U) C V. Deci p este continud in z si cum x a fost fixat in mod arbitrar
in 5X, deducem ca p este continua pe X.

m

Propozitia 2.2. Fie p : X — C" un domeniu Riemann neramificat. Pentru orice punct

zo € OX eristi un drum continuu o : [0,1] — X astfel incat a(1) = zo si a([0,1)) C X.

Demonstratie. Fie zg = p(zg) € C" gi fie V = V(z) C C™ o vecinitate deschisd gi conexa
a lui 2y care defineste o vecinitate U a punctului zy, adica UNX = U este o componenta
conexd a lui p~1(V).

Fie {V;}22, un sir de vecindtati deschise conexe ale lui zy cu Vi C Vi C V pentru toti

s=20,1,...si care formeaza o baza de vecinatiti a lui zyp. Notdm cu U, componenta conexa a
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lui p~*(V,) care se contine in U. Evident ci pentru toti s = 0,1,... avem U,,; C U,. Pentru
fiecare s > 0 fixdm arbitrar cate un punct x5 € U,. Orice doua puncte x si xs1 pot fi unite
cu un drum continuu o : [1 — %, 1-— 25%} — U, cu ag, (1 — %) = T4 Sl Qs (1 — 25%) = Tgq1.
Definim drumul o : [0,1] — X in felul urmitor,

Ol g ] = s =01 i a(l) =0,

Continuitatea drumului a pe [0, 1) este evidentd. S& verificim cd « este continuu giin t = 1.
Conform definitiei topologiei in X , pentru orice vecinatate U*c Xa punctului xy € OX existd
0 vecinitate deschisa conexd V* = V*(zy) C C" astfel incat U* = U* N X este 0 componenta
conexd a lui p~1(V*). Deoarece {V,}°2, este o bazi de vecindtati a lui 2o, se va gisi un rang
sg suficient de mare astfel incat pentru toti s > sg sd avem V, C V*. Dar atunci (73 c U
Prin urmare o ([1 — %, 1}) cU* pentru orice s > s, ceea ce demonstreaza afirmatia.

O

Propozitia 2.3 ([24]). Fie T un spatiu topologic local conex si S C T o submultime nicdieri
densa si care nicaieri nu disconecteaza T. Fie p : X — M un domeniu Riemann peste o
varietate complexa M si 7 : T\ S — X o aplicatie continud astfel incdt p o T se prelungeste
la o aplicatie continua pe tot spatiul T. Atunci T in mod unic se prelungeste la o aplicatie

continua 7T — X.

Observam ci, dacd vom lua in calitate de T segmentul [0, 1], iar S = {1} vom obtine

urmatorul rezultat.

Propozitia 2.4. Fie p: X — M un domeniu Riemann peste o varietate complexa M. Daca
a:[0,1) — X este un drum continuu tn X astfel tncat p o « poate fi prelungitd la o aplicatie
continud de la segmentul [0,1] 2n M, atunci si drumul o in mod unic poate fi prelungit in X

la un drum & :[0,1] — X.

Proporzitiile (2.2)) si (2.4) argumenteazi denumirea de ,accesibile” pentru punctele z din
0X.

2.2 Eclatatul spatiului C""! de-a lungul unui subspatiu
liniar
In prima parte a acestei sectiuni vom descrie succint constructia eclatatului spatiului C*+!

in origine, iar in partea a doua vom explica constructia eclatatului lui C**! de-a lungul unui

subspatiu liniar, urménd in special sursele [46] si [69].
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Fie 29, 21, . . . , 2, coordonatele euclidiene in C""! si [y : & : ... : &,] coordonatele omogene
in spatiul proiectiv P". Notam cu w : C"™'\ {0} — P proiectia canonici, care fiecirei drepte
d,, care trece prin punctul z si origine, i asociazd un element £ = w(z) = [z] al spatiului
P", iar un element £ € P", la randul siu, determind dreapta [(£) = w™(£) U {0} astfel incat
d, =l(w(z)).

Vom considera produsul C"*! x P". Submultimile inchise in C"*! x P™ sunt definite de

anularea de sisteme de polinoame de variabile z;, {;, omogene in raport cu variabilele ;.

Definitia 2.8 ([46]). Vom numi eclatatul lui C"* in originea O submultimea inchisi C"t!

din C*™! x P, definita de sistemul de ecuatii
Zifj :Zj&, ’l,j :O,l,...,n. (21)

Relatiile (2.1)) pot fi scrise si in forma z € 1(€), adici relatiile care definesc eclatatul C*!

exprima relatia de incidenta
{(z,0) e CxP" | 2 €1(8)}-

Pe eclatatul C**! in mod natural se definegte un morfism 7 : C**! — C"", ca fiind
restrictia la C"! a aplicatiei de proiectie pe primul cofactor pr, : C**' x P* — C*!, anume

7(z, [£]) = 2. Astfel, avem

@n-‘,—l c____ Cn-‘,—l X Pn

Nlprl

(Cn—',—l

Sa enumaram unele proprietati ale aplicatiei 7.
1. Dacd P € C"™'\ {O}, atunci 7~!(P) constd dintr-un singur punct.

Intr-adevir, fie P = (Po,P1,---,Pn) cu p; # 0 pentru un anumit ¢ = 0,1,...,n. Daca

Pxl[&:& ... &) €n }(P), atunci pentru toti 5 = 0,1,...,n avem
. Dj .
pigj:pjghjzoala"':n — fj:igiajz()?l)"'an'
Agadar, punctul [ : & : ... : &, in P" este unic determinat gi anume [§ : & ... :
&) =1Ipo:p1:...:pn] Deci, 7 (P) =P X [po:p1:...:p, constd dintr-un singur punct.
Astfel, pentru orice punct P € C"*! \ {O} putem pune ¢)(P) =P X [pg : p1 : ... : pn), adici

putem defini un morfism ¢ : C**1\ {0} — C***\ 771(0), invers morfismului 7. Prin urmare,

C™1\ 771(O) este izomorf cu C*+1\ {O}. Punctul O se numeste centrul eclatatului.
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2. In originea O = (0,...,0) € C"*! ecuatiile sunt satisficute pentru orice valori
&,1=0,1,...,n. Prin urmare, 7~(O) constd din toate punctele de forma {O} x @, unde
Q=1[&:& :...:&] € P, fard nici o restrictie suplimentard. Prin urmare, 71 (0) = P,
adic fibra peste O este izomorfd cu P". Preimaginea originii, £ = 771(0) C C™*, se numeste

divizorul exceptional al eclatatulus.

3. Punctele din 77(O) sunt intr-o corespondenti bijectivd cu multimile dreptelor care
trec prin origine in C"*.

Intr-adeviir, o dreaptd dp care trece prin origine in C"! poate fi definitd parametric de
ecuatiile z; = p;t,i =0,1,...,n, unde P = (pg,p1,...,pn) # O, t € C.

Consideram dreapta dp = 7 (dp \ {O}) € C*\ 77 1(O). Ea este definita parametric de
ecuatiile z; = p;t, & = pit, t € C\ {0}. Deoarece [{y: & : ... : &,] sunt coordonatele omogene
in P, putem lua & = p; si prin urmare dreapta dp se defineste de ecuatiile z; = p;t, & = p;,
t € C\ {0}. Aceste ecuatii au sens si pentru ¢ = 0 si ne dau inchiderea d’, a dreptei d/» in
eclatatul C**!. Observim ci @ intersecteazi multimea exceptionald 7—1(O) intr-un singur
punct [po : p1 : ... : pp] € P Prin urmare, punandu-i in corespondentd dreptei dp punctul
w(P) € P", stabilim o corespondentd bijectivd dintre dreptele care trec prin origine in C™*!

si punctele mul{imii exceptionale.

4. Eclatatul C**! este conex.

Aceasta rezultd din faptul ca
C = (C*\ 7 (0) ur T (0),

si deoarece C"1\ 771(0) este izomorf cu C*'\ {0}, deducem ca C**' \ 7(O) este conex.
Dupa cum am aritat mai sus, fiecare punct din 77!(O) este continut in inchiderea unei
submultimi (a dreptei d}) din C"*\ 771(0), adica C**'\ 771(O) este densd in C**', de unde

rezultd conexiunea lui C*+1.

Sa descriem in continuare constructia eclatatului de-a lungul unui subspatiu liniar.
Fie U un polidisc (n + 1)-dimensional si z = (zo, 21, . . ., 2,) coordonatele euclidiene. Fie L

un subspatiu liniar k-dimensional definit de ecuatiile
Zk:Zk+1:...:Zn:0.

Notam cu [& : Epyq @ - .- &, coordonatele omogene in P, Considerdam produsul U x P"* gi

in el varietatea netedi U C U x P* %, definit# de relatiile

U:={(z[6]) € UxP"*| 28 = 2&, k <i,j <n}.
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Morfismul 7 : U — U, definit ca restrictia la U a aplicatiei de proiectie pe primul cofactor
pr, : U x P"* — U este un izomorfism pe U \ #~!(L), iar preimaginea oricirui punct z € L
este intreg spatiul proiectiv P"* adicd 771(L) = L x P"* si se numeste divizorul exceptional
al lui U. Varietatea U impreuna cu aplicatia 7 : U — U se numeste eclatatul lui U de-a lungul
subspatiului L.

Varietatea U poate fi acoperitd cu hartile de coordonate
Ui={(2[€) cUxP" &40}, j=kk+1,...,n,

cu coordonatele olomorfe pe U; definite astfel:

zi(j):zi, pentru ¢ =0,1,...,k—1;

. . Z A
z(])zéz—l, pentru i ==k,...,7,...,n;

N -7

Coordonatele {zi(j)} sunt coordonatele euclidiene pe fiecare fibra 7—1(P) = P"* a divizoru-
lui exceptional. Se poate ardta ca eclatatul 7 : U — U nu depinde de alegerea coordonatelor
in U.

In cazul general, eclatatul unei varietiti complexe (n+ 1)-dimensionale M de-a lungul unei
subvarietati X C M de dimensiune k se construieste astfel. Consideram in M o colectie de
polidiscuri {U,} care acopera varietatea X, astfel incat pe fiecare polidisc U,, subvarietatea
U, N X poate fi definita de ecuatiile z;, = ... = z, = 0. Fie 7, : ﬁa — U, eclatatul lui U,
de-a lungul lui X N U,. Eclatatul U se construiegte prin procedeul de Jlipire”, 7 : U — UU,.

Deoarece 7 este un izomorfism in exteriorul lui X N (UU, ), putem construi varietatea
M=UuU, (M\X).

Varietatea M, impreuns cu aplicatia 7 : M — M, care prelungeste m pe U si este aplicatia
identicd pe M \ X se numeste eclatatul lui M de-a lungul subvarietatii X, iar multimea

A = 7Y X) se numeste divizorul exceptional al eclatatului. Astfel, divizorul exceptional,
A =771(X), este un fibrat peste X cu fibra P"~*.

2.3 Problema Levi pentru eclatatul lui C"*! de-a lungul
unui subspatiu liniar

In acest paragraf se va stabili o conditie necesard gi suficientd pentru ca o submultime
deschisd local Stein a eclatatului lui C**™! de-a lungul unui subspatiu liniar k-dimensional al

sdu si fie Stein.
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Definitia 2.9 ([65]). O varietate complexd X se numegte varietate Stein daca sunt indeplinite
urmatoarele conditii:
i) Varietatea X este olomorf convexd, adicd pentru orice submultime compactia K C X

anvelopa olomorf convexa
K = {r € X :|f(x)| <sup|f| pentruorice fe O(X)}
X

este o submultime compacta a lui X.

ii) Varietatea X este olomorf separabild, adicd pentru orice douii puncte distincte x si y
din X, se poate gisi o functie olomorfa f € O(X) cu f(x) # f(y).

iii) Functiile olomorfe pe X definesc coordonatele locale in fiecare punct, adicd pentru orice
punct x € X se poate gasi un sistem de functii olomorfe pe X, fi, fo,..., fn € O(X), care

definesc coordonatele locale intr-o vecinatate a lui z.

Faptul ca X este olomorf convexd este echivalent cu satisfacerea urmatoarei conditii: pen-
tru orice gir de puncte {xy}32, discret in X, existd o functie olomorfa f € O(X), astfel incat
multimea {|f(zg)| : £ € N*} este nemarginita.

K. Oka [64] a studiat domeniile Riemann neramificate peste C", p : X — C" (aici proiectia
p este local biolomorfi) gi a ardtat cd X este Stein dacd si numai dacd functia — Indx (x) este
plurisubarmonicd pe X, unde dx (z) este functia distanta la frontierd pe X.

O consecinta importanta a rezultatelor lui K. Oka este faptul ca proprietatea unui domeniu

Riemann X de a fi Stein este o proprietate locald a frontierei lui X.

Definitia 2.10. Fie X si Y doua varietati complexe. O aplicatie olomorfa p : X — Y se
numeste morfism Stein daci pentru orice punct y € Y existd o veciniitate V = V(y) astfel

incat p~*(V) este Stein.

Daca in particular p este aplicatia de incluziune 7 : X — Y si X este o submul{ime
deschisa din Y, atunci X se numeste local Stein in Y daca aplicatia ¢ este un morfism Stein,
sau echivalent, fiecare punct frontierd x € 0X are o vecinatate V = V() astfel incat V N X
este Stein.

Astfel, din teorema lui K. Oka imediat rezulta cd o submultime deschisda D C C” este Stein
daca si numai daca ea este local Stein.

Natural apare intrebarea, daca acest rezultat este valabil in cazul general al unui spatiu
Stein Y in loc de C™.

Rezultatele obtinute de citre K. Oka au servit drept impuls pentru o serie de cercetari
in acest domeniu. Pe parcursul ultimilor cateva decenii, au fost stabilite diverse rezultate

fundamentale referitoare la problema Levi.
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O trecere in revista a rezultatelor principale si a problemelor deschise ce tin de teoria
spatiilor Stein este realizatd de catre M. Coltoiu in [I5]. Lucrarea [I6] contine o descriere
detaliata a istoriei diverselor forme ale problemei Levi si se discutad problema Levi in cazul
singular.

R. Fujita [32] si A. Takeuchi [70] au demonstrat un rezultat similar cu cel al lui K. Oka
pentru cazul spatiilor proiective complexe gi anume, ca un domeniu local Stein peste P" este
Stein ori coincide cu P™.

In [24] F. Docquier si H. Grauert au studiat domeniile Riemann neramificate peste va-
rietatile Stein si, in particular, au ardtat ca orice submul{ime deschisa D local Stein a unei
varietati Stein este Stein.

M. Coltoiu si C. Joita in [I9] au studiat problema Levi in cazul eclatatului gi au ardtat ca
o submultime deschisd local Stein a eclatatului lui C*™! in origine este Stein atunci si numai
atunci cand ea nu contine o submultime de forma U \ A, unde A este divizorul exceptional al
eclatatului gi U este o vecinitate deschisa a lui A.

Motivati de aceasta lucrare, vom investiga problema Levi in cazul eclatatului de-a lungul
unui subspatiu liniar i anume vom arata ca in conditii geometrice similare o submultime
deschisd local Stein D a eclatatului lui C**!' de-a lungul unui subspatiu liniar k-dimensional
L este Stein.

Fie L un subspatiu liniar k-dimensional al lui C**'. Vom nota cu X eclatatul lui C**!
de-a lungul lui L, iar cu A vom nota divizorul exceptional al lui X, anume A = L x P,
Presupunem ca D este o submul{ime deschisa local Stein a lui X.

Vom spune c¢d o submultime deschisd D a eclatatului X satisface conditia (P) daci exista
un punct ¢y in L si o vecinitate deschisa U a lui ¢y x P"~F astfel incat U \ A este continuta in
D.

Teorema 2.1 ([35]). O submultime deschisd local Stein D a eclatatului X este Stein daca si

numai daca condifia (P) nu este satisfacuta.

In demonstratia acestei afirmatii vom aplica aceeasi tehnica ca si in [19]. Avem nevoie de

notiunea de punct frontiera eliminabil.

Definitia 2.11. Fie M o varietate complexd, A C M o submultime analitica de codimensiune
pozitiva, iar D o submultime deschisa din M \ A. Un punct frontierd z € 9D N A se numeste
eliminabil de-a lungul lui A daca existd o vecinatate deschisa U a punctului z astfel incat U\ A

este continuta in D.

Un rol esential in demonstratie il are urmatoarea lema, care este o generalizare a rezul-

tatelor din [39] si [73].
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Lema 2.1 ([19], Lemma 2). Fie M o varietate Stein si fie A o submulfime analitica inchisa
de codimensiune pozitiva din M, iar D C M \ A o submultime deschisa. Daca D este local
Stein tn fiecare punct z € 0D\ A si daca nici un punct frontiera z € 0DNA nu este eliminabil

de-a lungul lui A, atunci D este Stein.

Demonstratia Teoremei Deoarece X este eclatatul lui C**! de-a lungul subspatiului

liniar L, el este de fapt un fibrat in drepte olomorf peste L x P"~*. S& notam cu
7:X — LxPr*

proiectia corespunzatoare a fibratului vectorial.

Fie tq,1s,...,t; functiile de coordonate in L i sd notdm cu t = (ty,ts,...,t) € L. Fie
20,21, - - . Zn—i functiile de coordonate in C***! si vom nota
2= (20,21, Znk) €ECYFIN{0}, [2]=[20:21:...: 20 s) EP"V.
Pentru ¢ =0,1,...,n — k construim multimile

Ui ={(t,[2]) € L x P"* | 2 # 0}.
S& notam trivializarile locale cu
Vi :m N (U) - U xC, i=0,1,...,n—k.

Pentru orice punct (¢, [z],\) € (U; NU;) x C avem

(0 07) (¢, [2], A) = (t, Bl Z—U\) . (2.2)

2
Pentru ¢ =0,1,...,n — k consideram multimile
Wi = {(t.2,0) € L x (C\ {0}) x C | 2 # 0},

S& definim o aplicatie olomorfa F : (L x (C* %1\ {0}) x C) — X, in modul urmétor, pentru
(t,z,A) € W; consideram
F(t,z,\) =¥, (t, [2], z:)\).

Observam cd pentru orice (¢, [z], A) € (U; NU;) x C din relatia (2.2)) rezulta ca

(5 0 (E [2], 2iA) = (¢, [2], )

$i prin urmare



ceea ce demonstreazi ci aplicatia F este bine definitd. In afard de aceasta, deoarece aplicatia
(t,z,\) € W; — (t, 2], zA) € U; x C

este o surjectie, deducem ca Fly, : W; — 7 1(U;), de asemenea este surjectivi.
Vom verifica faptul cd F' este un fibrat local trivial peste X cu fibra C* si ca functiile de
tranzitie sunt liniare pe fiecare fibra.

Pentruz=0,1,...,n — k vom nota cu
O W, — 7 HU;) x C, ®4(t,2,)\) = (F(t, 2, \), z)

si afirmam ca ®; sunt trivializarile locale ale acestui fibrat.
Trebuie s verificdm ca aplicatiile ®; sunt inversabile si sa calculam ®; o ®; . Cu acest
scop, pentru fiecare i = 0,1,...,n — k definim aplicatiile

;W — (U; x C) x C*,  Py(t, 2, \) = ((t, [2], ziA), 21)
si
Xi: (Ui x C) x C" — 7 H(U;) x €, xa((t, [2], A), ) = (7 (8, [2], M), ).

Observam ca ®; = y; o P,;.

Aplicatiile ®; sunt inversabile si pentru orice ((t,[z],A), ) € (U; x C) x C* avem

(0 M) = (1222, (23)

(2

Aplicatiile y; de asemenea sunt inversabile si pentru orice (¢, u) € 7~ 1(U;) x C* avem

Xi (G ) = (W0, ). (24)
Prin urmare i aplicatiile ®; sunt inversabile si din relatiile (2.2), (2.3 si (2.4) rezultd ca,
pentru orice (¢, pu) € 7~ HU; NU;) x C*, daca 7(¢) = (¢, [2]), atunci
-1 j
(@,007) ) = (6. 20)

si deci ®; sunt trivializarile locale ale lui F.

Faptul ca F este un fibrat local trivial peste X cu fibra C* gi cu functiile de tranzitie
liniare este echivalent cu existenta unui fibrat in drepte olomorf F : Z — X, astfel incat
Z\ Zy=L x (C*1\ {0}) x C unde Z; este sectiunea nula si

F= F|L><((C"—k+1\{0})><(c-

Fie D o submultime deschisa din X care este local Stein, dar care nu este Stein. Atunci,

conform Lemei 1 din [19], submultimea deschisa F~!(D) din L x C"**! x C este local Stein
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in fiecare punct din (OF (D)) \ (L x {0} x C) si nu este Stein. De aici, in baza Lemei
deducem c& existd un punct frontiera P € (OF 1 (D))N (L x {0} x C) care este eliminabil de-a
lungul lui L x {0} x C. Prin urmare, existd ty € L gi Ay € C astfel incat

P = (t9,0,X) € (OF Y(D))N(Lx {0} xC)Cc LxC"*!xC

este eliminabil de-a lungul lui Lx {0} xC. Atunci, conform Definitiei[2.11] existd o e—vecinitate
a punctului P astfel incat
F=Y (D) 2 {(t,z,\) € L x (C*1\{0}) x C: ||t — to]| <,

|z;] <e,Vj=0,n—Fk,|A—=X| <e}.

Vom ardta cd D posedd proprietatea (P), adicd cd D contine o submultime deschisd de
forma U \ A, unde A este divizorul exceptional al eclatatului X gi U este o veciniitate deschisa
a lui ty x P*F.

S4 notdm cu B bila deschisa
B.(tg) ={t e L: ||t —to <&},

iar cu €25 discul deschis punctat {\ € C: 0 < |A| < §}. Demonstratia va fi completa, daci vom
ariita ci pentru orice [z] € P"* gi orice i € {0,1,...,n — k} astfel incat (¢, [z]) € U; existd o

multime deschisd V in P"~* gi un numar pozitiv § > 0 astfel incat (¢,[z]) € (B x V) si
wz(D ﬂﬂ'_l(Ui)) D BxV x Q.

Fixdm in U; in mod arbitrar un punct (¢,[Z]) € U; astfel incat t € B. Sa alegem un numér

pozitiv T astfel incat
1%

T>max{ :j—O,l,...,n—k}.

|Zi]
Notam cu V multimea deschisd din P"~* cu proprietatea ci daca [w] € U;, atunci [w] € V si
max {%} < T. Fixam in mod arbitrar un punct A\; € C* astfel incat |A\; — A\g| < € gi ludim
0 e Ry a;tfel incat

g

Pentru a arita ca ¢;(D N7~ (U;)) contine o submuliime deschisa de forma B x V x s, vom

considera un punct arbitrar fixat (¢, [w],v) in B x V x Q. Fie p = )\1 si observam ca p # 0 si
1

=< 2o

V| o €
Ao M T

Fie z = 2~ . w. Atunci zi = # 0sideci (¢, 2,\) € W,.
Wi
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Pentru toti j =0,1,...,n — k avem

|- wy]
|wi|
prin urmare (t,z, A1) € F~Y(D) N W;. Astfel

|| = <pl-T <,

F(ta 2, /\1) = 1/%_1(?57 [Z], Zz)\l) € (D N ﬂ-_l(Ui))'
In final obtinem

wi(F(tazv)‘l)) = (t’ [Z]vz%/\l) = (tv [Z]vﬂ)‘l) = (t’ [w],y),

ceea ce demonstreaza complet afirmatia.

2.4 Problema Levi pentru domenii Riemann peste eclata-

tul lui C"*! in origine

In aceastd sectiune vom studia domeniile Riemann neramificate p : X — C™*+! peste
eclatatul lui C*™! in origine in cazul cAnd p este un morfism Stein si vom determina conditiile
necesare si suficiente pentru ca un asa domeniu sa fie Stein. Eclatatul lui C*™! in origine poate
fi privit drept un caz particular de varietate 1-convexa. O serie de rezultate recente referitoare
la spatiile de acoperire ale suprafetelor 1-convexe pot fi giisite in lucrarile [20] si [21].

Dupa cum am mentionat in paragraful precedent, inca in anul 1953 K. Oka [64] a obtinut
solutia problemei Levi pentru domeniile Riemann neramificate peste C™ din care rezulta ca
un domeniu neramificat p : X — C" este Stein daca si numai daca p este un morfism Stein.
In scurt timp dupi aceasta, J. E. Fornaess [28] aratd cid acest rezultat nu rdméane valabil gi
pentru domeniile Riemann ramificate.

In 1960 F. Docquier si H. Grauert [24] au ardtat ci daci p : Y — X este un domeniu
Riemann neramificat peste o varietate Stein X si p este un morfism Stein, atunci Y este Stein.

T. Ueda [73] a investigat cazul domeniilor Riemann peste varietdtile Grassmann si a ardtat
ca un domeniu Riemann neramificat pseudoconvex p : Y — G,,, peste o varietate Grassmann
G, astfel incat exista cel putin un punct frontiera, adica Y nu este prin p homeomorf cu
G, este o varietate Stein.

M. Coltoiu si K. Diederich in [I7] au studiat domeniile Riemann peste spatiile Stein cu
singularitati izolate i au stabilit ca dacd X si Y sunt spatii complexe cu singularitati izolate,
p:Y — X este un domeniu Riemann neramificat, X este un spatiu Stein si p este un morfism

Stein, atunci Y este de asemenea Stein.
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Vom studia problema Levi in cazul domeniului Riemann p : X — C™*! peste eclatatul
Cm*+! al spatiului C**! in origine. Anume, vom da raspuns la urmitoarea intrebare: Ce
conditie suplimentara trebuie si satisfacd domeniul Riemann p : X — C™*!, cu p morfism
Stein, pentru ca el sa fie Stein?

Pentru a raspunde la aceasta intrebare avem nevoie de urmatoarele notiuni si leme ajuta-

toare.

Definitia 2.12 ([73]). Un domeniu Riemann p : X — C" se numeste pseudoconvez intr-un
punct frontiera accesibil x € dX, daci se poate gasi o vecinatate U a punctului z astfel incat
U N X si fie o varietate Stein.

Un domeniu p : X — C" se numeste pseudoconver daca el este pseudoconvex in toate

punctele frontiera accesibile.

Definitia 2.13 ([73]). Fie S C C" o multime analiticd de codimensiune pozitivd. Un punct
frontiera accesibil x al domeniului Riemann p : X — C" se numeste eliminabil de-a lungul lui

;i U — C" este injectiva

S, dacd exista o vecinatate U a punctului x astfel incat aplicatia p

si UNJY este continutd in 5 1().
Urmadtoarea lemé a fost demonstrata de citre T. Ueda in [73].

Lema 2.2. Fie S C C" o mulfime analitica de codimensiune pozitiva si fie p : X — C" un
domeniu Riemann neramificat peste C". Admitem ca X este pseudoconvex in fiecare punct
frontierd © € 0X cu p(x) € C*\ S. Daca nu exista nici un punct frontierd eliminabil de-a

lungul lui S, atunci X este Stein.

Lema 2.3 ([36]). Fie S C C", n > 2 o multime analitica de codimensiune cel putin egald cu
2 gi fiep: X — C" un domeniu Riemann neramificat peste C" \ S. Presupunem ca X este
pseudoconvez tn fiecare punct frontierd x care se proiecteaza in C"\ S. Atunci X nu este Stein
daca st numai daca exista o submulfime deschisa conexa U C X si o submulfime deschisa

conexa V- C C" astfel incat VNS # 0 si aplicatia p |g: U — V' \ S este biolomorfd.

Demonstratie. 1. Necesitatea. Admitem cd X nu este Stein. Atunci conform Lemei [2.2]
se poate gasi un punct frontierd z* € dX eliminabil de-a lungul mult{imii S. Notam cu p
extinderea proiectiei p la X = X UOX. In acest caz se poate gasi o vecinatate deschisa Uy a

punctului z*, U, C X, astfel incat p |;; este injectiva si ]5((71 N 5X) e continut in S. Fie Uo

altd vecinatate deschisd a punctului z*, astfel incat U c Uy. O astfel de vecinitate U existi
deoarece X este regulat.
Sa notam cu U = U \ 0X si cu 2* = p(a*), z* € S. Pentru a demonstra afirmatia trebuie

sd aratdm cd exista o vecindtate deschisa V' a lui z* astfel incat V' \ S C p(U). Admitem prin
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absurd ca aga o vecinatate nu exista. Atunci, pentru orice vecinatate deschisa V' a lui 2* avem
ci p(U) 2 V'\ S. Si deci putem gisi un sir de puncte {£,122,, & € C*\ (SUH(U)), convergent
la 2%, ]}l)xgogk =z

Fie a : [0,1] — U un drum continuu astfel incat a(l) = z* §i «([0,1)) C U (existenta
unui asa drum este asiguratd de Propozitia si fie {sg}r2; un sir crescitor de numere
pozitive, 0 < s < 1, k = 1,2,... convergent la 1. Notam Clgo) = pla(sk)), k =1,2,... si fie

k:]0,1] = C*\ S, k=1,2,... un drum continuu care unegte in C" \ S punctele 4“,50) si &
Prin urmare avem, C,go) € pU), & & p(U)U S, ag(0) = C,go) si ag(1) = &. In plus, putem
admite cd girul {ay}72, de drumuri continue converge uniform la z* pe segmentul [0, 1].

S notam cu ty = inf{t | t € [0,1], ax(t) € Ip(U)} i cu 2z = ag(ty).

Evident c& sirul {z;}72, de asemenea converge la z*, 2, & S si a4 ([0, %)) C p(U), pentru
toti £ = 1,2,... Conform Propozitiei functiile continue (p|y)~' o ay : [0,tx) — X pot fi
extinse la functiile continue gy, : [0,t;] — X. Fie zy = Br(tr). Atunci p(xg) = zi i in acelasi
timp avem ca lim p(xk) = 2" gi pentru orice ranguri k gi [ punctele ;. si x; pot fi unite cu
un drum contmuu a carul proiectie e conpmuta in V. Prin urmare, sirul {z;}?°, are un punct
de acumulare ¥ € X. Observim ci z; € U \ U si deci & € U \ U si & # 2*. In acelagi timp
P(&) = 2* = P(z*), dar aceasta contrazice injectivitatea lui p pe Uy D u.

2. Suficienta. Fie U o submultime deschisa din X si V' o submultime deschisa conexa din
C™ astfel incat VNS #Qsipl|y: U— V\ S este biolomorfa.

Deoarece VNS # (), putem fixa un punct z € VN S. Fie {2}, un sir arbitrar de puncte
2z € V'\ S convergent la z. S& notdm cu z;, preimaginea lui z;, adicd xp € U, p(xg) = 2 si
Jm o) ==

Sirul {z}52, este discret in X. Intr-adevar, daci vom admite ci {x;}3%, are un punct
de acumulare in X, atunci vom putea extrage un subsir {zy, }72, convergent cdtre un anumit
punct z € X. Dar atunci ]}Lrgop(mkl) = ]}Lrgop(zk) = z si totodatd zliglcp(%) = p(x). Deci
p(r) = z € S ceea ce contrazice faptul ca p(X) C C™\ S.

Pentru orice functie olomorfa f € O(X) avem ci functia fo (p|y)~ : V\ S — C este

olomorfd si atunci, conform celei de-a doua teorema de extensie a lui Riemann, ea se extinde

olomorf pe V. Dar atunci multimea {‘ o(plv) )z, ,...} este marginita si prin
urmare {|f(x)|,k = 1,2,...} este marginita pentru orice f € O(X). Astfel concludem ci X

nu este olomorf convex si deci nu este Stein.

O

Sd notam cu A = P" divizorul exceptional al eclatatului. Vom spune ca un domeniu
Riemann p : X — Crt! peste eclatatul C*! satisface conditia (@) daca exista o multime

deschisda G C X si o vecinatate deschisda W a multimii exceptionale A astfel incat:
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i) p |¢ este injectiva si

ii) p(G) D W\ A.

Teorema 2.2 ([36]). Un domeniu Riemann neramificat p : X — C**', cu p morfism Stein,

este Stein dacd si numai dacd el nu satisface conditia (Q).

Demonstratie. 1. Necesitatea. Fie cad X este Stein si admitem prin absurd ca X satisface
conditia (@), adicd existd o submultime deschisd G C X astfel incat p |¢ este injectiva i
p(G) D W\ A. Fixadm un punct arbitrar Q € A si fie {gx}3>, un sir de puncte din W\ A
convergent la Q. Evident c& sirul {p~'(qx)}%2, este discret in G. Dar, pentru orice functie
olomorfa f € O(G) avem ca fop~t e O(W \ A) si, conform teoremei lui Hartogs, se extinde
la o functie olomorfa pe W gi prin urmare girul valorilor {|f(p~'(qx))|, k¥ = 1,2,...} rimane
marginit pentru orice functie f € O(G). Astfel deschisul G' nu este olomorf convex si deci nu
este Stein. Totodata, G fiind o submultime deschisa local Stein din spatiul Stein X, conform
rezultatului lui F. Docquier gi H. Grauert, este Stein. Contradictia arata ca X fiind Stein nu
poate avea proprietatea (Q).

Mentiondm ca ipoteza de injectivitate a proiectiei p |¢ este necesard. De exemplu, s
consideram in C™™! doi deschisi Stein U; si U, astfel incat ei nu contin o vecindtate deschisa a
multimii exceptionale A, dar U = U, UU, acoper A. In acest caz, UyNUsy # 0. Mutimile Uy \A
i Us \ A sunt Stein, intrucat intr-o varietate Stein complementara unei hipersuprafete raimane
Stein, in timp ce U \ A nu este Stein. Notam cu X; multimile X; = {(¢,7),q € U;\ A},i =1,2.
Fie X = X; U X; reuniunea disjuncta a multimilor Uy \ A gi Uy \ A. Atunci X este Stein si
p(X) D W\ A, dar aplicatia de proiectie p |x nu este injectiva.

2. Suficienta. Admitem cii domeniul Riemann p : X — C™*! satisface conditia (@Q). Notam
cu 2o, 21, - - . , zn, coordonatele euclidiene in C**! si cu (€0 : &1 ... 1 &) coordonatele omogene

in spatiul proiectiv complex P". Eclatatul lui C*™! in origine este varietatea
CH = {(2,6) € C" X P @ 2,6, = 26,0, § = 0,n}.
Vom acoperi spatiul P* cu multimile U; = {£ € P* : § # 0}, ¢ = 0,1,...n. S notdm cu 7
proiectia pe cel de-al doilea factor
T =PIy |gnsr: C*T1 — P,

Atunci 771(€) = 1(€) este dreapta complexd determinatd de £. Astfel eclatatul lui C*! in
origine este un fibrat in drepte peste spatiul proiectiv complex.

Avem urmitoarele trivializiri locale ; : 7=1(U;) — U; x C definite de 9;(z,&) = (£, 2),

1=0,1,...,n. Aplicatia 1; este biolomorfa si inversa ei este
_ A
s EN = (20504),



unde [z] = [20: 21 1 ... 1 2,) € U;. Astfel peste U;; = U; NU; avem

biov (0 =0 (2 20) = (1940 2)

Zj Zj

Putem construi un fibrat local trivial de fibra C* peste eclatatul C"! si anume
F: (C™1\ {0}) x C — C"H.

In lucrarea [19] a fost construit si descris fibratul F : (C**1\ {0}) x C — O(r), unde

_ A
P = (145,
%k
V(z,\) € Wi ={(2,)\) € (C"™\ {0}) x C: z, # 0}.
Intrucat eclatatul C**! poate fi identificat cu O(—1), fibratul in drepte olomorf de gradul

—1 peste P, avem r = —1 si deci in acest caz pentru orice (z,\) € W), avem
1 AZk
F(z,A) = ¢ ([, A) = Pl 2] | = (A2 [2]).

Prin urmare, aplicatia F' poate fi definita global, F'(z,\) = (\- z, [2]). Dar atunci, pentru orice

punct (z,[z]) € C"! avem

F(e, () = { <§A) ‘ rec't.

Sa notam cu A dreapta complexa A = {0} x C c C"*2 ({0} € C™™).

Construim produsul fibrat Y al fibratului F' si al domeniului Riemann X gi anume
Y ={(w,2) € (C"?\ A) x X | F(w) = p(x)}.

Obtinem urmatoarea diagrama comutativa

Y ,

Lp Lp
Ccrt? o (Cn+2 \ A) 7 @nﬂ

Aplicatia F' = pr, |y: Y — X, proiectia canonica pe al doilea factor, defineste un fibrat
principal olomorf de fibra C*.

Aplicatia p = pr; |y: Y — C""2\ A, proiectia canonicd pe primul factor, definegte un
domeniu Riemann neramificat peste C""2\ A.

Deoarece p : X — C™*! este un morfism Stein, aplicatia p: Y — C"*2\ A de asemenea este

un morfism Stein. Intrucat (C**2\A) c C"*2, drept consecinti obtinem un domeniu Riemann
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p:Y — C"2 peste C""2. Observam ca C" este o varietate Stein gi p: Y — (C"2\ A) este
un morfism Stein, dar nu se stie dacd p: Y — C"*2 este de asemenea morfism Stein, deoarece
C"*2 contine puncte de pe A, adicd puncte din frontiera lui (C"*2\ A).

Conform rezultatelor lui Y. Matsushima gi A. Marimoto (J60], Théoreme 4 et 5), Y este
Stein daca si numai daca X este Stein.

Admitem prin absurd ca produsul fibrat Y nu este Stein. Atunci existd un punct frontiera
accesibil y € JY care este eliminabil de-a lungul lui A.

Atunci conform Lemei . exista o vecinatate deschisa U a punctului y si un polidisc
deschis V. de polirazi ¢ > 0 centrat intr-un punct z* = p(y) = (0, ,v) € A astfel incat
P lu: U — V. \ A este biolomorfa, unde U = U \ JY.

S& notdm cu G = F(U) \ p~'(A), unde A este divizorul exceptional al eclatatului C™*'.
Afirmam ca p |¢ este injectivi. Intr-adeviir, daci admitem contrariul, atunci obtinem urma-
toarele. Existd un punct € G astfel incat G Np~'(p(x)) are cel putin doud elemente. Fie
GNpHp(x)) = {x1,29,...}. Atunci

Dwi#wxj,i#j;0,7=12,....

2) p(z;) = Q € C**1\ A, pentru toti i =1,2,. ...

Fie Q = (¢,[q]), ¢ = (¢0, @1, - - - , gn). Preimaginea acestui punct este

F@ -t

Observiam cd F~(Q) nu intersecteaza A = {0} x C, iar intersectia lui F~1(Q) cu V. \ A este
data de
{]q—;‘ <ej=0,. .. .n Aec*}m{u—m <& AeC)

si prin urmare este deschisa si conexa. Sa notam aceasta multime cu V*.

Fie D; = F~'(z;) N p~"(V*), i =1,2,.... Multimile D; sunt deschise in F~'(z;), nevide si
D; C U pentru toti i = 1,2,.... Astfel p |p,, i = 1,2, ... sunt homeomorfisme si deci p(D;)
sunt deschise in F~(Q), nevide si disjuncte si

Vi =Up(D;).

Dar aceasta este imposibil intrucat V* este conexa.

Astfel p |¢ este injectivd. In plus F~'(p(G)) contine o multime de forma V. \ A si deci
conform argumentelor din demonstratia Teoremei 1 de M. Coltoiu i C. Joita din [19], p(G)
contine o multime de forma W'\ A, unde A este mul{imea exceptionald a eclatatului si W este

o vecinatate a lui A, ceea ce contrazice ipoteza.
O
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Capitolul 3
Metrici invariante si functii normale

In acest capitol se studiaza metricile invariante la aplicatiile biolomorfe, in termenii

carora se definesc aplicatiile olomorfe X-—normale.

Se evidentiaza o clasa larga de domenii pentru care exista aplicatia extremald
pentru (semi)norma Kobayashi. Pentru aplicatiile olomorfe definite pe astfel de
domenii se demonstreaza un criteriu de normalitate si se defineste notiunea de

aplicatie olomorfa —normala.

Sunt studiate domeniile marginite din C", pentru care fiecare punct din frontiera
lor este punct peak. Este prezentat un criteriu de existenta a limitei —admisibile
pentru o functie olomorfa pe un domeniu marginit, fiecare punct din frontiera

caruia este punct peak.

3.1 Metrici invariante

Aceastd sectiune contine definitiile (semi)metricilor Carathéodory, Kobayashi gi Bergman
si o scurta trecere in revista a unor proprietati de baza ale lor.

Conform teoremei lui Riemann, orice domeniu simplu conex din planul complex, diferit de
intreg planul, este biolomorf cu discul unitate A. Incit de la inceputul secolului XX a devenit
clar, ca in cazul multidimensional doua domenii simplu conexe, de exemplu, bila gi polidiscul
unitate, nu sunt biolomorfe.

Peste tot in acest capitol prin A vom nota discul unitate deschis din planul complex C,
adica A = {z € C| |z|] < 1}. Henri Poincaré a definit pe A x C o norma invariantd in raport

cu automorfismele conforme ale discului A,

v
dp(z10) = % (510) € AX C,
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iar lungimea Poincaré a unei curbe netede pe portiuni v : [0,1] — A calculandu-se dupa

formula .
L= [ dola(oyiv e
Exista, cel putin, trei posibilitati de a generaliza metrica Poincaré in cazul mai multor
variabile complexe. Acestea au fost propuse de citre Constantin Carathéodory, in 1926 (|10]),

Stefan Bergman in 1933 ([4]) si Shoshichi Kobayashi in 1967 ([54]).

Fie M o varietate complexa de dimensiune complexi n.

Definitia 3.1 ([10]). Distanta Carathéodory c); dintre punctele p gi ¢ ale varietatii complexe
M este

cu(p,q) = sup p(f(p); f(q)),

unde marginea superioara se ia in raport cu toate functiile olomorfe f : M — A.

S& notam cu O(A, M) multimea tuturor aplicatiilor olomorfe ale discului unitate A in
varietatea complexa M.

Vom numi lant olomorf pe varietatea M, care unegte punctele p si g, o colectie ¢ care
constd din 2k puncte ay, as, ..., ag si by, b, ..., by ale discului unitate A si k aplicatii olomorfe
fi, foy s fr € O(A, M), astfel incat

filar) =p,  fi(bj) = fim(ajn), i =1,..., k=1, fi(bs) = q.

Pentru fiecare lant olomorf ¢ pe M din p in ¢ definim

k

el = pla.by).

j=1

Definitia 3.2 ([54]). Distanta Kobayashi kj; dintre punctele p gi ¢ ale varietatii complexe
M este

ke (p, q) = inf{|cl},
unde marginea inferioara se ia in raport cu toti k si toate lanturile olomorfe ¢ pe M care unesc

psig.

Distanta Kobayashi kj;, precum si distanta Carathéodory ¢, satisfac axiomele (semi)met-
ricii si nu cresc la aplicatiile olomorfe, adica daca M si N sunt doud varietati complexe si

f € O(M, N), atunci pentru orice puncte p si ¢ din M avem

kN(f(p)v f(Q)) < kM(pa Q)7 CN(f(p)a f(Q)) < CM(pv Q) (31)
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si sunt invariante la aplicatiile biolomorfe, adica daca f : M — N este o aplicatie biolomorfs,

atunci pentru toti p si ¢ din M au loc egalitatile

ku(p,q) = kn(f(p), f(q), cum(p;q) = en(f(p), f(q))- (3.2)

In general, (semi)metricile Kobayashi si Carathéodory nu sunt metrici. De exemplu, pentru
M = C" functiile ky = 0 si c¢py = 0. Este binecunoscut faptul ci, (semi)metrica Kobayashi
pe varietatea complexa M este cea mai mare dintre acele (semi)metrici care nu se maresc la
aplicatiile olomorfe f : A — M, iar (semi)metrica Carathéodory este cea mai micd printre
acelea care nu se maresc la aplicatiile olomorfe f: M — A.

Fie p un punct din varietatea M si v € T,M un vector tangent. H.L. Royden in [68] a

introdus urméatoarea definitie infinitesimala a metricii Kobayashi.

Definitia 3.3. Vom numi (semi)norma Kobayashi pe varietatea complexa M functia Ky (p;v)

definitd pe fibratul tangent 7'(M) prin formula
1
Ky (p;v) = inf { ;' dge O(A, M), g(0)=p,¢'(0) =71 -v,1r > 0} : (3.3)

Royden a demonstrat, ca (semi)norma K, pe T,M poseda proprietatea de contractie la

aplicatiile olomorfe, adica daca f € O(M, N), atunci pentru orice v € T,M avem

Kn(f(p); fi(p)v) < Ku(p;v), (3.4)

unde f,(p)v este diferentiala aplicatiei f in punctul p.

In lucrarea [68] este demonstrat urmatorul rezultat important.

Teorema 3.1. Pentru orice varietate complexda M funciia Ky este semicontinud superior pe
fibratul tangent T(M) = U T,M si
peEM

butr. o) = nf | K8 ()t (35)

unde marginea inferioard se ia in raport cu toate drumurile netede v : [0,1] — M, care unesc

punctele p si q.

Definitia 3.4 ([11], [12]). Vom numi (semi)norma Carathéodory pe varietatea complexd M
functia Cy(p;v) definitd pe fibratul tangent 7'(M) prin formula

Cu(p;v) = Sup | fe(p)v], (3.6)

unde marginea superioara se ia in raport cu toate aplicatiile olomorfe f : M — A pentru care

f(p) =0.
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Carathéodory a demonstrat, ci (semi)norma C); satisface inegalitatea triunghiului si
poseda proprietatea de contractie.

Presupunem ci varietatea M este inzestratd cu o (semi)metrici d. Lungimea unei curbe
7 :[0,1] = M in aceasta (semi)metricd este egald cu marimea

m

la(y) = sup > d(y(tr-1),7(tr)),

k=1

unde marginea superioara se ia in raport cu toti m si toate diviziunile
T={0=t)<t1 <...<t,=1}
ale segmentului [0, 1].

Definitia 3.5. Vom numi distanta interioard in (semi)metrica d dintre punctele p si ¢ din M,
marginea inferioara d'(p, q) a lungimilor [4(y) tuturor curbelor pe M care unesc punctele p si
q.

Dacid d = d', atunci (semi)metrica d se numeste interioard.

H. J. Reiffen [66] a demonstrat ca dacd v : [0,1] — M este o curbd netedd pe M cu

lungimea Carathéodory definita conform formulei

le(v) = sup > _ ear(v(th-1), v(1)),

atunci

L(y) = / Cor (1) () .

Astfel ¢4, (p, q) = infl.(v). In caz general are loc inegalitatea
Y

ear(p, q) < éy(p,q)

si inegalitatea strictd este posibili, deci (semi)metrica Carathéodory nu este interioara.
Spre deosebire de metrica Carathéodory, metrica Kobayashi intotdeauna este interioara.
Pentru a defini (semi)norma Bergman [5] pe o varietate complexd M considerdm o baza
ortonormald completd wy,ws, ... in spatiul n—formelor olomorfe cu patratul integrabil pe M.

Forma diferentiala

Bu(p,7) =Y wi(p) Awi(q)

pentru p,q € M este independenta de alegerea bazei si se numeste forma nucleului Bergman

a varietatii M.
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Intr-un sistem local de coordonate py, ..., p, in M putem scrie fiecare w,(p) in forma

wy(p) = fu(p)dp1 A ... N\dpy,

unde f,(p) este o functie olomorfa local definita gi deci By local poate fi scrisa in forma

Bu(p, Q) = by (p,q)dpy A ... Adpy, Ndgi A ... A dgy,

unde by (p,q Zf” )f,(q). Functia Ba(p) = by(p,P) se numeste functia Bergman a

varietatii M.

Definitia 3.6. Presupunem cd (y;(p) > 0 pentru orice punct p € M. Vom numi (semi)norma

Bergman pe varietatea complexd M functia definitd de formula

P Infy(p)
B (p; Uy
(Bar(p; v 21 apuapy U

0

unde v € T, M, U—ZU“@
Du

Remarcam ca (semi)norma Bergman este independenta de sistemul de coordonate, este
pozitiv semidefinita, este invarianta la aplicatiile biolomorfe, neteda si Kéhleriana (a se vedea
[47], [50]). Spre deosebire de (semi)normele Carathéodory si Kobayashi, (semi)norma Bergman
By nu posedd proprietatea de contractie (a se vedea Exemplul 6.1.3, [51]).

Functia distantd indusd de (semi)norma Bergman este numita distantd Bergman.

Mentiondm ca distantele si (semi)normele Carathéodory, Kobayashi si Bergman se cal-
culeaza explicit foarte greu, dar comparativ, in general, se estimeaza mai simplu.

In cazul bilei unitate B = {z € C" | |z| < 1} (semi)normele Kobayashi si Carathéodory
coincid, pana la inmultirea cu o constantd, cu (semi)norma Bergman, si pentru orice punct
p € B si orice vector v € C" avem:

Ch(pv) = Kp(piv) = - @W + (1’({’ r;o)\L)T (3.7)

3.2 Familii normale de aplicatii olomorfe si aplicatii X—
normale

In aceasta sectiune sunt discutate anumite criterii de normalitate a familiilor de aplicatii

olomorfe si unele proprietati ale aplicatiilor X—normale.
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Fie M o varietate complexa de dimensiune complexa n si N o varietate hermitiana inzestrata
cu metrica hermitiana ds%. Vom nota cu O(M, N) multimea tuturor aplicatiilor olomorfe ale
varietatii M in varietatea V.

Vom spune c& un gir de aplicatii olomorfe { f; 721 C O(M, N) este compact divergent, daca
pentru orice submultimi compacte K CC M si K’ CC N se poate gasi un rang jo, astfel incat
fi(K)N K" = () pentru toti j > jo.

O familie de aplicatii olomorfe 7 C O(M, N) se numeste normald (in sensul lui H. Wu [77])
dacd orice gir { f;}32, de elemente ale lui F contine un subsir { f;, }72, care ori converge uniform
pe submultimile compacte ale lui M la o aplicatie din O(M, N), ori este compact divergent.

Un criteriu de normalitate pentru familiile de functii meromorfe de o variabila complexa,

care exprima conditia de mérginire locali a derivatei sferice a fost demonstrat de catre F. Marty
in [59)].

Lema 3.1 ([59]). O familie F de functii meromorfe tn domeniul D al planului complez este
normald in D atunci st numai atunci cand pentru orice submulfime compacta K C D exista
o constantd C = C(K) > 0 astfel incdt derivata sferica

_ G .
f#(z)_1+\f(z)\2§O(K>’ eK, feF

este local marginita.

Teoria familiilor normale de functii olomorfe de mai multe variabile complexe a inceput
s se dezvolte la sfargitul anilor 30 ai secolului XX. In [52] Julia a demonstrat ci o familie
de functii olomorfe de mai multe variabile complexe care omite doud valori este normala.
H. Alexander [I] a ardtat ca o familie F de functii olomorfe in bila unitate deschisi B C C"
este normald atunci si numai atunci cdnd restrictia ei la fiecare dreaptd complexa care trece
prin centrul bilei este normald. T. Nishino [63] a stabilit, c& o familie de functii olomorfe intr-
un domeniu D C C" este normald in D daca ea este normald in raport cu fiecare variabila.
Criteriul lui Marty a fost generalizat pentru cazul multidimensional in [71], |25], [14], [43].

In cele ce vor urma vom avea nevoie de urmatorul caz particular al criteriului lui Marty.

Lema 3.2 ([27], Lema 2, p. 11). Fie M o varietate complexd, cu proprietatea cd pentru
fiecare punct p € M exista o vecindtate U, C M si o constantd ¢ = c¢(U,) > 0 astfel tncdt
Ku(g;v) > c(Up)v| pentru toti (q;v) € T(U,) =2 U, x C*, si Y este un subspativ complex
relativ compact al varietdtii hermitiene N cu metrica hermitiand ds?.

O familie F C O(M,Y) este normala pe M atunci si numai atunci cdnd pentru orice
submultime compata K a lui M ezista o constanta L(K) > 0 astfel tncdt pentru orice aplicatie

f € F are loc inegalitatea
frdsiy(piv) < LK) - (Ku(p;v))?, (3-8)
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pentru tofi p € K st v € T,M.

In legatura cu studiul comportarii la frontiera a functiilor meromorfe de o variabila comp-

lexd, O. Lehto si K. I. Virtanen au definit in [56] notiunea de functie meromorfd normala.

Definitia 3.7. O functie f(z) meromorfa in domeniul simplu conex D C C, se numeste
normald, daci este normald familia de functii F = {f o S| S € Aut(D)}.
In cazul unui domeniu multiplu conex D C C, functia f(2) se numesgte normald, daca ea

este normala pe acoperirea universala a domeniului D.

Aceasta definitie poate fi direct extinsa pentru cazul varietatilor complexe n-dimensionale

omogene, adica pentru acele varietati in care grupul automorfismelor actioneaza tranzitiv.

Definitia 3.8. Fie M o varietate complexa omogeni. O functie f € O(M,C) se numeste

normald pe varietatea M, daca este normala familia de functii

F={foglgeAut(M)}.

Este bine cunoscut faptul ca grupul automorfismelor domeniilor simplu conexe din spatiul
C! este compact, iar grupul automorfismelor domeniilor multiplu conexe din C! cu ordinul de
conexitate de cel putin 2, este finit. In general, grupul automorfismelor majorititii domeniilor
din C", n > 1, este trivial (astfel de domenii sunt numite rigide) (a se vedea [7]). In felul
acesta, pentru majoritatea domeniilor din spatiul complex n—dimensional C"* cu n > 1, nu
existd un numadr suficient de automorfisme pentru ca definitia de mai sus a ,functiei normale”
sd fie cuprinzatoare. De aceea, pentru a defini notiunea de functie normald pe un domeniu
arbitrar al spatiului C", n > 1, ar trebui evitata folosirea grupului de automorfisme.

Fie Xj; una din (semi)normele Carathéodory (Cys), sau Kobayashi (ICp/), sau Bergman

(Byr) ale varietatii M. Notiunea de functie X-normala a fost introdusa de P. Dovbus.

Definitia 3.9 ([27]). Fie M o variatate complexi, N o varietate hermitiand cu metrica
hermitiand dsy. O aplicatie f € O(M, N) se numegte X —normald pe varietatea complexd M,

daca se poate gasi o constanta L > 0, astfel incat
frdsn(p;v) < L- Xp(p;v)
pentru toate punctele p € M si toti vectorii tangenti v € T, M.

Remarcam, ca in cazul cand varietatea M este omogena aceastd definitie coincide cu
Definitia si clasele aplicatiilor C—normale, —normale si B—normale coincid.
Se poate arata ca orice functie olomorfa si marginita pe o varietate complexa M este

C-normali pe M.
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Pentru p,q > 0 se definegte domeniul Thullen generalizat de tip (p,q) prin:
Do = {2 € € [21/P + |27 < 1),

K. T. Hahn si P. Pflug in [44] au aratat ci existd o constanta Cp, > 0 (care depinde numai de
psi q) astfel incét
Bp,,(z;v) < Cpq - Kp,,(2;v)

pentru orice z € Dy, si v € C2. Aceastd inegalitate aratd cd, pe domeniile Thullen generalizate
clasa functiilor K-normale este mai larga decat clasa functiilor B—normale.

Se gtie, ca pe orice varietate complexa M (a se vedea [30]), avem

Cu(p;v) < Ku(p;v) pe T(M).

K. T. Hahn [42] a demonstrat, ci pe varietatile complexe arbitrare M seminorma Carathéodory

este mai mica sau egala cu seminorma Bergman
Cu(p;v) < Bu(piv) pe T(M).
De aici rezulta urmatoarele afirmatii:

1. Clasele functiilor —normale gi B—normale pe o varietate complexid M contin clasa

functiilor C-normale pe aceastd varietate.

2. Orice functie olomorfa si marginitd pe o varietate complexa M este X-normald pe

aceastd varietate.

3. Daca pe o varietate complexa M exista functii olomorfe marginite, atunci clasele functiilor

X-—normale pe aceastd varietate sunt nevide.

In ultimul caz, clasele functiilor X -normale ar putea contine doar functii olomorfe con-
stante. In acest context, K. Diederich si N. Sibony in [23] au construit un exemplu de domeniu
de olomorfie D C C", pentru care kp(p,q) = 0 in timp ce Kp(p;v) # 0. Daca pe acest dome-
niu D ar exista o functie —normala f, atunci ar exista o constanta pozitiva L > 0, astfel
incat

ds(f(p); f«(p)v) < L- Kp(p;v) pe T(D).
Fixam arbitrar doud puncte p si ¢ in domeniul D si integram ultima inegalitate de-a lungul
curbei C'-netede 7 : [0,1] — D, pentru care y(0) = p si 7(1) = ¢. Luand infimumul ambilor

membri ai inegalitatii obtinute in raport cu toate curbele v cu aceste proprietati, obtinem

s(f(p), f(q)) < L-kp(p,q).

De aici rezultd cd s(f(p), f(q)) =0, adicd f = const. Prin urmare, in acest domeniu D clasa

functiilor —normale consta numai din functii identic constante.
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3.3 Aplicatii extremale pentru seminorma Kobayashi

In aceastd sectiune se discutd notiunea de aplicatie extremalil pentru seminorma Kobayashi.
Se arata ca pentru domeniile marginite din C" pentru care fiecare punct frontiera este punct
peak exista aplicatia extremala pentru seminorma Kobayashi.

Fie M o varietate complexd de dimensiune complexd n, p un punct al acestei varietiti,
iar v € T,M un vector tangent. Seminorma Kobayashi poate fi aplicatd pentru a studia
proprietatile invariante ale varietatilor, precum si la studierea functiilor olomorfe. De aici

rezultd importanta aplicatiilor extremale g : A — M, care realizeazd infimumul in (3.3]).

Definitia 3.10. Fie p € M siv € T,M = C", v # 0. Vom spune ca aplicatia olomorfa

g : A — M este extremald in raport cu p si v, daca

g(o):pa g/(O):/\'U, cu A>0 §1 K]V[(p;v): |g/(0)|

In cazul general, pentru un punct dat p € M si un vector dat v € T, M nu exista o aplicatie
extremald, iar in cazurile cand o aga aplicatie existé, ea poate si nu fie unica (a se vedea [55]).

Remarcam, ca totusi in spatiul complex C" exista familii largi de domenii pentru care
exista aplicatiile extremale pentru seminorma Kobayashi.

Un domeniu D C C" se numeste strict convex, dacii impreund cu punctele 21,2, € D el
contine in interior toate punctele interioare ale segmentului care le unegte. Sau echivalent,
D C C” se numegte strict convex, dacd pentru el exista o functie de definitie p : C* — R de
clasa C'™ astfel incat Hessianul real al lui p este pozitiv definit in orice punct.

L. Lempert [57] a demonstrat, cd dacd D C C" este un domeniu strict convex i marginit,
atunci pentru toate perechile p € D si v € T,D, v # 0 exista o aplicatie g : A — D, si numai
una singura, extremala in raport cu p si v.

O aplicatie olomorfa g € O(A, M) se numegte geodezica complexa pentru metrica Koba-

yashi, daca
ka(g(21),9(22)) = kalz1, 22) = p(21, 22)

pentru toti 21, 29 € A, adica este o izometrie pentru distanta Kobayashi. O aplicatie extremala
pentru K/ (p; v) nu este neaparat o geodezica complexd pentru metrica Kobayashi, dar daca M
este un domeniu convex marginit in C", atunci aplicatia extremala este o geodezica complexa
(a se vedea [57]).

O varietate complexid M se numeste taut [77], daca pentru orice varietate complexid N si
orice sir de aplicatii olomorfe f; : N — M, j =1,2,... exista un subsir compact divergent ori
un subsir uniform convergent pe submultimile compacte la o aplicatie olomorfa f : N — M.

T. Barth [2] a ariitat, cd pentru ca varietatea M si fie taut este suficient ca aceastd conditie
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sa fie satisfacuta in cazul cand N = A, adica o varietate M este taut daca familia de aplicatii
olomorfe O(A, M) este o familie normala.

Daca varietatea M este taut, atunci aplicatia extremald pentru toate perechile p € M
siv € T,M existd (a se vedea [51]) si in plus, ea este o geodezicd complexd pentru metrica
Kobayashi [3§].

O varietate complexa M se numegte Kobayashi hiperbolica, daca semimetrica Kobayashi
kyr pe M este metrica. O varietate Kobayashi hiperbolica se numeste completd, daca orice
bild in metrica Kobayashi este relativ compacta in M. Orice varietate taut este Kobayashi
hiperbolica.

Se verifica imediat ca o varietate hiperbolica M nu poate contine curbe intregi, adica orice
aplicatie olomorfa f : C — M este constantd. Afirmatia inversd, in general, nu are loc, dar
totusi este adevaratd pentru varietdtile compacte. R. Brody in [9] a aratat ca orice varietate
complexa compacta care nu contine curbe intregi este hiperbolica.

P. Kirnan [53] a demonstrat, cd varietitile Kobayashi hiperbolice complete sunt taut si
ca urmare, pentru astfel de varietati aplicatia extremala exista pentru orice pereche p € M,
veTlT,M,v#0.

Fie D un domeniu marginit din C” cu frontiera neteda si fie £ € 0D un punct frontiera al

acestui domeniu. Notam cu A(D) multimea tuturor functiilor olomorfe in D gi continue pe

D.

Definitia 3.11. Un punct frontierd £ € 0D se numeste punct peak, daca existd o functie

1 € A(D), astfel incat sunt satisfacute conditiile
L&) =1,
2. [1(z)] < 1 pentru toate punctele z € D \ {¢}.
Aceasta functie ¥(z) se numegte functie peak pe domeniul D in punctul £ € 9D.

Fie D C C" un domeniu cu frontiera de clasa cel putin C? in vecinitatea punctului frontiera
¢ € 9D. M. Hakim gi N. Sibony [45] au demonstrat ca fiecare punct strict pseudoconvex £ € 9D
este un punct peak si deci, fiecare punct frontierd ¢ € 9D al unui domeniu strict pseudoconvex
este punct peak (a se vedea, de asemenea si [37]).

Fie D C C? un domeniu marginit cu frontiera neteda si fie ¢ € 0D. Vom numi tipul
punctului £ in sensul lui D’Angelo si vom nota 7(§), ordinul maxim de contact pe care il poate
avea un germene de varietate complexd unu-dimensionald care contine punctul £ cu frontiera
domeniului D in punctul £. Se spune, ci punctul £ este de tip finit daca 7(£) < oo (a se
vedea [22]). Daca exista numarul N € N, astfel incat 7(§) < N pentru toate punctele £ € 9D,

atunci se spune ca domeniul D este de tip finit.
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E. Bedford si J. E. Fornaess [3] au demonstrat, ca daca D este un domeniu méarginit de tip
finit in C? cu frontiera neteds, atunci in fiecare punct frontiers ¢ exista functia peak pe D.

K. T. Hahn si P. Pflug [44] au demonstrat ca fiecare punct frontierd al domeniului Thullen
generalizat D, este un punct peak in raport cu A(D,,).

Afirmatii analoge, pentru domenii din C” cu conditii suplimentare de netezime a frontierei,

au fost obtinute de catre T. Bloom [§], J. E. Fornaess si J. McNeal [29].

Propozitia 3.1 ([33]). Daca D C C" este un domeniu mdarginit, astfel tncat fiecare punct
din frontiera lui este punct peak, atunci pentru fiecare punct p € D si tofi vectoriic v € C"

exista o aplicafie extremald pentru Kp(p;v).

Demonstratie. Fixdm in mod arbitrar un punct p € D si un vector tangent v € T,D, v # 0.
In mod explicit, trebuie si demonstrim existenta unei aplicatii olomorfe g € O(A, D), astfel

incat
v

lg'(0)

1
Deoarece Kp(p;v) = inf { —‘ g€ O(A,D),g(0)=p,¢'(0) =r-v,r >0p, in baza definitiei
r

g(0)=p si Kp(p;v) =

marginii inferioare, pentru toate aplicatiile g € O(A, D) pentru care g(0) =p si ¢'(0) =7 - v,
r > 0 are loc inegalitatea

L > K(pro) (39

si pentru orice £ > 0 se va gési o aplicatie olomorfa g. € O(A, D), astfel incat
gs<0) =D, gé(O) =r.-v, 1:>0

s
1
— < Kp(p;v) +e=.

£

1
Fie e = -, j € N*. Atunci pentru fiecare j € N* se va gési o aplicatie g; € O(A, D), astfel

incat g;(0) i D, g}(O) =rj-v,r; >0si
1 1
7"_]- <KD(p;v)+;. (3.10)
Intrucat D este un domeniu marginit, girul {9532, este uniform marginit pe A si, prin
urmare, formeaza o familie normala de aplicatii. Deci, din acest gir putem extrage un subsir
uniform convergent pe submultimile compacte ale discului unitate A.
Fara a pierde din generalitate, putem admite, ca insusi sirul {g;}52, converge uniform
pe submultimile compacte ale discului A la o anumita aplicatie ¢ € O(U, D). Daci notim
lim r; = r, atunci

J—0o0

g(0)=p, ¢(0)=r-v,r>0.
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Sa trecem in inegalitatea (3.10)) la limita cu j — oo. Obtinem

S| =

< Kp(p;v).

Ramane de demonstrat, ca g(A) C D, si atunci, conform conditiei ultima inegalitate
poate sa se realizeze numai ca egalitate si prin urmare afirmatia va fi demonstrata.

S& presupunem, ci existd un punct Ag € A pentru care avem g(\g) = £ € 9D.

Intrucat ¢ este o aplicatie olomorfd, daci ea nu este identic constantd, atunci in baza
teoremei de unicitate, se va gasi o vecinatate a punctului Ao, Uy, = {\ € A | |\ — X\g| < 0},
astfel incat pentru toti A € Uy, \ {Ao} avem g(A\) # €.

Deoarece £ este un punct frontiera, conform ipotezei, pentru el se va gasi o functie peak

pe D, pentru care

P(E€) =1 si [1(2)] <1 pentrutoti z € D\ {¢}.

Fie h = 1) o g. Observam ca pentru toate punctele A € Uy, \ {\o} avem

(M) = l(g(M)] = [¢(2)] < 1,
iar
h(Ao) = ¥(g(No)) = ¥(§) = 1.
Din principiul maximului modulului rezultd cd h(A\) = 1 pe U, si deci g(\) = &£ pe
U,,- Conform teoremei de unicitate obtinem ca g(\) = £ pe A, ceea ce contrazice faptul
cd g(0) = p € D. Prin urmare presupunerea ficutd este falsa si deci g(A) C D ceea ce

demonstreaza afirmatia.

[]

Folosind ideile lui E. Poletskii i B. Shabat [65] se poate arata ci daca D este un domeniu
marginit din C", astfel incat
D={zeC"[p(z) <0},

unde functia ¢ este plurisubarmonicd in domeniul D si continui pe D, sau se obtine dintr-
un astfel de domeniu dupa eliminarea unei hipersuprafete principale A, atunci pentru fiecare

punct p € D si toti vectorii v € C" existd o aplicatie extremald pentru seminorma Kp(p;v).

3.4 Un criteriu de K—normalitate a aplicatiilor olomorfe

In acest paragraf este demonstrat un criteriu de —normalitate a unei aplicatii olomorfe.
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Fie M o varietate complexda de dimensiune complexa n si fie N o varietate hermitiana
inzestrata cu metrica hermitiand dsy.

In continuare vom considera ci M este o varietate complexi astfel incat pentru orice punct
p € M si pentru orice vector tangent v € T, M existd o aplicatie extremalad pentru seminorma
Kobayashi K, (p;v). Vom nota cu E(M) multimea tuturor aplicatiilor extremale.

Fie Y un subspatiu complex relativ compact al varietatii hermitiene N gi sd notam cu
O(M,Y) submultimea multimii O(M, N) pentru care f(M) C Y.

Pornind de la ideile lui K. Yosida si K. Noshiro, care in cazul unei variabile complexe, au

asociat cu fiecare functie f meromorfa in discul unitate A C C familia de functii meromorfe
F={foglgeAut(A)}

si au studiat acele functii pentru care aceasta familie este normala, ulterior numite de catre
O. Lehto gi K. I. Virtanen functii normale, J. Cima gi S. Krantz in [14] pentru fiecare aplicatie

olomorfa f € O(D,C) au considerat familia
F={foh|heO(A D)}

si au demonstrat ci o aplicatie f € O(D,C) este K-normald in D atunci si numai atunci,
cand este normala familia de aplicatii F = {foh | h € O(A,D)}.

Mai sus am aridtat ci clasa domeniilor cu proprietatea ci, pentru orice punct al domeniului
si pentru orice vector tangent exista o aplicatie extremald pentru seminorma Kobayashi, este

suficient de larga, astfel incat sa putem asocia fiecarei aplicatii f € O(M,Y) familia
F=A{foglgeEM)}

Teorema 3.2 ([34]). Fie M o varietate complexd si Y un subspatiuv complex relativ compact
al varietatic hermitiene N inzestratd cu metrica hermitiand dsy. O aplicatie olomorfa f din
O(M,Y) este K—normald pe varietatea complexa M atunci si numai atunci cand este normald
familia de aplicatit F ={fog|ge€ E(M)}, unde E(M) este multimea aplicatiilor extremale

pentru seminorma Kobayashi.

Demonstratie. Necesitatea. Fie cd aplicatia f € O(M,Y") este K-normald pe varietatea M.

Atunci putem gasi o constantd L > 0, astfel incat

fdsn(p;v) < L- Ky(p;v) (3.11)

pentru toate punctele p € M si toti vectorii v € T,M.
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Fixdm in mod arbitrar un punct A € A, un vector £ € T\A si fie g o aplicatie extremala
arbitrara, g € E(M). Fie g(A\) =p € M si ¢'(A\)€ =v € T,M. Observam c4

[rdsn(piv) = [rdsn(g(A); g (NE) = (f 0 g)"dsn(A,€),
si tinand cont de relatia obtinem
(fog)dsn(A€) < L- Ku(pv).

Deoarece g : U — M este o aplicatie olomorfa gi seminorma Kobayashi poseda proprietatea
de contractie, avem
Ky (piv) = Ku(g(A); g/ (M) < Ka(A;€)
sl prin urmare
(fog)dsn(A,§) < L- Ka(Ai§)

pentru orice aplicatie f o g € F si toate punctele A\ € A si toti vectorii £ € Th\A, ceea ce
conform Lemei 3.2 inseamna c4 familia F = {fog| g € E(M)} este normala.

Suficienta. Fie F = {fog | g € E(M)} o familie normald de aplicatii pe discul A. In
calitate de compact K C A vom lua punctul A = 0, iar in calitate de vector tangent vom
lua £ = 1. Atunci, in baza Lemei se va gasi o constantd L > 0, astfel incat pentru toate

aplicatiile g € F(M) va avea loc inegalitatea
(fog)dsn(0,1) < L-Ka(0;1) = L. (3.12)

Fixdm arbitrar un punct p € M si un vector v € T,M. Fie g : A — M o aplicatie extremala,

astfel incat

9(0) =p si ¢'(0) Kn(p;v) =v.

Deoarece
“dsy(0;1) = frdsy(g(0);g'(0) - 1) = frdsy (p; —0— | =
(0. dsy(0:1) = Fdsno(0): g/ 0) 1) = Fds (11t
- fdsn(pv)
= ———— [*dsn(p;v),
K (p;v) N
tinand cont de relatia (3.12]) obtinem
1
——— - ffdsy(p;v) < L.

Prin urmare, pentru toate punctele p € M si toti vectorii v € T, M are loc inegalitatea

frdsn(p;v) < L - Ky(p;v),

si deci f este o functie K-—normala pe M.
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Ca urmare, putem accepta urmatoarea definitie a aplicatiei normale.

Definitia 3.12. Fie M o varietate complexa si Y un subspatiu complex relativ compact
al varietatii hermitiene N. O aplicatie f € O(M,Y) olomorfa pe varietatea M se numegte

normald daca este normala familia de aplicatii
F=A{foglgeEM)}.

Remarcam, ca daca M = A, atunci aceasta definitie este echivalenta cu definitia clasica,

deoarece fiecare aplicatie g € Aut(A) este o extremald in A.

3.5 Un criteriu de existenta a limitei K—admisibile a unei

functii meromorfe

In aceasta sectiune se demonstreaza un criteriu de existentd a limitei K—admisibile a unei
functii meromorfe pe un domeniu marginit din C", pentru care fiecare punct din frontiera sa
este punct peak.

Fie @ > 1 un numar arbitrar fixat gi £ un punct frontierd al discului A.

Definitia 3.13. Vom spune ci o functie f : A — C are limita radiald | € C in punctul
frontierd & = € daca

lim f(re™) = 1.

r—1-

Vom nota cu I',(§) regiunea Stolz de deschidere o cu varful in punctul £ € A,

[.(§) = {Z eA: |12__é: < a} .

In vecinitatea punctului frontierd & € A, domeniul Stolz este un unghi care tinde la 0,
dacid o — 17 gi tinde la 7, dacd @ — +o00. Curbele care se apropie de punctul £ din interiorul
regiunii Stolz nu pot fi tangente la JA, de aceea regiunea I',(§) este numitd domeniu de

apropiere netangentiala cu varful in €.

Definitia 3.14. Vom spune ci o functie f : A — C are limitd netangentiald (unghiulard)

[ € C in punctul ¢, daci pentru orice a > 1

lim f(Z]> = l,

J—00

pentru orice gir de puncte {2;}%2, care converge la ¢ din interiorul regiunii I',(§).

Unul din rezultatele clasice din teoria functiilor de o variabila complexa este teorema lui
Lindelof.
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Teorema 3.3 ([58]). Fie f o functie olomorfa si marginita in dicul unitate A C C. Daca
exista limita radiala | € C

Jip (0 =
a functiei f in punctul frontierd e'?, atunci f are limita netangentiald | in punctul e%.

Cu alte cuvinte, pentru o functie f olomorfa gi marginita definita in discul unitate, existenta
limitei de-a lungul normalei garanteaza existenta limitei de-a lungul oricarei curbe netangen-
tiale la A, in timp ce apropierea dupa directiile tangentiale trebuie exclusa.

In lucrarea [56], O. Lehto si K. I. Virtanen au aritat ci teorema Lindeldf are loc pentru o
clasa mai larga de functii si anume pentru functiile normale in discul unitate din C.

Pentru fiecare punct z € A ei au definit ,derivata sferica maxima” a functiei f relativ la
metrica Poincaré in punctul z

Qs(z) = sup {

veC\{0}

UL _ oy PG
e }‘“ D Trer

si au demonstrat urmatorul criteriu de existentd a limitei netangentiale a unei functii mero-

morfe in discul unitate.

Teorema 3.4 ([56]). Dacd o functie f meromorfd in discul unitate A are limita radiald | € C

in punctul & € OA, atunci [ are limita netangentiala | tn & atunci si numai atunci cind
Q4(2)] < const,
in fiecare regiune Stolz I',(§).

Vom incerca sa generalizam rezultatul obt{inut de Lehto si Virtanen pentru cazul multidi-
mensional. Pentru aceasta vom folosi o generalizare potrivita a notiunii de limita netangentiala
si anume o generalizare exprimata in termenii normei si metricii Kobayashi.

Fie D un domeniu marginit din C" cu frontiera de clasa C2, iar £ € 9D un punct frontieri.
Vom nota cu v¢ vectorul unitate al normalei exterioare la 0D in £ si cu N(§) segmentul de

lungime euclidianad 0 normal interior pentru domeniul D in punctul &,
N ={{—tree D|0<t <4}
Vom considera § > 0 suficient de mic, astfel incat N(§) C D.

Definitia 3.15. Fie D un domeniu marginit din C" cu frontiera de clasa C2. Vom numi

domeniu K—-admisibil de deschidere o > 0 cu varful tn punctul £ € 0D, mul{imea
Ka(§) ={z € D[ kp(z,N(§)) < a},
aici kp(z, N(§)) este distanta Kobayashi de la punctul z € D pana la N(§), adica

kp(z, N(€)) = inf{kp(z,w) | w € N(£)}.
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Definitia 3.16. Fie D un domeniu marginit din C" cu frontiera de clasa C?>. Vom spune ci
o functie f : D — C are limita K-admisibild | € C in punctul € € 0D, daci pentru orice
a > 0 si orice gir de puncte {z;}32, din KCy (&), convergent la &, girul corespunzitor de valori

ale functiei { f(z;)}32, converge la [ in metrica sferici. Vom nota

(K —lim f)(€) = L.

Lema 3.3 ([33]). Fie D un domeniu mdarginit din C* cu frontiera de clasa C?, iar & € 9D
un punct frontierd al lui. Pentru ca functia f : D — C sd aibd limita K-admisibild | € C
in punctul £ € 0D este necesar si suficient ca pentru orice numdr pozitiv € > 0, sd existe un
numar d > 0, astfel incdt pentru orice o > 0 i toate punctele z € Ko (§)N{z € C™: |2—=&| < 6}

sa atba loc inegalitatea

s(f(2),1) <e.

Demonstratie. Necesitatea. Fie

(K —Tlim f)(&) = 1,

atunci conform definitiei limitei -admisibile, pentru fiecare numéar o > 0 gi pentru orice gir

{# }511 de puncte din D, care converge K-admisibil la &, adica astfel incat
2, € Kolf), 7=1,2,..81 2j =& j— o0
avem

lim s(f(z;),1) = 0. (3.13)

Jj—00
Admitem prin absurd, ca afirmatia lemei este falsa. Atunci existd un numar € > 0, astfel incat

pentru toti § > 0 existd un punct z € K, (§) N{z € C" | |z — {| < 0}, pentru care

s(f(2),1) = e.

Fie {(5]-}]?‘11 un sir arbitrar de numere pozitive, convergent la zero, de exemplu §; = -

Atunci pentru fiecare J; se poate gasi un punct

2z, € Ko(§) N{z € C"| |2 —¢&| <6}, (3.14)

astfel incat s(f(z;),l) > . Cum lim ¢; = 0, din conditia (3.14) deducem c& sirul {z;}2°
j

converge K—admisibil la £ gi concomitent

s(f(z),l) >e, j=1,2,..
Dar aceasta contrazice conditia (3.13)). Contraditia obtinutd demonstreazd necesitatea.

46



Sufictenta. Fixam in mod arbitrar numarul ¢ > 0 gi 6 > 0, astfel incat pentru toti
2€Ko()N{z € C™ ||z —¢&| <0} are loc inegalitatea s(f(z),1) < e.

Consideram un sir arbitrar {z;}32; de puncte din IC,(§) care converge la ¢. Incepand cu
un anumit rang jo vom avea |z; —&| < § si prin urmare pentru j > jo va avea loc inegalitatea
s(f(z),1) <e.

Deoarece ¢ > 0 a fost fixat in mod arbitrar, ultima conditie exprima faptul ca sirul
{f(2j)}32, converge la [ si deci

(K — Tim £)(€) = L

Lema este complet demonstrata.

Ca urmare, putem accepta si urmétoarea definitie echivalentd a limitei K—admisibile.

Definitia 3.17. Fie D un domeniu mirginit din C" cu frontiera de clasa C%. Vom spune
ci functia f : D — C are limita K-admisibild [ € C in punctul & € 9D daci pentru orice
e > 0, se poate gasi un numdar o > 0, astfel incat pentru orice o > 0 gi pentru toate punctele

z2€Ko(§)N{z € C||z—¢&| <0} are loc inegalitatea

s(f(2),1) <e.

Vom stabili legatura dintre existenta limitei radiale gi a limitei —admisibile a unei functii
meromorfe arbitrare f € O(D,C). Vom examina mai intai cazul cand D = B, B = {z € C" |
|z| < 1}.

Pentru o aplicatie olomorfa f : B — C, in fiecare punct z € B vom defini derivata sferica

maxima relativ la seminorma Kobayashi

_ ds(f(2); f'(2)v)
Qf(z) = sup : .
veCm\{0} Kp(z0)

Ar fi natural si presupunem ca in cazul bilei unitate din C" are loc o afirmatie analoaga cu
rezultatul obtinut in cazul unidimensional de O. Lehto si K. I. Virtanen, in care convergenta
netangentiala ar fi inlocuita cu convergenta admisibild sau -admisibila. Urmatorul exemplu
ne convinge de faptul ca acest lucru nu este adevirat.

Fie B C C? bila unitate din C? si functia f : B — C definita astfel

2
Z9

f(Zh ZQ) =

]_—2’1'

Deoarece

2o _1-]af _ (A =[aD+]a])

< =1+ |z <2,
1= 2]  |1— 2] 1— |z 21|

|f(21,22)| =

47



functia f este olomorfa si marginita in bila B.

‘ 1 1
Fie A > 1gi 2 = (1 - —, —) , 7 =1,2,... un gir de puncte din bila B. Observam ca
AT A
lim 2% = (1,0) =1 € 9B.
Jj—00
S4 aratim ci sirul {z0) 22,7 =1,2,... converge la 1 € 9B din interiorul unui domeniu

admisibil Kordnyi de apropiere
Ds(1) ={zeB||[1-(21)[< B —|z))} ={z € B[1-2 <B(1-|z[)},

care este echivalent cu domeniul K—admisibil de apropiere.

Inlocuind coordonatele punctelor sirului dat in inegalitatea care definegte domeniul Koranyi

Dg3(1) obtinem
1 1\> 1
_ 1 — 1— — —
N < \/< Aj) Y

;<5<1_¢A2j2—<25—1>j+1>.

Sau

AJ AJ
De aici aflam
1
> .
M= VA2 — (2 —1)j+1
S& studiem functia g : R — R, g(t) = M — /A2 — (2)\ — 1)t + 1. Derivata ei

g

22— (22 -1
2022 — (2N —1)j + 1’

g'(t) =

de asemenea este definitid pe R si calculele elementare ne aratd cd ¢'(t) # 0 pentru orice ¢t € R.
Deoarece ¢'(0) = 2A — % > 0, deducem ci ¢'(¢t) > 0 pentru toti ¢ € R gi ca urmare functia g(¢)
este crescatoare pe R. Dar atunci valorile
1
N — /A2 —(2A—1)j + 1

descresc odata cu cresterea lui j.

Pentru j = 1 avem

1
> =n(N).
g A—VAZ =2\ +2 )
Astfel deducem ci toate punctele 29, j = 1,2, ... ale sirului considerat apartin domeniilor

Dg3(1) cu B> n(A), ceea ce inseamna cd girul dat converge admisibil la 1 € 9B si

lim f(z9) =

Jj—00

> =
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Deci, desi limita radiala in punctul 1 € 9B a functiei f exista gi este egala cu

lim f(r-1) =0,

r—1—

functia f nu are limita admisibila in acest punct, deoarece dupa punctele sirurilor {z(j) P21
cu A > 1 ea are limite diferite egale cu %

Astfel, functia f este K-normald in B si prin urmare Q) ¢(2) < const in toate punctele bilei
B, in timp ce in punctul 1 = (1,0) € OB ea are limitd radiala egald cu 0 si nu are limita
admisibila in acest punct.

Agadar, in cazul mai multor variabile complexe, spre deosebire de cazul unei variabile,
faptul ca functia |Q¢(2)| este marginita pe intreg domeniul de definitie nu garanteaza existenta
limitei K-admisibile a unei functii f intr-un punct frontiera arbitrar al domeniului de definitie
in care exista limita radiala.

In lucrarea [26], P. Dovbus a obtinut un criteriu de existenta a limitei K-admisibile pentru
aplicatii olomorfe pe domenii strict pseudoconvexe din spatiul C".

Fie D un domeniu marginit din spatiul C", pentru care in fiecare punct frontiera £ € 0D
exista o functie peak. Pentru astfel de domenii putem stabili un criteriu de existenta a limitei

K-admisibile a unei functii f : D — C, analog cu cel obtinut de citre P. Dovbus in [26].

Definitia 3.18. Vom spune ci functia f : D € C* — C are limita radiald | € C in punctul
& € 0D daca

lim s(f(€ — tw), ) = 0.

Teorema 3.5 ([33]). Fie D C C" un domeniu marginit, astfel tncdt fiecare punct din frontiera
lui este punct peak. Fie & € 0D un punct in care existd normala exterioard ve. Dacd functia
meromorfa [ € O(D,C) are limita radiald | € C n punctul &, atunci f are limita K—admisibild
[ in & daca s1 numar dacd

(K —lim Qy)(€) = 0.

Inainte de a trece la demonstratia Teoremei vom stabili doua leme ajutatoare, care ar
prezenta si un interes independent.
Notdm cu p metrica Poincaré a discului A si cu d, = {A € A | p(0,)) < a} discul

hiperbolic inchis de raza o centrat in 0.

Lema 3.4 ([33]). Fie D C C" un domeniu marginit din C"* si £ € 0D un punct frontierd
de peak. Fie h; : A — D, j = 1,2,... un sir de aplicalii olomorfe. Atunci pentru orice
numdar pozitiv € > 0 si pentru orice o > 0 se poate gasi un numdar 6 > 0, astfel incdt daca

|h;(0) — &| < 8, atunci |h;(\) — €| < € pentru toti A € d,.
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Demonstratie. Admitem prin absurd ca afirmatia lemei este falsa. Atunci se poate gasi
un sir de aplicatii olomorfe h; € O(A, D), j = 1,2,..., pentru care vom nota h;(0) = z;,
numerele pozitive € > 0 si a > 0, astfel incat pentru orice § > 0, daca |z; — £| < § atunci se

poate giisi un punct \ € d,, satisficand conditia

[hi(A) =& = e

1 1
Fie 6 = —, j € N*. Atunci pentru fiecare numar natural j avem |z; — {| < = si se poate
j o j
gdsi un punct \; € d,, astfel incat |h;(\;) — & > e
Fie ¢» € A(D) functia peak in punctul £ pe D. Consideram girul de aplicatii olomorfe

gj:’gboh,j, j:1,2,

Deoarece |¢)(z)| < 1 pentru toate punctele z € D\ {£} si ¥(€) = 1, avem |g;(\)| < 1 pe A
pentru toti j.

Aceasta inseamna cd sirul de aplicatii {g;}52, este uniform marginit pe A si prin urmare
formeaza o familie normala de aplicatii. Fie {g;, }32, un subsir al girului {g;}52,, uniform
convergent pe submultimile compacte din A la o aplicatie olomorfa g. Atunci

9(0) = lim g, (0) = lim (A, (0)) = lim v(z,).

k—o0

Deoarece sirul de puncte {2;}32, converge la £, subsirul lui {z;, }32, de asemenea converge la
¢, iar continuitatea functiei v pe D implici

9(0) = lim 9(z;,) = $(€) = 1.

k—oo

Deoarece |g;| < 1 pe discul A, rezultd si |g| < 1 pe A si tinand cont de faptul ca ¢(0) = 1,
din teorema despre maximul modulului unei aplicatii olomorfe deducem ca g(A) = 1 pe A.

Prin urmare sirul {g;, }3>, converge uniform pe d, la 1.

Deoarece \; € d_a,j =1,2,... din sirul marginit {\;, }3, putem extrage un subsir conver-
gent si fird restrangerea generalitdtii putem considera ci \j, — Ao, Ao € da.

Fie B.(€) bila deschisa centrata in & de raza e. Notam cu D.D N (C*\ B.). Cum functia
1 este continud pe compactul D, si pe el avem || < 1, deducem ci se va gisi t < 1, astfel
incat ¢| < t pe D.. Asa cum |h;, (\;,) — €| > ¢ avem hj, ()\;,) € D., k = 1,2,... gi atunci
195 Ni)] = 1¥(hj,(A;))] < t. Dar acesata contrazice faptul cd {g; }7>, converge uniform pe
submultimile compacte din A la g(\) = 1.

Contradictia obtinuta demonstreaza afirmatia.
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Lema 3.5 ([33]). Fie D un domeniu marginit din spatiul C" astfel incdt fiecare punct din
frontiera lui este punct peak. Fie zy un punct interior, fizat arbitrar, al domeniului D. Atunci

pentru D putem construi o exhaustiune compactd
D= U B"x),
v=1

unde Bli'/) [20] = {2z € D | kp(z,20) < v}, v=12,... sunt bile inchise centrate in zy de razd

v in metrica Kobayashi.
Demonstratie. Conform constructiei avem
BW[z) € BP[z] ... B [z] C ...
Sa ardtam, ca orice bila inchisa centrata in 2y de raza 0 < v < oo in metrica Carathéodory
BW[z] ={z€ D |ep(z,2) <1}

e relativ compacti in D. Admitem prin absurd, cd pentru un anumit v fixat se va gisi un sir
de puncte z,, p = 1,2,... care sunt continute in Bél’) [20], dar care nu are nici un punct de
acumulare in D.

Deoarece domeniul D este marginit, se va gasi cel putin un punct de acumulare £ al
acestui gir de puncte, dar care se va afla pe frontiera 0D. Din sirul marginit z,, p = 1,2,...
putem extrage un subsir convergent la £ si pentru a nu complica notatiile vom considera ca
lim z, = ¢&.
pi—00

Conform ipotezei, existd o functie peak 1) € A(D) pentru D in punctul £. S& consideram

functia

RCEE
1= () - 9(2)
Observam c& ipoteza |1(2)| < 1 pentru toti 2 € D \ {¢}, implicd |p,(2)| < 1 pentru toti
z € D gidecip, € O(D,A), si¢u(z,) =0, p=1,2,.... Conform proprietatii de contractie a

metricii Carathéodory, pentru toti p avem

CD(ZW ZO) > CA(@u(ZH), 90#(20))'

Dar \ ( )’
1. 14 |p,.(2
caleu(zn) pulz0)) = cal0, pu(20)) = élnT#(;m’
“w
si deci 0. (20)]
1. 14 |pu(20
ep(z020) > = In w 3.15
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Tinand cont de faptul ca pentru toti z € D

b(z) = ¥(E)
1=14(&) - ¢(2)

lim |p,(2)] = lim
—00

p—00

Y

‘w(@ —1
—1(2)

in particular avem

lou(20)| — 1, cand p — oo.

Dar atunci membrul drept din relatia (3.15)) tinde la infinit cand g — oo, ceea ce contrazice
ipotezei
cp(zu,20) < v <oo, pentrutoti p=1,2....

Prin urmare, bila inchisd BY [20] este relativ compacta in D pentru orice 0 < v < 0.

Conform proprietatilor metricilor Carathéodory si Kobayashi, pentru orice doua puncte
2 2" € D avem

ep(2,2") < kp(Z,2").

Dar atunci, pentru toti v =1,2,... avem

B [z0] € BM)[2).

Faptul ca B,iy) [20] este o submultime inchisd a bilei BY) [20] care e relativ compacta in D

garanteaza ca bilele B,(;') [20] sunt relativ compacte in D pentru toti v = 1,2,.... Deoarece
distanta Kobayashi dintre orice doua puncte ale domeniului D este finita, fiecare punct z € D
apartine unei bile B%)[z] si deci D = Ole B [z)].

V=

[]

Demonstratia Teoremei [3.5l Necesitatea. Presupunem cé functia f are limita K—admisibila

[ € C in punctul £ € D. Sa demonstram ci (K — lim Q;)(£) = 0. Pentru aceasta trebuie sa

o0

ardtdm ca pentru orice numéar o > 0 gi pentru orice sir de puncte {z;}52, din K, (&) convergent

la &, avem s(Qf(z;),0) — 0, cand j — oo. Dar, intrucat

Q) ..
e

deducem ca afirmatia va fi demonstrata dacd vom arata ca pentru orice o > 0 si orice sir de

s(Qr(2),0) =

puncte {2;}32, din K,(§) convergent la £, avem

| . '(z) - 0] _
Jim Qy(z) = lim (vez‘i{ig} {Km; 0) - (L+[f(z)P) }> -
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Deoarece conform ipotezei (K —lim f)(£) = [, in baza Lemei [3.3] pentru orice £ > 0 exista
un 6(¢) > 0 astfel incat pentru orice o > 0 gi pentru orice z € K,(§) N{z € C": |z — | < §}
are loc inegalitatea s(f(2),l) < e.

Fixdm arbitrar o > 0, un vector v € C" \ {0} si un gir arbitrar de puncte {2;}32, din
domeniul K, /(&) convergent la . Conform Propozitiei pentru fiecare punct z; si pentru
vectorul v existd o aplicatie extremald g; € O(A, D) pentru seminorma Kobayashi Kp(z;;v),

astfel incat

(%
(0) =2 si ¢'(0)= — .
g]( ) Z] S1 gj( ) KD(Z],U)

Conform proprietatii de contractie a semimetricii Kobayashi

kp(g;(0),9;(N)) < ka(0,X) = p(0, \),

pentru toate punctele A € A si pentru toti 7 =1,2,....
Deoarece z; € Ko2(€), j =1,2,... 51 g;(0) = 2;, avem

kp(g;(0), Ne) = kp(z;, Ne) <

| e

Din ultimele doua inegalitati si din inegalitatea triunghiului pentru semimetrica Kobayashi
rezulta ca

kp(g;(A), Ne) < kp(g;(A), g5(0)) + kp(g;(0), Ne) < p(0,A) + %7

pentru orice j = 1,2,... si orice A € A.
_ 107 _
Daca A € dq9, atunci p(0,A) < 5 si prin urmare pentru toti A € dq /o sitoti j =1,2,...
avem

(6% @8]
kp(gi(A), Ne) < 3 + 3=

De aici rezulta ca g;(da/2) C Kq(§) pentru toti j = 1,2, ...
Conform Lemei pentru 6(g) > 0, determinat mai sus, existd un 6; > 0 astfel incat,
daci |g;(0) — €| < &1, atunci |g;(A) — &| < § pentru toti A € dy .
Cum g;(0) = z5, j = 1,2,... si sirul {z;}32, converge la §, deducem ca existd un rang
J = J(e) € N*, astfel incat pentru orice j > J(e) avem |z; — §| < §;. Dar atunci pentru orice
j > J(e) avem
9,00 — €l < 6

pentru toti A € C_Za/g i prin urmare

gi(N) E K (E)N{zeC": |z —¢ <8}, V> J(e) si VAE dypo

Dar atunci, s((f o g;)(A),1) <  pentru toti j > J(e) i orice A € dy .
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Astfel girul {(f o g;)(A)}32, converge uniform pe Ea/g la aplicatia identic constanti. In
baza teoremei lui Weierstrass, deducem ca
lim (f 0 g,(0) = 0.
j—o0
Dar atunci pentru orice gir {z;}52, C Ka/2(§) convergent la & si pentru orice vector v €
C™\ {0}, avem

[f'(z5)v] __|(fog)(0)]
Kp(z;v) 1+ 1f(z)PP)  1+[(f ©g;)(0)

o A ), 1))

j—oo  Kp(z;v)

IQSKwaY@H

si deci
=0.

Prin urmare lim Q;(z;) = 0, pentru orice a > 0 si orice gir {z;}52, C K,/2(§) convergent
la € si deci (K —jﬁg Q)& =0.

Suficienta. Presupunem ci functia f are limita radiald [ € C in punctul ¢ si ca (K —
lim Q) (€) = 0. Trebuie s& demonstram ci f are limita K—admisibilad [ € C in € .

Fixam in mod arbitrar un punct zy pe segmentul normal N;. Conform Lemei 3.5, domeniul

D admite o exhaustiune compacta

D = B]E?]) [Zo],

J

IICg

1

unde B,ij )[zo] este o bila inchisd in metrica Kobayashi cu centrul in punctul 2z, de raza j.

Consideram un sir de puncte {2;}32, din N¢, astfel incat
2 € B[] \ B[z
Astfel

kD(zjv ZO) > ]

si prin urmare, cand j — oo avem ca z; — §.
Fixadm in mod arbitrar a > 0. Fie {w;}32, un gir de puncte din K,({) convergent la &,
astfel incat

k}D(Zj, wj) < .

Observam ci

kp(wj, z0) > kp(z;, 20) — kp(zj,w;) > j — a.

Fie l; = [j — o] + 1, atunci kp(wj, z0) > [; si prin urmare
w; € Ka(€) N (D\ B [z0])

o4



Deoarece (K —lim Qf)(£) = 0, pentru fiecare j exista si este finit numarul

e; = sup{Qy(2) | z € Ko(€) N (D\ By [))}

sie; — 0 cand j — oco. Astfel

s(f(2), [ (w;))
kp (25, w;) =%

$i prin urmare

s(f(25), f(w;)) < kp(zj,w))e; < ag;.

Trecand la limita in ultima inegalitate cu j — oo, obtinem lim s(f(2;), f(w;)) = 0. Conform
j—o0

ipotezei f are limita radiald [ in punctul £ si deci lim s(f(2;),{) = 0. Conform inegalitatii
j—o00

triunghiului avem
s(f(w;), 1) < s(f(w;), f(2)) +5(f(2),1)

de unde deducem ca
lim s(f (w;). 1) = 0

Jj—00

si prin urmare functia f are limita K-admisibild [ in punctul &.
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