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PREFATA

Scopul acestei lucrari este de a studia o sectiune a Teoriei numerelor, sectiune ce se refera
la functiile aritmetice multiplicative care utilizeaza divizorii exponentiali. Tema a fost aleasa
impreuna cu profesorul Laurentiu Panaitopol. Dumnealui a considerat ca aceasta tema, desi
aparuse cu 30 de ani inaintea discutiei noastre, nu a fost tratata destul, mai ales pe partea de
inegalitati, menite sa caracterizeze legatura dintre aceste functii aritmetice.

Ideea aprofundarii temei prin legarea ei de inegalititi s-a cristalizat treptat, in paralel cu
preocuparile mele pentru inegalitati in general si avand ca baza de cercetare o lucrare referitoare
la inegalitatile geometrice, lucrare pe care am publicat-o in anul 2003. Dar a trece la inegalitati
intre functiile aritmetice era cu totul altceva, datorita faptului ca multe dintre aceste functii
erau greu de controlat din punctul de vedere al comportamentului lor pentru diverse valori. A
fost, insa, o provocare. Drept urmare, tema primului meu referat in cadrul doctoratului a avut
titlul Inegalitati in Teoria numerelor.

Centrul de greutate al tezei este bazat pe studierea, rafinarea gi descoperirea unor inegalitati
noi intre functiile aritmetice cunoscute si alte functii aritmetice mai putin cunoscute.

Majoritatea functiilor aritmetice studiate se refereau la divizorii naturali ai unui numar sau
la divizorii unitari ai unui numéar natural. Profesorul Laurentiu Panaitopol a considerat ca este
necesar sa trecem la o alta categorie de divizori, si anume la divizorii exponentiali, ca sa putem
aprofunda si completa unele proprietati ale acestora. Metodele de cercetare au fost similare
cu cele utilizate pentru analiza functiilor generate de divizorii naturali si divizorii unitari ai
unui numar natural. Nu am avut acces la absolut toate lucrarile care se refereau la divizorii
exponentiali; profesorul Panaitopol m-a ajutat foarte mult prin materialele pe care mi le-a pus
la dispozitie cu generozitate, orientandu-mi cautarile catre diferite articole. Toate discutiile
purtate cu profesorul Panaitopol aveau o energie pozitiva deosebitd, deoarece parca simteam
cum se limpezesc unele lucruri gi cum se deschid ferestre catre noi idei de cercetare.

Un regret al meu este ca discutiile purtate pe marginea tematicii studiate nu s-au concretizat
intr-un articol semnat impreuna cu profesorul Panaitopol si publicat intr-o revista de specialitate.
Am considerat ca nu trebuie sa-i rapesc din foarte pretiosul sdu timp cu problemele mele. Dar,
marele meu regret este ca dialogurile noastre nu mai pot avea loc, deoarece dansul ne-a parasit
pentru a ajunge intr-o lume mai buna decat cea in care suntem noi. Tot dumnealui a anticipat
despartirea de noi si ca sa pot continua tema aleasa astfel incat cercetarile sa fie la un nivel
superior m-a indreptat catre domnul profesor universitar doctor Toma Albu.

Foarte atent la detaliile tehnice, dar si la cele stiintifice, domnul profesor Toma Albu a
contribuit major la imbunatatirea calitatii acestei teze. Discutiile noastre au avut darul de a ma

mobiliza gi de a ma determina sa ridic nivelul stiintific al lucrarii. Le multumesc profesorului



Laurentiu Panaitopol si domnului profesor universitar doctor Toma Albu pentru deosebitele
discutii si sugestii pe care mi le-au oferit pe parcursul doctoratului in calitate de coordonatori ai
tezei mele de doctorat. De asemenea 1i multumesc domnului profesor universitar doctor Laszlo
To6th pentru colaborarea fructuoasa din cadrul articolului Fxponential unitary divisors.
Domnului conferentiar universitar doctor Alexandru Gica si domnului cercetator stiingific
gradul I doctor Mihai Cipu le multumesc pentru rabdarea de a-mi citi teza gi pentru observatiile

si corecturile facute.
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INTRODUCERE

Interesul pentru studierea functiilor aritmetice a crescut odatda cu dezvoltarea unor noi
domenii care le utilizeaza: Criptografia si Teoria codurilor.

In aceastd lucrare vom prezenta unele dintre aceste functii aritmetice cu caracterizari noi, dar
in acelagi timp introducem alte functii care vin sa Imbogateasca domeniul functiilor aritmetice
si mai ales pe cel al functiilor aritmetice multiplicative.

De asemenea extindem cateva proprietati ale functiilor aritmetice cunoscute la noile functii
pe care le definim in cadrul lucrarii.

Cercetarile multor matematicieni au creat baze de dezvoltare importante ale acestui domeniu,
prin rezultatele lor deosebite obtinute in cadrul studierii functiilor aritmetice. Instrumentele de
lucru au evoluat odata cu cercetarile acestora, ajungandu-se la caracterizari noi ale functiilor
aritmetice.

Studierea multiplicativitatii functiilor aritmetice este foarte importanta, deoarece ne ajuta
la exprimarea acestora. Astfel, dacd f este o functie multiplicativa (f(mn) = f(m)f(n), cand
(m,n) =1)sin = pi'ps?...p% > 1, atunci pentru calcularea lui f(n) este suficient sa se calculeze
f(p{), unde ¢ = 1, r, de unde se deduce expresia lui f. Aceastd observatie ne determind ca in
studierea anumitor proprietati ale functiilor multiplicative mai intai sa vedem comportarea lor
pentru puteri de numere prime. Multe functii aritmetice se modifica intr-o maniera diferita si

este greu de determinat o comportare a lor pentru un numaér foarte mare. De aceea este mai util
n

1 n
sd studiem media aritmetica pentru o astfel de functie f, adica — g f(k). Dar suma g f(k)
n
k=1

k=1 —
este calculata, de obicei, prin schimbarea lui n cu un numar real arbitrar x; astfel, suma care

trebuie calculata devine E f(n), suma pe care o vom numi comportare asimptotica a lui f.
n<x
Scopul nostru este sa determinam comportarea acesteia ca o functie de x, mai ales cand x este

suficient de mare.

In cadrul tezei prezentam cateva rezultate referitoare la unele dintre functiile aritmetice care
utilizeaza divizori exponentiali prin studierea acestora in patru capitole.

Primul capitol are ca obiectiv tratarea unei clase de functii aritmetice multiplicative care a
fost data prin introducerea divizorilor exponentiali de catre M. V. Subbarao in [55]. P. Erdés
a studiat ordinul maximal al functiei care se refera numarul divizorilor exponentiali ai unui
numér natural (7(¢)), iar J. Fabrykowski si M. V. Subbarao, in [9], au obtinut ordinul maximal
al functjiei, care se referd la suma divizorilor exponentali ai unui numéar natural (o(¢)).

Printre proprietitile functiei 7(¢), studiem ecuatia 7(n) = 7()(n)7*(n) care ne ajuti si
stabilim inegalitatea 7(n) + 1 > 7(¢)(n) + 7*(n), care, pe langi inegalitatea din propozitia 1.1.4,

ne da o evaluare a numarului e-divizorilor in comparatie cu numarul de divizori ai unui numar.
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De asemenea, analizam exponentii numerelor prime ce apar in descompunerea unui numar n. Ca

¢(2)¢B3)

urmare, inegalitatea a(e)(n) < mn, studiata in propozitia 1.2.3, genereaza o proprietate
ai. a2

a numerelor e-perfecte care stabileste ca daca n = p]'p5®...p¢" este un numar e-perfect, atunci
cel putin un exponent a; este egal cu 2.

O alta problematica in caracterizarea e-divizorilor este studierea mediei aritmetice a e-
divizorilor unui numar natural n prin aproximarea acesteia cu diverse functii sau combinatii

de functii aritmetice multiplicative. In urma cercetirilor efectuate am ariitat ci functiile arit-

T@mn) -1 o o) (n)
—————— i v/n sunt margini inferioare pentru raportul
2 7(e) (n)

reprezinta reprezinta media aritmetica a e-divizorilor lui n. Nu in ultimul rand, studiem prob-

metice y(n), 7(n),y(n) + care
lema existentei numerelor perfecte care sunt in acelagi timp e-perfecte, si problema existentei
numerelor perfecte care sunt In acelagi timp perfecte unitare.

Subcapitolul 1.4 urmireste modificarea ordinului maximal daci in loc de functia ¢(®) avem
compunerea de functii f o ¢(9), unde f este o functie aritmetici multiplicativi.

Rezultatele prezentate in primul capitol sunt in marea lor majoritate preluate din lucrarile:
[18] N. Minculete, “Concerning some arithmetic functions which use exponential divisors”, Acta
Universitatis Apulensis Mathematics-Informatics; [23] N. Minculete, “On certain inequalities
about arithmetic functions which use the exponential divisors” — trimisa spre publicare; [19]
N. Minculete “Some inequalities about certain arithmetic functions”, Annals of the University
of Craiova, Mathematics and Computer Science Series; [24] N. Minculete, “Some inequalities
about certain arithmetical functions which use e-divisors and the e-unitary divisors” — trimisa
spre publicare; [28] N. Minculete gi P. Dicu “Certain aspects of some arithmetic functions in
number theory”, General Mathematics.

In al doilea capitol introducem notiunea de e-divizor unitar si studiem proprietatile functiilor
aritmetice definite prin e-divizori unitari. In clasa divizorilor unui numér n a fost identificati
o alta subclasa de divizori ai lui n, de catre R. Vaidyanathaswamy in |65] si de E. Cohen
in [4], si anume subclasa divizorilor unitari. Multimea divizorilor exponentiali a fost construita
cu ajutorul divizibilitatii exponentilor, deci, in mod similar, apare naturala constructia unei
submultimi a multimii divizorilor exponentiali utilizand divizibilitatea unitara a exponentilor.
Mentionam faptul ca o referire la convolutia exponentiala unitara a fost facuta de M. V. Subbarao
in [55], dar fird o analizi detaliatii a functiilor definite de e-divizorii unitari, adica 7(&)*(n) —
numérul e-divizorilor unitari ai lui n gi 0(®*(n) — suma e-divizorilor unitari ai lui n. Observim
ca multimea e-divizorilor unitari ai unui numar natural n este inclusa in multimea divizorilor
exponentiali ai lui n.

Printre rezultatele obtinute enumeram calcularea ordinului maximal gi comportarile asimp-

totice ale functiilor T(e)*(n) si U(e)*(n)-
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Tot In acest capitol am introdus notiunea de numere e-unitare perfecte si am demonstrat
urmatoarele doud proprietati: exista o infinitate de numere e-unitare perfecte si nu exista numere
impare care sa fie e-unitare perfecte. O probleméa deschisd la acest capitol raméane studierea
existentei unui numar e-unitar perfect nedivizibil cu 3.

Rezultatele mentionate in al doilea capitol sunt, cele mai multe dintre ele, extrase din
lucrarile: [18] N. Minculete, “Concerning some arithmetic functions which use exponential divi-
sors” Acta Universitatis Apulensis Mathematics-Informatics; [19] N. Minculete, “Some inequal-
ities about certain arithmetic functions”, Annals of the University of Craiova, Mathematics and
Computer Science Series; |28] N. Minculete si P. Dicu, “Certain aspects of some arithmetic
functions in number theory”, General Mathematics; |30] N. Minculete si L. Téth, “Exponential
unitary divisors”, Annales Universitatis Scientiarum Budapestinensis, Sectio Computatorica.

In al treilea capitol introducem notiunea de divizor de ordin k, iar obiectivul nostru este
de a cerceta proprietatile functiilor aritmetice definite prin divizorii de ordin k. Remarcand
aplicabilitatea divizorilor unitari in multe dintre rezultatele din Teoria numerelor am considerat
ca este util sa cautam o alta multime de divizori care sa fie inclusa in multimea divizorilor unitari
sau sa cautam o metoda de a generaliza acest tip de divizori unitari.

Pentru a generaliza notiunea de divizor unitar definim divizorul de ordin k al lui n. In
continuare studiem functiile definite de divizorii de ordin k, cercetand proprietatile lor prin
comparatie cu proprietatile celorlalte functii aritmetice multiplicative analizate in teza.

Subcapitolele 3.2 si 3.3 sunt rezervate functiilor aritmetice care utilizeaza divizori exponentiali
semiproprii, care sunt, de fapt, divizori de ordinul 1. Am identificat o subclasa de divizori a
clasei e-divizorilor unitari, pe care am numit-o clasa divizorilor exponentiali semiproprii.

Generalizarea divizorilor unitari si a celor exponentiali semiproprii ne-a permis obtinerea
altor clase de divizori exponentiali, si anume, clasa divizorilor exponentiali de ordin k, pe care
am descris-o in subcapitolul 3.4.

Aplicand aceleasi metode de cercetare precum cele din capitolele anterioare, am obtinut o
serie de rezultate pe care le-am preluat din lucrarile: [20] N. Minculete, “A new class of divisors:
the exponential semiproper divisors” — trimisa spre publicare; [22] N. Minculete, “Divisors of
order k”— trimisa spre publicare; [29] N. Minculete si C. Pozna, “On some properties of divisors
of order k”, International Journal of Research and Reviews in Applied Sciences.

In ultimul capitol investigdm numerele armonice, numerele armonice bi-unitare si numerele
armonice exponentiale, continuand cercetarile facute de J. Sandor in cateva lucrari la care ne
vom referi in continuare.

J. Sdndor prezinta in [47] un tabel cu toate cele 211 numere armonice bi-unitare pana la 10°.
Studiind numerele armonice bi-unitare mult mai mari decat 10, am gisit un numar armonic

bi-unitar mai mare decat 10%4. Am ariitat ci singurul numir par care este in acelasi timp numir



perfect si numar armonic bi-unitar este 6, iar daca un numar n este armonic bi-unitar de forma
pgt?, atunci n = 60 sau n = 90.

J. Sdndor introduce in [46] notiunile de numere armonice exponentiale de tipul 1 si de tipul
2. In subcapitolul 4.3 introducem si studiem notiunile de numere armonice exponentiale de tipul
3 st de tipul 4, aratand ca orice numar liber de patrate este armonic exponential de tipurile 3 si
4; daca n este un numar e-unitar perfect, atunci n este armonic exponential de tipul 3.

Rezultatele care se Inscriu in aceasta tematica au fost extrase in mare parte din lucrarea [25]
N. Minculete, “Types of harmonic numbers” — lucrare care se afla in pregatire.

In partea finala a tezei enumeram o serie de probleme deschise, legate de tematica tezei.
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LISTA DE NOTATII

N: multimea {0, 1,2, ...} a numerelor naturale

N* =N\ {0}

Z: multimea numerelor intregi

R: multimea numerelor reale

C: multimea numerelor complexe

(V): oricare ar fi

(3): exista

alb: a divide b

a=b (mod m):ml|a—>b

(a,b): cel mai mare divizor comun al numerelor a si b

[x]: partea intreaga a numarului real x

i=0,n:{ieN0<i<n}

o(n): card {k € N|(k,n) =1, k <n}

|z|: modulul numarului complex z

7(n): numarul divizorilor naturali ai lui n

o(n): suma divizorilor naturali ai lui n

w(n): functia lui Mobius

w(n): numarul factorilor primi distincti ai lui n

Q(n): numarul factorilor primi distincti ai lui » impreuna cu multiplicitatile lor

v(n): functia definita prin v(1) =1 si y(n) = p1 - p2 - ... - pr pentru n = pJ*py*..ptr > 1
b |l a:beste un divizor unitar al lui a, adica (b, %) =1

7%(n): numarul divizorilor unitari ai lui n
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e 0*(n): suma divizorilor unitari ai lui n

e 7(¢)(n): numarul divizorilor exponentiali ai lui n

e 0(®)(n): suma divizorilor exponentiali ai lui n

e 7(¢)*(n): numarul e-divizorilor unitari ai lui n

e 0(®*(n): suma e-divizorilor unitari ai lui n

) T(e)s(n): numarul divizorilor exponentiali semiproprii ai lui n
) J(e)s(n): suma divizorilor exponentiali semiproprii ai lui n

e 7(®)(n): numarul divizorilor de ordin k ai lui n

e o) (n): suma divizorilor de ordin k ai lui n

o 7(®)(n): numarul divizorilor exponentiali de ordin k ai lui n
e (9®)(n): suma divizorilor exponentiali de ordin k ai lui n

o f(z) =0(g(x)): exista constantele A si B, astfel incat pentru |z| > A avem
|[f(@)] < Bg(z), cug(z) >0

o f(z) = o(g(x)): pentru z — oo, avem li_}m fgxg =0 cu g(x) # 0, pentru z suficient de
z—oo g(x
mare

e 7 functia lui Dedekind, adica
P(1) =1si¢(n) = nH (1 + 1) pentru n > 1
pln b
e T(°)(n): produsul tuturor divizorilor exponentiali ai lui n
e (: functia zeta a lui Riemann

e ~: constanta lui Euler

e I'(s): functia lui Euler
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CAPITOLUL 1

Functii aritmetice cu e-divizori

Acest capitolul trateaza o clasa de functii aritmetice multiplicative care a fost data prin
introducerea e-divizorilor de catre M. V. Subbarao in lucrarea |55]. La inceputul lucrarii studiem
ecuatia 7(n) = 7(9(n)7*(n) care ajutd si stabilim inegalitatea 7(n) + 1 > 7(9(n) + 7%(n),
care, pe langa inegalitatea din propozitia 1.1.4, ne da o evaluare a numarului e-divizorilor in
comparatie cu numarul de divizori ai unui numar natural n. De asemenea, analizam exponentii

numerelor prime ce apar in descompunerea unui numar natural n. Ca urmare, inegalitatea
2
O_(e)(n) < (( )C(B)
¢(4)¢(6)
a1 _az

perfecte care arata ca daca n = py'p5*...py" este un numar e-perfect, atunci cel putin un exponent

n — studiata in propozitia 1.2.3 — genereaza o proprietate a numerelor e-

a; este egal cu 2.
O alta problematica in caracterizarea e-divizorilor are ca scop studierea mediei aritmetice a
e-divizorilor unui numar natural n prin aproximarea acesteia cu diverse functii sau combinatii

de functii aritmetice multiplicative. In urma cercetirilor efectuate am aritat ci functiile arit-
7 (n) -1 a(®)(n)
2 7(e) (n)

reprezinta media aritmetica a e-divizorilor lui n. Nu in ultimul rand, studiem problema existentei

metice y(n), 7(n), v(n)+ si v/n sunt margini inferioare pentru raportul , care
numerelor perfecte care sunt in acelagi timp e-perfecte, si problema existentei numerelor perfecte
care sunt in acelasi timp perfecte unitare.

In subcapitolul 1.4 urm#rim cum se modifici ordinul maximal daci in loc de functia ¢(©
avem compunerea de functii f o go(e), unde f este o functie aritmetica multiplicativa.

Rezultatele prezentate in acest capitol sunt in marea lor majoritate preluate din lucrarile: [18]
N. Minculete, “Concerning some arithmetic functions which use exponential divisors”, Acta
Universitatis Apulensis Mathematics-Informatics; |23] N. Minculete, “On certain inequalities
about arithmetic functions which use the exponential divisors” — trimisa spre publicare; [19]

N. Minculete “Some inequalities about certain arithmetic functions”, Annals of the University



1. Functii aritmetice cu e-divizori

of Craiova, Mathematics and Computer Science Series; |24] N. Minculete, “Some inequalities
about certain arithmetical functions which use e-divisors and the e-unitary divisors” — trimisa
spre publicare; [28] N. Minculete gi P. Dicu, “Certain aspects of some arithmetic functions in

number theory”, General Mathematics.

1.1 Numarul de e-divizori ai unui numar natural

Fie n i d douad numere intregi. Spunem ca d este un divizor al lui n daca existd un numar

intreg ¢ astfel incat

n = dq

si scriem d|n.

Notam prin o(n) suma divizorilor lui n, iar prin 7(n), numarul divizorilor lui n.

Numarul n pentru care o(n) = 2n este numit numar perfect. De exemplu 6 este un numar
perfect, iar daca m este un numar perfect par, atunci acesta poate fi scris sub forma n =
2k=1(2k — 1), unde 2¥ — 1 este un numar prim. Multi matematicieni au cautat diverse forme
ale lui n pentru a caracteriza aceste numere; printre acestia ii mentionam pe Euler, Makowski,
Luca, Rotkiewicz, Sinha, Pomerance, Sandor, Cohen, Kenney etc.

Notiunea de divizor unitar a fost introdusa pentru prima data de R. Vaidyanathaswamy
in [65] numindu-1 block-factor. Astfel, un divizor d al lui n este un block-factor cand <d, %) =1
Cativa ani mai tarziu, E. Cohen introduce in [4] terminologia actuala de divizor unitar pentru
un block-factor.

Daca d este un divizor unitar al lui n, atunci scriem d || n si citim d divide unitar pe n. De

1
exemplu, 4 este un divizor unitar al lui 12, deoarece (4, 4> = (4,3) = 1, dar 2 nu este un

12
divizor unitar al lui 12, deoarece <2, 2) =(2,6) =2 # 1.

Notam prin ¢*(n) suma divizorilor unitari ai lui n, iar prin 7%(n), numarul divizorilor unitari
ai lui n.

In anul 1966, M. V. Subbarao si L. J. Warren au introdus in [56] notiunea de numar perfect
unitar. Astfel, un numar natural care satisface relatia o*(n) = 2n se numeste numar perfect
unitar.

Conform teoremei fundamentale a aritmeticii, orice numar natural n > 1 poate fi descompus
in mod unic (pana la o permutare a factorilor) ca produs finit de numere prime. Ca urmare, un
numar natural n > 1 se scrie in mod unic sub forma n = py*p5*..p%", unde 0 < p; < p2 < ... < pr

sunt numere prime distincte gi a1, as, ..., a, > 1. Aceasta se numeste descompunerea canonicd.



1.1. Numarul de e-divizori ai unui numar natural

O modalitate de a crea noi functii aritmetice multiplicative se realizeaza prin introducere
unor noi tipuri de divizori.
Printre aceste tipuri de divizori mentionam divizorul exponential care a fost introdus de
M. V. Subbarao in lucrarea [55]. Astfel, pentru un numéar natural n > 1 descompus canonic
T
v v b; . .o .
n = pi'pg*..pfr, spunem cd numarul natural d = H p;' este numit divizor exponential (sau
i=1
e-divizor) al lui n, daca b;|a; pentru orice i = 1, r.

In acest caz, notim d|(eyn.

Fie 7(¢)(n) numarul divizorilor exponentiali ai lui n. Prin conventie, 1 este un divizor
exponential al siu, adici 7(¢)(1) = 1. Observam ci 1 nu este divizor exponential al ui n > 1, iar
cel mai mic divizor exponential al lui n = p{*p3*...p%" > 1 este pips...py, unde pip2...pr = y(n)
este functia numita inima lui n sau radicalul lui n.

De exemplu, daci p este un numar prim, atunci divizorii exponentiali ai lui p'® sunt p, p?, p°
si p'0, deci

@ (p!%) = 7(10) = 4.

De asemenea, observam ci dacd n este un numar liber de pitrate, atunci 7(¢)(n) = 1.
Este ugor de viizut ci functia aritmeticd 7(¢) : N* — C dati de 7(¢)(n) = Ed|(e)n 1 este multi-

plicativa si ca are loc proprietatea
7 (n) = 7(a1)7(az) - ... - 7(ar), (1.1.1)

unde n = p{'ps?...ptr > 1.
In analiza comportamentului unor functii aritmetice pentru un argument suficient de mare

utilizam definitia urmatoare:

DEFINITIA 1.1.0 Fie functiile aritmetice f,g,h : N* = R* sia,b € R*. Dacd lim sup M =
n—00 g(n)
f(n)

a st lim infh— = b, atunci spunem cd ordinul mazimal ol lui f(n) este ag(n), iar ordinul
n—00 n

minimal al lui f(n) este bh(n).

Definitia de mai sus este echivalenta cu urmatoarele:

f(n)

I) Exista lim sup

= a daca si numai daca sunt indeplinite conditiile:
n—o0 g(n)

a) Pentru e > 0 exista un rang N(e) € N, astfel incat f(n) < (1 + €)ag(n) pentru orice
n = N(e);

b) Pentru e > 0 exista o infinitate de numere n, astfel incat f(n) > (1 — €)ag(n).
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IT) Exista lim inf M = b daca i numai daca sunt indeplinite conditiile:
n—00 (n)

a) Pentru e > 0 existd un rang N(e) € N, astfel incat f(n) > (1 — €)bh(n) pentru orice
n > N(e);

b) Pentru e > 0 exista o infinitate de numere n, astfel incat f(n) < (14 €)bh(n).
De exemplu, in lucrarea [1], avem

a) Pentru € > 0 existi un rang N(e) € N, astfel incat 7(n) < n(+9m2/Innn pentry orice
n > N(e);

b) Pentru e > 0 exist# o infinitate de numere n, astfel incat 7(n) > n(1—€)m2/Inlnn,

In7(n)lnlnn

Cu alte cuvinte, aceste inegalitati sunt echivalente cu relatia lim sup =1In2.
n— o0

Inn

n
Pentru a studia suma Z f(k), de obicei, schimbam n cu un numar real arbitrar xz; astfel,
k=1
suma care trebuie calculata devine Z f(n), suma care se numeste comportare asimptotica a lui
n<x
f. Scopul nostru este sa determinam comportarea acesteia ca o functie de x, mai ales cand =

este suficient de mare.
Referitor la studiul ordinului maximal si al comportirii asimptotice pentru functia 7(¢), in

lucrarea [55], M. V. Subbarao arata ca exista relatiile urmatoare:

In7()(n) Inlnn In2

li = 1.1.2
Jim sup e 5 (1.1.2)
i
Z 7@ (n) = Az + O (x% lnm> , (1.1.3)
n<x

unde A este o constanta pozitiva.

In continuare ne ocupam de cautarea altor proprietati, pe langa cele tratate in diverse lucrari,
ale functiei 7(¢) gi ale altor functii aritmetice care utilizeazi divizori exponentiali. De aceea,
analizam legatura care exista intre numarul divizorilor lui n, numarul divizorilor unitari ai lui

n si numarul e-divizorilor lui n, intr-o combinatie de tipul celei de mai jos.

PROPOZITIA 1.1.1 (Minculete [ [21], Theorem 2.1]). Ecuatia

7(n) = 7 ()7 (n), (1.1.4)
are solutia n =1 gi o infinitate de solutii de forma n = H p%.
pln
ace{1,3}
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Demonstratie. Pentru n = 1 se observa imediat ca ecuatia este verificatd. Din teorema funda-

mentala a aritmeticii avem n = H p??, Insa, pentru a simplifica scrierea, utilizam n = H p°.
pln pln

Pentru n = p®, unde p este un numir prim, ecuatia devine 7(p®) = 7 (p®)7*(p?®), care este

echivalenta cu ecuatia

a+1_

5 = 7(a), (1.1.5)

pentru a > 1.

Aceasta ecuatie atipica ne conduce la ideea cautarii unei margini, superioare sau inferioare,
ca o functie de @, mai usor de manevrat. In [52], Sierpinski aratd ci 7(a) < 2y/a pentru
orice a > 1, ceea ce Inseamna ca ecuatia implica a + 1 < 4y/a, de unde rezulta ca
a€(7T—4V3,7+4V/3)NN={1,2,3,...,13}.

Inlocuind aceste valori in ecuatia (1.1.5), se obtine a € {1,3}, iar tinand cont de faptul ca

functiile 7, 7(¢) si 7* sunt multiplicative avem

)= [] »*|= [ @)= ][] (e+1)=

pn p|n pln
ac{1,3} ac{1,3} ac{1,3}

= H 27(a) = 7* H p® 7€) H p® :T*(H)T(e)(n).

pn pn pln
ae{1,3} ac{1,3} ace{1,3}

Apare inevitabil intrebarea:

Mai exista si ale solutii de alta forma pentru aceastd ecuatie?
Raspunsul la aceastd intrebare poate fi dat de studierea conditiilor in care membrul stang
al ecuatiei este mai mare decédt cel din dreapta si invers. Prin urmare, vom obtine

urmatoarea propozitie:

PROPOZITIA 1.1.2 (Minculete | [21], Theorem 2.1]). a) Ewista o infinitate de numere n,
astfel incat sa avem

7(n) > 79 (n)7*(n), (1.1.6)
de forma n = Hpa, unde a &€ {2,4,6} si cel putin un numar prim p din descompunerea lui n

pln
are exponentul diferit de 1 si 3;

a) Ezista o infinitate de numere n, astfel incat sa avem
7(n) < 79 (n)7*(n), (1.1.7)

5
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de forman = Hpa, unde a € {1,2,3,4,6} si cel putin un numdr prim p din descompunerea lui

pn
n are exponentul diferit de 1 si 3.

Demonstrafie. Pentru a dovedi aceste rezultate, studiem valorile lui a pentru care are loc

1
inegalitatea @t

> 7(a), ideea plecand de la egalitatea ((1.1.5)).

1
Din inegalitatea lui Langford, [48], avem % > aga;
T(a

o(a)
7(a)

pentru orice ¢ > 1. Tinand cont de

relatia ([1.1.5]), este suficient sa analizam in ce conditii

> 7(a), adica pentru ce valori ale

lui @ are loc inegalitatea o(a) > 72(a).
G. Mincu si L. Panaitopol studiaza, in [17], ecuatia o(a) = 72(a), pentru care obtin solutiile

1 gi 3. Cum vom putea utiliza acest rezultat in demersul nostru este ugor de vazut. In cadrul
o(a) 13 .
5 > — > 1 pentru un numar impar a > 5, de unde
7%(a) 9

rezolvarii acestei ecuatii, se arata ca

! > 7(a).

a
deducem inegalitatea

1
Pentru a = 2™, cu m > 4, avem a2(<a)) > 1, adica a—;— > 7(a). Daca a € {2,4,8}, atunci
72(a
9 1
avem o(a) < 7(a), Insa pentru a = 8 rezulta 7(8) = 3 < —, deci ot > 7(a), iar pentru

7(a) 2

1
a € {2,4} obtinem % < 7(a).
2m .3 2m
Mai raméne de studiat cazul a = 2™ - 3. Astfel, avem relatia o ) = o(2") > 1
T2(2m - 3) T2(2m)
pentru m > 4. Prin simple verificari, pentru m € {1,2,3}, rezulta ca doar pentru a = 6 avem
a+1

2

< 7(a).

1
Cu alte cuvinte, obtinem % > 7(a) pentru orice a # 1,2,3,4,6, iar pentru a € {2,4,6}

a+1
rezulta s < 7(a).
In concluzie, daci ludm n = H p®, unde a & {2,4,6} si exista cel putin un numar prim p in

pln
descompunerea lui n cu exponentul diferit de 1 si 3, atunci avem

T(n) > () (n)T*(n).

Daca luam n = Hp“, unde a € {1,2,3,4,6} si existd ce putin un numar prim p in descom-

pln
punerea lui n cu exponentul diferit de 1 gi 3, atunci obtinem

7(n) < 7 (n)7*(n).
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OBSERVATIA 1.1.3 Daca vom combina cele doud tipuri de forme ale lui n, atunci deducem
faptul cd existd situatii cand T(n) > 7€) (n)7*(n) si situatii cand are loc inegalitatea inversd. De
pildd, pentru n = p*¢® obtinem T(n) = 18 > 16 = 7(¢)(n)7*(n), iar pentru n = pIp3q® obtinem
7(n) = 54 < 64 = 7 (n)7*(n).

o o o .. . . . n o ..
Observam ca daca d este un divizor exponential al lui n, atunci 7 nu este neaparat divizor
exponential al lui n. Un exemplu in acest sens este urmatorul: pentru n = plpg avem ca divizor

. n .. . . o .
exponential pe p1ps, dar po = —— nu este un divizor exponential al lui n. Aceasta observatie
p1p2
ne determina sa facem o separare a divizorilor exponentiali i a celor neexponentiali. Ca urmare,

obtinem cateva inegalitati intre unele functii aritmetice pe care le evidentiem in propozitiile de

mai jos.

PROPOZITIA 1.1.4 (Minculete [ [18], Theorem 2.3]). Pentru orice n = py'ps*...p%" > 1 are

loc inegalitatea

e T(n 1 1 1
7(n) > 709 (n) + ()<a1+1+a2+1+'”+a+1)’ (1.1.8)

unde numarul factorilor primi distincti ai lui n este w(n) = r. Egalitatea are loc dacd $i numai

2

daca n = p sau n = p°, unde p este un nuMar prim.

Demonstratie. Pentru a demonstra inegalitatea de mai sus, va trebui sa o studiem pe mai multe
cazuri, si anume:

Cazul I. Dac& n = pip3...p2, atunci avem 7(n) = 3" si
T(e)(n) =71(a1) - 7(ag) - ...-m(a,) =7"(2) = 2".

Prin urmare, inegalitatea (|1.1.8]) devine
T
3’!’22T_|_37‘CZ2T_|_37‘—17
r 3
adica 2-3"71 > 27, ceea ce este adevarat. Egalitatea are loc pentru r = 1, adici pentru n = p?,

unde p este un numar prim.

Cazul II. Daca a; # 2 pentru orice j € {1,2,..r}, si ay = min{a;|a; # 2}, atunci (ay — 1) { as.

Prin urmare, numarul natural

n a1—1i1 as—1i9 ap—1—1k—1 ap—1 . Ay —1p

=p] Dy St Dplq Dy v Dy

7 7 Tg—1 Tt i
Py DS e Dy Pk Dy e DY
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nu este divizor exponential al lui n pentru orice i; = 0,a;, oricare ar fi j € {1,...,7} \ {k}.
T(n)
ap +1
Ca urmare, rezulta relatia

T(n) = Z 1+ Z 1=7©(n)+ Z 1> 7@ (n) + 7(n) ’

Asadar, vom avea divizori neexponentiali de acest tip.

ap + 1
d|(e)7’l df(e)n dJ[(E)TL k
e () () wln)
> (6) TN _ (e) TN ) win .
7(n) = 7%(n) + ar + 1 T n) + wn) ap+1
w(n) 1 1 1 . C o . .
Dar > + 4+ ... + ——, ceea ce inseamna ca inegalitatea din enunt este
ap+1 " a1 +1 as+1 ar+1
adevarata.

Cazul III. Daca exista cel putin un a; # 2 si cel putin un ; = 2, unde 4,1 € {1,2,...,7}, atunci,

fara a micsora generalitatea, renumerotam factorii primi din descompunerea lui n i obtinem

_ 2,2 2 Gstl
N = PiP3---PsPsi] Pr"s CU Qsp1, s g2, oy Ay F 2.

Fie a = min{a;|j € {s +1,...,r}}. Atunci (ay — 1) { a; pentru ca aj, # 2.
Prin urmare, oricare ar fi j € {1,..,r} \ {k} numarul natural

n a1 —11 a2 —19 Ak—1—Tk—1 ap—1 Aft1—Tk+1 Ap—ip
it =D P2 tet P ‘P P BRRR 2

7 7 ik—1 (s
Py Py e Piy Dk Dy e DF

nu este divizor exponential al lui n pentru orice i; = 0, a;.

(n) divizori neexponentiali de acest tip. Divizorii lui n de forma o

Astfel, vom avea

24 —is st1—is —ir . . A < .
Py e pE e pl T L pir T (V) g, s € {0,1,2} s d; = 0,a5, (V) j € {s+1,..,1},

r(n)
3

sunt divizori neexponentiali ai lui n diferiti de cei de mai sus. Acegtia sunt in numar de

Asadar, avem relatia

i)=Y 1+ Y 1=70m) + 3 > @) + 7(n) | 7(n)

d|<8>n d’[(e)n dj((e)l

deci

o e+ T (S S0 i 7 (s e

1 1 1 1 1
>T(e)(n)+T(n)( + + ot ++...+)—

- wn) \ast1+1  asy2+1 7 a+1 241 2+1
_ @ T(n) (1 1 1
T (n)+w(n) a1+1+a2+1+m+ar+1 ’

8

ag + pips - ... -p?‘
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unde w(n) = r, ceea ce inseamna ca inegalitatea din enunt este adevarata.
O
Studiind cateva inegalitati aritmetice de tip aditiv, am observat ca se repetd un anumit mod de

abordare a acestora. Astfel, am obtinut urmatorul rezultat general:

PROPOZITIA 1.1.5 Fie functiile multiplicative pozitive f, g, h,q care satisfac inegalitatile h(n) >

g(n) si q(n) > g(n), pentru orice n € N*, iar pentru ni,ne € N*, avem relatiile

f(n1) + g(n1) > h(n1) +q(n1) si f(n2) + g(n2) > h(na) + q(n2).

Daca (n1,n2) = 1, atunci are loc inegalitatea
f(ninz) + g(ning) = h(ning) + q(niny).

Demonstratie. Este ugor de vazut ca, utilizidnd multiplicativitatea functiilor f, g, h si ¢, rezulta

urmatoarele:
f(n1-ng) = f(n1) - f(n2) > (h(n1) + q(n1) — g(n1))(h(n2) + q(n2) — g(n2)) =

= h(n1)h(n2) + h(n1)(g(n2) — g(n2)) + q(n1)q(n2) + q(n1)(h(n2) — g(n2)) — g(n1)h(n2)—

—g(n1)q(n2) + g(n1)g(na).

Dar h(n1) > g(n1) si ¢(n1) > g(n1), ceea ce inseamna ca inegalitatea de mai sus devine
f(n1-n2) = h(n1)h(ng) + g(n1)(g(n2) — g(n2)) + q(n1)q(ne)+

+g(n1)(h(n2) — g(n2)) — g(n1)h(n2) — g(n1)q(n2) + g(n1)g(ne) =
= h(ning) + q(n1n2) — g(nina),

adica ceea ce trebuia demonstrat.
O
O consecinta a propozitiilor anterioare, care stabileste o conexiune intre numarul divizorilor lui

n, numarul divizorilor unitari ai lui n si numarul e-divizorilor lui n, este urmatoarea:

PROPOZITIA 1.1.6 (Minculete [ |[24], Theorem 3.6]). Pentru orice n € N*, are loc urmatoarea
inegalitate:
7(n) + 1> 7 (n) + 7 (n). (1.1.9)

Egalitatea are loc dacd si numai dacd n =1 sau n = p?, unde p este un numdr prim.

9



1. Functii aritmetice cu e-divizori

Demonstratia I. Dacd n = 1, atunci obtinem 7(1) + 1 = 2 = 7() (1) + 7*(1).
Conform propozitiei 1.1.2, daca luam n = Hp“, unde a ¢ {2,4,6} avem

pln
T(n) > () (n)T*(n).

Aceasta implicd 7(n) + 1 > 7(9)(n) - 7%(n) + 1 > 7(9(n) 4+ 7%(n), deoarece a doua inegalitate
este adevirata, tinand cont ci (7(¢)(n) — 1) - (7*(n) — 1) > 0 si fiecare dintre functiile aritmetice
implicate au valorile mai mari decat 1.

Ramane si analizam cazul cand a € {2,4,6}. Prin urmare, pentru n = p? obtinem 7(p?) +1 =
4 =7 (p2) +7%(p?). In cazul n = p?, deducem relatia 7(p?)+1 =5 > 4 = 7 (p?) +7*(p?), iar
pentru n = p* obtinem 7(p%) +1 =8 > 6 = 79 (p8) + 7*(p%). In concluzie, utilizind propozitia
1.1.5, rezultd ci 7(n) + 1 > 7(9)(n) + 7%(n) pentru orice n = Hp“.

pln
In plus, din aceasta demonstratie, sesizam ca in relatia ((1.1.9)) egalitatea are loc pentru n = 1 si

pentru orice n = p?, unde p este un numar prim.

Demonstratia II. Daci n = 1, atunci obtinem 7(1) +1 = 2 = 7(9)(1) + 7*(1). Fie n > 1. Pentru
a demonstra inegalitatea de mai sus va trebui sa o studiem pe mai multe cazuri, gi anume:

Cazul I. Daca n = p2p3...p2, atunci 7(n) = 3" si
H () = (@) - T(a2) - - 7lar) = 7(2) = 2" = T (n),

ceea ce inseamna ca inegalitatea ([1.1.9)) este echivalenta cu inegalitatea 3" +1 > 2-2", care este

adevarata datorita utilizarii inegalitatii lui Jensen, adica

3" +1 > <3+1> _ o

2 2

Egalitatea are loc daca si numai daca r = 1.
Cazul II. Daca ay # 2, (V) k=1, r, atunci

n n n n n n n
pi p2’ U pe pip2”  pipg T pipipk” T pip2-.pr

sunt divizori neexponentiali ai lui n, deci acesgtia sunt in numar de 2" — 1; ca atare, avem

)= 1+ > 1=70m)+ > 1>7n)+27 -1,

d\(e)n d)((@n d’[(e)n

inegalitatea

deci
7(n) > 79 (n) + 2" — 1 sau 7(n) + 1 > 79(n) + 7*(n).

10



1.2. Suma e-divizorilor unui numar natural

Cazul III. Daca exista cel putin un aj # 2 si cel putin un a; = 2, unde j,k € {1,2, ..., r}, atunci,

fara a micsgora generalitatea, renumerotam factorii primi din descompunerea lui n i obtinem

_ .22 2 ast1  a
N = PIP3--PsPsy1 +Pr s CU Qsil,Usy2, ey Ap F 2.

. . . a ~ v %
Prin urmare, scriem n = nj - ng, unde ny = pips...p2 si ng = psfll...pﬁr, ceea ce Inseamna ca

(n1,n2) = 1. Aplicand propozitia 1.1.5 pentru f =7, g =1, h = 7(€) §i ¢ = 7*, demonstratia
propozitiei este incheiata.
O

1.2 Suma e-divizorilor unui numar natural

Fie o(®) (n) suma divizorilor exponentiali ai lui n. Prin conventie, 1 este un divizor exponential
al sau, adica 0(6)(1) = 1. De exemplu, daca p este un numar prim, atunci divizorii exponentiali

ai lui p'° sunt p, p?, p° si p'9, deci
(') =p+p?+p° +p'.

De asemenea observiim ci dacd n este un numér natural liber de patrate, atunci avem o) (n) =

n. Este usor de viizut ci functia o(®) (n) = Z d este multiplicativa si ca are loc egalitatea
d\(e)n

s s

o) =TI =TT [ D_»} |- (1.2.1)

i=1 i=1 \b;|a;

In [ [54], p. 466], E. G. Straus si M. V. Subbarao au obtinut citeva rezultate referitoare la

numerele e-perfecte. Reamintim ci un numir n este un numir e-perfect daci o(®)(n) = 2n. Ei

o(®)(n)

arata ca nu exista numere e-perfecte impare si cd multimea { } este densa in intervalul

[1,00).
Observam c&, dacd m este un numar liber de patrate, iar n este un numar e-perfect astfel

incat (m,n) = 1, atunci mn este e-perfect, deoarece
o (m-n)=c9m)-c(n) =m-2n = 2mn.

Aceasta aratd ca existd o infinitate de numere e-perfecte, deoarece primul numar e-perfect este

36, iar 36p este e-perfect, daca p este un numar prim mai mare sau egal cu 5.

11



1. Functii aritmetice cu e-divizori

Céateva rezultate privind functia ¢(®) sunt date de J. Fabrykowski si M. V. Subbarao in

lucrarea [ [9], Theorem 2.1, Theorem 3.1]) si arata ca exista relatiile urmatoare:

©) (n) 6
. g n
Jm w2 (122)
i
> o(n) = Ba® + O(2'), (1.2.3)

n<x

unde B este o constanta ~ 0, 568285, iar v este constanta lui Fuler.

LEMA 1.2.1 (Kolenick [ [14], Lemma 2.1]) Pentru orice numar prim p si pentru orice a > 2,

avem @
e a 1 1
Ji(p)gl—l—ﬁ—k—gpemﬁruaz?)
p* P D
St
o (p?)

1
=14+ — pentru a = 2.
p

a

Pentru n = p{'p3%...p%", studiem cum influenteaza exponentii a;, ¢ = 1,r, natura lui n de

numar e-perfect. In acest studiu, avem nevoie de urmatoarea propozitie:

PROPOZITIA 1.2.2 (Minculete | [23], Theorem 2]|). Pentru orice n = pi'py*..p%" cu a; #

2, (V) i =1,r, avem relatiile urmdtoare:

2)¢(3)
(6)( ) < C(i (1 2 4)
o' (n) < n 2.
¢(4)¢(6)
5t
9

o (n) < - (1.2.5)
Demonstratie. Dacd n = p{*p52..p% cu a; # 2, (V) i =1,r, atunci a; = 1 sau a; > 3.
Prin urmare, n are urmatoarea forma canonica: n =pj - pg - ... - Ps - pgfll ... pdr. Deci

O ) eV o) a6y o

n a; - a; qi ’
=1 P p1 Ps im—st1  Pi i—st1 Pi

deoarece o®) (p;) = p;, pentru orice 1 < i < s.
Aplicam lema 1.2.1 gi rezulta ca pentru orice numar prim p si orice numar natural a > 3,
avem ©a
”pﬁp) <1+ p12 + plg,

12



1.2. Suma e-divizorilor unui numar natural

deci

1 N CA)E)
" 11 - 55)
p prim
Asadar, obtinem inegalitatea
on) _ C2)(3)
no T ((4)¢(6)
ceea ce Inseamna ca @)
(e) <
o\ (n n
"= L)
Dar, avem urmatoarele egalitati:
2 . 76
¢(2) = 5 ¢(3) = 1,2020569032...,((4) = 90 & ¢(6) = TR
prin urmare
¢(2)¢B3) 9
=1,795763... < —,
¢(4)¢(6) 5
adica 0
o@(n) < =

COROLARUL 1.2.3 (Minculete [ [23], Corollary 2.1]). Dacd n = p}*p5?...p%" este un numdr

e-perfect, atunci cel pulin un exponent a; este egal cu 2.

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca numarul n = p{*p52...p¢", cu a; # 2 pentru orice

1 < i < r, este un numéar e-perfect, deci a(e)(n) = 2n. Aplicand propozitia 1.2.3 avem
o®(n) < %n < 2n, deci 0(®(n) < 2n, ceea ce inseamnd cii am obtinut o contradictie. In
consecinta, nu exista niciun numar e-perfect de tipul n = p{'p3%...p%" cu a; # 2 pentru orice
1< <r.

O
In continuare prezentam un rezultat pe care-1 dovedim utilizand propozitia 1.2.2. Acesta carac-

terizeaza numerele e-perfecte.

13



1. Functii aritmetice cu e-divizori

TEOREMA 1.2.4 (Straus si Subbarao [ [54], Theorem 2.2]). Pentru orice numdar intreg k > 1,

ecuatia 0'®) = kn nu are nicio solutie n impard.

Demonstratie. O ecuatie o(®) (n) = kn pentru care n = ning, unde n; este liber de patrate, iar
ng = pit..p%, cua; > 2, (V) i€ {1,..,7}, se reduce la rezolvarea ecuatiei o(®) (ng) = kny.

Presupunem prin absurd c& 2¢ este un divizor unitar al lui k si (¢ (n) = kn (k = 2'v i v este
un numdr impar), iar n, o solutie impara a acestei ecuatii, unde n = p{*...p%, cu p; > 3, a; > 2,

oricare ar fi i € {1,...,7}. Deoarece functia o(®) este multiplicativi, rezulti
o (p})..o (pfr) = 2opit..py,

ceea ce inseamna ca cel mult ¢ termeni ai produsului din membrul stang sunt pari si restul sunt
impari.

Fie o reordonare a numerelor prime care intra in descompunerea lui n, data astfel n = p*...p%« pzfll.
unde () (p$*) este par pentru i = T,u, u < t, si 0(®) (p;j) este impar pentru j = u + 1, 7.

Cum o(© (p;j) este impar, fiind suma de numere impare (p; > 3), trebuie ca numarul de di-
vizori exponentiali ai lui p?j s& fie impar, adici 7(¢) (p?j) = 7(a;) este impar. Asadar pentru
a; = afl...agf“, avem 7(a;) = (f1+1)...(Bw+1), ceea ce Inseamna ca toti termenii 3;, (V)i =1, w,
trebuie sd fie pari, adicd a; = oz?“...a%]“’ = (af'...ay”)?. Cu alte cuvinte toti exponentii
aj, j =wu+ 1,7, sunt patrate perfecte > 2, deci a; >4, (V) j=u+1,7.

Daca a; este un patrat perfect > 4, atunci cel mai mare divizor propriu al lui a; este cel mult

a; . N
5| Aceasta Inseamna ca avem

a5
) <pj+ ... +p[ J +p) <pf

-3 a;—2 a;
= Vy ‘|‘P] +pj ’

ceea ce implica inegalitatea

ad9p’) _ o))
aj

Dp; p;

IN
<

pentru orice j =u + 1,r.

In cazul in care J(e)(p;”) este par, avem relatia

o\ pf*) = pi + e+ pf* <P+ p

cu egalitate daca si numai daca a; = 2, de unde rezulta

(€) (i (€) (2

o . 4

Ef’ ) < g (21?1) pentru orice i = 1, u.
D; b;

14
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1.2. Suma e-divizorilor unui numar natural

Prin urmare, cumuland rezultatele anterioare, avem

n =1 p; j=u+1 P; =1 p; j=u+1 p]
- 1\ + 11 - 1\ 1 1
=[I{1+=) ] (1+5+5]< 1+— I+ (1+5]) <
i=1 pi j=u+l pj P; i=1 pi j=u+1 pj pj
- 1 1 1
<JI(1+= 11 1+ ) (1+= ). (1.2.6)
=1 pi p prim p p
P#2, P1,-,Pu
= 1
Acum utilizdm relatia lui Euler (vezi e.g. [38]), data pentru functia lui Riemann, ((s) = Z —,
n
n=1

unde s = a + b, cu a > 1, astfel:

(%)=
II(1-=)=—
D Brim p ¢(s)

Facem unele calcule, incercand sa punem in evidenta relatia lui Euler, astfel:

1 (+3)(+3)- I8 L0 oy

75 prim p prim p prim 1+ - 3
S P=2,D1,.,Du p 4
1
()
_20) 1 948 popi <
¢(4)¢(6) 1 559 1 1
11 1+ ) (1+ 5 I (t+=5)(1+ = 1— >
P=2,p1,..,Pu P=P1,+5Pu
32 1
— 1-——= 1.2.
<5 1l < p2) ’ (1.2.7)
P=P1,--;Pu
e o : 1 1 1 . . : .
deoarece utilizam inegalitatea ( 1+ — 1+ 1 — — | > lsirelatia (1.2.4). Din relatiile
p p p

(1.2.6) si (1.2.7) deducem inegalitatea
32 1~ 1 1 32 (32\“
k< — I+ =) (1-5)<=(=] <2v<?
105) (-5) <5 (5) <=
pentru 1 < u < ¢, ceea ce reprezinta o contradictie.

1
Mai sus am utilizat faptul ca functia f : <O, 3] — R, definitd prin f(x) = (1 + z)(1 — 22), este

15



1. Functii aritmetice cu e-divizori

1

1
crescatoare pe intervalul (0, 3], deci f ( ) <f ()

1 32
P 3

=5

OBSERVATIA 1.2.5 In [54)], E. G. Straus gi M. V. Subbarao numesc un numdr n numdr
e-multiperfect dacd 0(®)(n) = kn pentru k > 2. W. Aiello, G. E. Hardy si M. V. Subbarao (vezi
e.g [ [48], pag. 52]) au ardtat cd dacd n este un numdr e-multiperfect, atuncin > 2-107 pentru
k=3;n > 108 pentru k = 4;n > 10320 pentru k = 5;n > 10219 pentru k = 6.

Se observa usor ca cel mai mic divizor exponential al lui n este y(n) si cel mai mare este n. Ca
urmare, avem y(n) - s < di +dy + ... + ds = 0(®) (n) < n - s pentru orice n > 1, unde s = 7(¢)(n),
deci

<n. (1.2.8)

Daca T (n) este produsul tuturor divizorilor exponentiali ai lui n, atunci, studiind o pro-

o(®)(n)
(€ (n)

prietate a acestuia, am obtinut o alta margine inferioara pentru raportul , margine pe

care o descriem mai jos.

PROPOZITIA 1.2.6 (Minculete [ [23], Theorem 3]). Pentru orice n > 1, au loc urmdatoarele

inegalitati:
T(e) (n) T(E) (n)

()" <TEm) <2 () T2, n# 4, (1.2.9)
T(e)(n)
o®(n
[T(e) En;] > T (n) (1.2.10)
: (e)
7(n) < i@EZ; (1.2.11)

FEgalitatea are loc in relatia (1.2.11) daca si numai daca n =1 sau n = 4.

Demonstratie. Pentru n = 1 obtinem egalitate in relatiile de mai sus.

Pentru n = p{'pg%...p% > 1 avem

T(e) (n) - H d= p‘;(al)T(aQ)'m‘T(ar) . pg(ag)T(al)-..nT(aT) C pg(ar)f(m)-...-f(ar_l) _

d\(e)n

T o(a;) 7—(6)(”)
— [H pi‘F(%‘) ] ]

=1

16



1.2. Suma e-divizorilor unui numar natural

Din [ [42], p. 105; [48], p. 86] utilizam urmatoarea inegalitate:

Vvn < :EZ; (V) n € N*, (1.2.12)

datorata lui S. Sivaramakrishnan si C. S. Venkataraman. Tot in [ [42], p. 105; [48], p. 86]

avem inegalitatea lui E. S. Langford, care arata ca

on) n+1
) =

, (V) n e N*. (1.2.13)

Prin combinarea inegalitatilor (1.2.12)) si (1.2.13]) deducem inegalitatea dubla urmatoare:

Prin urmare, obtinem

Trecand la produs pentru toate numerele prime din descompunerea lui n, avem

o(a;) Toa;+1

T T
IT#7 <IIp’ <II»:"
i=1 =1 =1

Prin ridicare la puterea 7()(n) in relatia (1.2.14)) obtinem inegalitatea dubli

r () (n) T o(ay) () (n) T a1 () (n)
] <] ]
i=1 i=1

i=1

(1.2.14)

Cum
-(e) (n) -(€) (n)

r a;+1 T(e)(n) r 2 T 2 ~(e) (n) -r(e)(n)
[Hpi ’ ] — (Hp?’) (Hm) =n"2 [y(n)] 2 ,
i=1 i=1 i=1

se dovedeste a doua parte a inegalitatii (1.2.9)).

Demonstram ca pentru orice n > 1, n # 4, are loc inegalitatea [T(n)]T(e)(”) < T()(n) care

este echivalenta cu inegalitatea
T o(a;)

.
[+ <[]» - (1.2.15)
=1

=1

Dacd n este un numar impar, atunci n = p{*p5..p% cup; >3, (V) i=1,r.
Este usor de vazut ca
3 >a2?+1, (V) z>1,

17



1. Functii aritmetice cu e-divizori

ceea ce Inseamna ca

pﬁ23@>ai+1a (V)i:Lr,

deci utilizand inegalitatea (|1.2.12)), obtinem

o(ai)

Hpﬂaz) > pr N H a; +1) = 7(n).

Dacé n este un numar par de forma n = 2% cu a # 2, atunci rezulta inegalitatea
o(a)
27@ >a+1, (V)a>1. (1.2.16)

Aceasta se demonstreaza ugor tindnd cont de inegalitatea ([1.2.12)) si de faptul ca Ve > g 41
pentru a > 19. Pentru a dovedi inegalitatea (1.2.16) in cazurile a € {1,3,4,5, ..., 18} facem
verificari directe.

r—1 _a;

Daca n este un numar par de forma n = 2*[[7") pi" cu a # 2 si p; > 3, atunci T (n) =

r—1 U(an] Q)

a(a)
Din relatia (1.2.16)) avem 27(@ > g + 1, iar prin utilizarea relatiei (1.2.15), care este valabila

pentru numere prime impare, rezulta inegalitatea

o(a) ,L r—1
27(@ HpT 2 a—l—l)H(ai—l-l):T(n),

=1

deci relatia ([1.2.9)) este adevarata.

Observam ca pentru n = 4, relatia ((1.2.9) nu se verifica, deoarece

[r(4)]77® =32 5 8 = T()(4).

(e)

Lt o "L e ]

Pentrun = 2 Hp cu cel putin un exponent a; > 1si p; > 3, rezulta T(€) (n) = [27® Hp g )
i=1

Fie a1 > 1. Prin utilizarea relatiei (|1.2.15)), care este valabila pentru numere prlme 1mpare

rezulta inegalitatea

@ r—1 U(ai) r—1
272 sz 223\ﬁH a; +1) >3(CL1+1)H((11‘+1):T(”)=
i=1 =2 =2

deci relatia ([1.2.8)) este adevarata. Am utilizat inegalitatea
2v/2-3*71 > 22 + 1, pentru orice z > 1,

18



1.2. Suma e-divizorilor unui numar natural
in care am luat x = \/a;.
Fie a € N* gi p un numar prim, iar dy, ds, ..., d; divizorii naturali ai lui a; rezulta ca
U(e)(pa) = pdl —|-pd2 + ... —i—pdk.

Cum functia f: R — (0,00) definita prin f(x) = p® este convexa pentru p > 2, din inegalitatea
lui Jensen deducem inegalitatea

pd1 +pd2 4. _|_pdk dq+do+...+dy,
A >p k )

adica

Aceasta este echivalenta cu relatia

Prin urmare, obtinem

o(ag) o(ag) olar) T o(a;
> T1(ay p'r(al) -7(asy pr(ag) - T(ay pT(a,,-) — 7_(e) n p‘T(ai)’
)
=1

adica " o

)y

@ (n) = [1ri"
7€) (n) paley

)
i=1

r a(aq) T(e)(n)
. v (e) _ 7(a;) . e u e .
Se §tle cal (n) = [Hp ] , ceea ce lmphca lnegahtatea

‘r(‘i)(n)
o©(n
e R

Datorita inegalitatilor (1.2.9) si (1.2.10), rezulta

o(®)(n)
7(€)(n)

7€) (n)
[T(n)]T(e)(") <T®(n) < [ ] , pentru n # 4,

asadar




1. Functii aritmetice cu e-divizori

Pentru n = 4 in relatia (1.2.13) obtinem egalitate, deoarece

6 o4
4)=3=-=
@ 2~ 7)(4)
O
.. ) . _o®(n) . . .
Studiind existenta altor margini inferioare ale raportului @ n) in afara de marginile ~(n)
T\é)(n

si 7(n), pe care le stim deja, am gasit alte doud margini pe care le prezentam mai jos:

PROPOZITIA 1.2.7 (Minculete | [18], Theorem 2.1]). Pentru orice n > 1 are loc urmdtoarea

inegalitate

a(®)(n) 7 (n) -1
> _ 1.2.17
7'(6) (n) - W(n) T 2 ( )
(e)(1 1) =1
Demonstratie. Pentru n = 1 obtinem a=(1) =1=7~(1)+ )=t
T)(1) 2

Pentru n > 1 agsezam divizorii exponentiali ai lui n in ordine crescatoare. Cel mai mic divizor
exponential al lui n = p{*p52..p% > 1 este pips...p, = y(n). Al doilea divizor este cel putin
2p1p2...pr = 27(n) > vy(n) + 1. Aceasta ne arata ca daca dj, ds, ..., ds sunt divizorii exponentiali
ai lui n, atunci este simplu de observat c& d; > y(n) +14 — 1 pentru toti i = 2,s. Prin urmare,
avem

s(s—1)

@)= d>yn)+y(n)+1+(n) +2+ ..+ 5(n) +s—1=sy(n) + 5

d|(e)n
Dar s = 7(©) (n) este numarul divizorilor exponentiali ai lui n, ceea ce inseamna ca

7@ () (n) —
0(6)(?2)27'(6)(71)-7(71)—{— (n)( > (n) 1)‘

In consecinta obtinem relatia ((1.2.17)).
O

OBSERVATIA 1.2.8 a) Cum 7 (n) > 1 rezultd cd inegalitatea (1.2.17) ne furnizeazd o

(e)
U( )En; decat cea din relatia ((1.2.8)).
T\ (n
b) Daca n este un numdar liber de patrate, atunci ole) (n) =n =~v(n) si r(e) (n) = 1. Asadar,

obtinem egalitate in relatia (1.2.17)).

Daca n nu este liber de patrate, atunci in demonstratia propozitiei 1.2.7 folosim faptul ca al

margine inferioard mai bund pentru raportul

doilea divizor este cel putin 2y(n) > vy(n) + 1. Egalitatea are loc pentru y(n) = 1, deci n = 1.
Cu alte cuvinte, egalitatea in relatia (1.2.17)) are loc doar cand n este un numdr liber de pdtrate

sau pentrun = 1.
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1.2. Suma e-divizorilor unui numar natural

PROPOZITIA 1.2.9 (Minculete [ [21], Theorem 2.5]). Pentru orice n > 1, are loc urmdtoarea
inegalitate:
©)(n)
o' (n
n< ——=. 1.2.18
Demonstratie. In cazul in care n = 1 obtinem egalitate in relatia (1.2.18]). Fie n > 2. Pentru
n = p, unde p este un numar prim, devine ,/p < p, ceea ce este adevarat. In continuare
analizam cazul In care n = p®, cu a > 2, deoarece ne intereseaza numarul de divizori ai lui a.
Dac# a este un numér prim, atunci a are doi divizori. In aceastd situatie, inegalitatea (|1.2.18])
devine 2,/p® < p® + p, care este adevirati, deoarece 0 < (y/p® — 1)2 + p — 1. Daci a este un
numar compus, atunci a > 4 si notam divizorii lui a In ordine crescatoare, in modul urmator:

l=di<dy<..<ds=a,unde s=7(a) >3, d2 >2sids—1 <a—2. Este usor de dovedit ca

pa>pa—l+pa—2_‘_m+p’

unde p este un numar prim gi ¢ > 1. Observam ca printre numerele 1,2,3,...,a — 2 se gasesc si

numerele a — ds_1,a — ds_o, ...,a — do, ceea ce Inseamna ca
A i e R i =
>p i L pph 4 pB L+ pR 4 p >
> ptTh gt g gt et g popeot g e g g >
> 2(s — 1)v/p% > sv/p® = 7(a)v/p? = 79 (p?)/p?, deoarece s > 3.

Asadar, o(©) (p?) > 7(¢)(p®)\/p? pentru orice numar prim p si orice a > 1.

Prin utilizarea teoremei fundamentale a aritmeticii, pentru n > 1 avem descompunerea canonica

a lui n data astfel: n = p{'pg%...p%". Prin trecerea la produs in inegalitatea de mai sus si tinand

cont ci functiile o(®(n), 7(¢)(n) si /n sunt multiplicative, deducem inegalitatea din enunt,.
O

OBSERVATIA 1.2.10 Facand un bilant al rezultatelor de mai sus, am gasit urmatoarele margini

(e) ©(n) — -
o (n)) si anume: v(n), 7(n), 7(n)+w siv/n. Incercand o
@) (n) 2

ierarhizare a acestora, observam cd pentru n = p, unde p este un numdr prim mai mare decdt 5,

7 (n) —1

inferioare pentru raportul

rezulta T(n) < /n <y(n) =~y(n)+ . Pentrun = p® cu a > p, unde a este un numdr

€ (n) -1

5 < 7(n) < v/n. In concluzie, in afard de inegalitatea

prim, avem y(n) < vy(n) +
7€ (n) -1

5 care se pastreaza, ceilalfi doi termeni se pot intercala in functie de

v(n) < v(n) +
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1. Functii aritmetice cu e-divizori

diferite valori ale lui n. De aceea, consideram cd trebuie evidentiate fiecare dintre cele patru
a(®)(n)
7(e) (n) '

margini inferioare ale raportului

Acum vom trece la alte tipuri de inegalitati care descriu functia 0(6)(n).
Pentru a investiga problema comparatiei dintre doi termeni ce contin functia ¢(®)(n) si alte

functii aritmetice multiplicative, avem nevoie de urmatoarea lema:

LEMA 1.2.11 (Minculete [ [19], Lemma 3.7]). Pentru orice x; > 0 cu i € {1,2,...,n} are loc

inegalitatea
n n

H(1+xi+x%)+ﬁx? > ﬁ(xz—kxf)—kn(l—kx?) (1.2.19)

i=1 =1 =1 =1

FEgalitatea are loc daca st numai daca n = 1.

Demonstratie. In demonstrarea acestei inegalitati aplicim metoda inductiei matematice. Asadar,
fie propozitia

n n

p(n): (V) ne N, JJ(1 42 +27) + f[x? > f[(xz- +af) + [ +27).
=1 =1

i=1 i=1

Verificam ca propozitia p(1) este adevarata, adica
l+a+a2 422> 2 +22 +14 22,

Presupunem ca propozitia p(k) este adevarata si demonstram ca propozitia p(k+1) este adevarata.
Adica

k1 k+1 k+1 k+1
H(l + 2 +a?) + 1_[;1022 > H(SCH-J??) + H(1+x$),
i=1 i=1 i=1 =1

care este echivalenta cu inegalitatea

k k k k
T4 (H(l + x; + 2?) + H:rf - H(:EZ +27) — H(l + x?)) +

1=1 i=1 i=1 i=1

(1+ZEi+CC?)—H(1+CC?)ZO.

k k
=1 =1

k k
+2k1 (H(l + 2 +xd) — 1_[(33Z + xf)) +

i=1 =1

i
Conform principiului inductiei matematice, propozitia p(n) este adevarata pentru orice n € N*.

O
Pe de-o parte studiem problema existentei numerelor perfecte care sunt, in acelagi timp, si e-
perfecte, iar pe de alta parte studiem problema existentei numerelor perfecte care sunt, in acelasi

timp, si perfecte unitare. Pentru acest studiu utilizam rezultatul urmator:
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1.2. Suma e-divizorilor unui numar natural

PROPOZITIA 1.2.12 (Minculete [ [24], Theorem 3.8]). Pentru orice n € N* are loc urmatoarea

inegalitate:

o(n) +n > o n) +o*(n). (1.2.20)
Demonstratia I. Daci n = 1, atunci obtinem o (1) + 1 =2 = ¢(©) (1) + *(1).
Fie d un divizor unitar al lui n > 1 care este si divizor exponential al lui n, adica avem (d, g =1
si v(d) = y(n). Din faptul ca (d, %) = 1, rezulta ('y(d),'y (%)) =1 gi, cum ~v(d) = v(n), de-

n

n
ducem ('y(n),'y (E)) =1, adica vy <d) = 1. Aceasta implica d = n.
Prin urmare, pentru orice n > 1, multimea divizorilor unitari ai lui n si multimea divizorilor
exponentiali ai lui n 1l au in comun doar pe n, deci rezulta inegalitatea (|1.2.20)).

Demonstratia II. Daci n = 1, atunci obtinem o(1) + 1 = 2 = ¢()(1) + o*(1).

Cum n se descompune in puteri de numere prime pentru n > 1, studiem ce se Intampla cu
aceasta inegalitate pentru diferite forme de descompunere ale lui n. Ca urmare, va trebui sa
studiem relatia pe mai multe cazuri, si anume:

Cazul I. Dacd n = pipd..p2, atunci o(n) = [[/_,(1 + pi + p?), 0©(n) = [T_,(pi + p?) si
o*(n) = [Ii—; (1 + p?), ceea ce inseamnd ca inegalitatea este echivalenta cu inegalitatea

r

T +pi+0D) + 07 = [ [ +90) + (0 + 9D

i=1 i=1 i=1 i=1
Aceasta este adevarata datoritd utilizarii inegalitatii (1.2.19)) pentru n = r si x; = p;.
Cazul II. Daci ay, # 2, (V) k=1, r, atunci

n n n n n n n

P1 ’ D2 Y pr’p1p27 o DiDj T Pz‘pjpk’ o pip2...pr

sunt divizori neexponentiali ai lui n. Acestia sunt in numar de 2" — 1, iar suma lor ¥ (n) — n.

Ca urmare, avem

on)=>Y d+ > d=c9n)+ > d>n)+yn)-n

dlen  dieyn di(eyn

Dar ¢(n) > o*(n) pentru orice n € N*, deci
o(n) > o' (n) + o*(n) —n, adicd o(n) +n > o (n) + o*(n).

Cazul ITI. Daca exista cel putin un a;, # 2 si cel putin un a; = 2 pentru j,k € {1,2, ..., r}, atunci,
fara a micsora generalitatea, renumerotam factorii primi din descompunerea lui n gi obtinem

_ 2,2 2 Gstl :
N = PIP3---PsP i Py CU Ast1, Ast2,.mes O 7 2.
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1. Functii aritmetice cu e-divizori
Prin urmare, scriem n = ny - ng, unde ny = pip3..p2 si ng = poii..pir, ceea ce inseamnd ci
(n1,n2) = 1. Demonstratia propozitiei este incheiata aplicand propozitia 1.1.5 pentru functiile
f=0c,g=1Id h=0c siqg=oc"
O

PROPOZITIA 1.2.13 Nu exista numere perfecte care sa fie e-perfecte, iar 6 este singurul

numar care este in acelagi timp perfect si perfect unitar.

Demonstrafie. Presupunem prin absurd ca existd numere perfecte care sa fie e-perfecte, adica
o(n) = 0¥ (n) = 2n. Prin aplicarea inegalitatii (1.2:20), o(n) +n > ¥ (n) + 0*(n), rezulti
n > o*(n), care este o contradictie, deoarece 0*(n) > n + 1. Asgadar, nu exista numere perfecte
care sa fie e-perfecte.

Presupunem ca exista numere perfecte care sa fie perfecte unitare, adica o(n) = o*(n) = 2n.
Aplicand inegalitatea (1.2:20)), rezultd n > o(©(n). Inss (9 (n) > n, deci avem (9 (n) = n,
ceea ce Inseamna ca n este liber de patrate. Aratam ca singurul numar perfect liber de patrate
este numarul 6.

Fie n = pip2...pr cup1 < p2 < ... < p,. Cum n este un numar perfect, avem o(n) = 2n si rezulta
relatia

(p1+1)(p2 + 1) (pr + 1) = 2p1p2...pr (1.2.21)

Daca n este un numar impar, atunci numerele p1, ps, ..., p, sunt impare, iar numerele p1 + 1, ps +
1,...,pr + 1 sunt pare. Prin urmare, 2" = 2, adica » = 1, de unde obtinem relatia p; + 1 = 2py,
care este falsa. Aceasta implica faptul ca n este un numar par.
Fie n = 2p9..p, cu 2 < py < ... < p,. Relatia (1.2.21) devine 3(p2 + 1)...(p, + 1) = 4pa...p,,
adica 3|pa...pr, deci po = 3. Asadar, relatia (1.2.21) se rescrie astfel: (p3+1)...(pr +1) = p3...pr.
Aceasta este falsa daca r > 3, deoarece membrul din stanga este strict mai mare decat cel din
dreapta. In concluzie, 6 este singurul numar care este in acelasi timp perfect si perfect unitar.
O
In inegalitatea reducem influenta lui n asupra termenului din stanga al inegalitatii si

dovedim rezultatul urmator:

PROPOZITIA 1.2.14 (Minculete [ [18], Theorem 2.6]). Pentru orice numar natural n > 1,

n # p?, unde p este un numdr prim, are loc inegalitatea
o(n) +1 >0 (n) +7(n). (1.2.22)

Demonstratie. Pentru n = 1 obtinem o(1) +1 =2 = ¢(®)(1) 4+ 7(1).
Daca w(n) = 1, atunci n = p® cu a > 1 si deducem ca relatia (|1.2.22)) devine egalitate pentru
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1.2. Suma e-divizorilor unui numar natural

a = 1, falsa pentru a = 2 si adevarata pentru orice a > 3. Fie n > 1 §i w(n) > 2. Pentru a

demonstra inegalitatea de mai sus, trebuie sa analizam mai multe cazuri, i anume:
T T

Cazul 1. Dacd n = pip2...p? (r > 2), atunci o(n) = H(l +pi+p?), o (n) = l_I(pZ +p?) s
i=1 i=1
7(n) = 3". Aceasta Inseamna ca inegalitatea ((1.2.22)) este adevarata cu inegalitatea

r

s
[T +pi+p)) +1 > [[(i+07) +3".
i=1 i=1
Prin utilizarea lemei 1.2.11 pentru n = r si x; = p;, avem
T T T T
[T +pi+0D) + 07 >[I +97) + T+ D)
i=1 i=1 i=1 i=1
T T
Dar H(l +p?) > 5" — 4"+ Hp?, iar 5" — 4" > 3" — 1, pentru r > 2. Astfel, inegalitatea din
enunfgielste adevarata. =
Cazul II. Daca exista ay > 3, atunci (ax — 1) { ag. Prin urmare, oricare ar fi j € {1,...,7} \ {k},
numarul

n a1—i1  as—io ap—1—ig—1 _ap—1 Gp1—ik41 ar—ir

=P Do - Pr_1 "Dy "Driq oDy

i1 i ip—1 g1 i
Dy "Dy - Pp_q Pk DPryq - Dr

nu este divizor exponential al lui n pentru orice i; = 0, a;.
7(n)

ap + 1

Avem

divizori neexponentiali de acest tip, iar suma tuturor acestor divizori neexponentiali

ap—1 n
by 0\ ~ay |-
Dy,
Prin urmare, deducem relatia

o)=Y d+ Y d=ocm)+ 3 d> o n) +pPlo <p”k> > o) (n) + — 4 pi,

dien  dieyn di(eyn

este

Utilizand inegalitatea lui Sierpinski, 2v/n > 7(n), avem

o(n) > o' (n) + pﬁ +pEt > cn)+2v/n—1>
k

> 0@ (n) 4+ 7(n) — 1.

Cazul III. Daca exista cel putin un a; = 1, cel putin un a; = 2 si cel putin un ap > 3,
unde 4,7,k € {1,2,...,r}, atunci, fara a micgora generalitatea, renumerotam factorii primi din

descompunerea lui n si obtinem

2 9 2 . :
n = p1p2...psps+1ps+2...ptp?i+11...p? yeul <s<t<rsiagt, o, .. > 3.
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1. Functii aritmetice cu e-divizori
Prin urmare, scriem n = ny - ng - n3, unde ny = p1p2...ps, N2 = PipP3...p5 §i n3 = pyit.pi, ceea
ce inseamni ci (ni,np,n3) = 1. Aplicand propozitia 1.1.5 pentru f = o, g = 1, h = ¢(®) si
q = 7, demonstratia acestei propozitii este incheiata.
O

1.3 Despre functia ¢

J. Sandor introduce in lucrarea [43] functia ¢(®)(n) care aratd numirul de divizori d ai lui n,

astfel Incat d si n sunt coprime exponential. Astfel, doua numere naturale n, m > 1 au divizori

exponentiali comuni daca si numai dacé au aceiasi factori primi in descompunere, iar pentru
T T

n= Hp?l, m = Hpil, cu a;,b; > 1 (i = 1,r), cel mai mare divizor exponential comun al lui

=1 i=1
n g1 m este

g a;,b;
(nv m)(e) = sz( )
i=1

Prin conventie, (1,1)() = 1, iar (1,m)() nu exista pentru m > 1.

Douéa numere naturale n,m > 1 sunt numite coprime exponential daca au aceiasi factori primi in
descompunere si (a;,b;) = 1 pentru orice i = 1,7. In acest caz, avem (n,m)(e) = v(n) = v(m).
Prin conventie, 1 si 1 sunt considerate coprime exponential, iar 1 i m > 1 nu sunt coprime
exponential.

T
Este ugor de aritat ci o(©) (n) este o functie multiplicativa si pentru n = H p;t > 1 avem
i=1

¢ (n) =[] ela), (1.3.1)
=1

unde ¢ este indicatorul lui Euler. Aceste notiuni au fost tratate si de L. Téth in lucrarea [60].

J. Sédndor arata in lucrarea [43| ca

In ¢ (n)Inlnn _In4

li 1.3.2
oo P Inn 5 ( )
De asemenea, demonstreazi cateva inegalititi in legaturs cu functiile o(¢)(n) si 7(¢)(n).
Printre acestea, avem urmatoarele:
a) daca n = p{*py?...p% > 1, atunci
o)) >ar-ag - ... ap; (1.3.3)

b) daca a; sunt impare pentru orice i € {1,...,7}, atunci avem inegalitatea

() n) > o(ar) - o(az) - ... o(ar); (1.3.4)
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1.3. Despre functia ¢(¢)

c) daca toti exponentii a; > 3 sunt impari, atunci
()T (n) > 1(n). (1.3.5)

Reamintim ca indicatorul unitar, care este similar cu indicatorul lui Euler, a fost introdus de K.

Nageswara Rao, in [34], in modul urmaétor:
©*(n) = card{l <k <nl|(k,n). =1},

unde (k,n), este cel mai mare divizor al lui k ce este divizor unitar al lui n. Aceasta functie se

dovedeste a fi multiplicativa si este exprimata astfel: p*(1) =1 si

¢*(n) = (p' = D(p* = 1)-(p7” = 1)
pentru n = p{'pg*..ptr > 1.
Este usor de observat ca pentru n > 1 avem inegalitatea
©*(n) > p(n) > o' (n). (1.3.6)

Aceasta inegalitate ne-a determinat sa analizam cat de mare este functia ¢*(n) in comparatie

cu suma dintre functiile p(n) si ¢()(n). Ca urmare, am obtinut urmatoarea propozitie:

PROPOZITIA 1.3.1 Pentru orice n > 1, are loc inegalitatea
o'(n) +1 2 ¢ n) + p(n). (13.7)
FEgalitatea are loc pentru n =1 si pentru n = p, unde p este un numar prim.

Demonstratie. Pentru n = 1, avem egalitate in relatia . Pentru n = p, unde p este un
numar prim, avem ¢*(p) +1 =p = S (p) + ¢(p), deci obtinem din nou egalitate. In cazul
n = p® cu a > 2, avem inegalitatea

©*(pY)+1 = p® > p(a)+p*—p®~t = o (p?)+(p?), care este adevirati, deoarece p®~1 > a—1 >
¢(a) pentru orice a > 2. Aplicand propozitia 1.1.5 pentru functiile f = ¢*,g = 1,h = () si

q = ¢ demonstratia propozitiei este incheiata.

O

PROPOZITIA 1.3.2 Ezxista relatiile urmdtoare:

* 1> o S 1.3.
p*(n) +1>¢9(n) + 5 50mInn (1.3.8)
pentru orice n > 31, n # 42 gi n # 210, iar
*(n) — ¢ (n)]Inl

lim inf (£ =@ ()] Inlnn (1.3.9)

n—o0 n
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1. Functii aritmetice cu e-divizori

Demonstratie. Utilizdm un rezultat al lui A. Ivi¢ din lucrarea [13, Lemma 3|, care arata ca

Ll < 2,59Inlnn pentru n > 31, n # 42 si n # 210. Cum ERLE P ezulta

p— p(n) p—1
pln pln

n
——— pentru n > 31, n # 42 ¢i n # 210. Combinand aceasta
2,59Inlnn
inegalitate cu inegalitatea ([1.3.7)), deducem inegalitatea (|1.3.8) pentrun > 31, n # 42 gin # 210.

Inl
Aplicand un rezultat al lui E. Landau din lucrarea [51], lim inf ¢(n)Inlnn
n—

seama de inegalitatea ([1.3.7)), obtinem relatia ((1.3.9).

inegalitatea ¢(n) >

= e 7, gi tindnd

]

PROPOZITIA 1.3.3 Pentru orice n > 2, are loc inegalitatea

7(n) > ¢ (n) + 7 (n). (1.3.10)

a

Egalitatea are loc pentrun =p, n = p* sin = p®, unde p si a sunt numere prime.

Demonstratie. Pentru n = p, unde p este un numar prim, avem egalitate in relatia ((1.3.10]). Fie
n descompus canonic astfel: n = p{'pg%..p% > 1. Pentru n = p®, inegalitatea devine
7(p®) > @ (p®) + 7 (p?), adicd a+1 > p(a) 4+ 7(a) pentru a > 1, aceasta fiind o inegalitate ce
apare in lucrarea [50]. Prin urmare, folosind faptul ca functiile 7, go(e) si 7(9) sunt multiplicative,

avem

7(n) = [[70") = [T 0" + 790 = [T 0" + [ 790" = 9 () + 79 ().

pln pln pln pln

In relatia a+1 > ¢(a)+7(a), avem egalitate pentru a = 1, a = 4 si atunci cand a este un numir
prim. Aceasta implica faptul ca, in relatia , egalitatea are loc pentru n = p, n = p? si
n = p%, unde p si a sunt numere prime.

O
Pentru a determina ordinul maximal al unor functii aritmetice care se afla in atentia noastra,

vom utiliza un rezultat general, pe care il expunem mai jos.

TEOREMA 1.3.4 (D. Surynarayana si R. Sita Rama Chandra Rao [57]). Fie F' o functie
multiplicativa cu F(p®) = f(a) pentru orice putere prima p®, unde f este o functie pozitiva
pentru care avem f(n) = O(nP), unde B este un numdr fizat. Atunci

InF(n)lnlnn In f(m)

lim sup ———— =sup ——. (1.3.11)
n—00 Inn m m
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1.3. Despre functia ¢(¢)

Pe langa descrierile functiei go(e), date mai sus cu ajutorul inegalitatilor, J. Sandor prezinta

in [43] o descriere a functiei ©(©) | calculand ordinul maximal al acestei functii in modul urméator:

(e) .
lim sup Inp'®(n)Inlnn _ lni4
n—00 Inn )

daci in loc de functia ¢(¢) avem compunerea de functii fo¢(®), unde f este o functie aritmetica

In continuare, cercetdm cum se modificd ordinul maximal

multiplicativa. Cum functia f trebuie sa aiba o anumita forma, am ales functiile ¢ si ¢,

obtinand propozitia urmatoare:
PROPOZITIA 1.3.5 Ezistd relatiile urmdatoare:

Ing(e©(n))lnlnn  In2

li - 1.3.12
nl—>ngosup lnn 5 ( )
St
In ©* (0 (n))Inl 1
lim 7" (0) Inlnn  In3 (1.3.13)
n—oo lnn 5

Demonstratie. Daca f gi g sunt doua functii aritmetice multiplicative cu Imf C N* atunci go f
este o functie aritmeticd multiplicativi. Prin urmare, datorita faptului ci Imp(®) C N*| rezult
ca functia @ o go(e) este multiplicativa.

Fie F(n) = ¢(p(n). [a) = p(p(@)) i Lom) = "I Gum g(n) > vt pentru orice
n # 2,6 (vezi e.g. [50]), rezulta ca n — 1 > ¢(p(n)) Tg /n pentru orice p(n) # 2,6, deci

¢(p(n)) = O(n?) unde B > % este un numdr fixat. Prin urmare, aplicim teorema 1.3.4, ceea ce

Inseamna ca
1 ©(n))Inl 1
s L) nlnn i p(o(m)
n—00 Inn m m

Dandu-i lui m valori de la 1 la 23, obtinem urmatoarele:

L(1) = L(2) = L(3) = L(4) = L(6) = 0, L(5) = 1% ~ 0,138, L(7) = 11172, L(8) = 1%2
1112L1 1112[/11:ln4L12 lr12L1 ln4L14:h172

ii1)5) ?“ ;((1)()3) —119174 ;(1)7) —1111178 ;(1;) —11%76 2(2) —11%76 2(2)0) —1@

N SN S e )
L(21) = ETR , L(22) = 5 si L(23) = BT Deoarece functia e este descrescatoare pentru
m > 24, rezulta L(m) < lnﬁm < In 24 ~ 0,133. Comparand valorile respective, observam ca
ID?Q ~ 0, 138 este cea mai mare, deci obtinem relatia .
Acum alegem F(n) = ¢* (¢ (n)), f(n) = ¢*(¢(n)), L(m) = In J;:Lm) La fel ca mai sus avem

sirul de inegalitati n — 1 > ¢*(¢p(n)) > p(p(n)) > /¢(n) > ¥n pentru orice p(n) # 2,6, deci
©(p(n)) = O(nP), unde B > 0 este un numar fixat. Ne situam din nou in conditiile teoremei
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1. Functii aritmetice cu e-divizori

1.3.4, ceea ce inseamna ca obtinem relatia

In o* (e Inl In o*
lim sup n*(p'“(n))Inlnn — sup n (w(m))
n—oo Inn m m

Atribuindu-i lui m valori de la 1 la 10, deducem urmaéatoarele:

In3 In2 In3
L(1) = L(2) = L(3) = L(4) = L(6) = 0, L(5) = n? ~ 0,219, L(7) = n7 L(8) = %,
In 3 |
L9) = ne si L(10) = % Dar functia D ste descrescitoare pentru m > 11; rezulta
m

| In11 In3
Lim) < -2 < % ~ 0,218. Analizand valorile respective, observim ci L(5) = % ~ 0,219

m,

este cea mai mare dintre valori, deci obtinem relatia (|1.3.13)).
O

1.4 Inegalitati in care intervine functia al(f)

Consideram functia aritmetica o*,(:) (n) care reprezinta suma divizorilor exponentiali ai lui n la
exponent k, (V) k € N, adica

o (n) =Y d~. (1.4.1)

d|(e)n
Se observa ca aceasta este o functie aritmetica multiplicativa si, pentru k£ = 1, obtinem a§e) (n) =
o(®)(n), iar pentru k = 0 avem 0'((]6) (n) =74 (n).
S. Sivaramakrishnan si C. S. Venkataraman arata ca (vezi e.g. [ [42], p. 105; |48|, p. 86])

mga(”)

k
7(n)

pentru orice n > 1 ¢i k > 0. J. Sdndor si L. T6th in lucrarea [48|] studiaza acelasi tip de

inegalitate pentru divizorii unitari, stabilind inegalitatea

mga(”)

k
7*(n)

pentru orice n > 1 gi k > 0.
Dupa modelul inegalitatilor de mai sus, a aparut ideea studierii aceluiasi tip de inegalitate pentru

divizorii exponentiali. Ca urmare, am obtinut urméatoarea propozitie:

PROPOZITIA 1.4.1 Pentru orice n > 1 gi k > 0 are loc urmdtoarea inegalitate

(e)
Vb < %) (1.4.2)

7 (n

~—
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1.4. Inegalitati In care intervine functia U,(Ce)

Demonstratie. In cazul in care n = 1 sau k = 0, obtinem egalitate in relatia . Fien > 2
si K > 1. Pentru n = p, unde p este un numar prim, inegalitatea devine \/ﬁ < pF,
ceea ce este adevirat. In continuare, analizam cazul in care n = p®, cu a > 2, deoarece ne
intereseaza numarul de divizori ai lui a. Daca a este un numar prim, atunci a are doar doi
divizori. In aceastd situatie, inegalitatea devine 2\/]% < pFe 4 pF . care este adevirata,
deoarece 0 < (\/]% — 1)2 +p* — 1. Daci a este un numir compus, atunci ¢ > 4 si notdm
divizorii lui a In ordine crescatoare, in modul urmator: 1 =d; < ds < ... < ds_1 < ds = a, unde
s=17(a) >3,dy >2sids_1 <a—2. Se demonstreazi usor ci p® > p*~ L +p?~ 2+ ... +p, de unde
deducem inegalitatea p*e > pFla—1) 4 pkla=2) L 4 yk deocarece k > 1. Observim ci printre

numerele 1,2, 3, ...,a — 2 se gasesc si numerele a — ds_1,a — ds_2, ..., a — ds, ceea ce Inseamna ca
O_I(ce)(pa) — pha g phds-1 | phds—2 4 pkda 4 ks

> phla=1) 4 pe=2) gk pkdeoy o kde L kde ks

> phla=l) 4 phla—da) 4 4 ph(a—dsoz) 4 ph(a—dsoa) 4 gk | phdsr 4 phdsz 4 pkdy 4 ok >

> 2(s — 1)v/pha > sy/pke = 7(a)v/pke = 79 (p?)\/pFe, deoarece s > 3.

Asadar ¢(®)(p®) > 7(9)(p®)/pka, pentru orice numér prim p si pentru orice a > 1.
Descompunandu-1 canonic pe n > 1, avem n = p{'p3*...p%". Prin trecere la produs dupa toate
numerele prime din descompunerea lui n in inegalitatea de mai sus si tinand cont ca functiile
a®(n), 7 (n) si \/n sunt multiplicative, deducem inegalitatea din enunt,.

O

@

7(e) (n)

PROPOZITIA 1.4.2 (Minculete | |28, Theorem 3]). Pentru orice numere naturale n > 1,

k>12>1, au loc inegalitatile urmatoare:

Studiind o alta margine inferioara pentru raportul , am obtinut rezultatul urmator:

019 (n) - 019 (n) < 7 (n)o\,(n), (1.4.3)

(e) . k—1
o’ (n) > (0( )(n)> > 7=l (n) (1.4.4)

al(e) (n) (€ (n)
st
b < ok ()
*(n) < T (1.4.5)



1. Functii aritmetice cu e-divizori

Demonstratie. Pentru n = 1, obtinem egalitate in toate relatiile de mai sus.
Fie n = p{'p52...p% > 1. Prin aplicarea inegalitatii lui Cebisev pentru sisteme orientate la fel,

deducem inegalitatea
oy (n) -0 )= 3" d" - 3 d <7 Om) Y d*H =79 )0l (n),
dieyn den dieyn

adica

O'](Ce) (n) - O‘l(e) (n) < (€ (n)al(i)l(n)

In continuare, utilizim din lucrarea [3] inegalitatea

ﬁ+¢é+”“+aﬁ><ay+@4<”+an
- n

k—l1
, (V) a1, a,...,an > 05i (V) k,l € Ncuk > L.
a +ah+ .. +dl, ) (V) a1, az, ... an > 051 (V) cu

Prin inlocuirea termenilor ai, ag, ... cu divizorii exponentiali ai lui n, obtinem inegalitatea

S (T

dl(eyn d\(e)n
Sod | 0
d\(e)n

care este echivalenta cu inegalitatea

o\ Dn) ~ \ 79 n)
(@) (©) @)\
Am aratat in inegalitatea (1.2.11) ca 72 (n) > 7(n) si, cum 7 (n) > ) , deducem
@ (n) o)~ \ ")
inegalitatea urmatoare:
‘71(:)(”) k-1
G
o, (n)
In aceasta, luand | = 0, deducem inegalitatea (T.4.5).
O
Daca, pe de-o parte, minoram divizorii exponentiali ai lui n, iar pe de altd parte majoram

(e)

divizorii exponentiali ai lui n, atunci, referitor la functia o, obtinem urmatoarele rezultate:

PROPOZITIA 1.4.3 (Minculete [ [19], Theorem 2.1]). Pentru orice n > 1 si orice intreg

k > 0 are loc urmdatoarea inegalitate
o\ (n) > A m)[1F + 28 + .+ (7O (n))"). (1.4.6)
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1.4. Inegalitati In care intervine functia U,(Ce)

Demonstratie. Pentru n = 1, avem egalitate in relatia .

Daca n > 1, atunci agezam divizorii exponentiali ai lui n In ordine crescatoare. Cel mai mic
divizor exponential al lui n = p{*p52...p% > 1 este pipa...pr = y(n). Al doilea divizor exponential
este cel putin 2pips...p, = 2y(n). Daca di,ds, ..., ds sunt divizorii exponentiali ai lui n, atunci
este ugor de vazut ca d; > (n)-i pentru toti i = 1, s. Ultima inegalitate este, de fapt, inegalitatea

n > ~(n) - 7(9)(n), care este adeviratd pentru orice n > 1. Prin urmare, avem

o) = 3 d* =75 n) + (2-9(n)F + B-1(n)F + oo 4 (s-y(n)F =
d|(e)n

=7k (n)(1F + 28 + . 4+ 5M).
Asadar, deducem inegalitatea
o\ (n) > F(n)(1F + 2% + ..+ 55,
unde s = 78 (n).

OBSERVATIA 1.4.4 In propozitia 1.4.3, egalitatea are loc atunci cind n = y(n) - 79 (n).
Aceasta implica egalitatea pentru n = 1, n = p1pa...py si n = 4pa...p, (pi # 2), unde p; este un

numar prim, pentru orice 1 < i <.

PROPOZITIA 1.4.5 Pentru orice n > 1, au loc urmdtoarele inegalitafi:

c@(n) <n+nnr®(n) < nr®(n) (1.4.7)
§1
o\ (n) < nF¢(k), k> 1. (1.4.8)

Demonstratie. Pentru n = 1, relatile (1.4.7) si (1.4.8) sunt adevarate.

Daca n > 1, atunci cel mai mic divizor exponential al lui n = p{*p52...p%" > 1 este pip2...pr =
~v(n). In continuare aproximam divizorii exponentiali ai lui n cu valori apropiate, dar mai
mari. Daca cel mai mare divizor exponential al lui n este n, urmatorul divizor exponential in

o n . o .. ..
sens descrescator este cel mult 3 Prin urmare, daca y(n) = di,ds,...,ds = n sunt divizorii

n
exponentiali ai lui n, atunci este usor de vazut ca d; < — pentru toti ¢ = 1, s, unde s = 7€) (n).
J

Asadar, avem

n o n n 1 1 1
a(e)(n):ds—i-ds1+dsz+...—|—d1§n—|——|—+...—|—S:n<1++—|—...—i—s> <

2 3 2 3
<n(l+1Ins) =n1+In7(n)),
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1. Functii aritmetice cu e-divizori

deci obtinem prima parte a inegalitatii (1.4.7)). Prin utilizarea inegalitatii 1 + Inx < z, pentru
orice x > 0, rezulta gi partea a doua a inegalitatii (1.4.7)).

Pentru k£ > 1, avem relatia

o) =df +dh o+ dh b df <t (@y + (E)k bt (E)k =

2 3 s
1 1 1
=nk <1+2k+3k+...+8k> < nf¢(k),
1
care este adevarata, deoarece functia zeta a lui Riemann este data de 1 + — + — + ... = ((k).

2k 3k
Astfel, relatia (1.4.8) este adevarata si demonstratia se incheie.

O
In inegalitatea (|1.4.8) avem o margine superioara pentru functia O',(:). Mai jos, prezentam un

rezultat ce arata o margine inferioara pentru aceasta functie.

PROPOZITIA 1.4.6 (Minculete [19], Corollary 2.1, Corollary 2.2). Pentru orice n > 1 gi

k > 2, exista inegalitatile urmatoare:

§t
a©(n € (n
@ En; > 7(n) - (2) Lo, (1.4.10)

Demonstratie. Aplicam inegalitatea lui Cauchy in modul urmator:

1 1 1 k k k 2
<1k+2k+”'+sk> (1% + 28 + ...+ 5%) > 57,

1 1 1 1 1 1
C(k):ﬁ+ﬁ+"'+s7+"'>17+27+"'+37'
2 O
Asadar, obtinem inegalitatea 1% 4+ 2% 4+ .. 4+ s > =
¢(k) ¢(k)

Utilizadnd propozitia 1.4.4 si inegalitatea de mai sus, deducem inegalitatea ([1.4.9)).
Pentru a demonstra relatia (1.4.10]), luam k = 1 in propozitia 1.4.4 si avem

s(s 7 () () (n
a®(n) > y(n)(1+2+ ...+ s) =(n) - ( ;Uzv(n)- (n)( 5 ( )+1),
deci
o(®)(n) S 7 (n) +1
@) (n) ~ () 2



1.4. Inegalitati In care intervine functia U,(Ce)

Dar 7(¢)(n) > 1, ceea ce inseamni c&

Astfel, demonstratia este completa.

OBSERVATIA 1.4.7 Din faptul cd (9 (n) — 1)(y(n) — 1) > 0, rezultd 7()(n)y(n) +1 >

7 (n) + v(n), adicd 79 (n)y(n) + v(n) > 7 (n) + 2y(n) — 1, ceea ce este echivalent cu

(e) 1 ©(n) =1
(r (n);— () > v(n)ﬂ—&. Prin aceasta comparare, dovedim cd inegalitatea (1.4.10)
este o rafinare a inegalitatii (1.2.17).
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CAPITOLUL 2

Functii aritmetice cu e-divizori

unitari

Scopul acestui capitol este de a studia functiile aritmetice definite prin e-divizorii unitari. In
clasa divizorilor unui numaér n a fost indentificata o altd subclasa de divizori ai lui n, de catre R.
Vaidyanathaswamy in [65] si de E. Cohen in [4], si anume, subclasa divizorilor unitari. Multimea
divizorilor exponentiali ai unui numar natural n a fost construitd cu ajutorul divizibilitatii
exponentilor numerelor prime ce apar in descompunerea canonica a lui n. In mod similar, apare
naturala constructia unei submultimi a multimii divizorilor exponentiali utilizand divizibilitatea
unitara a exponentilor. Ca urmare, in lucrarea [30] am definit e-divizorul unitar.

Mentionam faptul ca o referire la convolutia exponentiala unitara a fost facuta de M. V. Sub-
barao in lucrarea [55], dar fard o analiza detaliata a functiilor descrise cu ajutorul e-divizorilor
unitari, adici 7(9*(n) — numérul e-divizorilor unitari ai lui n gi ¢(9*(n) — suma e-divizorilor uni-
tari ai lui n. Observam ca multimea e-divizorilor unitari ai unui numar natural n este inclusa
in multimea e-divizorilor lui n.

Printre rezultatele obtinute, enumeram calcularea ordinului maximal gi comportarile asimp-
totice ale functiilor 7(€)*(n) si o(®)*(n).

Tot in acest capitol am introdus notiunea de numere e-unitare perfecte. Am demonstrat
urmatoarele doud proprietati: exista o infinitate de numere e-unitare perfecte si nu exista numere
impare care si fie e-unitare perfecte. O probleméa deschisd la acest capitol ramane studierea
existentei unui numar e-unitar perfect nedivizibil cu 3.

Analiza numerelor e-unitare perfecte a fost aprofundata prin utilizarea programului Maple
pentru a stabili care este primul numér e-perfect care nu este e-unitar perfect, obtinand astfel
numarul 17424 = 24 .32 . 112,



2. Functii aritmetice cu e-divizori unitari

Rezultatele mentionate in al doilea capitol sunt, cele mai multe dintre ele, extrase din
lucrarile: [18] N. Minculete, “Concerning some aritmetic functions which use exponential divi-
sors”, Acta Universitatis Apulensis Mathematics-Informatics; [19] N. Minculete, “Some inequal-
ities about certain arithmetic functions”, Annals of the University of Craiova, Mathematics and
Computer Science Series; |28] N. Minculete si P. Dicu, “Certain aspects of some arithmetic
functions in number theory”, General Mathematics; [30] N. Minculete si L. Téth, “Exponential
unitary divisors”, Annales Universitatis Scientiarum Budapestinensis, Sectio Computatorica.

De asemenea, In acest capitol prezentam mai intai cateva rezultate despre functiile multi-

plicative care ne vor fi utile in caracterizarea functiilor pe care le vom studia in aceasta sectiune.

TEOREMA 2.0.1 (Téth [ [62], Theorem, p. 2]). Fie f o functie aritmetica multiplicativa cu

valori complexe, asfel incat

a) f(p) = f*) = ... = fPH, f(P) = fPT) = k pentru orice numdr prim p, unde 1,k >
2, I,k eN;

b) exista constantele Cym > 0, astfel incat |f(p®)| < Ca™ pentru orice numar prim p si pentru
orice a > 1 + 2.

Atunci, pentru s € C avem

i)

Z f(n) =((s) - Ck_l(ls) -V (s), pentru Res > 1,

n=1 ne
= v(n
unde V(s) = este absolut convergenta pentru Res > ——, iar
(s) ; ns J P [+2

k—1

Mmzv@%zmszH>=0wwﬁ%2234ﬁ<]

J=0

)~
pentru a > 1 + 2,

i)
> f(n) = Cra+ a1 Ppy a(ina) + O(a"s+)
n<z
2k — 1

pentru orice € > 0, unde Py j_o este un polinom de gradul k — 2, up; = m st

Cp = H <1 +Z f(p?) —p({(pal)> '
p a=l
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TEOREMA 2.0.2 (De Koninck si Ivi¢ [7]). Fie f(n) o functie aritmetica multiplicativa, astfel
incdt, pentru orice p si a € N*, avem f(p*) = g(a), unde g(1) =1, g(a) > 1 pentru a > 2 si
lim inf g(a) > 1. Atunci avem relatia

a—r 00

2<n<zx

unde

TEOREMA 2.0.3 (Wirsing [ [41], p. 195]). Fie f o functie aritmetica multiplicativa, astfel

incat
1) f(n) >0, (V) ne N*, gi

2) pentru orice numar prim p si pentru orice a > 2 avem f(p®*) < c1¢3, cu ca < 2.

Daca pentru x — oo avem

> fp)Inp = (s +o(1))z,

p<z

unde s > 0 este o constantd, atunci pentru r — 0o avem

S 1) = (?(;) +0(1)) S0 (1 + f;p) + fgf) + ) :

n<x p<lz

unde 7y este constanta lui Euler, iar I'(s) este functia lui Euler.

TEOREMA 2.0.4 (Sandor si Téth [ [51], Theorem 2]). Fie g o functie aritmetica. Presupunem

ca
i) g are valorile naturale si g(n) > 1 pentru orice n > 1,
ii) g(n) > n pentru orice n suficient de mare (n > ng),

i11) pentru oricare numdar prim p suficient de mare (p > po), avem g(p) = p+ 1 sau g este
multiplicativa si g(p) = p pentru oricare numar prim p suficient de mare (p > pg). Atunci

Inl Inl
(g(n)Inlnn . . o)) nlngn) _ _,

. . 2
lim inf
n—oo n n—oo g(n)

unde @ este indicatorul lui Euler, iar v este constanta lui Euler.
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2. Functii aritmetice cu e-divizori unitari

TEOREMA 2.0.5 (Séndor si Téth [ [51], Theorem 5]). Fie h o functie aritmetica, astfel incdt

n < h(n) < o(n) pentru orice n suficient de mare (n > ng). Atunci

lim inf M =1,
n—oo n

unde o(n) este suma divizorilor naturali ai lui n.

TEOREMA 2.0.6 (Téth si Wirsing [ [64], Corollary 1]). Dacd pentru orice numdar prim p

1
avem relatia p(p) = sup,>q f(p*) < — si existd ey astfel incat f(p®) > 1+ —, atunci are loc
> 1 D
p
relatia
: fln) 1
nh_{glosup Inlnn ¢ ]-;[ 1= 1; P(p);

unde vy este constanta lui Euler.

1
Cu alte cuvinte, ordinul mazimal al lui f(n) este €7 <H <1 - p) p(p)) Inlnn.
p

2.1 Numarul e-divizorilor unitari ai unui numar natural

In lucrarea [30] am introdus notiunea de divizor exponential unitar sau e-divizor unitar pentru

un numar natural.

DEFINITIA 2.1.0 Fie n = p{'p52...p% descompunerea canonicd a numdrului natural n > 1.

,

. . . . . . g o b;

Se numeste divizor exponential unitar sau e-divizor unitar al lui n numdrul natural d = D,
i=1

. . . .o a; . . .
pentru care b; este un divizor unitar al lui a;, adica (bl-, b> = 1 pentru orice i = 1,r. Prin
i

conventie, 1 este un e-divizor unitar al sau.

In acest caz notdm d [(e) 7 si prin 7(€)*(n) notdm numirul e-divizorilor unitari ai lui n. Este

usor de viizut ci 7(9*(1) = 1 si ci 1 nu este e-divizor unitar al lui n > 1, iar cel mai mic e-divizor

unitar al lui n = pi'p5%..p%" > 1 este pipa...p, = y(n). De asemenea, observam ca e-divizorii

unitari ai lui n se gasesc printre divizorii exponentiali ai lui n, deci
7% (n) < 7 (n).
De exemplu, numarul n = 26 - 3% are urmatorii e-divizori:
2.3,22.3,2%.3, 20.3,
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2.1. Numarul e-divizorilor unitari ai unui numar natural

2.3% 2%.3% 2°.3% 20.32
2.3% 22.3% 23.3%4i20.3%
iar e-divizorii unitari sunt urmatorii:
2.3,22.3,2%.3, 26.3,
2.3% 22.3% 23.3%420.34
ceea ce inseamni ci 7(9*(20 . 34) = 4.2 = 8. Observim ci
2.32, 22.32 23.3%426.32

nu sunt e-divizori unitari ai lui n.

Pentru n = pi* - p3? - ... - pf > 1, avem
7O (n) = %(ar) - T (ag) - ... - 7 (ay) = 2@ (@)t Fwlar) (2.1.1)

si rezultdl cd functia aritmetics 7(¢)*(n) = Z 1 este multiplicativa.
d”(e)n
Cum functia w este aditiva, iar (a;, a;) = 1 pentru toti 1 <i < j < r, rezulta relatia

7—(6)* (n) — 2w(a1~a2~...~ar) ’

iar In general, avem
T(e)*(n) Z 2(«)(&1'&2'-“'0@)' (212)

Pentru a face o descriere a functiei 7(¢)*, luim diferite cazuri particulare pentru n. Fie n = p®

a
cu exponentul a liber de patrate. Daca d|a, atunci (d, E) =1, deci 7*(p) = 7(&)(p?). Prin
urmare, dacd n = p{* - p3? - ... - p2 > 1 cu exponentul q; liber de patrate, (V) i = 1,r, atunci

numarul e-divizorilor unitari ai lui n este egal cu numarul e-divizorilor lui n, adica
7% (n) = 1O (n). (2.1.3)
L. Téth a studiat in lucrarea [ [63], Theorem 4, p. 155] functia definita astfel:
t& (1) =1 i t0&)(n) = 2@(@) . gwla2) . 9wlar) pentru n = pft - ps2 - .- p& > 1.

Aceasta functie reprezintd numarul e-divizorilor e-liberi de patrate, adica al e-divizorilor d =
T

Hp?i pentru care b; este liber de patrate pentru orice i = 1,r.
i=1
Se observa usor ca aceastd functie este chiar T(e)*(n), deci 7(9*(n) = t(I)(n).
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2. Functii aritmetice cu e-divizori unitari

Utilizéim, pentru functia 7(¢)*(n), rezultatele lui L. T6th obtinute in lucrarea [63] pentru functia

() si deducem rezultatele pe care le-am mentionat in lucrarea [30]. Acestea sunt urmstoarele
In7©*(n) - Inl 1
nr(n) - Inn 1) o (2.1.4)

I
nl—>n<r>lo Sup Inn 2

Adica avem:
) Pentru e > 0 existd un rang N(e) € N, astfel incat 7(9)*(n) < n(lta)m2/2nlnn pentry orice

n > N(e);
b) Pentru e > 0 exist4 o infinitate de numere n, astfel incat 7()*(n) > n(l—€)n2/2Inlnn
*, am obtinut relatia

Referitor la comportarea asimptotic a functiei 7(¢)
Z % (n) = Az + Bz? + 0 <x%+€> (2.1.5)
n<x
pentru orice € > 0, unde A gi B sunt constante date in felul urmator
a—l) 2w(a _2wa 1)
A=l > = ———
a>2 p a>2
si
1 (a—1 a—2)+7"(a—3
Bi- ()H I )—rla=2)+7(@=3) ) _
p a>4 b2
1 guw(a) _ gw(a—1) _ gw(a—2) + gw(a—3)
=(|= 1
(3)I {1+ =
D a>4
Seria Dirichlet asociata functiei 7(¥*(n) este de forma
> T(e)*(n)
> = ((s) - ¢(2s) - V(s) pentru Res > 1, (2.1.6)
n=1
= v(n)
unde V(s Z este absolut convergenta pentru Res > 7, iar
ns
n=1
v(p) = v(p?) = v(p*) = 0 5i v(p®) = 2¢(@ — gwla=l) _ gw(a=2) 4 9w(a=3) pentry > 4.
Notam prin 7(®* produsul tuturor e-divizorilor unitari ai lui n
Este simplu de observat ca pentru n = p®, unde a are divizorii unitari di, do, ..., ds, avem relatia
T(E)*(pa) —ph . pde . pds = plitdatetds pa*(a).
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2.1. Numarul e-divizorilor unitari ai unui numar natural

Asadar, rezulta ca
T(e)*(n)
TE*(n) = [t*(n)] =, (2.1.7)
o*(ay) o*(ag) a*(ar)

unde t*(1) = 1 si t*(n) = p; “ -py 2 - p7 @) pentrun = pi* - p§2 - ptr > 1.

Cum divizorii exponentiali unitari ai lui n se afla printre divizorii exponentiali ai lui n care, la

randul lor, se afla printre divizorii lui n, deducem ca

9 (n) < 79(n) < 7(n). (2.18)

o*(n o(n
(n) > o(n) pentru orice n € N*. Aceasta

(
m(n) — 7(n)

J. Sandor, in lucrarea | [50|, p. 233], arata ca

inegalitate implica relatia

t(n) <t*(n) <n, (2.1.9)
o(ay) a(ag) o(ar)
unde #(1) = 1 5i t(n) = p; " -y - ... p ) este o functie aritmeticd studiata de J. Sandor

in articolul [45].

Observam ca daca n este un patrat perfect, atunci

gw(n) < T(e)*(n) < (e (n) < QQ(n)’

(2.1.10)

unde w(n) si Q(n) reprezinta numarul factorilor primi distincti ai lui n, respectiv numarul
factorilor primi distincti ai lui » impreuna cu multiplicitatile lor.

De asemenea, mai observam ca daca exponentii a1, as, ..., a, sunt numere prime, atunci avem
7(a;) = 2, (V)i = 1,r, deci numarul e-divizorilor unitari ai lui n este egal cu numarul e-divizorilor

lui n, care este egal cu numarul divizorilor unitari ai lui n, adica
7% (n) = 7 (n) = 290V = 7*(n).

In continuare prezentam cateva proprietati ale functiei aritmetice r(e)*, tinand seama de teo-

remele enuntate la inceputul celui de-al doilea capitol.
PROPOZITIA 2.1.1 Ezxistd urmatoarele relatii:

i [T(e);;gn)]r = ((s)¢? ~1(25)V(s) pentru Res > 1, (2.1.11)
n=1

o0
v(n 1
unde V(s) = Z (n) este absolut convergenta pentru Res > e war

v(p) =v(p?) =v(P*) =0 siv(p*) = (-1) <2r N 1) (2rele=2)) _ grw(a=2j=1))
>0 J
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2. Functii aritmetice cu e-divizori unitari

pentru a > 4,
S (79 ()" = Az + 22 Pyr_s(Inz) + Oz ) (2.1.12)

n<x

2r+1 -1

pentruy orice € > 0, unde Par_g este un polinom de gradul 2" — 2, u, = ] §?

rw(a) grw(a—1)
A= 11<1+§:2 2 ).

Demonstratie. In cazul f(n) = (7(9*(n))" cu r > 1, aplicim teorema 2.0.1 pentru [ = 2,k = 2"
si obtinem relatiile (2.1.11) si (2.1.12).

0

PROPOZITIA 2.1.2 Ezistd urmatoarea relatie:

Z lnT(el)*(n) B m/o (C(t) B 7T62> dt + 0 <$% In3 x) ’ (2.1.13)

2<n<x —o©

unde

C( H <1 N Z 2tw a) 2tw(a 1)) .

Demonstratie. Considerim functia f(n) = 7(9*(n), ceea ce implicd relatia f(p®) = 7(&*(p®) =
7(a) = 29 > 1 pentru orice @ > 2. Dar 7%(1) = 1 gi lim inf 2% > 1.

a—r0o0

Prin urmare, conditiile din teorema 2.0.2 sunt indeplinite, deci obtinem relatia (2.1.13)).

PROPOZITIA 2.1.3 Pentru x — oo, avem

Nz x 7_(e)* 7_(e)>|< 2
ZT(e — (F(s) +0(1)> 0 H <1 + (p) + 2(p ) + ) . (2.1.14)

p<z

Demonstratie. Este usor de vizut ci 7(¢*(n) > 0, (V) n € N*, iar
rO (") = 7*(a) = 20,

Prin utilizarea relatiei 7(n) < 2y/n (vezi e.g. [38, p. 52]), rezulti ci 7(9*(p*) < 2y/a. Se arati
usor ca exista constantele ¢; si ca, astfel incat 2v/a < ¢1¢§ cu ca < 2. Alegem ¢ =251 a3 = %
Prin intrebuintarea inegalitatii lui Bernoulli, avem

3 2a 1 2a
<2> :<1+2> >1+a>a,
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2.2. Suma e-divizorilor unitari ai unui numar natural
3 a
- . 0 . . IV e 1
adica <2> > y/a, deci 2y/a < c¢1¢§. Prin urmare, avem indeplinita si a doua conditie din
teorema 2.0.3. Mai trebuie sa aratam ca pentru x — oo avem

SO p) np = (s + o(1)e,

p<z

unde s > 0 este o constanta.
Asadar Z 7% (p)Inp = Z Inp=1In H p. Din lema lui Finsler (vezi e.g. [ [38], p. 76]), avem

p<x p<z p<x
H p < 4%, deci In H p < xln4. Cu alte cuvinte, rezulta ca
p prim p prim
p<z p<z

Z 7O (p)Inp = (s + o(1))x.

p<z

In concluzie, conditiile din teorema 2.0.3 sunt indeplinite, deci aceasta demonstreaza relatia
(2.1.14).
O

2.2 Suma e-divizorilor unitari ai unui numar natural

Anterior am introdus notiunea de divizor exponential unitar sau e-divizor unitar. Notam prin
a(e)*(n) suma e-divizorilor unitari ai lui n. Prin conventie, 1 este un e-divizor unitar al sau, deci
o(®*(1) = 1. Observam ci e-divizorii unitari ai lui n se giisesc printre divizorii exponentiali ai
lui n, deci

o (n) < ol (n). (2.2.1)
De exemplu, numarul n = 26 - 3% are urmatorii e-divizori:
2.3,2%.3,2%.3, 20.3,
2.32 922.32 23.32 206.32
2.3% 22.3% 23.3% 4 26.34
iar e-divizorii unitari sunt urmatorii:
2.3,22.3,2%.3, 2%.3,
2.3% 22.3% 23.3%4 26.34

ceea ce inseamnd ci o(®*(20 . 3%) = (2 4+ 22 + 23 + 20)(3 + 3%) = 6552.
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2. Functii aritmetice cu e-divizori unitari

Studiind sumele diferitelor tipuri de divizori ai unui numar natural, analizati pana acum in

lucrare, observam ca

" (n) < ol (n) < o(n) (2.2.2)

pentru orice n € N*. Este ugor de observat ca pentru urmatoarea descompunere canonica a lui

n, n=p{*-py?-...-pi > 1, obtinem

r

o) =T | D _»f | (2.2.3)

i=1 \d]a;

care aratd ci functia aritmeticd o(©*(n) = Z d este multiplicativa.
dll(eyn
De asemenea, observam ca daca n este liber de patrate, atunci 0(6)*(n) =n.
In continuare, studiem cazul in care n este o putere a unui numar prim pentru ca ulterior,
folosind multiplicativitatea, si descriem proprietitile functiei o(®)* pentru orice numér natural.
Fie n = p® cu exponentul a liber de patrate. Daca d|a, atunci (d, %) =1, deci toti divizorii
lui @ sunt divizori unitari ai lui a. Prin urmare, o(9*(p?) = o(¢)(p?), ceea ce inseamni ¢ pentru

n=pi*-py? - ... plr > 1, cu toti exponentii a; liberi de patrate, obtinem egalitatea
o (n) = ol (n). (2.2.4)

Asadar, suma e-divizorilor unitari ai lui n este aceeasi cu suma e-divizorilor lui n.

In mod similar cu notiunea de numar perfect, descrisa anterior, definim numarul e-unitar
perfect drept un numar natural n pentru care U(e)*(n) = 2n.

In cele ce urmeaza, cercetam cateva dintre aspectele referitoare la numerele e-unitare perfecte.
Este usor de sesizat ca daca m este un numar liber de patrate si n este un numar e-unitar perfect,
astfel incat (m,n) = 1, atunci mn este e-unitar perfect. Aceastd proprietate este imediata,

deoarece functia o(®)*

este multiplicativi, iar o(©*(m) = m si 0(9*(n) = 2n. Ca urmare, vom
avea relatia

o (m-n) = o *(m) - '*(n) = m - 2n = 2mn,

adica ceea ce trebuia sa aratam.
O legatura intre numerele e-perfecte si numerele e-unitare perfecte este datd de urmaétoarea

propozitie:

PROPOZITIA 2.2.1 Un numar n = p{* - p5* - .... - p& > 1 cu exponentul a; liber de patrate,

(V) i =1,r, este e-perfect dacd $i numai dacd este e-unitar perfect.
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2.2. Suma e-divizorilor unitari ai unui numar natural

Demonstratie. Daca un numar n = p{* - p5* - ... - p > 1 cu toti exponentii a; liberi de patrate,
este e-perfect, atunci, din relatia (2.2.4), avem o(®*(n) = ¢(9)(n). Cum ¢(®)(n) = 2n, rezulti
o(®*(n) = 2n, deci n este e-unitar perfect. Reciproca se demonstreazi in mod analog.

O

Cateva numere e-perfecte date de E. G. Straus si M. V. Subbarao in lucrarea [54] sunt urmatoarele:
22.3% 23.32.52 22.3%.52 2%.32.112, 2%.33.52. 112, 20.32.72.132,
27.32.52.72.132, 26.3%.52.72.132, 28.32.52.72.139% &
219.33.52.72. 112 . 132 . 19% - 37 . 792 - 109% - 157% - 3132

Conform teoremei de mai sus, sapte dintre numerele e-perfecte enumerate sunt e-unitare perfecte,

si anume
22.32,23.32.52 22.33.52 926.32.72.132 27.32.52.72.132, 26.33.52.72. 132 4

219.33.52.72.11%2.13%2.19% - 372 - 79% - 1092 - 1572 - 3132.

Cu ajutorul calculatorului, am determinat toate numerele e-unitare perfecte pana la 1000.

Acestea sunt urmatoarele:
36,180, 252, 396, 468, 612, 684 si 828.

Cercetarea numerelor e-unitare perfecte a continuat si peste 1000, astfel am obtinut cel mai mic

numar natural care este e-perfect si care nu este e-unitar perfect, acesta fiind
17424 = 2* . 32 . 112,

Studiind multimea numerelor e-unitare perfecte gi paritatea acestora, am obtinut rezultatele

urmatoare:
PROPOZITIA 2.2.2 Ezistd o infinitate de numere e-unitare perfecte.

Demonstratie. Utilizam faptul ca, dacd m este un numar liber de patrate si n este un numar
e-unitar perfect astfel incat (m,n) = 1, atunci mn este e-unitar perfect. Cum 36 este primul
numar e-unitar perfect, rezulta ca 36p este e-unitar perfect, unde p este un numar prim mai mare
sau egal cu 5. Conform teoremei lui Euclid, exista o infinitate de numere prime, deci exista o
infinitate de numere e-unitare perfecte.

O
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PROPOZITIA 2.2.3 (Minculete si Téth [ [30], Theorem 5]). Nu existd numere impare care

sa fie e-unitare perfecte.

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca exista numere impare e-unitare perfecte. Fie ng cel
mai mic numar impar exponential unitar, astfel incat a(e)*(no) = 2ng. Observam ca ng nu poate
fi numar prim, deoarece 0(6)*(710) = ng = 2np §i ajungem la o contradictie. Prin urmare, ng
trebuie sa fie numar compus. Daca in descompunerea canonica a lui ng avem si factori primi cu

exponentul egal cu 1, atunci facem o reordonare a factorilor primi, adica ng = p; pg...pspjfll pery

si alegem ny = pipo...ps §i No = pzr'll...p?r. Evident ca n; i no sunt impare si (ny,n2) = 1, iar
ni,n2 < ng.

Cum ¢(9*(ng) = 2ng, deducem ci o(®*(nyny) = 2n1ng, adicd o(9*(ny) = 2ny. Asadar am
obtinut un numar impar ne mai mic decat ng care este e-unitar perfect, ceea ce este o contradictie.

Daca ng = p{*...p%, astfel incat a; > 3, (V) i € {1,2,...,r}, atunci, utilizand relatia (1.2.5) avem
() (e) J
o (no) <o (’no) < g’no < 2ny,

ceea ce este o contradictie, deoarece o(®)*(ng) = 2ng.

Prin urmare, exista cel putin un a; = 2. Fara a micgora generalitatea, renumerotand factorii
primi din descompunerea lui ng, ludm ng = p%p%...pngfll...p?r cua; >3, (V)ie{s+1,..,r}
iar pi, ..., ps sunt numere prime mai mari sau egale cu 3.

Alegem ny = p%pg...pg si no = pgfll...pffr. Evident c& n; si ng sunt impare si (n3,n2) = 1, iar
ni,ne < ng. Dar o(®*(ny) = [I7_(p; + p?), ceea ce inseamna ca egalitatea o(®*(ng) = 2ng
devine (p1 4 1)...(ps + 1)a(9*(ny) = 2p1...psna.

Cum py, ..., ps sunt numere impare, rezulta ca p; + 1, ..., ps + 1 sunt numere pare, deci 2° divide
numarul 2p;...psno, Insa numarul p;...psno este impar, deci rezulta ca s = 1.

In consecintd, avem ng = pips?..p%, unde pi,...,ps sunt numere impare si a; > 3, (V) i €

{2,...,7}. In acest caz, relatia 0(®*(ng) = 2ng devine

(p1 + 1)0(6)*(pgz)...a(e)*(pﬁr) = 2p1pg%..pyr.

Fie (9 (p32) = pgl —Ht)g2 +... +pg’“, unde k = 7*(ay) = 2¢(92), Cum k este un numir par, rezult
ca adunand un numar par de numere impare, obtinem un numar par, deci numarul a(e)*(pg“’)
este par. Prin urmare, numarul (p; + 1)0(6)*(19%2) este divizibil cu 4, deci 4 divide numérul
2p1p52...por, ceea ce este o contradictie.

Astfel, demonstratia se incheie.
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OBSERVATIA 2.2.4 Similar relatiei (1.2.4), deducem cd, dacd o'©)*(n) este suma e-divizorilor
unitari ai lui n,o© (n) este suma divizorilor exponentiali ai lui n,v este functia lui Dedekind,

iar o(n) este suma divizorilor naturali ai lui n, atunci
o©*(n) < ol®(n) < ¢(n) < o(n) (2.2.5)
pentru orice n > 1.

OBSERVATIA 2.2.5 Cum 0®*(n) < 0®)(n), rezultd imediat, din propozitia 1.2.2, cd, dacd

n = pi'ps?..p¢" cu a; # 2 pentru orice i = 1,r, atunci

o (n) <o (n) < mn (2.2.6)
5t
o ©*(n) < 0@ () < gn (2.2.7)

PROPOZITIA 2.2.6 Daca n = pi'py*...p" este un numar e-unitar perfect, atunci cel putin

un exponent a; este egal cu 2.

Demonstratie. Presupunem prin absurd cd numarul n = p{*p3..p% cu a; # 2 pentru orice
1 < i < r este un numar e-unitar perfect, deci 0(6)*(n) = 2n. Din observatia 2.2.5 avem
o*(n) < o (n) < %n < 2n, deci 0{9*(n) < 2n, care inseamnd ci am obtinut o contradictie.
In consecinta, nu exista niciun numaér e-unitar perfect de tipul n = p{'p3%...p%" cu a; # 2 pentru
orice 1 < <r.

O

In lucrarea [30] am definit convolufia exponentiald unitara in modul urmator:
(f *(e)« 9)(1) = f(1)g(1) si

(f %@ 9)(n) = Z Z f(p?l...pﬁr)g(p?...pﬁr) pentru n = pi*p5?..pir > 1.
bici=a1 brer=ar
(b1,c1)=1  (br,cr)=1

Se arata usor ca multimea functiilor aritmetice formeaza un monoid comutativ in raport cu
convolutia exponentiald unitara avand elementul neutru p2.

O functie f este inversabila in raport cu convolutia unitard daca gi numai daca f(1) # 0 si
f(p1...px) # 0 pentru orice numere prime distincte p1, ..., p.

Observam ca inversa functiei 1(n) = 1(n > 1) in raport cu convolutia exponentiala unitara
este functia p(®*(n) = p*(ar)...u*(a,) = (—1)@@)+Fwl@r) pentru n = pi*p2..p > 1, iar
pO*(1) = 1. Aceasta este o functie de tip Mdbius.

Studiind comportarea asimptotici a functiei p(®*, am obtinut urmatoarea teoremi:
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TEOREMA 2.2.7 (Minculete si Téth [ [30], Theorem 2] ). Exista urmatoarele relatii:

unde W (s

unde

o0 (e)x
p*(n) - C(s)
; —— CQ(QS)W(S> pentru Res > 1, (2.2.8)
= w(n) o 1
Z s este absolut convergentd pentru Res > 3;
n=1
Z 1 =Cszx+0 <:c2 exp(—c(log CL‘))A) , (2.2.9)
n<x

_ H <1 + Z UW(H)) ,

iar A < % = 0,36 si c > 0 sunt constante.

Demonstratie. Un rezultat similar a fost dovedit pentru functia ;(¢) in lucrarea [ [63], Theorem

2]. Aplicam aceeasi modalitate de demonstratie pentru functia ul

mai sus.

©)* i deducem rezultatele de

O

Plecand de la definitia indicatorului lui Euler, ¢(n) = card{k € N|]1 < k < n,(k,n) = 1},

ne-am pus problema existentei unei functii similare in cazul e-divizorilor unitari. Ca urmare,

in lucrarea [30] definim functia ©(©*(n) = ¢*(a1)...0*(a,), pentru n = p{*ps2..p% > 1, iar
©©*(1) = 1, unde

©*(n) =card{k € N|1 <k <n,(k,n), =1},

iar (k,n). := max{d € N:d|k,d || n}.

Aceasta reprezintd o altd functie aritmetica multiplicativa de tipul indicatorului lui Euler.

De aceea, consideram ca este importanta o studiere a comportarii asimptotice a functiei go(e)*.

Astfel, deducem rezultatul urmator:

TEOREMA 2.2.8 (Minculete si Téth [ [30], Theorem 3))

3" 0 (n) = Cuz + Csa5 + O < ) (2.2.10)

n<x

pentru orice € > 0, unde Cy $i Cs sunt constante date astfel:

04_H<1+Z@ “_1)>
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St

1 *(a—1 *(a—3 *(a—4
05=<<3)H< 4/3+Z“” >p53< )+ >).

P
Demonstratie. Un rezultat similar a fost dovedit pentru functia ¢(¢) in lucrarea [ [60], Theorem
1]. Aplicam aceeagi modalitate de demonstratie pentru functia ©(9* §i deducem rezultatele de

mai sus.
O

O expresie asimptotica pentru o(n) este data de T. H. Gronwall in lucrarea [4], astfel:

lim sup o(n)

———— = €7, iar pentru ¢*(n) avem urmatoarea limita (vezi e.g. |64]): lim sup
n—o0 ninlnn n—00

6
—€7. De asemenea, J. Fabrykowski si M. V. Subbarao arata in lucrarea [9] ca lim sup ———— =
T2 n—00 ninlnn

6 o o - o .
—e'. Acestea ne determina sa studiem o expresie asimptotica de acest tip gi pentru functia

o(©)*(n), pentru care am obtinut urmitoarea propozitie:

PROPOZITIA 2.2.9 (Minculete si Téth [ [30], Theorem 1)). Ezista relatia urmatoare

(©)*(n) 6
o\“*(n
li — = —¢. 2.2.11
nooo P nlnlnn | wZo ( )
Demonstratie. Pentru orice numar prim p, avem relatia
(e)x(,a a
o + ...+ 1 1 1 . 1
supa>0#:supu <l+-4+—5+.. = —7, ded p(p) < 7- Cum
- D a>0 p b D 1— = 1-—- )
p
o9 (p?) -
——5— =1+ —, rezulta e, = 2, unde ¢, este definit in teorema 2.0.6. In consecinta, conditiile
p p
. . . : o) (n)

din teorema 2.0.6 sunt indeplinite pentru functia f(n) = ————=. Ca urmare, rezulta ca

lim sup e’ H Ee”.

n—00 nln lnn w2

O formulare echivalenta pentru rezultatul de mai sus este urmatoarea:

a) Pentru e > 0 existd un rang N () € N, astfel incat o(®*(n) < (1 + €)% »nInlnn pentru orice
n > N(e);

b) Pentru € > 0 existd o infinitate de numere n, astfel incat o(®*(n) > (1 — €)% ninlnn.

PROPOZITIA 2.2.10 (Minculete si T6th [ [30], Theorem 4])

(e)
lim sup P (W) Inlnn Ind (2.2.12)
n—o00 Inn 5
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2. Functii aritmetice cu e-divizori unitari

Demonstratie. Aplicim teorema 1.3.4 pentru functiile F(n) = o(9*(n), f(a) = ¢*(a) si L(m) =

1 In2 In3

n*’;im). Se observi ci L(1) = L(2) = 0, L(3) = % ~ 0,231, L(4) = HT ~ 0,274, L(5) =
In 4 In5 In 6 1 In8

% ~ 0,277, L(6) = % ~ 0,268, L(7) = n7 ~ 0,255 si L(m) < % < % ~ 0,259,

o lnm o
deoarece functia —— este descrescatoare pentru m > 8.
m

Comparand valorile respective, deducem ca 111?4 este cea mai mare, deci rezulta relatia .

0.
J. Sandor si L. Téth prezinta in lucrarea [51] cateva rezultate referitoare la ordinul minimal al
compunerii dintre doua functii aritmetice. Pe acestea le utilizam in combinatie cu functii care

folosesc divizorii exponentiali unitari si deducem urmatoarele:

PROPOZITIA 2.2.11 Are loc relatia urmdtoare:

(o)«
lim inf £ (W) Inlnn (2.2.13)

n—00 n

Demonstratie. Cum functia aritmetic o(®)* are toate valorile naturale si 0(®*(n) > n pentru
orice n > 1, iar o(®)* este multiplicativa si a(e)*(p) = p pentru orice numar prim p, rezulta ca

sunt indeplinite toate conditiile din teorema 2.0.4. Prin urmare, obtinem relatia din enunt,.

O
PROPOZITIA 2.2.12 Exista relatia urmatoare:
(e)x
lim inf &) (2.2.14)
n—o00 n

unde o(n) este suma divizorilor naturali ai lui n.

Demonstratie. Este usor de vizut ci n < ¢(®*(n) < o(n) pentru orice n > 1. Prin aplicarea
teoremei 2.0.5 pentru h(n) = 0(®*(n), obtinem relatia (2.2.14).

O
Cum p(@*(n) > p*(p9*(n)) > (¢(®*(n)) pentru orice n > 1, investigdm ordinul maximal al
functiei ¢(©)* obtinut in relatia prin inlocuirea functiei ¢(®* cu functiile ¢ o ¢(9* sau

©* 0 p@* In consecinti, deducem urmitoarele:

PROPOZITIA 2.2.13 Euxista relatiile urmdatoare:
In (©*(n)) Inlnn In6

li = 2.2.15
ni)nolo Sup lnn 8 ( )
St
x(, (e)*
lim sup L (7 () Inlnn  In6 (2.2.16)
n—00 Inn 8
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Demonstratie. Daca f si g sunt doua functii aritmetice multiplicative cu Imf C N*, atunci
g o f este o functie aritmetic multiplicativii. Prin urmare, din faptul c¢& Imp(©* ¢ N*, rezulti

c& functia ¢ o ©(®* este multiplicativi. Intrebuintdm teorema 1.3.4 pentru funci;iile F(n) =
1

(), (1) = ol (n) s L( > I @( ) > Vi pentru orice n # 2,6 (vezi

e.g. |50]), rezulta ca n — 1 > ¢(p*(n)) > \/ ) > \/e(n) > ¢/n pentru orice p*(n) # 2,6.

Deci ¢(p*(n)) = O(n?), unde B > 0 este un numar ﬁxat. Ca urmare, ne situam in conditiile

teoremei 1.3.4, ceea ce inseamna ca obtinem relatia

1 (e)x Inl 1 *
lim sup PP () Intnn o np(e”(m))
n—oo Inn m m

Dandu-i lui m valori de la 1 la 10, deducem urmatoarele: L(1) = L(2) = L(3) = L(6)
In4

In2 1 2 In2 In6
0, L(4) = HT ~ 0,173, L(5) = I; , L(T) = n? L(8) = % ~ 0,224, L(9) = ~- si
In2 1 1
L(10) = " Dar functia 2 este descrescitoare pentru m > 11; rezulta L(m) < am <
m m
In11 n6
nll ~ 0,218, insa comparand valorile respective, observam ca L(8) = =3~ ~ 0,224 este cea

mai mare dintre valori, deci avem relatia (2.2.15).

Acum consideram functiile urmatoare: F(n) = o*(p®*(n)), f(n) = ¢*(¢*(n)) si L(m) =
lnf(m)‘ Cum n — 1 > ¢*(¢*(n)) > @(¢*(n)) > /e*(n) > \/o(n) > ¢/n pentru orice ¢*(n) #
2, 67,nrezulté ©*(¢*(n)) = O(nP), unde B > 0 este un numar fixat. Asadar, aplicim teorema 1.3.4

si deducem relatia

1 *(, A(e)* Inl 1 YR
NG e G ) K T e )
n—00 Inn m m

Atribuindu-i lui m valori de la 1 la 10, avem urmatoarele: L(1) = L(2) = L(3) = L(6) =

In2 In3 In2 In6
0, L(4) = DT ~ 0,173, L(5) = % ~ 0,219, L(7) = n7 , L(8) = % ~ 0,224, L(9) =
1 1 A 1 In11
%7 ~ 0,216 si L(10) = %03 In mod similar, rezulta L(m) < % < ;16 ~ 0,218, pentru
orice m > 11. Insi examinand valorile respective, observim ci L(8) = 5 ~ 0,224 este cea
mai mare dintre valori, deci obtinem relatia ([2.2.16]).
O
9 (n)
Studiind cateva combinatii intre functiile de mai sus, observam ca @) = 9 (n)| este
' (n

functia caracteristica a numerelor naturale e-libere de patrate, iar formula asimptotica pentru
1149 (n)| este daté de L. Téth in [ [63], Th. 1] si de J. Wu in [ [69], Th. 2].

Aceasta ne sugereaza ideea studierii comportérii asimptotice a functiilor aritmetice multiplicative
f19*(n)
f(n)

de tip raport, adica ,unde f € {7,0,p}. Ca urmare, avem urmatoarea propozitie:

93



2. Functii aritmetice cu e-divizori unitari

PROPOZITIA 2.2.14 (Minculete si T6th [ [30], Theorem 5]).

> TT((ee))*((nn)) _— (1 N i 24@) /7(a) — 29(a=1) /(g — 1)> L0 (xi In x) , (2.2.17)

a
n<lz a=4 p

Demonstratie. Relatia (2.2.17)) se deduce dintr-un rezultat general, si anume: fie g o functie
aritmetici cu valori complexe, astfel incat |g(n)| < 1 pentru orice n > 1 si g(p) = g(p?) =

g(p®) = 1 pentru orice numir prim p. Atunci avem relatia

S gt ==]] (1 + i 9(r") _pf(pa_l)> +0 (:c% lnx> . (2.2.18)
V4 a=4

n<x

Fie convolutia Dirichlet h = g * u, unde p este functia lui Mobius. Rezulta ca h este multi-
plicativa, h(p) = h(p?) = h(p®) = 0, h(p?) = g(p®) — g(p®~ 1) si |h(p?)| < 2 pentru orice numar
prim p si pentru orice a > 4. Prin urmare, |h(n)| < 14(n)2¥"™ pentru orice n > 1, unde l4(n)

reprezinta functia caracteristica a numerelor naturale 4-full (n = H p®, a > 4). Observam ca
p

L2 = 37 r(d)ole),
dte=n
unde functia v este data prin relatia

0o

v(n) 2 2 2 1 2 2 2
> =[[lt+=+5+=-"= -5
— ns < +p5s +p6s + pIOS 115>

P

Aceasta serie este absolut convergenta pentru Res > % Prin urmare, relatia (2.2.18)) se deduce

similar cu relatia din [ [63], Th. 1].
7(€)*(n)

Consideram functia aritmetica multiplicativa g(n) = @n) Aceasta indeplineste conditiile
7€ (n
) ) * ( a) Qw(a) 5 )
rezultatului de mai sus cu g(p*) = T = ﬂ Asadar, rezulta relatia (2.2.17)).
T(a T(a
OBSERVATIA 2.2.15 a) Daca f € {0, ¢}, atunci, similar cu demonstratia de mai sus, obtinem
rezultatele urmatoare:

Z a(e)*(n) _ :CH <1 .\ i O_(e)*(pa)/a.(e) (p®) — 0-(6)*(pa—l)/o'(6) (pa_1)> +0 (x% In gj)
p

o) (n) ‘ pe

n<x

(2.2.19)
5t

Z (p(e)*(n) _ :UH (1 N i (p*(a)/(p(a) — SD*(CL — 1)/90((1 — 1)) +0 (.I'i lnx> . (2220)

a
a=4 p
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1

p(pl9*(n))’
g(p®) = 1 pentru orice numdr prim p. Prin urmare, conditiile relatiei (2.2.18)) sunt indeplinite.

b) Pentru g(n) = deducem cd |g(n)| < 1 pentru orice n > 1 si g(p) = g(p?) =

Ca urmare, rezulta relatia

L sl e 1) Ao @)) o (s
me H<1+az4 o*(a% = a)) >+O( 1 > (2.2.21)

n<x

1
¢) De asemenea, functia aritmetica multiplicativa g(n) = —————— wverifica toate conditiile

¢* (0@ (n))
relatiei (2.2.18]), deci obtinem relatia

S *7 - xH (1 + Z G Cd) (af*(;j;(“))) +0 (xi lnx) L (2.2.22)
a=4

2 (¢l
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CAPITOLUL 3

Alte functii aritmetice cu e-divizori

In acest capitol introducem notiunea de divizor de ordin k, iar obiectivul este sa descriem
functiile aritmetice definite de aceasta notiune. Remarcand aplicabilitatea divizorilor unitari in
multe dintre rezultatele din Teoria numerelor, am considerat ca este util sa cautam o metoda
de a generaliza acest tip de divizori.

Pentru a generaliza notiunea de divizor unitar avem nevoie de o generalizare a functiei
~v(n), pe care am realizat-o cu ajutorul functiei vx(n). Aceastda functie ne ajuta la definirea
divizorilor de ordin k. Studiem proprietitile unor functii aritmetice definite prin divizori de
ordin k gi, comparandu-le cu proprietatile celorlalte functii aritmetice multiplicative analizate
in teza, urmarim care dintre aceste proprietati se pastreaza si care sunt noi.

Subcapitolele 3.2 si 3.3 sunt rezervate cercetarii functiilor aritmetice care utilizeaza e-divizorii
semiproprii. Astfel, am identificat o subclasa de divizori a clasei e-divizorilor unitari, pe care
am numit-o clasa e-divizorilor semipropri.

Cu ajutorul teoremei lui D. Suryanarayana si a lui R. Sita Rama Chandra Rao, a teoremei
lui L. Té6th, a teoremei lui L. Téth gi a lui E. Wirsing, respectiv a teoremei lui J. Sdndor si a
lui L. Téth, studiem o serie de proprietati ale acestor functii, printre care multiplicativitatea,
ordinul mediu, ordinul maximal, comportarile asimptotice si unele inegalitati.

In mod similar cu numerele perfecte, introducem notiunea de numere e-semiproprii perfecte.
In urma cercetirii acestora, am demonstrat ca exista o infinitate de numere e-semiproprii perfecte
i ca nu exista numere impare care sa fie e-semiproprii perfecte.

Aceasta generalizare a divizorilor unitari si a divizorilor exponentiali semiproprii ne-a permis
obtinerea altor clase de divizori exponentiali, si anume clasa e-divizorilor de ordin k pe care am
descris-o in subcapitolul 3.4.

Acest capitol are la baza o serie de rezultate pe care le-am preluat din lucrarile: [20]



3. Alte functii aritmetice cu e-divizori

N. Minculete, “A new class of divisors: the exponential semiproper divisors” — trimisa spre
publicare; [22] N. Minculete, “Divisors of order k” — trimisa spre publicare; [29] N. Minculete
si C. Pozna,“On some properties of divisors of order k”, International Journal of Research and
Reviews in Applied Sciences.

De asemenea, enuntam un rezultat care ne ajuta in cercetarile ulterioare:

TEOREMA 3.0.16 (H. Delange [8]). Dacd f este o functie multiplicativa care indeplineste
conditiile urmatoare:

1) |f(n)] <1 pentru orice n > 1 si

2) seria Z M este convergenta,

p prim
atunci exista limita

m(f) = Jim 3" fn),
n=1
unde ,
1
m(f) =[] <1—p> <1+f;p)+f§£)+...>.

3.1 Divizori de ordin £

In acest subcapitol introducem notiunea de divizor de ordin k si studiem unele functii aritmetice
care utilizeazi divizorii de ordin k. In continuare, extindem aceasti notiune la notiunea de e-
divizor de ordin k, notiune ce defineste noi functii aritmetice care intrebuinteaza e-divizorii.

Reamintim cateva tipuri de divizori, descoperite in unele lucrari de Teoria numerelor. Di-
vizorul unitar a fost descris in primul capitol. Principalele functii aritmetice definite pe baza
divizorilor unitari sunt ¢*(n) — suma divizorilor unitari ai lui n si 7%(n) — numarul divizorilor
unitari ai lui n sau numarul divizorilor lui n care sunt liberi de patrate. Cateva proprietati ale
acestor functii le prezentam mai jos.

F. Mertens a demonstrat in lucrarea [16] relatia urmatoare:

2¢'(2)

ngT*(n) = % <log:c+ 2y —1-— C(2)> + S9(x), unde Sy(z) = O <a:% logﬂ:) , (3.1.1)

¢ este functia zeta a lui Riemann si v este constanta lui Fuler.
Referitor la rezultatul (3.1.1)), A. A. Gioia si A. M. Vaidya arata in lucrarea [10] o evaluare

1
mai buna a termenului eroare, dat prin Sy(z) = O (mi)
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3.1. Divizori de ordin k

In anul 1973, R. Sitaramachandrarao gi D. Suryanarayana demonstreaza in lucrarea [53| rezul-

tatul urmator:
2.9

Z o*(n) T L0 (ZL’ log% x) . (3.1.2)

T 12¢(3)

Divizorul exponential sau e-divizorul a fost introdus de M. V. Subbarao in lucrarea [55],
iar unele proprietati ale functiilor aritmetice definite de e-divizori au fost prezentate in primul
capitol.

In al doilea capitol aritim cateva proprietati ale functiilor aritmetice care utilizeaza e-
divizorii unitari.

Pentru a extinde tipurile de divizori expusi anterior, ne propunem generalizarea clasei divi-
zorilor unitari. Insi pentru aceasta, avem nevoie de o functie care generalizeaza functia ~.

Fie numerele naturale n > 1 gi & > 0. Definim functia aritmeticad v, : N* — C prin
(1) = 1 s w(n) = pi'ps...p%" (Pus1Puta--pr)" pentru n = piips2. . .plrpiit'..pir > 1 cu
1,02, ..., 0y < k41381 ayy1,ayy2,...ar > k+ 1.

Este ugor de vazut ca functia aritmetica 7y, este multiplicativa, iar aceasta ne ajuta sa definim

un nou tip de divizor.

d
Astfel, un divizor d al lui n, pentru care vi(d) = v (n) si <(), Z) =1, il numim divizor
YN

de ordin k al lui n. In acest caz, notim d|(yn-

De exemplu, daci avem numirul n = 2% - 33, atunci divizorii de ordin 2 ai lui n sunt urmétorii:
22.32, 22.3% 26.32i 26.3% unde yy(n) =22 - 32

In lucrarea [22] studiem cateva proprietati referitoare la functiile aritmetice care utilizeaza
divizorii de ordin k.

Fie 7)) (n) numsrul divizorilor de ordin k ai lui n si ¢*)(n) suma divizorilor de ordin k ai
lui n. Observim ci 1 este un divizor de ordin k al lui insusi, deci ¢®)(1) = 7(¥)(1) = 1. De
asemenea, mai observam ca 1 nu este un divizor de ordin k£ al lui n > 1 pentru k > 1. Cel mai
mic divizor de ordin k al lui n este yx(n), iar cel mai mare divizor de ordin k al lui n este n.

In exemplul de mai sus, divizorii de ordin 2 ai lui n = 26 - 3% sunt urmitorii y2(n) - 1, y2(n) -

32, va(n) - 2% si y2(n) - 2* - 32, Aceasti scriere ne sugereaza urmatoarea idee: orice divizor de

Yr(n)

si suma divizorilor de ordin k

/

, unde d’' este un divizor unitar al lui . Prin

ordin k al lui n este de forma d = ~i(n) - d

7o)

>. Asadar, avem relatiile urmatoare:

urmare, numarul divizorilor de ordin £ ai lui n este 7* (

Vi (n)

ai lui n este yi(n) - o* <

T(k>(n)27*( >§i J(k)(n):%(n).g*< " ) (3.1.3)

Vi (1) Yr(n)
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3. Alte functii aritmetice cu e-divizori

Observam ca, daca numarul d = plil...pff este un divizor de ordin k al lui n = pi*..p¢" > 1,
atunci b; € {k,a;} pentru orice 1 <i <r.

Tinand cont de cele mentionate mai sus, avem

1, t <k+1
™ (p*) = pentr @ = b (3.1.4)
2, pentrua >k + 1.

Deci p® este singurul divizor de ordin k al lui p?, atunci cand a < k, iar divizorii de ordin k ai

lui p%, in cazul a > k + 1, sunt p* si p®, ceea ce inseamns ci

@ t k+1
o) (p8) = { P, pentrua < i+ (3.1.5)

p® 4+ p¥, pentrua > k41

Se observa ca pentru k = 0, notiunea de divizor de ordin 0 este identica cu notiunea de divizor
unitar, iar pentru k = 1, notiunea de divizor de ordin 1 este identica cu notiunea de divizor
exponential semipropriu pe care o tratam in subcapitolul 3.2.

Similar cu indicatorul unitar al lui Euler (vezi e.g. [26], |[30], [49], [51]) definim functia aritmetica

multiplicativs ¢®) : N* = C, prin o®*) (1) =1 &

p®, pentru a < k + 1
PP =2 T (3.1.6)
p* —p" pentrua>k+1,

unde p este un numar prim si a > 1.

De asemenea, observiam ci (¥ (n) = ¢*(n), unde ¢* este indicatorul unitar de tip Euler, si
e (n) = ¢©%(n), unde functia aritmetici multiplicativi ¢(©)* : N* — C este definiti prin
pl9*(1) =1 s

p, pentru a =1
e =1 (3.1.7)
p* — p, pentru a > 2,

unde p este un numar prim gi @ > 1, iar aceastda functie se referda la divizorii exponentiali
semiproprii (vezi [20]).
Este usor de ariitat ci functiile aritmetice 7%) i ¢*) sunt multiplicative si ci avem relatiile

T

7®) (n) = 2t 5i o®) (n) = pi...po H (p% +pf), (3.1.8)
1=u+1

unde n = p{'..plepiitt.pin, cu a; < k pentru orice i € {1,...,u} §i a; > k + 1 pentru orice

i€{u+1,..,r} iar t =r —u. Deci t este numéarul exponentilor din descompunerea canonica a
lui n care sunt mai mari decat k + 1 sau egali cu k + 1.

Este simplu de observat ca, daca n este liber de patrate si £ > 1, atunci T(k)(n) =1si
o®(n) = n.
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3.1. Divizori de ordin k

In mod similar cu convolutia exponentiala si cu convolutia exponentiala unitara, introducem

convolutia de ordin k pentru functiile aritmetice, care este definita astfel:
(f *@x) 9)(1) = 1 si

U U bu b'r u T
(f #y 9)(n) = F(pi"-.Pu )9 (P D) > D DR (e ()
but1#Cut1 br#cr
but1,cut1€{k,aut1}  brcr€{k,ar}

(3.1.9)
O cercetare a convolutiei de ordin k evidentiaza faptul ca aceasta convolutie este comutativa,

asociativa si are ca element neutru functia aritmetica ,u( ), unde u(k)( )=15i

. 1, pentrua < k+1
®) (p*) = (3.1.10)
0, pentrua > k+1,
unde p este un numar prim si a > 1.
Observam ca
1, pentru n €
¥ (n) = pentru n € Q1 (3.1.11)
0, 1n rest ,

unde Qj, este multimea numerelor naturale k-libere (numerele naturale care au toti factorii primi
din descompunere la exponenti mai mici sau egali cu k), deci 7i%) este functia caracteristici
corespunzatoare lui Q1.

T. M. Apostol utilizeaza in lucrarea 2] un rezultat al lui Gegenbauer, care arata ca numarul

numerelor k-libere < x are urmatoarea comportare asimptotica:

Z I %1) +0 <x%ﬂ) pentru orice k > 1. (3.1.12)

n<x

In (1, 2] T. M. Apostol definegte functia M&bius de ordin k, notata ug, astfel:

pi(1) =
ur(n) = O daca p**lin pentru orice numar prim p,
Mk( ) ( ) ) dacan:pl"'puni>upi ) Ogaz <k7

ur(n) =1, in rest.
Este usot de vazut ca exista o legatura intre cele doud functii definite anterior, data prin:
(K _
a®)(n) = |ux(n)]-

Mai mult, o functie aritmetica f are inversa in raport cu convolutia de ordin k daca si numai

daca f(1) #0si f(p]*. (pill % )*) # 0 pentru orice numere prime distincte p, ..., p.
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3. Alte functii aritmetice cu e-divizori

Inversa functiei constante 1 in raport cu convolutia de ordin k este notatd prin p® i ea

k):

verificd relatia 1 %) ul 7ik) . Aceastd functie aritmetics este definitd prin ,u(k)(l) =1gi

1, pentrua < k+1
p®) (p") = (3.1.13)
—1, pentrua > k+1
pentru un numar prim p si pentru a > 1.
Asadar, obtinem identitatea
p® sy p®) = B8, (3.1.14)

Prin urmare, functia aritmetica u*) este o altii functie de tip Mdbius care ne arati ci, daci

avem functiile aritmetice F' si f astfel incat F' = f *) 1, atunci f = F *) p k).

TEOREMA 3.1.0 (L. Téth [ [63] Theorem 1, p.2]). Fie f o functie multiplicativa cu valori

complexe, astfel incat |f(n)| < 1 pentru orice n > 1 si f(p) = 1 pentru orice numdr prim p.

Zf x—i—O(aﬁélnx),

n<x

:H<1+Zf >>

D a=2

Atunci

unde

este valoarea medie a lui f.

Aceasts teorema ne permite si stabilim comportarea asimptotici a functiei 4*). Astfel, obtinem

rezultatul urmator:

TEOREMA 3.1.1 (Minculete si Pozna [ [29], Theorem 1]). Pentru k > 1, avem relatia

S 1 (n) = Az + 0 (x%mx), (3.1.15)

n<x
unde
A:H< k+1> (3.1.16)
P
este valoarea medie a lui ;%)

Demonstratie. Deoarece |*)(n)| < 1 pentru orice n > 1 si u®)(p) = 1 pentru orice numér prim

p, aplicim teorema 3.1.0, pentru functia multiplicativd f = u*). Prin urmare, obtinem relatia

TR )

p

62



3.1. Divizori de ordin k

. . . 2
Deci valoarea medie a lui pu(®) este H <1 -7 )
p
A P
In lucrarea [32] sunt studiate convolutiile regulate de tip Narkiewicz, iar aici observam ca
doar convolutia de ordin 0 este un caz special al acestor convolutii.
In continuare, avem in vedere studierea ordinelor maximale ale unora dintre functiile intro-

duse. Acestea sunt dovedite de urmatoarele propozitii:

PROPOZITIA 3.1.2 (Minculete [ [22], Theorem 2])

, In7®(n)Inlnn  In2
lim sup =

= . 1.1

Demonstratie. Fie functia aritmetici multiplicativi, F(n) = 7 (n). Este usor de vizut ci,

F(p®) = f(a) pentru orice putere prima p®, unde

1, daca a<k+1
fla) = }
2, daca a>k+ 1.

Cum f(n) = O(1) = O(n?), aplicim teorema 1.3.4 si deducem limita

) In7®) (n)Inlnn In f(m) In2 In2
lim sup = sup = sup — = .
n—00 Inn m m m>k41 M k+1

O
Rezultatul de mai sus este echivalent cu urmatorul:
a) Pentru € > 0 existd un rang N(e) € N, astfel incat 7(F)(n) < n+a)n2/(k+)Inlnn peptry
orice n > N(e);
b) Pentru e > 0 existil o infinitate de numere n, astfel incat 7 (n) > p(1-9/m2/(k+1)Inlnn,
In continuare, studiem ordinul maximal al functiei o®) pentru care am obtinut rezultatul

urmator:

PROPOZITIA 3.1.3 (Minculete | [22], Theorem 3 |)

() (n) 6
o"(n
li = —e¢ 3.1.18
nooo P lnlnn | 72 ( )
unde v este constanta lur Euler.
(k)
Demonstratie. Fie functia aritmetica f(n) = g (n) Aceasta functie este multiplicativa si,
n
pentru e, = k + 1, avem
M =1 + 1
pk+1 D
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3. Alte functii aritmetice cu e-divizori

(k) (a
Dar evaluand raportul Uit(lp), obtinem
p
@ 1 1 1
<l4+-4+—=+..= , deci <
PR - PP) <

S

oW pFip
sup ————= = sup
a>0 P* a>0 D¢
In consecinta, aplicand teorema 2.0.6 pentru functia f, deducem ca relatia (3.1.18]) este adevarata

1
p

(k)
7 (n) este %67 Inlnn.
T
O

Deci ordinul maximal al functiei

O formulare echivalenta pentru rezultatul de mai sus, este urmatoarea:
Ge?
at o® < (14 e) 5 nInlnn pentru

) Pentru e > 0 existd un rang N(e) € N, astfel incat o®)(n) <
GeY
(1- e)%nlnlnn.

orice n > N(e);
b) Pentru e > 0 exist# o infinitate de numere n, astfel incat o*) (n)

Comportarea asimptotici a functiei 7(*) i seria Dirichlet asociatd functiei 7(*) pot fi urmarite

in teorema de mai jos.
TEOREMA 3.1.4 (Minculete [ |[22], Theorem 4]). Ezista relatiile urmdatoare
(k) — M A oy ( ﬁ*ﬁ) 1.1
;7’ (n) C(2k+2)x+ xFT + O (xF+ (3.1.19)
pentru orice € > 0, unde A este o constanta, si seria Dirichlet asociata functiei T(k)( ) este
o~ T8 (n) _ CC(tk + 1))
T (n
= tru Ret > 1. 3.1.20
2 T @) P Ret> (3:1.20)
), luam | = k+1si s =2 In teorema
7B (pF+2) = 2. Se deduce usor ci

Demonstratie. Pentru functia aritmetica f(n) = 7 (n
2.1.1, deoarece 7 (p) = ... = 7®)(pF) = 1 gi 7R (pFt1) =

pentru orice a > k + 3, avem
D =2<Ca™

T (p

unde C si m sunt doua constante. Asadar, conditiile din teorema 2.0.1 sunt indeplinite, deci

rezulta relatia
1
Z (k) (n) = Cyx 4+ x®+1 Py o(logz) + O(x"2 kt1te),

n<x

Dar Cy := H (1 + Z J@?) =
p a=l

-1
)> , adica

(k) (p%) — (k) (p2~1) B 1 Gk +1)
) = 1;[ (1+pk+1) T C(2k+2)

CfZH(”Z =

p a=k+1
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3.1. Divizori de ordin k

Facand cateva calcule, obtinem wug ;41 = si Py, care este o constanta pe care o notam

k+ 2
cu A. Prin urmare, demonstratia relatiei (3.1.19]) este completa.
Fie v(p) = ... = v(p?**1) =0 si
v(p®) =Y (-1) C) (r® (poIt) — 7B (oI 1yy = 7B (p1) — 7R (pe=ty — (R (pa=h 1) 4

j=0
+ (k) (p?~*2) = 0, pentru a > 2k + 3, iar v(p?**2) = —1, pentru a = 2k + 2. Asadar, obtinem
v(p**+?) = —1 i v(p®) = 0, pentru orice a # 2k + 2.

Seria Dirichlet asociata functiei v data prin V(t) = E v(?) este absolut convergenta pentru
n
n=1
1 1 1 1
t > —— i est 12 1-— = deci V(t) = ——.
Ret > k+3§l este egala cu Il < pZt(k+1)> @) eci V(t) ot + 1))

p prim

Astfel, relatia (3.1.20]) este adevarata.
O

Spunem ca un numar natural n este un numdr perfect de ordin k, daca avem relatia
o (n) = 2n.

Se observa ca, daca m este un numar liber de patrate si n este numar perfect de ordin k(k > 1),

astfel incat (m,n) = 1, atunci mn este un numar perfect de ordin k, deoarece
o™ (m-n)=c®(m)-oc®(n) =m-2n=2mn.

Un exemplu de numir perfect de ordin k este numarul n = 281 . 381 & observim ci exista o

infinitate de numere perfecte de ordin k£ pentru (k > 1).

OBSERVATIA 3.1.5 Numdrul n este numar perfect de ordin k dacd si numai dacd numdrul

este un numar perfect unitar.
Ye(n)

Alte doud rezultate referitoare la functia %) se bazeazi pe aplicarea teoremelor 2.0.4 si 2.0.5.
Avem, in acest sens, urmatoarele propozitii:

PROPOZITIA 3.1.6 (Minculete | |[22], Theorem 5])

(k)
lim inf (W) Inlnn (3.1.21)

n—00 n

Demonstratie. Este simplu de observat ca n < U(k)(n) pentru orice n > 1. Functia ¢®*) este
multiplicativi si o9 (p) = p+1 sau ¢*)(p) = p pentru k > 1. Aplicim teorema 2.0.4 si deducem
enuntul.

O
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3. Alte functii aritmetice cu e-divizori

PROPOZITIA 3.1.7 (Minculete [ [22], Theorem 6])

lim inf 7@ _ (3.1.22)

n—o00 n

Demonstratie. Cum avem inegalitatea n < 0(®)(n) < o(n) pentru orice n > 1, aplicim teorema,
2.0.5 si rezulta relatia .

O
O proprietate referitoare la divizorii de ordin k arata ca media aritmetica a divizorilor de ordin
k ai unui numéar natural n este mai mare decat numéarul divizorilor lui n. Acest fapt este dovedit

prin urmatoarea propozitie:

PROPOZITIA 3.1.8 (Minculete [ [22], Theorem 7]). Pentrun > 1 si k > 1 are loc urmdtoarea

inegalitate:

(k)
7(n) < v/nye(n) < U(k) (n), n # 4. (3.1.23)
T (n)
a®) (1)
Demonstratie. Pentrun =1, avem 7(1) =1 = /1y (1) =1 = Gk
T

Pentru n = p{'ps2..pGepy it ..ptr > 1, unde a1, a2, ...,ay < k41§ Guy1, Gug2, - ar >k + 1,

deducem inegalitatea

ay41tk ar+k r pq‘j + pk
R RN N S S U G | | (H -

, 2
j=u+1
1 a1, a ” g a; k U(k) (n)
= 2T_up11p22...pz H (pj] +pj) = T(k)(n) :
Jj=u+1
ay4+1+k ar+k
Dar avem egalitatea p{'p52..p%up, .2 ..pr 2 = \/ny(n). Asadar, obtinem inegalitatea
(&) (n)
o®(n
\/ <

care este adevarata pentru orice n > 1.
Partea stangd a inegalitatii (3.1.23|) trebuie tratata separat, datorita faptului ca ea nu este
adevarata pentru n = 4.

Daca n = p® # 4, atunci aratam mai intai ca

VP ye(p®) = 7(p%).

atk o atk
Pentrua > k+ 1, avem p 2 > a + 1, care este adevarata, deoarece p 2 >22 >a+ 1.

Pentru a < k+1si k > 1, avem p® > a + 1, care este adevarata, deoarece p* > 2¢ > a + 1
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3.1. Divizori de ordin k

pentru orice a > 1. Pentru a < k, avem p® > a + 1, care este adevarata. Observam ca trebuie
sa verificam separat inegalitatea pentru numere de forma n = 4p®. Daca avem k = 1 gi
a = 1, atunci rezulta inegalitatea 7(4p) = 6 < /4p - 2p = 2v/2p, care este adevirata, deoarece
p>3. Incazul k >2sia < ksaua > k+ 1, avem T(4p®) = 3(a+1) < \/Wzélp%.
Aceasta inegalitate este adevarata deoarece p > 3 si datorita celor evidentiate mai sus.

Utilizand faptul ca functiile aritmetice 7 si % sunt multiplicative, rezultd ca
nyk(n) > 7(n) pentru orice n > 1, n #4si k > 1.

Astfel, demonstratia este completa.

OBSERVATIA 3.1.9 In mod similar, ardtdm cd pentru oricen > 1 si k > 0 avem inegalitatile

urmdtoare:

n n a®)(n o*(n o(n
+gk( ) = T(k)gn; = T*Eﬂi = T(TL) =V (3.1.24)
$t
2n < e®(n) + o®(n) < 7®(n) . n. (3.1.25)

Comportatile asimptotice pentru indicatorul lui Euler (¢) si pentru alte functii aritmetice simi-
lare lui ¢, precum ¢*, o(©) si ©(©* au fost date in cateva lucriri (vezi e.g. [30], [50] si [60]).
Mai jos, prezentim comportarea asimptoticd a functiei ¢*). Aceasti functie face parte din

categoria functiilor de tipul indicatorului lui Euler.

PROPOZITIA 3.1.10 (Minculete si Pozna [ [29], Theorem 2.2]). Pentru k > 1, avem relatia

n<x
unde 1 1
o3 I (-5

(k)

Demonstratie. Consideram functia multiplicativa f(n) = 1 care are proprietatile urmatoare:
|f(n)| <1 pentru orice n > 1 i f(p) = 1 pentru orice numar prim p. Aplicand teorema 3.1.0

pentru aceasta functie, deducem relatia urmatoare:

Z (p(k;(n) =2Bx+ O (ZL‘% log :U) , (3.1.27)

n<x
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3. Alte functii aritmetice cu e-divizori

unde ) )
b (k)
1
2 im pFti(p+1)

Se cunoagte teorema sumei partiale a lui Abel (vezi e.g [33]), care este data astfel:
> f(mg(n) = Flalgla) = [ PO (@) (31.29)
n<x

unde f(n),g(n) sunt doua functii aritmetice, x > 2, iar f(¢) continua si g(¢) derivabild cu
derivata continua pe [1,x] si F(z) = Z f(n).
n<x
™ (n)
Pentru f(n) = =——— i g(n) = n, avem relatia (3.1.27), adici F(x) = 2Bz + O(z'/?logz).
n
Tinand cont de relatia (3.1.28)), obtinem urmatoarele:

PREIOESY 90(12(”) n = [zBa: +0 (:c% logxﬂ T — /f[wt + O(t'? log t)]dt =

n<x n<x

=2Bz?+ 0 (:U% logw) — Bz?> -0 (/ /2 logtdt> = Bz*+0 (:U% 10g3:> .
1

In consecinta, deducem relatia ([3.1.206]).
(k) n)

OBSERVATIA 3.1.11 Valoarea medie a functiei aritmetice multiplicative p
<1 ; >

l l Tkt )

D i prip+1)

In continuare, considerim functia h(*) = (k) u, data cu ajutorul produsului Dirichlet, unde p
este functia lui Mobius. Cum functiile o) gi p sunt multiplicative si tindnd cont ci produsul
Dirichlet piistreazi multiplicativitatea (vezi e.g [1]), rezultd ci functia h*) este multiplicativi

si deducem relatia

@ k+1
h(k)(pa) :{ tp(p )a a 7é + (3129)
p*, a=k+1

pentru un numar prim p si pentru a > 1, unde ¢ este indicatorul lui Euler.

PROPOZITIA 3.1.12 (Minculete si Pozna [ [29], Theorem 2.3]). Pentru k > 1, exista relatia

> BP(n) = Ca? + O(a), (3.1.30)
n<zx
unde . ) ) )
C = ngim(l_p) <1+p+m>.



3.2. Numarul e-divizorilor semiproprii ai unui numar natural

%) (n
Demonstratia. Consideram functia multiplicativa f(n) = ( , pentru care avem pro-

n
-1 1
M = — Z — este convergenta.
D p

P P
Aplicand teorema 3.0.1, deducem urmaéatoarea relatie:

N
1 hF)(n) 1 11
oy :H<1_p><1+p+pk+l):20’

n=1 p

prietatile: 0 < f(n) < 1 pentru orice n > 1 si seria Z

Flz)=Y MO0 _ ooy 4 o). (3.1.31)

h®) (n)

Prin urmare, pentru f(n) = si g(n) = n, avem functia F'(x), data prin relatia (3.1.31]).
n
Aplicand relatia (3.1.28)), obtinem urmatoarea egalitate:

n

S HO(m) = 3 MO0 e /x Flt)dt = C2? + O(x).
1

n<x n<x

Astfel, demonstratia este completa.

3.2 Numarul e-divizorilor semiproprii ai unui numar natural

Multimea e-divizorilor unitari ai unui numar natural n este inclusa in multimea e-divizorilor
lui n. In continuare, studiem existenta unui numar de divizori ai unui numar natural n, numar
de divizori care sa fie mai mic decat numarul e-divizorilor unitari.

Particularizand divizorul de ordin £ pentru k = 1, obtinem divizorul de ordin 1, adica un

n

divizor d al lui n pentru care v(d) = ~v(n) si (ﬁjg) = 1, unde y(n) = pip2...pr pentru
T T

n = H p;* > 1. Observam cd numarul natural d = pri este un divizor de ordin 1 al lui
i=1

i=1

T
n= H p;* > 1 daca b; este un divizor impropriu al lui a;, adica b; € {1, a;} pentru orice i = 1, 7.
=1

De asemenea, mai observam ca toti divizorii de ordin 1 sunt divizori exponentiali.

Divizorii 1 si a ai numarului natural a se numesc divizori improprii, iar orice alt divizor
diferit de 1 si a se numeste divizor propriu. Aceastd notiune o punem in corelatie cu notiunea
de divizor exponential si cu cea de divizor de ordin 1. Prin urmare, consideram ca este mai
potrivit ca, in loc de notiunea de divizor de ordin 1, sa utilizam notiunea de divizor exponential

semipropriu sau e-divizor Semipropriu.
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3. Alte functii aritmetice cu e-divizori

Astfel, am identificat o subclasd de divizori a clasei e-divizori unitari, pe care am numit-o
clasa divizorilor exponentiali semiproprii. Am definit-o in modul urmator: daca avem numérul

natural n > 1 cu descompunerea canonica n = pj'p5?...p% si functia aritmeticd vy(n) = pips...pr,
n

d n
v(n)’ d

exponential semipropriu sau e-divizor semipropriu al lui n. In acest caz, notam d|(e) oM.

atunci un divizor d al lui n pentru care vy(d) = v(n) si ( > = 1 este numit divizor

De exemplu, pentru numarul n = 2° - 3% avem e-divizorii semiproprii urmétori:
2.3,26.3,2.3% i 20. 3%

Studiem o serie de proprietati ale acestor functii nou definite, printre care multiplicativitatea,
ordinul mediu, ordinul maximal, comportarile asimptotice si unele inegalitati in care sunt im-
plicate aceste functii aritmetice.

Rezultatele care se Inscriu in aceasta tematica au fost extrase din lucrarea [20], N. Minculete,
“A new class of divisors: the exponential semiproper divisors” — trimisa spre publicare.

Fie 7(¢)%(n) numérul divizorilor exponentiali semiproprii ai lui n. Observam ci 7(€)5(1) = 1 si
ca 1 nu este un divizor exponential semipropriu al lui n > 1, iar cel mai mic divizor exponential
semipropriu al lui n este y(n) si cel mai mare divizor exponential semipropriu al lui n este n.
In cazul exemplului de mai sus, avem 7(¢)5(26 . 3%) = 4.

Orice divizor exponential semipropriu al lui n poate fi scris sub forma d = y(n) - d’, unde d’
n
v(n)

, deci avem urmatoarea relatie:

este un divizor unitar al lui . Prin urmare, numarul divizorilor exponentiali semiproprii ai

lui n este 7* (
v(n)
= (1) (3:2.1)
T3 (n) =71 : 2.
v(n)
T T
Observam ca numarul natural d = H p?i este un e-divizor semipropriu al lui n = F[pfZ >1
i=1 i=1
daca b; este un divizor impropriu al lui a;, adica b; € {1, a;} pentru orice ¢ = 1,7. Notam d|()sn

si citim d divide exponential semipropriu pe n. Asadar,
1, daca a=1
r@spyy=¢ 7 (3.2.2)
2, daca a > 2,
adica p are ca e-divizor semipropriu pe p, iar e-divizorii semipropriii ai lui p* cu a > 2 sunt p si
p*.
De asemenea, observam ca e-divizorii semiproprii ai lui n se gasesc printre divizorii exponentiali

unitari ai lui n, care, la randul lor, se gasesc printre divizorii exponentiali ai lui n, deci

7@3(n) < 7% (n) < 1 (n). (3.2.3)
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3.2. Numarul e-divizorilor semiproprii ai unui numar natural

Pentru a observa diferentele dintre aceste tipuri de divizori, luam urmatorul exemplu: fie

numirul n = 26 - 3%; rezulti ci e-divizorii lui n sunt:
2-3,2%.3,2%.3,20.3,
2.32,22.32 23.32 26.32
2.3%22.3% 23.3% 26.34
e-divizorii unitari ai lui n = 26 - 3% sunt:
2-3,2%.3,2%.3,20.3,
2.3%22.3% 93 .34 26.34
iar e-divizorii semiproprii ai lui n = 25 - 3% sunt urmatorii:
2.3,26.3,2.3% 26.3%
De asemenea, observam ca

7©5(n) < 7% (n) < 7O (n) < 7(n) (3.2.4)

pentru orice n € N*,
Pentru a studia modalitatea de aparitie a acestor tipuri de divizori, luam cateva cazuri particu-
lare pentru n. Asadar, daci n este un numér liber de pétrate, atunci 7(9%(n) = 1, iar daci toti

factorii primi din descompunerea canonica: n = p{* - p5? - ... - p&* au exponentii a; > 2, atunci
73 (n) = 7(n) = 2". (3.2.5)

Presupunand ca t este numarul exponentilor a; > 2 ai factorilor primi din descompunerea
canonica a lui n, deducem relatia

7©3(n) = 2t (3.2.6)

Acest rezultat arati ci functia aritmetica 7(€)%(n) = Z 1 este multiplicativa.
d‘(e)sn
Multiplicativitatea este importantd pentru studiul functiei aritmetice 7(¢)%, deoarece ajuti la

determinarea ordinului maximal al acestei functii.

PROPOZITIA 3.2.1 (Minculete [ [20], Theorem 1]). Existd urmdtoarea relatie:

(e)s
lim sup In7 () Inlnn = h172 (3.2.7)

n—o0 ln n 2




3. Alte functii aritmetice cu e-divizori

Demonstratie. Fie F(n) = 7(¥%(n) o functie multiplicativii, cu proprietatea F(p®) = f(a), unde

1, daca a=1
fla) = y
2, daca a > 2.

Cum f(n) = O(1) = O(n®), rezulta, conform teoremei 1.3.4, relatia

- In7()%(n) Inlnn In f(m) In2 In2
lim sup = sup =sup — = —.
n—oo ln n m m m m 2

Mai sus, am determinat ordinul maximal al functiei T(e)s(n). In continuare, studiem comportarea

asimptoticd a functiei aritmetice 7(¢)%(n).

TEOREMA 3.2.2 (Minculete [ [20], Theorem 3]). Pentru functia aritmeticd 7(€)%(n) avem

urmatoarea evaluare asimptotica:

S 7@ 796 L Azs 10 ( ) (3.2.8)

n<x

pentru orice € > 0, unde A este o constantd, iar seria Dirichlet asociata functiei T(e)s(n) este

de forma
o~ T () _ ((s)¢(2s)
T\€)5(n s)C(2s
= 1. 2.
ngl e C(4s) pentru Res > (3.2.9)
Demonstratie. Considersm functia f(n) = 7(9%(n). Deoarece 7(€)5(p) = 1 si 7(&)35(p?) =

7(€)5(p3) = 2, ludm | = 2 si k = 2 in teorema 2.0.1. Pentru orice a > 4, avem
|7_(e)s(pa)| —2< Cam’

unde C si m sunt doud constante. Prin urmare, conditiile din teorema 2.0.1 sunt indeplinite,

rezulta relatia

ZT C’fx+x2Pf2(lnx) + O(z"227°).

n<x

o f®) — f* ) o o ) :
Se stie ca Cf := H 1+ Z pr . Asadar, inlocuind functia f in aceasta expresie

si efectuand calculele, obtinem

(e)s(may __ ~(e)s(,,a—1 1 (e)s(may __ ~(e)s(,a—1
Cf=H<1+ZT (p)pf v >>:H<l+p2+ T <p>p; (v >>:
P a=2 p




3.2. Numarul e-divizorilor semiproprii ai unui numar natural

Este ugor de vazut ca ugo = %, iar Pyo este o constantd pe care o notam cu A. Astfel,
demonstratia relatiei (3.2.8)) este incheiata.
Observam ci v(p) = v(p?) = v(p?) = 0, iar
v(pa) — Z(_l)j <1> (T(e)S(pafjl) o T(e)S(pafjlfl)) _ T(e)S(pa) - T(e)S(pafl) o T(e)S(pan)_’_
: J
j=0
—i—T(e)s(p“_?’) = 0 pentru a > 5. In cazul a = 4, avem v(p*) = —1, iar pentru a > 4, obtinem

v(p*) = —1. Ca urmare, v(p®) = 0 pentru orice a # 4.

ns T s

o
1 1
Seria V(s) = Z v(n) este absolut convergenta pentru Res > - si este egala cu H <1 ) =
n=1 4 p prim p

1 1
——, deci V(s) = ——. Astfel, relatia (3.2.9) este demonstrata.
(s VY = ) E29

OBSERVATIA 3.2.3 Notdm prin T9% produsul tuturor e-divizorilor semiproprii ai lui n.

Fien = plpg...pupzijrﬁl...pffr. Termenul p1po...py apare la fiecare e-divizor semipropriu, iar un

T(e)s(n) T(e)s(n)
2

semiproprii il contin pe p;. Ca urmare, in produsul e-divizorilor semiproprii, p; apare cu expo-
7% (n)(a; +1)
2

o .. . . e A . Qaq . o .. .
numar de e-divizori semiproprii il contin pe pjj st un numar de e-divizori

nentul , ceea ce implica relatia

T(e)s (n)

ay41+1 ar+1 T<8>5(n)

T<e>8<n>=(p1p2...pupu+f p) L= (W)W = ()T . (3.2.10)

Prin aplicarea teoremei 2.0.3, obtinem o aplicatie a functiei aritmetice 7(9)% care stabileste o

legatura cu functia I' a lui Euler si care ne da o alta exprimare pentru suma Z T(e)s(n) decat
n<x

cea din relatia (3.2.8]). In acest sens, avem urmitoarea propozitie:
PROPOZITIA 3.2.4 Pentru x — oo, existd o constanta t > 0, astfel incat
—(®) 211
@s(ny = [ 2 o <P)
7% (n +o(1) . (3.2.11)
72 ( I'(t) Inx H p(p—1)
Demonstratie. Este usor de vazut ci 7(®)%(n) > 0, (V) n € N*, iar
@ (p?) <2 < 14

Vom arata ca pentru x — oo avem

S (p) Inp = (¢ + o(1))a,

p<z
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3. Alte functii aritmetice cu e-divizori

unde t > 0 este o constanta. Preocupandu-ne de membrul stang al egalitatii anterioare, deducem
relatia ZT(G)S(p) Inp = Zlnp =In Hp. Din lema lui Finsler (vezi e.g. [ [38], pag. 76]),

p<z p<z p<z
obtinem H p < 4%, deci In H p < zln4. Cu alte cuvinte, rezulta ca
p prim p prim
p<z p<z

Z T(e)s(p) Inp < zln4,

p<z
ceea ce Inseamna ca exista o constanta ¢ > 0, astfel incat, pentru x — oo, avem
Z 7@ (p)Inp = (t + o(1))x.
p<z

Conditiile din teorema 2.0.3 sunt indeplinite, ceea ce Inseamna ca, pentru x — 00, obtinem

relatia urmatoare:

et T 7_(e)s 7_(e)s 2
gywm%(nw+m0mxH<H'p@+ ?”h)—

n<x p<lzx

p
= (EX+0(1)>&H<1+;+;+;_.>—

p<z

- (+0) s 1L ()

Analizand seria Dirichlet asociatd functiei 7(¢)%, sesizdm o extindere a acestui rezultat.

Astfel, obtinem o generalizare a relatiei (3.2.9)), pe care o prezentam mai jos:

PROPOZITIA 3.2.5 (Minculete [20]). Pentru orice r > 1, exista urmatoarele relatii:

> 1-(e)s ()17 o
Z [Tngn)] — ((S)CT_I(ZS) <2 -2" 4+ 2((43)) , pentru Res > 1 (3.2.12)
n=1
§1
SO )" = Az + 22 Py _a(Inz) + (2, (3.2.13)
n=1
27"+1 -1

pentru orice € > 0, unde Por_o este un polinom de gradul 2" — 2, u, =

&*HQ+23>

p

or+2 +1 5%'

Demonstratie. In cazul f(n) = [7(9%(n)]” cur > 1, aplicim teorema 2.0.1 pentru ! = 2 gi k = 27,
de unde obtinem relatiile (3.2.12)) si (3.2.13]).
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3.3. Suma e-divizorilor semiproprii ai unui numéar natural

3.3 Suma e-divizorilor semiproprii ai unui numar natural

Mai sus, am introdus notiunea de divizor semipropriu sau e-divizor semipropriu. Fie o(e)s(n)
suma e-divizorilor semiproprii ai lui n. Observam ca 1 este un e-divizor semipropriu al sau,
adici o(®)3(1) = 1.

Orice e-divizor semipropriu al lui n poate fi scris ca d = y(d) - d’, unde d' este un divizor

unitar al numarului ——. Asadar, suma e-divizorilor semiproprii ai lui n este y(n)-o* <n>,
v(n) v(n)
deci avem urmatoarea relatie:
©)s(p) = ot [
a\“?(n)=~(n)-o < ) . 3.3.1
) V(n) (33.)

De asemenea, observam ca e-divizorii semiproprii ai lui n se gasesc printre e-divizorii unitari
al lui n, iar e-divizorii unitari ai lui n se gasesc printre e-divizorii lui n. Ca urmare, deducem
inegalitatea

o(©3(n) < o®*(n) < o (n). (3.3.2)

De exemplu, e-divizorii semiproprii ai lui n = 25 - 3% sunt urmatorii:
2.3,26.3,2.3% 20.3%

ceea ce inseamnd cii o(€)5(20 . 34) = 5544,
Prin compararea sumelor de divizori prezentati pana acum, rezulta inegalitatea

o9%(n) < ol (n) < o (n) < o(n) (3.3.3)

pentru orice n € N*,
Este simplu de observat ca, dacd n este un numar liber de patrate, atunci J(e)s(n) =n.
Presupunand ca toti factorii primi din descompunerea canonica a lui n = pj* - p3? - ... - p&~ au
exponentii a; > 2, deducem
o (n) = ] 0" +p). (3.3.4)
p*lln

Ay+1

Asadar, daca n = pipa..pup, 7 05, a; > 2, (V) i€ {u+1,...,r}, atunci

T

o' (n) = pipa-pu [ ) +py)- (3.3.5)
Jj=u+1

Prin urmare, observim ci functia aritmetica ¢(¢)%(n) = E d este multiplicativa.
d‘(e)s7l
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3. Alte functii aritmetice cu e-divizori

In mod similar cu numé&rul perfect, spunem ca un numarul n este un numar e-semipropriu
perfect, daci o(9)*(n) = 2n.

Mai jos, analizam cateva dintre aspectele referitoare la numerele e-semiproprii perfecte. Este
simplu de observat ca, daca m este un numar liber de patrate si n este un numar e-semipropriu
perfect, astfel incat (m,n) = 1, atunci mn este e-semipropriu perfect..

Utilizand calculatorul, obtinem numerele e-semiproprii perfecte pana la 1000 sunt urmaéatoarele:

36, 180, 252, 396, 468, 612, 684 si 828.

In continuare, cautand numere e-semiproprii perfecte cu ajutorul calculatorului, am gasit ca
numarul natural care este e-unitar perfect, dar care nu este e-semipropriu perfect, este numarul

urmator:

9539712 = 26.32.72. 132

Se pune problema aflarii cardinalului multimii numerelor e-semiproprii perfecte si a formei

acestor numere. Raspunsul la aceste probleme sunt concretizate in urmatoarele doua propozitii:
PROPOZITIA 3.3.1 Ezistd o infinitate de numere e-semiproprii perfecte.

Demonstratie. Stim ca, dacd m este un numar liber de patrate si n este un numar e-semipropriu
perfect, astfel incat (m,n) = 1, atunci mn este e-semipropriu perfect. Cum 36 este primul
numar e-semipropriu perfect, rezulta ca 36p este e-semipropriu perfect, unde p este un numar
prim mai mare sau egal cu 5. Conform teoremei lui Euclid, exista o infinitate de numere prime,

deci exista o infinitate de numere e-semiproprii perfecte.
O

PROPOZITIA 3.3.2 (Minculete [ [20], Theorem 5]). Nu existd numere impare care sd fie

e-semiproprii perfecte.

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca exista numere impare e-semiproprii perfecte, adica

exista n = p}'...p¢" astfel incat

a(e)s(pcl”)...a(e)s(pg") =2p7t..ppr. (3.3.6)
Dacii a; = 1, atunci 0(®%(p;) = p; si, prin simplificare cu numirul p;, aceasta dispare din
relatia (3.3.6). Ca urmare, presupunem ca a; > 2, (V) i € {1,...,7} si relatia (3.3.6) devine

a1—1 a1—1

(p{* + p1)-. (P2 + pr) = 2p7t..pfr, adica (pf +1)..(prt 4+ 1) = 2p] p@r~L ceea ce
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3.3. Suma e-divizorilor semiproprii ai unui numéar natural

inseamna ca r = 1.
Prin urmare, avem relatia
ay—1 _ a1—1
P1 +1=2p; )
care implicd a; = 1, ceea ce este o contradictie. Astfel, demonstratia se incheie.
O

OBSERVATIA 3.3.3 Cum c(9%(n) < ¢(9*(n) < 0(®)(n) si tinind seama de inegalitatea (2.2.5),
rezultd ca

c©3(n) < o ®*(n) < 0@ (n) < Y(n) < o(n). (3.3.7)

OBSERVATIA 3.3.4 Din observatia 2.2.5, deducem usor faptul cd, dacd n = p{'ps?...p cu

a; # 2 pentru orice i = 1,7, atunci

o(©3(n) < o®*(n) < 0@ (n)

INA
AIEA

:gn (3.3.8)

5t
g(©)s (n) <

ol ©

n. (3.3.9)

COROLARUL 3.3.5 Daca n = p{*p3*...p% este un numar e-semipropriu perfect, atunci cel

putin un exponent a; este egal cu 2.

Demonstratie. Presupunem prin absurd cd numarul n = p{*p3..p% cu a; # 2 pentru orice

1 < i < 7 este un numér e-semipropriu perfect, deci ¢(®)*(n) = 2n. Aplicand observatia 3.3.4,

avem o(®)%(n) < In < 2n, deci o(©)%(n) < 2n, care implicd o contradictie. In consecinti, nu

existd niciun numéar e-semipropriu perfect de tipul n = p{'p52...p% cu a; # 2 pentru orice
1< <r.

O
Utilizand propozitiile 3.1.3 si 3.1.7 pentru k = 1, obtinem ordinul maximal al functiei o(®)® si

ordinul minimal al compunerii de functii 0(®)% o . Ca urmare, avem

CONSECINTA 3.3.6 (Minculete [ [20]])

(©)s(n) 6
. g n _ 9 4
nh_}ngo sUp o = = 3¢ (3.3.10)
5t
(e)s
lim inf 7)) _ (3.3.11)
n—o0 n

unde vy este constanta lui Euler, iar o(n) este suma divizorilor ai lui n.
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3. Alte functii aritmetice cu e-divizori

Cu ajutorul convolutiei putem obtine o serie de functii multiplicative. De aceea, consideram ca
este necesara extinderea tipurilor de convolutie.
Astfel, In mod asemanator cu definirea convolutiei exponentiale unitare, introducem convolutia

ezponentiald semiproprie a functiilor aritmetice, pe care o definim astfel: (f ), g)(1) =1 si

(Fe@s)) =" 3 o D F@I )9 (e ). (3.3.12)
bici=a brcr=ay
b1,011€1{1,(;1} brycre{lvaﬂ‘}

Convolutia exponentiald semiproprie este comutativa, asociativa i are ca element neutru pe

I, unde (1) = 1 si

1, pentrua =1
u(p®) = ’ 3.3.13
A" { 0, pentru a > 2, ( )

unde p este un numar prim si a > 1.

Mai mult, o functie f este inversabila in raport cu convolutia exponentiala semiproprie daca
si numai daca f(1) # 0 si f(p1...px) # 0 pentru orice numere prime distincte p1, ..., pg.
Inversa functiei constante 1 In raport cu convolutia exponentiald semiproprie este functia

aritmetica us, datd prin ps(1) =1 si

1, pentrua=1
4 = ' 3.3.14
s (P) { —1, pentru a > 2, ( )

unde p este un numar prim si a > 1.

O proprietate imediata a acestei functii este urmaétoarea:
s *(e)s Hs = s - 7% (3.3.15)

De asemenea, convolutia exponentiala semiproprie nu este un exemplu de convolutie regulata

de tip Narkiewicz, pe care o gasim tratata in lucrarea [32].

3.4 Numarul si suma e-divizorilor de ordin £ ai unui numar

natural

Pentru a extinde multimea functiilor aritmetice multiplicative cunoscute la altele noi, care
utilizeaza divizorii exponentiali, in acest subcapitol introducem notiunea de divizor exponential

de ordin k sau e-divizor de ordin k.
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3.4. Numarul si suma e-divizorilor de ordin k£ ai unui numar natural

DEFINITIA 3.4.0 Un numar natural n > 1 descompus canonic n = pi*p5?...p¢" are ca e-
T
divizor de ordin k pe d = Hpi-’i, daca b; este un divizor de ordin k al lui a;, adica b,-](k)ai pentru
i=1
orice i = 1,7. Prin conventie, 1 este un e-divizor de ordin k al sau.

In acest caz, notim dl(e) (k)
Daci 7(®)(%) (n) reprezinti numéarul e-divizorilor de ordin k ai lui n, atunci 7(&®)(1) = 1.
Remarcam ca 1 nu este e-divizor de ordin k al lui n > 1, iar cel mai mic e-divizor de ordin k

al lui n = pclllng...pZ“pZ“pi'll...p?T > 1, unde a1, a9, ...,ay < k+ 1§ ayt1, @ut2,...,ar > k+1,

este numarul y(n) = p{'p5>...p% (py+1Pus2--pr)¥. De asemenea observam ci e-divizorii de ordin

k ai lui n se gasesc printre divizorii exponentiali ai lui n, deci

7OFE (n) < 7 (n).

In acelagi timp, deducem inegalitatea

7@®) () < 7€) (n) < 7(n)

pentru orice n € N*.

Dacd n = p{* - p5? - ... - p& > 1, atunci, facand cateva calcule, obtinem egalitatea
7O® () = 70 (q) - 7 W) (ag) - .. - 70 (a,.), (3.4.1)

ceea ce implica faptul ci functia aritmetica 7(€)*) (n) = 3° dleyoyn 1 este multiplicativa.
Fie 0(9®)(n) suma e-divizorilor de ordin k ai lui n. Prin conventie, 1 este un e-divizor de
ordin k al siiu, deci o(®*)(1) = 1. Observam ci e-divizorii de ordin k ai lui n se gisesc printre

divizorii exponentiali ai lui n, deci

o F () <o (n), (3.4.2)

ceea ce implicd inegalitatea ¢(9®)(n) < ¢(®)(n) < o(n).

Daca n = p{* - p5? - ... - p& > 1, atunci

0<e><k>(n):ﬁ AR (3.4.3)

=1 \d|)a;

de unde rezulti ci functia aritmeticd o(®)*)(n) = de L d este multiplicativa.
Urmarind céateva proprietati ale e-divizorilor de ordin k, constatam ca, daca n este liber de

patrate, atunci avem
c©O®) (n) = n.
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3. Alte functii aritmetice cu e-divizori

In mod aseminitor cu numéirul perfect, introducem numarul e-perfect de ordin k; astfel, un
numar n este un numar e-perfect de ordin k, daca o(©k) (n) = 2n.

Utilizand definitia de mai sus, este usor de vazut ca, daca m este un numar liber de patrate, iar
n este un numar e-perfect de ordin k, astfel incat (m,n) = 1, atunci mn este e-perfect de ordin
k. Aceasta proprietate a fost remarcata la majoritatea tipurilor de numere perfecte studiate
anterior.

O proprietate a sumei divizorilor de ordin k ai lui o(n), care reprezinta suma divizorilor naturali

ai lui n, este data astfel:

PROPOZITIA 3.4.1 Exzista relatia urmatoare:

(e)(k)
i inf O e (1))
n—oo n

= 1. (3.4.4)
Demonstratie. Este usor de vizut cd n < o(®*)(n) < o(n) pentru orice n > 1. Aplicim teorema

2.0.5 pentru h(n) = 0(9®) (n) gi deducem relatia din enunt,.
([l
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CAPITOLUL 4

Tipuri de numere armonice

In acest capitol investigam numerele armonice, numerele armonice bi-unitare si numerele ar-
monice exponentiale, continuand cercetarile facute de J. Sandor in cateva lucrari la care ne vom

referi In continuare.

J. Sédndor prezinta in lucrarea [47] un tabel cu toate cele 211 numere armonice bi-unitare
pani la 10°. Studiind numerele armonice bi-unitare mai mari decat 10°, am gésit un numir

armonic bi-unitar mai mare decat 1094

. Mai mult, am aratat ca singurul numar par care este, in
acelagi timp, numar perfect si numar armonic bi-unitar este 6, iar dacd un numar n este armonic
bi-unitar de forma pqt?, atunci n = 60 sau n = 90.

J. Sdndor introduce in lucrarea [46] numerele armonice exponentiale de tipul 1 gi de tipul 2.
In subcapitolul 4.3 introducem si studiem numerele armonice exponentiale de tipul 3 si de tipul
4, aratand ca orice numar liber de patrate este armonic exponential de tipurile 3 si 4, iar daca
n este un numar e-unitar perfect, atunci n este armonic exponential de tipul 3.

Rezultatele care se Inscriu in aceasta tematica au fost extrase in mare parte din lucrarea |25,

N. Minculete, “Types of harmonic numbers” —lucrare care se afla in pregatire.

4.1 Numere armonice

Fie n un numar natural si 1 = d; < ds < ... < ds = n, divizorii naturali ai lui n. O. Ore
studiaza in lucrarea [36] cazul in care media armonica a acestora, H(n), este un numar natural,

adica




4. Tipuri de numere armonice

Daca o(n) este suma divizorilor naturali ai lui n, iar 7(n) este numarul de divizori ai lui n,
nt(n)

o(n)

atunci H(n) se rescrie H(n) = , deoarece

a(n):d1+d2+...+d5:CZ+...+CZ:n<dll+d12+...+d18>.
Prin urmare se observa ca H(n) este numar natural daca si numai daca o(n)nt(n).

Astfel, C. Pomerance definegte, in lucrarea [40], numarul armonic drept un numar n pentru
care o(n)|nt(n).

O. Ore stabileste o legatura intre numerele perfecte si numerele armonice, aratand ca daca
n este un numar perfect, atunci acesta este armonic.

O listd a numerelor armonice pani la 2 - 10? este datd de G. L. Cohen in lucrarea [5], el
gasind 130 de numere de acest tip, iar G. L. Cohen gi R. M. Sorli continua, in lucrarea [6],
aceast listd pana la 1010,

Notiunea de numaéar armonic este extinsa asupra divizorilor unitari de catre K. Nageswara
Rao in [34]. Astfel, un numar natural n este numit armonic unitar daca o*(n)|nt*(n). Aceasta
arata cd dacd un numar este perfect unitar, atunci n este armonic unitar.

Ch. Wall arata in [68] ca exista 23 de numere armonice unitare cu w(n) < 4.

4.2 Numere armonice bi-unitare

Notiunea de numar armonic este extinsa si asupra divizorilor bi-unitari. Reamintim ca un
divizor d al lui n se numeste divizor bi-unitar daca cel mai mare divizor unitar al lui d si % este
1, iar prin 0**(n) notam suma divizorilor bi-unitari ai lui n.

Ch. Wall introduce, in lucrarea [66], notiunea de numar perfect bi-unitar. Astfel, un numar
n este numar perfect bi-unitar daca c**(n) = 2n. Ch. Wall arata ca singurele numere perfecte
bi-unitare sunt 6, 60 si 90.
Observam ca functia 0**(n) este multiplicativa si avem
a+1 1

o™ (p*) =o(p®) = pil dacd a este impar si
p—
a pa+1 — 1 a
o (p) = o(p?) —p2 = -1 p2 daca a este par,
p p—
unde p este un numar prim.

Notam prin 7"*(n) numarul divizorilor bi-unitari ai lui n; este usor de vazut ca, daca n =
pItp52..pdr > 1, atunci 7*(n) = H a; H (a; +1).

a;=par a;=impar
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4.2. Numere armonice bi-unitare

In lucrarea [47], J. Séndor introduce notiunea de numar armonic bi-unitar in modul urmator:
un numar natural n este numar armonic bi-unitar daca avem o**(n)|n7**(n). El arata ca daca
n este perfect bi-unitar, atunci n este armonic bi-unitar. Cum Ch. Wall arata ca 6, 60 si 90
sunt numere perfecte bi-unitare, acestea sunt si armonice bi-unitare. Tot in [47] este aratat ca
daca n = p{*py*...p% > 1 si toti exponentii a; sunt impari, atunci n este armonic bi-unitar daca
si numai daca n este armonic. De asemenea, se demonstreaza ca nu exista numere armonice
bi-unitare de formele: pg*, p3¢? si p3q?, iar singurul numir armonic bi-unitar de forma pg? este
5-32. De aici deducem c& existd numere impare care sunt armonice bi-unitare.

J. Séndor prezinta in [47] un tabel cu toate cele 211 numere armonice bi-unitare pana la

10?, unde observam urmitoarele:

e exista doar cinci numere impare pana la 109 care sunt armonice bi-unitare.
Acestea sunt urmatoarele: 1,45 = 32 .5, 646425 = 32 .52.132 .17,
716625 = 3% - 5% - 72 . 13 si 29381625 = 3% - 5% - 72 . 13 - 41.

e existd un singur patrat perfect pani la 107 care si fie armonic bi-unitar: 9922500 =
22.3%.5%.72,

e exista doar cinci numere powerful (numar powerful este numarul 1 sau orice numar natural
n = p{'ps?...p%", pentru care a; > 2, oricare ar fi i = 1,7) pani la 10° care sunt numere
armonice bi-unitare. Acestea sunt urmitoarele: 3307500 = 22 - 3% . 5% . 72, 9922500 =
22.3%.54.72, 23152500 = 22.33.5%.73, 138915000 = 23.3%.5%.73 5i 555660000 = 2°-3%.5%.73,

In continuare, ciutdm numere armonice bi-unitare mai mari decat 10°. Pentru a verifica daci
anumite numere, relativ de mari, sunt prime, am utilizat programul informatic Prime Number

Checker.

In constructia numerelor armonice mai mari decat 10 avem nevoie de numere prime suficient
de mari, dar care au o forma convenabila. Prin urmare, utilizam numerele prime Mersenne in

descompunerea canonica a noilor numere armonice bi-unitare.
PROPOZITIA 4.2.1 (Minculete |25]). Numerele urmdatoare:
np =227 —1)(2% +1)-3%- 1143,
ny =222 - 1).3%.5%.19.29.31.79-113 - 157 - 313,
ng =237 —1).34.5%.72.11.13.19-31-37-79-109 - 157 - 313,
ng=2%02Y —1).3*.5%.73.13.17-29 - 2203 - 30841 - 61681
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4. Tipuri de numere armonice

St
ns = 202231 —1).3°.5%.7°.11-13.19-43 .79 - 107-

157 - 313 - 349 - 641 - 27919 - 55837 - 335021 - 3350209 - 6700417

sunt armonice bi-unitare.

Demonstratie. Conform lucrarilor [33,38|, un numar n este numar Mersenne daca este de forma
2% — 1. Tot aici sunt prezentate primele 38 numere prime Mersenne. Primele opt numere prime
sunt urmatoarele: My =22 —1, My =23 —1, M3 =2>—1, My =27 -1, M5 =23 -1, Mg =
217 1, My =29 —1gi Mg=2%—-1.

Fie n numarul armonic bi-unitar pe care il cautam. Mai jos, prezentam o modalitate de
constructie a acestuia.

Daca M, = 2% — 1 este un numar prim, atunci deducem relatia
(M +1)2) =0 (22F) = (1 + 2422+ . 428 Lokl 4 9% =

=(14+2+2%+. +2FhHa +2Mh) = 28 —1)(2F + 1),

Cum ¢**(n)|n7**(n), n trebuie si-1 aibd ca divizor pe Mj, = 2F — 1 si, pe langa acesta, pe toti
divizorii primi ai lui 2¥*1 4 1, deci n = 22k(2k — 1) . p{* - .. - p2r.

I. Pentru M; =22 —1=3,avemn=2*-3* - 7saun=2%*-3*.5.-7Tsaun=2*-3*.7-11.

II. Pentru My =23 —1 =7, avem n =26.3.7.17 = 22848.

III. Pentru Mz = 25 — 1 = 31, avem n = 2'0. 713 - 31 = 2888704.

Valorile lui n pe care le avem pana acum se regasesc in tabelul dat de J. Sdndor in lucrarea [47].
IV. Pentru My = 27 — 1 = 127, avem n = 2'4(27 — 1)(28 + 1) - v, dar 27 — 1 este numar prim
Mersenne, iar 28 4 1 este numar prim Fermat. Prin urmare, o**(n) = (27 —1)(28 +1)-27- (2% +
2) - w, ceea ce inseamna ci 2% +2 = 23 - 43 trebuie si fie un divizor al lui n7**(n), deoarece
o**(n)|n7**(n). Deci noua formi a lui n este data astfel: n = 214(27—1)-3.43.0’. Dar 0**(43) =
44 = 22.11, ceea ce implica 11|n. Asadar, il rescriem pe n astfel: n = 214(27—1)(28 +1)-3-11-43
i avem o**(n) = (27— 1)(28+1)-27.2-3-43.2%2.22.3.22.11 = 2M4(27 - 1)(2% +1) - 32 - 11 - 43.
Observam ca mai apare un 3 in plus, in descompunerea lui 0**(n), dar, cum 7°*(n) = 14-2.2.2.2 =
2%.7 nu contine inca un 3, atunci trebuie s& mirim puterea lui 3 din descompunerea lui n pentru
a avea o**(n)|n7**(n). Daca 32 ar divide unitar pe n, atunci 0**(3%) = 1 + 3% = 10, ceea ce
implica 5|n, iar aceasta ar da nastere la aparitia inca unui 3 in descompunerea lui o**(n).

Prin urmare, luam n = 214(27 — 1)(28 +1) - 3% . 11 - 43, iar

o (n)= (2" —1)(28+1)-27-2.3-43-21.7.22.3.22 .11 =216(2T — 1)(28 +1)-32.7-11-43.
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4.2. Numere armonice bi-unitare

Cum 7%*(n) =14-2-2-4-2-2 =27.7, rezultd ca n7**(n) = 221(27 - 1)(28 +1)-3% - 7- 11 - 43,

ceea ce Inseamna ca o**(n)|n7**(n). Asadar, numarul
ny =227 - 1)(2% + 1) - 3* - 11 - 43 = 20.488.159.346.688

este armonic bi-unitar mai mare decat 2 - 1013, iar

an** (’I”Ll)

= 925.32 = 288,
U**(?’Ll)

H**(nl) —

V. Pentru M5 = 21 — 1 = 8191, avem n = 226(213 — 1)(2!4 4+ 1) - v, unde 2'3 — 1 este numar

prim Mersenne, iar 24 +1 =15-29-113. Prin urmare,
o (n) =028 -1 +1)-2%.2.3.2.3.5.2.3-19.-w =21(2"% —1)-.3%.5%.19.29 113 - w,

ceea ce Inseamna ca 3, 5 si 19 trebuie sa fie divizori ai lui n7**(n), deoarece o**(n)|nT**(n),
deci noua forms a lui n este dat# astfel: n = 226(213 —1).3%.5°.19.29.113 -v'. Ficand mai
multe verificari, alegem combinatia 33 - 55, astfel ca o**(3% - 56) = 24.5.31-313, ceea ce implics
31,313|n. Prin urmare, il rescriem pe n astfel: n = 226(213 —1).33.56.19.29.31-113-313 v’ si,
cum 0**(313) = 2 - 157, rezulta 157|n, iar cum o**(157) = 2 - 79, rezulta 79|n. Asadar, studiem
numarul n = 226(213 —1).33.55.19.29.31-79-113- 157 - 313 daca este armonic bi-unitar. Ca

urmare, deducem
o™ (n)= (2% -1)-5.29-113.2".2%.5.2.31.313
22.5.2.3.5.2°.21.5.2.3.19.2.79-2-157 =
=232(21% _1).32.55.19.29.31-79-113 - 127 - 313.
In acest caz, avem 7**(n) = 26-2-4-6-27 = 2!2.3.13, ceea ce implici

nt**(n)
O'**(’ﬂ,)

H*(n) = =20.32.5.13,

de unde rezulta ca numarul
ng =2%(2% -1).3%.55.19.29.31.79-113-157- 313 =
1.737.654.465.595.711.599.673.344.000.000

este armonic bi-unitar mai mare decat 10°°.

VI. Pentru Mg = 27 — 1 = 131071, ca mai sus, gasim numirul
n=2%27-1)-3*.56.72.11-13-19-31-37-79 - 109 - 157 - 313 pentru care
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4. Tipuri de numere armonice

o**(n) =242 ~1)-3.55.72.11-13-19-31-37-79-109 - 157 - 313.
Cum 7**(n) = 2. 3. 17, rezulta

nt**(n)

=28.3%.17,

ceea ce Inseamna ca numarul

nz =232 —1)-31.55.7%2.11-13-19-31-37-79-109 - 157 - 313
este armonic bi-unitar mai mare decat 1038,
VIL Pentru M; = 2 — 1 = 524287, gisim numarul

n=2%2Y—1).3.5%.73.13.17-29 - 2203 - 3041 - 61681,
pentru care
o*(n)=2Y -1)2*¥ +1)-219.24.7.22.3.13. 2. 5%
2.7-2-32.2.3.5-22.19-29-2.7-2203 -2 - 30841.

Deci
o**(n) =236(219 —1).3*.5%.73.13.17-19-29 - 2203 - 30841 - 61681,
unde 220 + 1 =17 - 61681, iar 7**(n) =38-2-4-4-4-26 =2 .19, de unde rezulti ca

H**(n) _ — 216.

In concluzie, numarul
ng=2%(21 —1)-31.5%. 73131729 - 2203 - 3041 - 61681

este armonic bi-unitar mai mare decat 10%°.
VIIL. Pentru Mg = 23! — 1 = 3221225471, gisim numarul

n=20%(231 —1).3%.5%.75.11.13-19-43-79 - 107-

157 - 313 - 349 - 641 - 27919 - 55837 - 335021 - 3350209 - 6700417,

pentru care
o**(n) = (23 —1)(2%2 +1)-231.22.7.13.2-31-313-23-3-19-43.23.3.2.7.22.5.
22.11-2%.5.22.3%.2.79-2-157-2-52.7-2-3-107-2*-5-349 - 2- 27919
2-3-55837-2-5-335021 - 2 - 3350209.
Deci

o™ (n) =263(231 —1).37.5%.73.11-13-19-31-43-79 - 107-
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4.2. Numere armonice bi-unitare

157 - 313 - 349 - 641 - 27919 - 55837 - 335021 - 3350209 - 6700417,

unde 232 + 1 = 641 - 6700417 = F, adica al cincilea numar Fermat.
Cum 7**(n) = 220. 33 . 31, rezulta

nt**(n)

=219.3.72
ceea ce Inseamna ca numarul
ns = 292(231 —1).3%.5%.75.11-13-19-43-79 - 107

157 - 313 - 349 - 641 - 27919 - 55837 - 335021 - 3350209 - 6700417

este armonic bi-unitar mai mare decat 1086.

OBSERVATIA 4.2.2 a) J. Sandor introduce in lucrarea [47] notiunea de numar k — per fect
bi-unitar astfel: un numar natural n este numar k-perfect bi-unitar daca avem o**(n) = kn,

unde k > 2. Din demonstratia de mai sus, observam ca pentru
n=2%2" - 1)(2% +1)-3-11-43 = 758820716544,

avem o**(n) = 2'4(27 —1)(28 +1)-3%-11-43, adicd 0**(n) = 3n, deci n este un numdr 3-perfect
bi-unitar.
b) Observam cd dacd (m,n) = 1, atunci H*(m -n) = H*(m) - H*(n). Aceasta observatie ne

determina sa cautam numere naturale m prime cu
_ oldroT 8 4 _
np=2"(2"-1)(2°41)-3%-11 - 43 = 20488159346688,

pentru care H**(m - n) este un numdr intreg. Cum H**(n) = 2° - 32, il alegem pe m ca fiind
un numar prim pentru care m + 1 are tn descompunere factorii primi 2 si 8 sau il alegem pe m
ca produs de numere prime cu proprietatea anterioarda. Observam ca daca m este prim, atunci

obtinem m € {5,7,17,23,31,47,71}. Prin urmare, obtinem urmdatoarele:
H*(5-ny)=2-3-5, H*(7-n1)=2%-32.7, H*(17-ny) = 2°- 17,

H*™*(23-n1) =2%-3-23, H*(31-n1) =2-3%-31, H*™(47-n1) = 2% -3 -47,
H™(T1-ny) = 2371,

H*(5-7-n1)=2%3-5-7, H*(5-23-n1) =2%-5-23, H*(5-31-n1) =2-3-5- 31,
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4. Tipuri de numere armonice

H*(5-47 -n1) =22-5-47, H*(7-17-ny)=2%-7-17, H*(7-23-ny) =2-3-7-23,
H*(7-47-n1)=3-7-47, H*(7-71-ny)=2-7-71, H*(17-31-ny) =2-17-31 si
H*(23-47-ny) = 23 -47.

O alta combinatie poate fi facuta cu numarul prim 13, deoarce H**(13) = = astfel:
H*™(7-13-n1)=2%-3%.13, H*(5-7-13-n1) =23-3-5-13,
H*(7-13-17-my) =2%-13-17, H*(7-13-23 -ny) =2-3-13 - 23,
H*(7-13-47 -ny) =3-13-47 ¢i H*(7-13-71 -ny) =213 - 71.
¢) Plecind de la numdrul ny si tinand seama ca Ms = 2'3 — 1 = 8191 este al cincilea numar

Mersenne prim, rezultd ca numarul

ng- My = 23821 —1)(2"% —1)-3*.53.73.13. 1729 - 2203 - 30841 - 61681

este armonic bi-unitar mai mare decdt 10%, jar H**(ng - M3) = 24(2'3 — 1).

Utilizand numdrul ng si tindnd seama cd numdrul Mg = 27 —1 = 131071 este al saselea numdr

Mersenne prim, rezulta ca numdrul
ng - Mg =2%(2Y —1)(217 —1)-3*.53.73.13.17- 29 - 2203 - 30841 - 61681
este armonic bi-unitar mai mare decdt 10%6, iar

H**(ng - Mg) = Mg = 2'7 — 1 = 131071.

219 — 1
d) Cum My = 219 — 1 = 524287 este numdr prim Mersenne, rezultd ca H**(My7) = 51

cum My este prim cu orice divizor al lui n, deducem ca H**(ns- My -293) = 2-293 - (219 —1).

, 1ar

Asadar, obtinem un alt numdr armonic bi-unitar, $i anume
ns - My -293 =202(230 —1). (219 —1).35.55.75.11-.13-19-43-79 - 107
157-293 - 313 - 349 - 641 - 27919 - 55837 - 335021 - 3350209 - 6700417,
care este mai mare decdat 109%.

Desi am gasit numere armonice bi-unitare din ce in ce mai mari, nu se stie, inca, daca sunt
o infinitate de numere de acest tip. Aceastd probleméa raméne deschisa.

Daca s-ar putea aridta ca sunt o infinitate de numere perfecte bi-unitare, fapt inca nedemon-
strat, atunci ar exista o infinitate de numere armonice bi-unitare.

O. Ore arata In lucrarea [36] ca dacd n este un numar perfect, atunci acesta este armonic.
Mai jos, aratam ca singurul numéar par care este, in acelagi timp, numar perfect si armonic

bi-unitar este 6.
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4.2. Numere armonice bi-unitare

PROPOZITIA 4.2.3 (Minculete |25)). Dacd un numdr par n este, in acelagi timp, perfect si

armonic bi-unitar, atunci n = 6.

Demonstratie. Conform teoremei lui Euler-Euclid (vezi e.g [33,38]), un numar par n este perfect

daca si numai daca n = 2F(281 — 1), unde k > 1 gi p = 2+ — 1 este numir prim. Pentru k = 1
67**(6)

obtinem n = 6, deci 6 este un numar perfect, iar H**(6)

Ca urmare, 6 este un numar armonic bi-unitar.

Fie £ > 2. Cum p este numar prim mai mare sau egal cu 5, atunci k + 1 este impar, rezulta
k par, adici scriem k = 2m. Prin urmare, n se rescrie astfel: n = 227(22"+! — 1) cu m > 1.
Presupunem, prin absurd, ci n este numar armonic bi-unitar; rezultd o**(n)n7**(n). Deci
o** (22m) grx (22m L 1)|22m(22m AL 1) (22m) 74 (22m L 1) ceea ce este echivalent cu (27 —
1)(2mtt — 1)22mHL|92m+2(92m+l _ 1) .4p. Cum ((2™ — 1),2(22"+ — 1)) = 1, deducem ci

(2™ — 1)|m, ceea ce este fals, deoarce 2™ — 1 > m pentru m > 2. Pentru m = 1, obtinem

5 o /02 22.7.22 14
n = 22 .7, care nu este armonic bi-unitar, deoarece H**(2%-7) = w8 —

intreg. In concluzie, singurul numar par care este numar perfect gi numar armonic bi-unitar este

6.

nu este numar

O

PROPOZITIA 4.2.4 (Minculete [25]). Dacd un numar n este un armonic bi-unitar de forma

pqt?, unde p,q sit sunt numere prime diferite, atunci n = 60 sau n = 90.

Demonstratie. Fie n = pqt?; rezultd o**(n) = (1 + p)(1 + q)(1 + t?) si n7**(n) = 23pqt?. Daca

n este un numar armonic bi-unitar, atunci o**(n)|n7**(n), ceea ce implica
(1+p)(1+q)(1 +1%)[2°pgt?. (4.2.1)

Studiem cazurile urmatoare:
I. Daca numarul n este par, atunci cel putin unul dintre numerele p, g sau ¢t este egal cu 2.
I.1. Fie p = 2. Din relatia , deducem ca 3|2%qt?, deci ¢ = 3 sau t = 3. Pentru q = 3,
rezultd 3 -4 - (14 12)[2* - 3.2, adica (1 +12)[22 - t2. Deci (1 + t2)|22, ceea ce este fals.
Pentru t = 3, rezultd 2-3-5- (1+¢)[2*-32-¢, adica 5- (1 +¢)|23-3 - ¢, deci 5|q. Asadar, deducem
q=>5. In consecinta, obtinem solutia n = 2-3% -5 = 90.
I.2. Consideram cazul ¢t = 2 si relatia devine 5(1 4+ p)(1+ q)|2° - pq, deci 5|pq, adica p = 5
sau ¢ = 5. Pentru p = 5, rezulta 2-3-5-(1+q)[2°-5- ¢, adici 3|q, deci ¢ = 3, de unde deducem
solutia n = 22 -3 -5 = 60.

II. Daca numarul n este impar, atunci p, q si ¢t sunt prime impare. Fie p < ¢ si p/, cel mai mare
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divizor prim al Iui p+1. Cum (1+ p)(1+q)(1+t2)[23pqt?, rezults p'|23pgt? si avem urmitoarele
situatii:
II.1. Daci p’ =2, atunci p +1 = 22 sau p + 1 = 23, adici p = 3 sau p = 7. Aceasta implica o
contradictie, deoarece ar insemna ca 2|qt?, ceea ce este fals.
I1.2. Daca p’ # 2, atunci p/|[pqt?, ceea ce inseamni ci p'[t?, adicd p' = t. Deci p + 1 = 2t%.
Presupunem prin absurd ca a > 3; rezulta t|pg, ceea ce este fals. Pentru a = 2, avem relatia
v(1+ q)(1 +t?)|2%pg. Daca numarul impar v are un divizor prim, atunci acesta trebuie sa fie p
sau ¢, ceea ce este imposibil, deci v = 1.
I1.2.1. Pentru p + 1 = 2t2, obtinem (1 + ¢)(1 + t2)|22pq. Fie ¢’ cel mai mare divizor prim al
lui ¢ + 1; rezulta ¢’ = 2, adicd ¢ = 3, care este fals, sau ¢'|p, deci ¢ = 4. Prin urmare, avem
1+ g = 2p, deoarece este imposibil ca g + 1 sa mai aiba alt divizor prim.
Conform celor prezentate pana acum, deducem ci (1 4 ¢2)|2¢, adica 1 + 2 = 2¢. Asadar avem
14+t2=2¢=4p—2=28t>—6, adicid t = 1, ceea ce este fals.
I1.2.2. Pentru p + 1 = 2¢, obtinem (1 + ¢)(1 + t2)|22pgt. Daci ¢’ este cel mai mare divizor prim
al lui ¢ + 1, rezultd ¢’ = 2, adica ¢ = 3, care este fals, sau ¢/|pt, adica ¢ = p sau ¢’ = t. Prin
urmare, avem 1+ ¢ = 2p, deoarece este imposibil ca g+ 1 sa mai aiba alt divizor prim. Varianta
14 ¢ = 2t nu convine, deoarece ar insemna ca p = ¢, care este o contradictie. Agadar, deducem
ca (1 +t2)|2qt, adicd 1 + 2 = 2q si ajungem la o concluzie fals.

U

4.3 Numere armonice exponentiale

J. Sdndor introduce, in lucrarea [46|, doua notiuni referitoare la numerele armonice exponentiale:
I. Un numér natural n este numit armonic exponential de tipul 1 daci () (n)|n7(® (n);

I1. Un numir natural n este numit armonic exponential de tipul 2 dacs S®) (n)|n7(®)(n), unde

r

S (n) = H Z p?i_di pentru n = pd'ps>...p% > 1, si, prin conventie, luam S (1) = 1.

i=1 \dila;
Referitor la functia aritmetici S(©), observim c& daci n = pI'p52...p%r > 1 are toti exponentii
(e)s
a; numere prime, atunci S (n) = ( ), unde ¢(®)%(n) este suma e-divizorilor semiproprii ai
v(n

lui n, iar aceasta functie a fost tratata in subcapitolul 3.3.

J. Sandor dovedeste ca orice numar liber de patrate este armonic exponential de ambele
tipuri, ceea ce Inseamna ca sunt o infinitate de numere armonice exponentiale de ambele tipuri.
Un alt rezultat demonstrat in [46) arata ca daca n = p{*p52...p¢" > 1 este e-perfect, atunci n este
armonic exponential de tipul 1 daca si numai daca cel putin unul dintre exponentii a1, ao, ..., a,

nu este patrat perfect.
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E. G. Straus si M. V. Subbarao prezinta in |54] citeva numere e-perfecte care sunt numere

powerful:
22.3223.32.52 92.3%.52,24.32.112 24 . 3% . 52. 112,20 . 32 . 72 . 132,

27.32.52.72.132,26.33.52.72.13%2,2%.32.52. 72 . 139% gi
219.33.52.72.11%2.13%2.19% - 37% - 79% . 1092 - 1572 - 3132.

Cum acestea au cel putin un exponent al unui numar prim din decompunerea canonica, ce nu este
pétrat perfect, rezult ci acestea sunt armonice exponentiale de tipul 1. Dar S(¢)(24.33.52.112) =
5 (24).8()(33.52.112) = (23 +22+1)5()(33.52.11%) = 13k, iar 13 { n7(®) (n) = 27.3%.52.112
ceea ce inseamni ci numarul 24 - 33 - 52 . 112 nu este armonic exponential de tipul 2. Dintre

numerele de mai sus, doar
22.3223.32.5222.3%.52,27.32.52.72.13% i

219 .33.52.72.11%.13%2.19%2 - 372 - 792 - 109% - 1572 - 3132

sunt armonice exponentiale de tipul 2.
Se observa cd media armonica a divizorilor exponentiali ai unui numar armonic exponential de
tipul 2 este un numar natural.

Fie n un numar natural si y(n) = dy < dy < ... < ds = n, divizorii exponentiali ai lui n,

unde s = 7(¢)(n). Media armonici a acestora este

H®(n) =

)

S
1 1 1
a'f‘@'f‘...ﬂ‘a

adicg H() (n) = 7;71'(:)((:)) Prin urmare, un numar n este armonic exponential de tipul 2 daca
si numai daci H(®)(n) este numir natural.

Numarul 900 = 22 - 32 . 52 este un numir armonic exponential de tipul 2 care nu este armonic
25.32. 52 5 .9 y ,
o3 3r = 2% . 5% este un numar natural, iar
a(9)(900) = 2% - 3% . 52 1 25.32. 52 = 900 - 7(¢)(900).

In lucarea [30] prezentam notiunea de divizor exponential unitar sau e-divizor unitar, notand

exponential de tipul 1, deoarece H(®)(900) =

prin 7(*(n) numérul e-divizorilor unitari ai lui n si prin o(®*(n), suma e-divizorilor unitari ai
lui n.

In mod similar cu numerele armonice exponentiale de tipul 1 si de tipul 2, date mai sus, intro-
ducem numerele armonice exponentiale de tipul 3 si de tipul 4 in modul urmator:

I. Un numér natural n este numit armonic exponential de tipul 3 dacd o(©*(n)|nr(9*(n);
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II. Un numér natural n este numit armonic exponential de tipul 4 daci S©*(n)|n7(®)*(n), unde

S (p) = H Z P} ~4i | pentru n = pMpd2..ptr > 1, iar prin conventie, luim S(©*(1) = 1.
=1 \dil|a;
Studiind functia aritmeticd S(©*, observdm c& dacid n = Pt p52..pf > 1 cu exponentii
(e)s
a\®%(n
ai, i = 1,7, numere prime la o putere sau egali cu 1, atunci avem S(®*(n) = (()), unde
v(n

o) (n) este suma e-divizorilor semiproprii ai lui n.
PROPOZITIA 4.3.1 Orice numdar liber de patrate este armonic exponential de tipurile 8 gi 4.

Demonstratie. Fie n un numar liber de patrate, adica n = pipo...p,, unde p1,po, ..., p, sunt
numere prime distincte. Cum o(®*(n) = n, rezultd o(®*(n)|n7(@*(n), iar cum S©*(n) = 1,
avem S(©*(n)|n7(®)*(n). Prin urmare, n este armonic exponential de tipurile 3 si 4.

O
Din propozitia 4.3.1, deducem ca sunt o infinitate de numere armonice exponentiale de tipurile
3 gi 4. Se pune problema existentei numerelor armonice exponentiale de tipurile 3 gi 4 care sunt
powerful, adicd a numerelor de tipul n = p{'pg®...p% cu a; > 2, oricare ar fi ¢ = 1,7. Dar mai

intai avem urmatoarea propozitie:

PROPOZITIA 4.3.2 Dacdn este un numdr e-unitar perfect, atuncin este armonic exponential
de tipul 3.

Demonstratie. Fie n = p{*p3*...p% > 1; rezulta ca

T(E)*(n) =7"(a1)7"(ag)...7"(a,) = ow(a1)+w(az)+...+wlar)

Dacil n este e-unitar perfect, atunci 0(®*(n) = 2n, ceea ce inseamni ci o(9*(n)|n7(©*(n), deci
n este armonic exponential de tipul 3.
U

In al doilea capitol am prezentat sapte numere e-unitare perfecte care sunt powerful:

922.322%.32.52,22.3%.52,96.32.72. 132 27.32.52.72.132,26.3%.52. 72. 132 gi
219.33.52.72.11%2.13%2.19% . 37% . 79% . 1092 - 1572 - 3132,

Conform propozitiei 4.3.2, acestea sunt armonice exponentiale de tipul 3.
Tot in al doilea capitol am determinat toate numerele e-unitare perfecte pana la 1000.

Acestea sunt urmatoarele:
36, 180, 252, 396, 468, 612, 684 i 828.
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Ca urmare, putem spune ca aceste numere sunt armonice exponentiale de tipul 3.

Observam ca media armonica a divizorilor exponentiali unitari ai unui numéar armonic exponential
de tipul 4 este un numar natural.

Fie n un numar natural gi y(n) = d; < d2 < ... < ds = n, divizorii exponentiali unitari ai lui n,

unde s = 7(9*(n). Cum media armonici a acestora este

(e)* 5
dy  dy T ds
n7(©)*(n)
rezulta H (e)*(n) = S(T*() Prin urmare, un numar n este armonic exponential de tipul 4
n

daci si numai daci H(®)*(n) este un numéar natural.
Numarul 900 = 22 - 32 - 52 este un numir armonic exponential de tipul 4 care nu este armonic

exponential de tipul 3, deoarece
H9*(900) =

este un numér natural, iar o(®*(900) = 2% .33 . 52 425 . 32 .52 = 900 - 7(9*(900).

PROPOZITIA 4.3.3 (Minculete [25]). Daca n = p{*p52...p% > 1 are toti exponentii a;, i =
1,7, numere prime la o putere sau egali cu 1 si n este un numdr e-semipropriu perfect, atunci

n este armonic exponential de tipul 4.

Demonstratie. Consideram numarul n = p{'p42...p% > 1; rezulti ca 7(6)*(n) = 2@(@)+wlaz)+.+wlar),

adici este un numdir par. Daci n este e-semipropriu perfect, atunci o(©) (n) = 2n, ceea ce
()% (n) (€ (n)y(n)

7(n) ()3 (n)
este un numar natural, deci n este armonic exponential de tipul 4.

inseamni ci o©5(n)|nT©*(n). Dar S©*(n) = rezultd ci H©*(n) =
(n)] (n) (n) : (n)

OBSERVATIA 4.3.4 Cautand numere armonice exponenfiale printre numerele powerful care
nu sunt e-perfecte, am gasit urmdtoarele:

a) numarul n = 2*-3%*. 7% nu este armonic exponential de tipul 1 sau 2, dar este armonic
exponential de tipul 8 si de tipul 4;

b) numdarul n = 2% .32 .52 . 112 este armonic exponential de tipul 1, dar nu este armonic
exponential de tipul 2, 3 sau 4.

¢) numdrul n = 22.3*.52.72 este armonic exponential de tipul 4, dar nu este armonic exponential
de tipul 1, 2 sau 3.

Cautand numere armonice exponentiale care sunt din ce in ce mai mai mari gi care sunt numere

powerful, am obtinut urmatoarea propozitie:

93



4. Tipuri de numere armonice

PROPOZITIA 4.3.5 (Minculete [25]). Numarul
ny =2%0.36.52.932.312.179% . 367% - 7332 - 524827

este armonic exponential de tipul 1, dar nu este armonic exponential de tipul 2, 8 sau 4, iar

numarul
ng = 22031055 . 74. 112 .13% . 432 . 592 . 79% . 832 . 1577 - 3137 - 3532 - 64732
este armonic exponential de tipul 3, dar nu este armonic exponential de tipul 1, 2 sau 4.

Demonstratie. Numirul powerful n; = 220.36.52.232.312.179% . 3672 - 7332 . 5248672 este

armonic exponential de tipul 1, deoarece
o (n1) = (2-524827) - (28-3) - (2-3-5)-(23-23.3) - (31-2%) - (179-2% - 32 . ).

(367-2%-23) - (733-2-367) - (524827 - 22 - 179 - 733),

adicd 0(®)(ny) = 227 - 3% 52232 .31 - 1792 - 3672 - 7332 - 5248272, iar ny7(9)(ny) = 230 .37.52.
2323121792 - 3672 - 7332 - 5248272, deci ¢(®)(ny)|n17(¢)(ny1). Dar numarul n; nu este armonic
exponential de tipul 2, deoarece S(¢)(3%) = 25 .11, iar 11 { n7(®)(n).

Acest numir nu este nici armonic exponential de tipul 3 sau de tipul 4, deoarece 6473|c(€)*(220) ¢
n17(9* (ny), iar 23059]5)*(220) t ny7(©)*(ny).

Pentru ny = 220 .310.55.74.112. 132 .43%2 . 592 . 792 . 832 . 1572 - 3132 - 3532 - 64732, avem
o (ng) = 22°.310.53.74.112.132.432.592.792.832. 15723132 3532 - 64732, iar 7(9)*(ny) = 216,
rezultd o(®)*(ng)|na7(9*(ng). Deci ny este armonic exponential de tipul 3.

Cum 23059|.5(4)*(220) § ny7(®)*(ny), deducem ci numérul ny nu este armonic exponential de tipul
4. Din faptul ci 524827|0() (229) t ny7(€) (ny), rezulti ci ny nu este armonic exponentjial de tipul
1. De asemenea, observim ci 131|S()(7%) { na7(¢)(ny), deci ngy nu este armonic exponential de

tipul 2. Astfel, demonstratia se incheie.
O
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PROBLEME DESCHISE

Viitoarele cercetari pot avea la baza urmatoarele intrebari:

Exista numere e-unitare perfecte nedivizibile cu 37

Exista numere e-unitare perfecte care sa nu fie e-perfecte?

Existd numere e-semiproprii perfecte nedivizibile cu 37

Existda numere e-semiproprii perfecte care sa nu fie e-unitare perfecte?

Care este densitatea numerelor e-unitare perfecte si a celor e-semiproprii perfecte?

S Yt W=

Care este numarul numerelor e-unitare amicale si care este numarul numerelor e-semiproprii
amicale?

Comentariu. Similar cu numerele e-amicale din [11], se pot defini numerele e-unitare amicale
si numerele e-semiproprii amicale. Daci o(®*(m) = m +n = a(e)*(n), spunem cé perechea
(m,n) este o pereche de numere e-unitare amicale, iar daci o(9*(m) = m +n = ¢(©3(n),
spunem ca perechea (m,n) este o pereche de numere e-unitare semiproprii amicale. Avem doua
perechi de numere e-unitare amicale pani la 107, aceastea sunt (22-32-7-19%;2%2.33.72.19) si
(23.3%2.52.7.19%,23.33.52.72.19).

7. Care este ordinul maximal si ordinul mediu pentru functiile aritmetice o(&)(*) gi 7(€)(k)?

8. Existd o infinitate de numere armonice exponentiale care sunt in acelagi timp powerful?
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