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Introducere

Structurile autosimilare sunt structuri formate din bucati geometric asemenea cu intreaga multime,
dar la o scard mai mica. Foarte multi dintre fractalii clasici sunt autosimilari: mulfimea triadicd o lui
Cantor, sita (triunghiul) lui Sierpinski, curba lui Koch, buretele Sierpinski-Menger etc.

Unele dintre cele mai importante exemple de fractali autosimilari, printre care si cei mentionati mai
sus, sunt multimi puncte fixe ale unor contractii definite in spatiul metric complet (H(X),h), unde
H(X) reprezinta clasa partilor compacte si nevide ale spatiului metric complet (X, d), iar h este metrica
Hausdorff-Pompeiu indusi de d. In primul capitol este prezentat spatiul metric complet (H(X), ) ([4]) si
teoria dimensiunii Hausdorff, cu punerea in evidenta a celebrei teoreme a lui Hutchinson de calcul efectiv
a dimensiunii Hausdorff pentru o clasi remarcabild de fractali autosimilari ([18]).

In capitolul al doilea se introduce conceptul de structuri autosimilari (S.A.) si se realizeaza o clasificare
a fractalilor, punandu-se accent pe structurile autosimilare finit ramificate (S.A.F.R.), post critic finite
(S.A.P.C.F.) si pe fractalii ”cuib” afini (F.C.A.), prezentandu-se exemple si contraexemple ilustrative de
astfel de obiecte.

In capitolul al treilea se realizeaza sinteza conceptelor de proces Markov, proces Feller, proces Hunt,
proces de difuzie si rezultatele de baza privind formele Dirichlet simetrice, plus dualitatea forma — proces,
urmand sursele [15], [48], [9] si [22].

In capitolul al patrulea se prezintd constructia unei forme Dirichlet pe o structura S.A.P.C.F. (urmandu-
se [30]). Subiectul se bazeazi pe rezultate simple de teoria potentialului in retele electrice finite ([17],
[40]). Deasemenea se prezintd succint constructia proceselor de difuzie asociate ([3], cu apel la dualitatea
forme Dirichlet - procese — [22]).

Constructia formei Dirichlet pe ”fractal” (S.A.P.C.F.) depinde de existenta unei forme proprii pentru
asa numita functie de renormalizare asociate structurii. Problema existentei, unicitatii, aproximarii
sau chiar determinarii efective a acestor forme proprii este o problema critica, poartd denumirea de
renormalizare si face obiectul capitol al cincelea. Se prezinta in principal contributia lui Volker Metz la
problema renormalizérii structurilor S.A.P.C.F. ([38]-[46]).

In ultimul capitol se propune - pe baza tehnicii metricii Hilbert proiective dezvoltate de Metz - o
metodd algoritmica de decizie a existenteir formelor proprii ireductibile pentru functia de renormalizare
A a unei S.A.P.C.F. conexe (nu neapdrat F.C.A.). Deasemenea, se prezintd exemple concrete de renor-
malizare a unor structuri S.A.P.C.F. conexe: renormalizarea fulgului lui Vicsek, fulgului lui Lindstrom,
a ”abc-triunghiului lui Sierpinski”, a ”triunghiului lui Sierpinski afin”, etc. Pentru deducerea existentei
formelor proprii se aplicd metoda amintitd. Problema determinarii efective a formelor (operatorilor) pro-
prii ireductibile pentru functia de renormalizare a unui F.C.A., invariante la grupul maximal de simetrie
al fractalului, este una foarte dificila fara asistenta computerizata, mai ales daca frontiera fractalului are
mai mult de trei puncte. Se dezvoltda un program Java care si ajute in astfel de cazuri si se utilizeaza la
cateva exemple de fractali ”cuib”.

Pornind de la definitia formelor rezistive in sensul lui Kigami ([30]), prin abstractizare, a fost propusa
o noua definitie a formelor rezistive, de catre domnii Profesori N. Boboc gi Gh. Bucur. De la un astfel de
obiect se poate "dezvolta” o teorie a potentialului atasata ([7]). In acest sens, in acest ultim capitol se
mai prezinta un Criteriu de semisaturare relativ la conul functiilor excesive in raport cu o forma rezistiva
datd ([6]).

Ultimul capitol contine majoritatea rezultatelor originale:

~In sectiunea 0.1, teoremele 6.1.1, 6.1.3 (impreund cu demonstratiile lor) reprezintd o sintezd a
rezultatelor obtinute de V. Metz in [38]-[41], [44], [46] privind renormalizarea fulgului lui Vicsek ("non
nested” i "nested”); contributia personald este prezentarea lor intr-o forma compacta, conform metodei
amintite i uzand de numeroase figuri; in observatia 6.1.2 am determinat efectiv functia de renormalizare
pe acest exemplu de fractal cu frontiera formata din 4 puncte.

~In sectiunea 6.2, teorema 6.2.1 afirma existenta formelor proprii ireductibile Gs invariante pentru
fulgul lui Lindstrom. Rezultatul este cunoscut ([35]), dar demonstratia, bazatd pe metoda algoritmicd
amintita, este originald, fiind diferita de demonstratia probabilista a lui Lindstrom.

—In sectiunea 6.3 se introduce fractalul numit ”abe-triunghiul lui Sierpinski” (”abc-TS”) (considerat
prima datd in [26]) si se obtine o conditie necesard a existentei formelor proprii ireductibile pentru acesta
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(teorema 6.3.1); rezultatul constituie o generalizare a lui 8.2 din [46] iar demonstratia este originald. In
observatia 6.53.2 am determinat efectiv functia de renormalizare pe un caz particular de ”abc-TS”.

—In sectiunea 6.4, propozitiile 6.4.1 si 6.4.2 sunt originale. 6.4.1 da o conditie necesard si sufi-
cientd pentru existenta operatorilor proprii Gs-invarianti in cazul triunghiul lui Sierpinski afin (TSA) -
I, iar 6.4.2 determina operatorul propriu Gs-invariant si valoarea proprie asociatd in cazul triunghiul lui
Sierpinski afin (TSA) - II.

~In sectiunea 6.5, cu ajutorul unui program Java care implementeaza functia de renormalizare am
verificat 5.8.5 pentru cazul fractalilor TSA-I ¢i TSA-II (subsectiunea 6.5.1).

—In subsectiunile 6.5.2 si 6.5.3 am determinat efectiv valoarea proprie v pentru conul formelor G-
invariante ireductibile si operatorul propriu ireductibil (unic modulo multiplicarea cu o constanta pozitivad)
in cazul fulgul lut Lindstrom si a fractalului numit Pentakun.

— In sectiunea 6.6 se prezintd un “Criteriu de semisaturare” relativ la conul functiilor excesive in
raport cu o formd rezistiva (in sensul definifiei propuse de catre domnii Profesori N. Boboc si Gh. Bucur
in [7]). Propozitia 6.6.6 si teorema 6.6.8 sunt rezultate originale $i au apdrut in [6].

Alte contributii personale:

— toate exemplele de fractali, cu detaliile, figurile si calculele aferente (capitolele 1, 2 si 6);

— generarea prefractalilor cu ajutorul unui program C++, toate figurile de atractori fiind capturi ecran
ale unor prefractali asociafi;

— o clasificare a fractalilor cu contraexemple (sectiunea 2.4);

— 0 noud maniera, mazi riguroasa de introducere a conceptelor necesare punerii problemei renormalizarii
(sectiunea 4.1);

— sintetizarea tuturor rezultatelor surselor [38]-[46], foarte eterogene, greu de manipulat (capitolul al
cincelea) in noul limbaj propus in sectiunea 4.1;

— un program Java care reuseste sd fie un ajutor nepretuit in determinarea efectivi a operatorilor
proprii sau in ceea ce priveste aprorimarea acestora.

Multumesc in mod special domnului Profesor Bucur Gheorghe pentru sprijinul acordat pe parcursul
intregului proces de pregatire si in final, la elaborarea tezei cat si pentru permanentele incurajari si
entuziasmul molipsitor al domniei sale. Datorez foarte mult membrilor participanti ai seminarului stiintific
de Teoria Potentialului, organizat de I.M.A.R. si Facultatea de Matematicd a Universitatii Bucuresti, in
frunte cu domnii Profesori Nicu Boboc gi Lucian Beznea, dar si tuturor celorlalti, care, in decursul
anilor, in cadrul expunerilor mele, au avut nenumarate sugestii, sfaturi si observatii utile. Multumiri
speciale pentru domnii Profesori Mircea Bolosteanu si Costel Balcau pentru ajutorul acordat in elaborarea
programelor in C++ si Java de generare a prefractalilor i de implementare gi iterare a functiei de
renormalizare a fractalilor P.C.F. De asemenea, multumesc in mod deosebit parintilor mei pentru ajutorul
nepretuit din toti acesti ani; aceasta lucrare este dedicata lor.

Antonio-Mihail Nuica, Septembrie 2011



CAPITOLUL 1

Generalitati despre fractali

Sunt introduse pe scurt elemente ” clasice” privind teoria fractalilor. Se prezinta doar schita demonstra-
tiei teoremei privind completitudinea spatiului fractalilor, acest rezultat permitand aplicarea principiului
contractiei al lui Banach, de unde ulterior deriva imediat teorema de existenta si unicitate a fractalilor au-
tosimilari (asociati unui sistem finit de contractii ce satisfac o conditie suplimentard de ”nesuprapunere”).
Masura si dimensiune Hausdorff sunt doua concepte obligatorii in studiul ”geometriei fractale”, teorema
fundamentald a lui Hutchinson fiind un rezultat deja clasic ([28]). Sursele principale citate sunt [4] si
[18] (excelentele lucrari de popularizare Fractals Everywhere a lui Michael Barnsley si Fractal Geometry.
Mathematical Foundations and Applications a lui K.J. Falconer).

1.1. Metrica Hausdorff-Pompeiu. Spatiul fractalilor

Fie (X,d) un spatiu metric. Dacd A € P(X) gi € > 0, se noteazd A+ ¢ := {x € X |d(z,A) < e}.
Pentru A, B € P(X) se defineste d(A, B) := sup,¢ 4 d(x, B), unde d(z, B) := inf,cp d(z,y). Aplicatia d
are urmatoarele proprietati ([4]-2.6):

d(A,B) = d(A,B) = d(A,B) = d(A,B),V A, B € P(X), iar d(A, B) # d(B, A) in general;
d(A, B) =0 daci gi numai dacd A C B;
d(A,C) <d(A,B)+d(B,C), A,B,C € P(X);
d (Uier A Uier Bi) <sup,e; d(Ay, B), pentru {A;}ier, {Bi}ier € P(X)
d(A,B) < 400 = d(A,B) =inf{e > 0| AC B +¢} (fig.1.1).
Se considera aplicatia h : P(X) x P(X) — Ry,

(1.1) h(A, B) := max{d(A, B),d(B, A)}, pentru orice A, B € P(X).

Functia h este denumita distanta Hausdorff-Pompeiu. h nu este, insa, o metricad, ci doar restrictia sa
la multimile compacte devine metrica. Metrica Hausdorff-Pompeiu a doua multimi compacte masoara,
grosier vorbind, ”"gradul de suprapunere” al acestora. Utilizand definitia si proprietatile lui d se pot
deduce si pentru h urmétoarele proprietati ([4]-2.6):
h(A,B) = h(A,B) = h(A,B) = h(A,B),V A, B € P(X);
h(A, B) = 0 daca si numai daci A = B;
h(A,C) < h(A,B) + h(B,C), pentru A, B,C € P(X);
h (UiEI A, Uier Bi) < sup;cy h(A;, B;), pentru {A; }ier, {Bi}tier C P(X);
h(A,B) < +00 = h(A,B)=inf{e >0| ACB+e5i BC A+e¢}.

Se noteaza cu H(X) familia submultimilor compacte ale lui (X, d). Proprietatile lui & listate mai sus
permit demonstrarea faptului ca:

TEOREMA 1.1.1. ([4]-2.6) h este o metricd pe H(X).

Spatiul metric (H(X),h) este denumit de catre Barnsley ([4]), spatiul de viatd al fractalilor. Se va
schita demonstratia faptului cid (H(X), h) este complet dacd (X, d) este complet. In acest demers este
nevoie de urmatoarea lema, cu o demonstratie destul de tehnica, dar elementara:

/

FIGURA 1.1. Interpretarea geometrica a lui d(A, B)
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LEMA 1.1.2. (Lema de extensie) ([4]-2.7) Daca {A,}n>1 un sir Cauchy din (H(X),h), {n;};j>1 un
sir strict crescator de numere naturale (0 < ny < np < ...), iar {z,, € Ay, }j>1 este sir Cauchy in (X, d),
atunci exista un sir Cauchy {Zn € Aptn>1 U Tp; = 1p,, Vj> 1.

Cu aceasta se poate demonstra

TEOREMA 1.1.3. (de completitudine a spatiului fractalilor) ([4]-2.7)
a) (X,d) complet = (H(X),h) complet;

b) In plus, daca {An}n21 este sir Cauchy in (H(X),h), atunci multimea
(1.2) A= lim A, € H(X),

poate fi caracterizata prin

(1.3) A= {:c € X | exista un sir Cauchy {x, € A,},~, care converge la :c} .

Pentru {A4,,},>1 Cauchy in (H(X),h), se poate aratd (cu demonstratii elemntare) cd multimea A are
proprietatile:
a) A#0;
b) Ve>0,3IN, eN,Vn>N,, A, CA+e¢;
c) A este inchisg;
d) Ve>0,IN,eN,Vn>N,, ACA, +¢;
e) A este total marginitd (adicid pentru orice € > 0, poate fi ”acoperita”
bile de razd e, cu centre in A = o 7e-retea”);

cu o reuniune finita de

Deoarece 1n spatii metrice complete, multimile compacte sunt multimile inchise si total marginite, iar
(X, d) este complet, din c) si €) rezultd cd multimea A este compacta. In concluzie, A € H(X).

Pentru N, := max{N.,,N.,}, din b) si d) rezultd A, C A+ecsiA C A, +¢, Vn > N, adicd
h(A,A,) <e, Vn> N..

Din proprietatile lui i se poate deduce usor ca

m A, =A:= {x eX | I{x, € An}n21 sir Cauchy, z,, — x} )
n=1k=n

o0
Daca sirul {4, }, este "descrescator”, evident (| A; C A, +¢, Ve > 0; se poate arita cd, prin reducere
i=1

la absurd, ca Ve >0, 3N, € Ncu A4, C (ﬂ Ai> +e, Vn > Ng; de aicih(An, N Ai> <e Vn> N,
i=1 i=1

2

o0
deci, A, LN (N 4;. Asadar, are loc

TEOREMA 1.1.4. (X, d) spativ metric complet gi {An}n21 gir Cauchy in (H(X),h) = lim A, =

n—oo

8

o0
U Ay. Daca, tn plus,
k=n

n=1

o A, CApp1,Vn>1, atunci lim, oo Ay = U, Ap;
o A, D Aup1,Vn>1, atunci lim, oo Ay, = (), An € H(X).

Asadar limitele de siruri din (H(X),h) (date de (1.3)) sunt multimi ce se pot obline prin operatii de
reuninue, intersectie gi aderentd (in spatiul de bazd X ).

1.2. Sisteme iterative de functii si atractori (fractali) asociati

Daca 1 : X — X este o functie continua in spatiul metric (X, d), atunci se poate defini P H(X) —
H(X), P(A) :=y(A),V A e H(X).

Daca ¢ : X — X contractie de factor s, pentru A, B € H(X), din definitie, d()(A),¥(B)) < s-d(A, B),
si, analog, d(¢)(B),1(A)) < s-d(B, A), de unde h(¢(A),¥(B)) < s - h(A, B) i.e. 9 este o contractie de
factor s in (H(X), h).

Dacé {t;};_17, N > 1, o familie finita de contractii in (H(X), k), de factori {s;}, 17, atunci

N N
h(¥(A),¥(B)) h (U w¢<A>7Uwi(A)> < max h(¢y(B),1:(B)) <
=1 1=1

T 1<i<N

< max s;-h(A,B)=s-h(A,B),VA,B e H(X),
1<i<N

deci are loc
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PropoziTiA 1.2.1. ([4]-3.7) {¢i},_17, N > 1, familie finita de contractii in (H(X),h) (de factori
{si}i:ﬁ) = aplicatia VU : H(X) — H(X), definitd prin

N
(1.4) U(A) = |Ji(A), VA € H(X),

este o contractie de factor s := max{s; | 1 <i < N}.

DEFINITIA 1.2.2. ([4]-3.7) O familie finita de contractii, {¢)i},_77, N > 1, ale unui spatiu metric
complet (X, d) se numegte sistem iterativ de functii (SIF). Daca s1, sa, ..., Sy sunt factorii de contractie
corespunzatori, numarul s := max{sy, s2, ..., sy} se numeste factor de contractie al SIF. Se va adopta
urmatoarea notatie pentru un SIF

(1.5) {(X,d) (i, sidirv -
Din Propozitia 1.2.1 si principiul contractiei rezulta:
TEOREMA 1.2.3. (de existenta si unicitate a fractalului asociat unui SIF) ([4]-5.7) Se considerd
{(X7 d); {wivsi}izﬁ} SIF cu factor de contractie s. Atunci
1) W (definita in 1.2.1) contractie de factor s pe (H(X),h);

N
2) A € H(X), punct fix pentru U, i.e. A=V(A) = U i (A);
i=1

3) pentru orice B € H(X), lim ¥"(B) = A in spatiul (H(X),h) §i

n—oo

STL
A, 9" (B <
nAEB) <

DEFINITIA 1.2.4. ([4]-3.7) Unicul punct fix A € H(X) al aplicatiei ¥, asociate unui SIF, se numegte
atractorul SIF (sau multimea invarianta a SIF sau fractalul determinist al SIF).

Pentru E' € H(X) cu ¥(E) C E, {V"(E)},5; C H(X) descrescator, deci, cu teorema 1.1.4, A =
lim U"(E) = () U™(E). Deci are loc
n=1

h(A,U(B)), Vn > 1.

n—oo

ProprOZITIA 1.2.5. {(X, d)é{wivsi}izﬁ} SIF cu atractorul A = A = ﬂ U™ (E), pentru orice
n=1
EcH(X) cuV(E)CE.

Se pun doua probleme principale in ce privegte SIF-urile:

1. Fiind data o multime (un fractal) F, si se determine un SIF al cirui atractor sa fie F sau, cel putin,
o aproximare a lui F'. In multe cazuri se pot construi asemenea sisteme iterative de functii, ele furnizand
un mod foarte eficient de reprezentare si codificare a unor multimi. Aceasta a condus la o probleméa mai
generald, cea a compresiei imaginilor (fractalilor), i.e. cea a determindrii unei familii cdt mai mici de
contractii care sa reprezinte o multime data sau o imagine.

2. Pentru un SIF dat, se cere reconstruirea atractorului A. Computational, acest lucru este posibil i
relativ usor (rezulta din proprietatile lui ¥):

PropPOZITIA 1.2.6. Daca {(X, d); {1/)i7511}i:1,—zv} SIF cu atractorul A si factor de contratie s, atunci
h(A,9"(B)) < s"-h(A,B),VBeH(X), n>1.

OBSERVATIA 1.2.7. Pentru B € H(X) (ales convenabil), Teorema 1.2.3 si Propozitia 1.2.6 furnizea-
zd posibilitatea determinarii apriori a numarului de iterate n care trebuie calculate, astfel incat iterata
U™(B) sd fie o aprozimare cdt mai bund a atractorului A. De requld, mulfimea B, cu care se incepe
generarea iteratelor, este constituitd dintr-un singur punct, sau mai multe puncte (in special mulfimea
formata cu punctele fixe ale aplicatiilor v¥; sau asa-numitele puncte fize esentiale - a se vedea sectiunea
dedicatd fractalilor 7cuib” afini).

DEFINITIA 1.2.8. O multime U™ (B) care aproximeaza un fractal A se numeste prefractal al lui A
(i este o multime asociatd in mod fundamental lui B).

1.3. Similitudini pe R¢

DEFINITIA 1.3.1. 1) O aplicatie H, : R — RY H,(z) = r -z, cu r > 0, se numeste omotetie (de
raport r ).
2) O aplicatie Ty : R — R?, Ty(x) = 2 + b, cu b € R?, se numeste translatie.
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3) O aplicatie liniara O : R? — R? care invariaza produsul scalar, i.e.
< O0(2),0(y) >=< 2,y >, Vr,y €R,
se numeste transformare ortogonald.
4) O aplicatie 1 : R? — R? se numeste similitudine <=

(3ac©D)(vayer!) (v — vl = alls—yll).

OBSERVATIA 1.3.2. Omotetiile sunt izomorfisme ale lui R?; translatiile sunt bijectii neliniare.

Transformarile ortogonale pastreaza proprietatea de ortogonalitate si conserva norma. O transformare
ortogonald O este bijectivi, cu O~1 = O*, O* fiind operatorul autoadjunct (dat de < O(z),y >=<
z,0*(y) >, Vz,y € R).

Se verifica simplu ca omotetiile, translatiile si transformarile ortogonale sunt similitudini. Compunerea
similitudinilor este tot similitudine. Similitudinile sunt bijectii continue.

1
Pentru ¢ similitudine de factor 7, se considera O : R? — R? O(z) := — - (¢(z) — 1(0)); evident O
r

invariaz& produsul scalar, deci (O(e;),O(e;)) = (ei,e;) = &ij, Vi,j = 1,d, unde {e1, ez, ...,e,m} 0 baza

ortonormala in R?; asadar O(e1), O(ez), ..., O(e,,) formeaza deasemenea o bazi ortonormala in R? si
atunci . .
O(zx) = Z(O(a:), O(e;)) - O(e;) = Z(x, e;)-0(e;), Vo e RY,
i=1 i=1

1
deci O aplicatie liniara si, in final, O este o transformare ortogonald. Punand b := — - ¢(0), se verifica in

final ca ¢ = H,. o T}, o O. Scrierea lui ¥ sub aceasta forma este evident unica. Are loc agadar

TEOREMA 1.3.3. ¢ : R — R similitudine <= 3r > 0, 3b € R? si existd o transformare ortogonald
O cu = H,oT,o00O. Descompunerea este unica.

Pentru cazul d = 2 are loc: ¥ : R? — R? similitudine

(1.6) & (Habede feR) <w(x,y): ( “! ) ( ; )+ ( : ))

Deci rezultatul de mai sus determina complet si in mod unic forma unei similituding si este baza pentru
algoritmul programului C++ de generare a prefractalilor, cu ajutorul caruia au fost realizate multe din
figurile din aceasta lucrare.

1.4. Spatiul codurilor asociat unui SIF

Fie S = {1,2,..., N} o multime finitd ale carei elemente se vor numi simboluri. Multimea S se
numeste alfabet. Pentru k > 1, se noteaza cu Wy, multimea tuturor sirurilor ce se pot forma cu k simboluri
din S:

(1.7) Wi = {1,2,..,NY ={wiws..wy | w; €8, i=1,k}.

Daca w = wyws...w € Wy, se spune ca w are lungimea k.
Se noteaza cu W, multimea tuturor sirurilor finite formate cu simboluri din S

o
W* = U Wk.
k=1

Un element w € W, se numeste cuvdnt peste alfabetul S. Se noteazi cu |w| lungimea cuvantului w.
Se noteaza cu 3 multimea sirurilor infinite de simboluri din S

Yi={1,2,..., NN ={w:N* - S} = {wywy - -wy - | w; € S, Vie N}

Pentru un element w € W, |JX si pentru n > 1 se va nota cu wln := wyjws - - w, € W,, cuvantul
format din primele n simboluri ale lui w. Se apune ca v € W, este prefiz pentru w € W, X, daca
wl|v| = v.

Pentru v € W,, v = vjvg---v € Wi, si u € W, X se definegte operatia de concatenare -
(- Wex (W.UZ) - W,.UX) in felul urmator

V1V - - VpULUS - - Uy € Wiy, dacd u = ujug - Uy € Wy,
VU=
VIV - VRULUS * * * U~ * - € 2, daca u = ujug - - Uy, - -+ € 2.

Pe ¥ se considera topologia produs a topologiilor discrete de pe S. Aceasta este metrizabila, iar
distanta uzuala ce da toplogia produs pe ¥ va fi considerata d: ¥ x ¥ — R:

o0

1 lwi — w|
d(w,w) = ; 5 m, W= WW...Wp..ny W = WW2...Wy,... € 1.
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OBSERVATIA 1.4.1. Se poate deduce ugor cd metrica d este echivalenta cu metrica dy, data de

oo
Wi — Wy . . o .
dy(w,w) := g |(11+7N)li, W = WW2...Wp.ery W = WW2...W,... € X, S ea este echivalentd cu oricare
i=1

din metricile date in teorema urmatoare:
TEOREMA 1.4.2. ([30]-1.2) Pentru w, v € 3, w # v, se noteazd
s(w,v) :== min{m|w,, # vy} — 1.

Dacd 0 < r < 1, atunci §,(w,v) := %WV w # v si 6. (w,w) = 0 este o metricd pe ¥ ce genereazd
topologia produs. In plus, o; : ¥ — 3, 0;(w) := i - w este r-contractie, Vi € S.

DEFINITIA 1.4.3. ([4]-4.2) Spatiul metric (X,dy) se numeste spatiul codurilor asociat unui SIF
{(X7 d); {1, Sz},:m} Pentru N > 2, ¥ este nenumérabila.

Se verifica simplu ca dy are proprietatile:

1
° dN(wvw)<W = w; =w;, Vi< k;
1

pentru orice w,w € X.
Pentru spatiul codurilor un rol important il joaca aganumitele adrese periodice:

DEFINITIA 1.4.4. ([4]-4.2) w = wiwsy - - - wy, - - - € 3 se numeste adresa periodica <
(3p>1)(Vk > 1) (wp = wpsk)-

Adresa periodica w = wjwsy - - wpwiwy - - - Wy - - - Se Noteazd w = (wlﬁ wp). Cel mai mic numér
p cu proprietatea de mai sus se numegte perioada lui w. Multimea adreselor periodice din 3 se noteaza
Per(X). Un element din spatiul de cod in care simbolurile sunt periodice dupa omiterea unui numar finit
de simboluri initiale se numeste adresa eventual periodica.

PRrROPOZITIA 1.4.5. ([4]-4.2) Per(X) este densd in (3,dn).

DEMONSTRATIE. Pentru w = wyws ---w, --- € ¥, fie sirul w(™ := (wlﬁwn), ¥V n > 1. Atunci

1
w™ € Per(%), wl(k) = wy, Vi < k, deci dy(w® w) < m — 0, adici nlinéow(n) = w, deci
Y = Per(%). O

Despre spatiul codurilor se mai pot deduce urmatoarele

TEOREMA 1.4.6. ([16]) Spatiul metric (X,dy) este compact, total neconex si perfect.

1.5. Masurs si dimensiune Hausdorff clasici pe R?

Notiunea de dimensiune este una centrala in geometria fractald, ea indicand, grosier vorbind, cat de
mult spatiu ocupa o multime In vecindtatea fiecarui punct al siu. Dintre toate tipurile de dimensiuni
fractale utilizate, dimensiunea Hausdorff (clasicd) este cea mai veche, cea mai importantd gi cea mai
utilizata. Marele sdu avantaj este ca poate fi definiti pentru orice parte a lui R si poate fi usor manipulati
d.p.d.v. matematic, fiind definita in termeni de masuri. Toate exemplele de fractali din aceasta lucrare
vor fi practic scufundati in R?, asa incat, chiar daci prezinta marele dezavantaj al greutitii calculului ei
prin mijloace computationale concrete, ea este esentiala pentru intelegerea geometriei fractalilor.

DEFINITIA 1.5.1. Pentru E C R% si s > 0, se defineste:

(1.8) H*(E) := sup Hi(E).
6>0
unde
(1.9) H3(E) :=inf Q Y |E|* | EC | Ei, (Bi)sy CPQ), B[ <6 o,
i=1 i>1

pentru orice § > 0. H?® se va mai numi s-masura Hausdorff clasicd. (diametrul d(E) al unei multimi
E C R% s-a notat cu |E|). In locul acoperirilor arbitrare ale lui E se poate demonstra cil se pot considera
acoperiri formate doar cu multimi inchise, sau acoperiri formate doar cu multimi deschise, etc., iar
valoarea Hj(E) nu se modifica.

Masura H® are urmatoarele proprietati:
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TEOREMA 1.5.2. ([56]-1) Mdasura Hausdorff H® pe R? este o mdsurd regulatd pe R?, Gs-regulatd,
toate multimile boreliene sunt H®-masurabile si orice mulfime H*-masurabild de masurd finitd contine o
multime de tip F, de aceeasi masurd.

Intre masura Lebesgue pe R¢ si masura Hausdorff clasici exista urmatoarea legaturi:

TEOREMA 1.5.3. ([56]-1) (vn € N*)(Hkn € (o,oo)) <VE c Rd) (H"(E) = knA"(E)), unde A"

este mdsura Lebesque pe R?. Sau, se mai spune cd cele doud msuri \™ si H™ sunt echivalente (sau
comparabile).

Asadar, s-masurile Hausdorff cu s = n € N* nu aduc nimic nou. Pentru s "fractionar” ele sunt
exact masurile de care este nevoie in studiul fractalilor (acestia se dovedesc a fi multimi ”de dimensiune
fractionard”). Ideea fundamentald este considerarea in relatia (1.9) a ”cantitatilor” |E;|®.

Masurile Hausdorff clasice H?®, cu s > 0, au o serie de alte proprietati remarcabile:

ProPOZITIA 1.5.4. ([18]-2.1) (Proprietati ale mdasurilor Hausdorff clasice H?®):

(1) HO este masura de numdrare;

(2) HY =M peR;

(3) H® =0 pe R?, pentru s > n;

(4) H*(T(E)) = k*H*(E), pentru orice transformare similarda T : RY — R? de factor de similari-
tate k si orice E C R%;

(5) H¥/(f(E)) < k¥“H5(E), pentru orice E C R? si orice f : E — R™ cu proprietatea 3k > 0
st a > 0 astfel incat |f(z) — f(y)| < k|lz —y|*, z,y € E.

Este posibila introducerea notiunii de dimensiune Hausdorff.

Analizand atent ecuatia (1.8), se observa ci, pentru £ C R? fixata si pentru t > s > 0 rezulta
HL(E) < 6" *H(E). Trecand la limita cu 6 — 0, se observa ca, pentru s < tgl H(E) < oo, rezulta
HY(E) = 0. Existd agadar o valoare critici s > 0 pentru care H*(E) "sare” de la oo la 0:

DEFINITIA 1.5.5. Pentru orice E C RY, se noteazi
(1.10) dimy (E) :=inf {s > 0|H*(E) =0} =sup{s > 0| H*(E) = oo},
si se va numi dimensiunea Hausdorff a mulfimii E.

OBSERVATIA 1.5.6. a) Pentru orice E C R%, se poate vorbi despre dimensiunea sa Hausdorff, care
este un numar nenegativ unic cu proprietatea ca H*(E) = 0 pentru s > dimpy (E) si H*(E) = oo pentru
0 < s < dimg(E). Pentru s = dimy(E), sau H*(E) = 0 sau H*(E) = oo sau 0 < H*(E) < co. Daca
0 < H*(E) < o0 i E este H*-mésurabild (in particular boreliand) se spune ci E este o s-mulfime.

b) In calculul dimensiunii Hausdorff se asociazi diferite ”ponderi” |U;|* multimilor U; din acoperirile
lui E. Astfel, dimensiunea Hausdorff méasoara eficienta acoperirii multimii cu multimi mici dar de o mare
varietate de marimi.

Dimensiunea Hausdorff se bucura de o serie de proprietati remarcabile ([18]-2.2):
(1) Monotonie. E C F = dimy E < dimy F;

(2) "Zero” pe multimi numdarabile. E cel mult numarabila = dimy E = 0;

(3) Stabilitate. dimy(F U F) = max (dimyg F,dimyg F);

(4)

o0
Stabilitate numdarabila. dimpg <U EZ> = sup dimg E;;

i—1 1<i<oo
Invariantd Lipschitz. dimg f(E) = dimg E pentru f transformare bi-Lipschitz a lui R?;
Invariantd geometricd. dimg f(E) = dimy E pentru f transformare a lui R? de tip translatie,
rotatie, similitudine sau transformare afini;
(7) ”Valoare mazimd” pe multimi deschise. E C R? deschisa = dimy E = n;
(8) ”Comportare bund” pe varietdti netede. E C R? varietate diferentiabild m-dimensionala (m <
n) = dimy E = m;

OBSERVATIA 1.5.7. a) Din propozitia 1.5.4, punctul (5), se constatd cd pentru orice functie satisfacand
conditia lui Holder are loc dimy (f(F)) < (1/a)dimpg(FE). Aceasta are ca si consecintd faptul c& trans-
formarile lipschitziene nu cresc dimensiunea Hausdorff a multimii pe care actioneaza, iar transformarile
bi-Lipschitz (ca de exemplu similitudinile !) nu modificd aceastd dimensiune.

b) In continuare sunt prezentate procedee de calcul efectiv a dimensiunii Hausdorff a unor multimi
fractale.
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1.6. Teorema lui Hutchinson

Pentru intelegerea intuitiva a teoremei lui Hutchinson, este nevoie de conceptul de "distributie de
=
masa”:

DEFINITIA 1.6.1. a) Pentru g masura pe RY, suportul lui ju este cea mai micad multime inchisa F

pentru care u(R%\ F) = 0. Se noteaza cu sptpu, este evident multime inchisa si
x € sptuy < u(B(z,7)) >0, Vr > 0.

b) Dacd A C R? marginita si 4 masura pe R? cu spty C A, se spune ca u este mdsurd pe A. Reciproc,
dacd p masurd pe A (in sensul ci p: P(A) — [0, 00] satisface axiomele mésurii exterioare), atunci se
poate defini o masura pe R?, i, cu sptpp C A si fij4 = p.

¢) O masurd p pe o multime mirginitsa din R?, pentru care borelienele sunt masurabile si cu 0 <
p(RY) < oo se numeste distributie de masd.

d) Daca p este masura pe R%, E C R?, se defineste v(A) = p(ENA),VAC R si se numeste restrictia
lui p la E, v fiind evident o masura pe Rd cu sptv C E, sau altfel spus o masurs pe E.

OBSERVATIA 1.6.2. ([18]-1.3) Existd o metoda extrem de eleganta si intuitivd de constructie a unei
distributii de masi pe o multime borelianda E din RY: Fie & := {E}. Fie & familie finita, mutual
disjuncta de submultimi boreliene ale lui F, etc., & familie mutual disjunctd de submultimi boreliene
ale lui F astfel Incét orice U € & este submultime a uneia dintre multimile lui £;_1 i contine un numar
finit de multimi din £11. Deasemenea, se presupune ca girul format cu diametrele maxime al multimilor
din fiecare & este convergent la 0 pentru k — oo. Se definegte o dibtribut;ie de masa pe E astfel: se
considerd p(FE) arbitrar cu proprietatea 0 < p(E) < oo, apoi, se dezmtegreaza’7 "masa” lui F intre

multimile Uy, Uy, ..., Uy, din & definind p(U;) astfel incat p(E) = Z w#(U;). Analog se definesc ”mase”
pentru multimile lui & astfel incat daca Uy, Us, ..., U, sunt mult;lmlle lui & continute intr-o multime
U alui &, sd aibi loc din nou u(U) = 3 u(U;). In general se definesc "mase” pentru multimile lui £y

=1
astfel incét daca Uy, Us, ..., U, sunt multimile lui 41 continute intr-o multime U a lui &, sa aiba loc

pU) = Zu( i) (figura 1.2).

Se noteaza in final F reuniunea tuturor multimilor dintr-un & si cu
e=J (gk UPRE\ Ek)>
k>0
gi se definegte p : € — [0,00), pu(U) ca mai sus pentru U element dintr-un & si u(A) = 0, pentru orice
A submultime a unui R\ Ej.
p: & — [0,00) are proprietatile: u(f) = 0, p finit aditiva(!), deci si monotona.
Pentru a construi insi o distributie de masa autentica, trebuie produsa o masura pe tot R?, cu suportul

inclus in F si cu proprietatea ca borelienele si fie misurabile relativ la ea; in plus si fie o prelungire a
lui g de la € la P(RY). Astfel se poate demonstra:

ProproOzZITIA 1.6.3. (Constructia unei distributii de masad)([18]-1.3) Se considerd p : € — [0,00)
definit ca in observalia anterioard. Atunci se poate construi o masurd pe R, u*, cu suportul inclus in
E, cu proprietatea ca borelienele sd ﬁe masurabile relativ la ea, $i in plus sa ﬁe o prelungire a lui p de la
E la P(RY). Mai mult, suportul lui i* este continut chiar in (| E.

k>0

OBSERVATIA 1.6.4. Masura cautata este cea produsad prin metoda standard a lui Caratheodory din
premdsura u : £ — [0,00) si se poate deduce ca u*l ¢ = p. Daca se noteaza cu py, ”"premasura” definita
pe &, obtinutd prin dezintegrarea de la pasul k, atunci (AN K) = pr(A), A € &, K := spt(u).

In termeni de diagrame, concluzia propozitiei se poate descrie astfel:

(60) (5 ) € (s 70%1)
(Rd g, N) (Rd B(Rd)aﬂﬁg(u&d)) - (Rd,MzaN*\M;) c (RdaP(Rd)aﬂ*)-

EXEMPLUL 1.6.5. Fie & familia ”intervalelor binare” de lungime 1/2* din [0, 1] (intervale de forma

[% j2i1) j €40,1,...,2F —1}). Daci se considera p ([;—k, 32%1)) = 1 gi se construiesc p i p* ca in
1.6.2 5i 1.6.3 se poate deduce ca put =\ 0.1 adica masura exterioara Lebesgue pe [0,1].

Pentru p o distributie de masa pe F' € B(R?), {U;};-d-acoperire a lui F, cu § < ¢, are loc

0<pu(F)<p UU Z <CZ\U|

i>1 i=1

3
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FicuraA 1.2. Constructia distributiei de masa prin ”dezintegrare” repetata

de unde, luind infimum dupa toate d-acoperirile a lui F, se obtine Hj(F) > u(F)/c > 0, deci, H*(F) =
sup Hi(F) = sup Hi(F) > p(F)/c >0, asadar s < dimpy (F). Are loc atunci
§>0 0<é<e

ProprOZITIA 1.6.6. ([18]-4.1)(Principiul distributiei de masd) Fie p o distributie de masd pentru
multimea borelianda F, astfel incat
(352(0(3c>(0(36>(0(VUJU¢ge)QAU)gcuuﬂ.
Atunci
H(F) > p(F) /e, s < dimg(F).

”Principiul distributiei de masd” std in spatele teoremei fundamentale a lui Hutchinson (de calcul a
dimensiunii Hausdorff a unui fractal generat de un SIF). Se poate da o versiune mai simpla a acestui
principiu (pe ”bile”) care contine gi o variantd pentru mérginirea superioard a dimensiunii Hausdorff

([18]):
PROPOZITIA 1.6.7. ([18]-4.1) Fie p o distributie de masd pentru multimea boreliand F, astfel incat
(Els > 0) (EI c1,Co > O) (3 ro > 0) (Vr < 1"0) (Va? € F) (clrs < u(B(z,r)) < 027"5>.
Atunci 0 < H*(F) < o0, s = dimpg(F).

Totusi, in ciuda faptului ca e un criteriu puternic de determinare a dimensiunii Hausdorff a unei
multimi nu este inca suficient de practic. Astfel a luat nagtere teorema lui Hutchinson. Ea contine in
ea, In forma codificata, principiul distributiei de masa, ”interfata” cu utilizatorul fiind insa una mult
mai prietenoasa, ”pretul” platit fiind restrangerea la o anumita clasd de multimi (" fractalii” generati de
SIF-uri pe R? ce satisfac conditia ”multimii deschise”). Conditia multimii deschise pe care trebuie s-o
indeplineascd SIF-ul spune, grosier, c& ”copiile” {F; = ¢;(F)}; de ordin 1 ale atractorului SIF-ului "nu
se suprapun prea mult”:

TEOREMA 1.6.8. (Teorema lui Hutchinson) ([18]-9.2, [28]) Se considerd un SIF {Rd; {¥i, Ci}i:ﬁ}f

cu ; similitudini, care satisface ”conditia multimii deschise” (CMD) (em’std U c R? deschisd, cu

N
Y(U) = U Vi(U) C U si {i(U)},—1 v mutual disjunctd), cu atractorul F, adicd
i=1

(1.11) F:way
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L 2
3

F1GUurA 1.3. "Multimea triadica” a lui Cantor

N
Atunci dimpy (F) = s, unde s solutie a ecuatiei Y, ¢ =1, iar F este chiar o s-multime (i.e. 0 < H*(F) <
i=1

Demonstratia utilizeaza principiul distributiei de masa.
I. Se consideri w = w; ... wy, € Wy si A C R?; daca se noteaza A, := ¥, (A), unde 1y, := 1, 0. . Oy,

§l Cyw = Copy * -+ Cupy, din (1.11) rezultd F = U F,,. Cum v, este si ea similaritate de factor c,,,
weWy,
N N
Yo IRl =Y () |FIP = (Z w> (Z w> [P|* = |F|’.
weWy, weW, wp=1 wr=1

Pentru 6 > 0, se alege k si w = wy ... wy, € Wy, astfel incat |F,| < (max; ¢;)*|F| < 6, deci H3(F) <
|F'|®, de unde H*(F) < |F|*.

II. Pt. obtinerea unui minorant al lui Hj(F') se pune ¥, = {w - wjw € B} (w € Wy) si se "ageazd”
o distributie de masi pe X prin u(3,) = (Cwy « -+ - Cw,,)°. Se verifica cd p este o distributie de masa
pe X, cu u(X) = 1, se transfera apoi p la o distributie de masa pe F (ﬁ(A) = p{w € Bz, € A}),
AcCFiar {z,} = () Fum !!), se arata cd p satisface principiul distributiei de masa, prin aplicarea

m>0

acestuia obtinindu-se in final un minorant pentru H*(F) (demonstratie tehnica, dar ideea va fi reluata si
dezvoltata cu detalii la sectiunea dedicatd masurilor autosimilare).

1.7. Exemple de atractori si calculul dimensiunii Hausdorff

EXEMPLUL 1.7.1. (Multimea triadica a lui Cantor) Multimea triadicd a lui Cantor este obtinuta
prin indepartarea succesivd a unor intervale triadice ”mijlocii” ca in figura (figura 1.3).

x
Multimea triadicd a lui Cantor este atractorul SIF {(R, |- |); {%,7i}i=1,2}, unde 91 (z) = 3 o) =
r 2 1
3 + 3 11 §i P9 au ca efect contractarea unui interval compact cu factorul 5; in plus, 1o realizeaza o
2
translatie cu —=. Conditia multimii deschise este satisfacuta pentru U = (0, 1).

Din teorema lui Hutchinson va rezulta ca multimea triadica a lui Cantor are dimensiunea Hausdorff
s =log2/log3 (solutie a ecuatiei (1/3)% 4 (1/3)% = 1).

ExempLUL 1.7.2. (Triunghiul lui Sierpinski) Triunghiul lui Sierpinski este obtinut dintr-un tri-
unghi echilateral ”plin” prin indepartarea succesiva a unor triunghiuri echilaterale ”mijlocii” ca in figura
1.4.

Triunghiul lui Sierpinski este atractorul SIF {(R?, || - [|); {¢s, Ti}i:ﬁ} definit de similitudinile

_ 1 10 [z x/2

wen - (0 ()-(22)
_ 11 0 N 1/4 w2+ 1/4

aen = 3 (o 1) () Ui ) - G )
110\ (= 12\ [ z/2+1/2

Vs (z,y) = 2<01> <y>+<0>_< u)2 )
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FicurA 1.4. Triunghiul lui Sierpinski

XA

3 4

2 T !

3 M | N

4 T ! E |

0 i /P B
1 1 3 Y
= = 2 1
4 2 4

FicurA 1.5. Triunghiul lui Sierpinski

Cele trei similitudini au ratiile 71 = ro = r3 = 1/2. Fiecare dintre ele contractd triunghiul OAB cu
factorul 1/2, dupa care 15 1l translateaza pe directia laturii OA, iar 13, pe directia laturii OB (Fig.1.5).
[e]

Este satisfacuta conditia multimii deschise pentru U —AOAB. Din teorema lui Hutchinson, dimensiunea

log 3
Hausdorff a triunghiului lui Sierpinski este s = % (unica solutie a ecuatiei (1/2)°+(1/2)°+(1/2)° = 1).

EXEMPLUL 1.7.3. (Curba lui Koch) Fie E; := [0,1] (sau orice segment de lungime 1). Fie E;
multimea obtinuta Inlaturand ”treimea mijlocie” a segmentului i inlocuind-o cu celelalte doua laturi
ale triunghiului echilateral avand ca baza segmentul inlaturat. Se construieste apoi Es aplicand acelasi

procedeu fiecirui segment al multimii E1, etc. In final, fie F := () Ex (numita ”curba lui Koch”, figura
k>0
1.7).
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FIGURA 1.6. Generarea curbei lui Koch

Curba lui Koch (Fig. 1.7) este atractorul SIF {(R?, || - [|); {¢s, ri}z’:ﬁ}v definit de similitudinile

1 1 0 x x/3

e = §.<0 1>.<y>:<y/3>’

_ b cos(m/3) —sin(n/3) = 1/3 _
Va(my) = 3 ( sin(m/3) cos(m/3) ) < Y ) +< 0 )

B z/6 -3 y/6+1/3

a V3. 2/6+y/6

_ 1 cos(2m/3) —sin(27/3 N 1/2 _
valmy) = 3 ( sin(27/3)  cos(21/3) ) < y ) +< V3/6 )

B x/6+ V3 y/6+1/2

-\ =vBa/6+y/6+v3/6 )]

1 (f10) (= 2/3\ [ #/3+2/3
o = 122 () (0)- ()

care au ratiile 1y = ro = r3 = r4 = 1/3. Toate cele patru similitudini contractd segmentul [OA] (vezi
Fig.1.6) cu factorul 1/3, dupa care:
e 1) 1i aplica o rotatie de unghi 7/3 si apoi il translateaza cu 1/3 in directia si sensul axei Ox;
e 5 ii aplicd o rotatie de unghi 27/3, apoi il translateaza cu 1/2 in directia si sensul axei Oz si
cu v/3/6 in directia si sensul axei Oy;
e ¢, 1l translateazd cu 2/3 in directia si sensul axei Ox.

Pentru U =AOPA este satisficuti conditia multimii deschise (Fig. 1.6). Din teorema lui Hutchinson,
dimensiunea Hausdorff a curbei lui Koch este s = log4/log 3 (unica solutie a ecuatiei 4(1/3)® = 1).

Cum existd un homeomorfism natural intre [0,1] gi curba lui Koch, este simplu de studiat analiza
acesteia.
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FiGura 1.7. Curba lui Koch



CAPITOLUL 2

Structuri autosimilare

Sunt introduse structurile ”fractale” de baza: structuri autosimilare, structuri autosimilare finit ram-
ificate, post critic finite, etc, urmand in special sursele [3], [4], [30]. Se prezinta clase de fractali pe R? cu
proprietiti remarcabile de simetrie: fractalii ”cuib” (F.C.) i fractalii ”cuib” afini (F.C.A.). Numeroase
exemple de astfel de obiecte sunt prezentate, cu figuri edificatoare.

Masurile autosimilare joaca un rol foarte important in capitolele urmatoare; de aceea sunt prezentate
in detaliu. Deasemenea, problema conexiunii structurilor S.A.P.C.F. este cruciala.

Pe structuri S.A.P.C.F. conexe si in raport cu masuri autosimilare bine alese, se vor putea construi
ulterior, in ipoteze suplimentare, forme Dirichlet ce vor conduce la procesele de difuzie asociate.

Se realizeazd o clasificare a fractalilor de catre autor (sectiunea 2.4) cu exemple si contraexemple
sugestive.

2.1. Structuri autosimilare (S.A.) si
structuri autosimilare post critic finite (S.A.P.C.F.)

2.1.1. Structuri autosimilare (S.A.). Pornind de la ideea de SIF si atractor asociat lui, prin
abstractizare, s-a ajuns la conceptul de structurd autosimilara (ea a fost introdusé de scoala japoneza -
Kusuoka, Kigami, Kumagai - in anii '80-’90):

DEFINITIA 2.1.1. ([3]-5) {F7 {¢z}z:ﬁ} se numeste structurd autosimilard <

e (S.A.1) (F,d) spatiu metric compact;
e (S.A2) ¢, : F— F,i=1, N contractii injective;

N
o (SA3) F={Jui(P)

i=1

Structurd autosimilard se va prescurta S.A. Pentru A C F, se va nota A; := ¢;(A), i € S si Ay :=
Yw(A) = Py, 0... 0%y, (A), pentru w = wy ... wy, € Wy, Multimii S := {1,2,..., N} i se poate asocia
spatiul codurilor din sectiunea 1.4 si se vor utiliza toate notatiile si rezultatele aferente. Din 1.4 se va
deduce (teorema 1.4.2) c& {¥, {0, }ics} este S.A.

Pentru 4 F, {wi}i:ﬁv structura S.A. se poate deduce ca
LEMA 2.1.2. ([3]-5) (Vw € E) (El!xw € F) ({xw} =N %M(F)).
n>0

Intr-adevir, Yu|n (F') este sir descrescator de multimi compacte cu
diam (), (F)) < o"diam(F),

deci cu sirul diametrelor tinzand la zero.
Pentru w € ¥, fie m(w) := x4, 2, dat de 2.1.2. Apoi

7T(i . ’LU):mi-w € m wzw|n(F>: ﬂ wz(ww\nfl(F)):_)wz( m ww\n71<F)) ={¢($w)}7

n>1 n>2 n>2

de unde 7(i - w) = ¢;(w(w)), i € S. Dacd x € F = UL _  F,,, existd w1 € S cuw € Fy, = UY, _ 1 Fy, s,
de unde existd wy € S cu x € Fuyw, = U, —1 Fu,waws, -~ ; in final existd w € X cu x € Fy),, Vn > 1,
deci € Np>1Fypn = {m(w)}, asadar m(w) = 2. De aici 7 surjectiva.

Dacid U C F deschisa, iar w € 7~ }(U), deci 7w(w) € U, existd m > 1 cu Fyjm C U, de unde
Vi={veX|vm=wm}=(wm) X Cr Y(U). Cum V deschisa in ¥ (cu topologia produs), rezulta
7~ Y(U) deschisa, deci 7 continui. Evident 7 este unici cu proprietatea m(i - w) = 9;(7(w)), i € S. Are
loc deci:

LEMA 2.1.3. ([3]-5) Fie {F {wi}i:L—N} S.A. Atunci

—

(E”’/T : ¥ — F continud, surjecti’ud) (Vw ex,Vie I)(ﬂ'(i cw) = 1/)i(7r(w))).
De aici w(v - w) = ¢y (n(w)), Vv € Wy, Vw € .

19
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OBSERVATIA 2.1.4. In [30]-1.8 se spune ci (F, S, {t;}ies), S = {1,2,-, N} este structurd autosimilard
< F spatiu metric compact, ; : ' — F injectii continue gi exista w : X — F surjectie continud cu

Yiom=moaoy, i=1,...,N. (pt. o; a se vedea 1.4.5). Se deduce apoi cd 7 este unicd cu proprietatea de
N

mai sus siVw € X, {m(w)} = ﬂ Yoy (F). Bvident F = U Yi(F). Dacad v; sunt contractii se ajunge la
n>0 i=1
definitia 2.1.1. Deci definitia din [30]-1.3 este mai generald.

OBSERVATIA 2.1.5. Se pot deduce ugor urmatoarele proprietati ale structurilor S.A.([30]-1.2):
1) w € Per(Y) (adicd w = w, w € W,,)) = 7(w) = m(w) = m(ww) = 1y (w(w)), deci w(w) =: p,, este
unicul punct fix al lui ¢,,. De aici rezulta cd pentru w € W,, si v € Wy, w(v - W) = ¢, (7 (W)) = ¥y (Puw)-
2) Din 7 continud gi Per(X) densd in ¥ (1.4.5), rezulta c& {p,|w € W,,, n > 1} este densd in F.
3) Pt. w, v € X w# v 7lw) =n) < 7(c™w) = w(c™v), m = s(w,v) (din 1.4.2). Daca
m(w) = w(v), atunci 7(c™w) = w(c™v) € B := U (F; N Fy).
1<i<j<N

Se poate demonstra urmatoarea lema privind topologia lui F":
LEMA 2.1.6. ([3]-5, [30]-1.3) Familia {N,(z)},>1 este bazd de vecintdti ale lui x € F (cu N, (z) :=
UiFulw e W, z € Fw}).

OBSERVATIA 2.1.7. Toate exemplele de fractali introduse pand acum (generate de SIF-uri din R?)
formeaza structuri autosimilare (atractorul asociat SIF-ului impreund cu restrictiile similitudinilor la el
constitue structuri autosimilare).

2.1.2. Structuri autosimilare finit ramificate (S.A.F.R.) si structuri autosimilare post
critic finite (S.A.P.C.F.). Structura autosimilard nu contine in definitia sa nici un mecanism de pre-
venire a suprapunerii ”copiilor” {F;};cs de ordin 1. Conditia multimii deschise previne suprapunerea,
dar se bazeaza pe existenta unui spatiu "mare” in care se poate scufunda multimea F (R%). In continuare
sunt introduse conditii suplimentare de prevenire a unor suprapuneri ”"prea mari” in cazul structurilor
autosimilare.

DEFINITIA 2.1.8. ([3]-5, [30]-1.3) 1) Pentru {F, {wz}zzﬁ} structurd autosimilars, se definegte B :=

U (F; N F}) si se numeste multimea punctelor de ramificare; T' := 7—'(B) se numeste mulfimea
1<i<j<N
criticd, iar P := U c™(T') se numeste mulfimea postcriticd. Asadar multimea critica este formata cu
n>1

adresele (codurile) punctelor de ramificare, iar multimea postcritica este formata cu toate posibilitatile
de a "sunta” cuvinte din multimea critica.

2) Structura autosimilara {F, {wi}i:ﬁ} se numeste finit ramificatd (S.A.F.R.) <= B finit ramifi-
catd. {F, {wl}z:m} se numeste post critic finita (S.A.P.C.F.) <= P finita (i.e. adresele din I' sunt
aproape periodice).

Multimea postcritica genereaza o retea remarcabila de puncte ale ”fractalului”, prin aplicarea sucesiva
a aplicatiilor ;:

DEFINITIA 2.1.9. ([3]-5) Pentru {F, {wi}izﬁ} S.AP.CF. si n > 1, se defineste P := {w €
Wlo"w € P} = {v-ulv € Wy, u € P} = W,, - P (multimea adreselor (cuvintelor) din P la care se
atageaza cuvinte din W,,) si V,, := n(P™). Pentru n = 0 se considera P(®) := P si Vj := 7(P).

OBSERVATIA 2.1.10. ([3]-5,[30]-1.3) a) Se poate deduce ca V,, = U (Vo)w. Intr-adevir, z € V,, =
weWw,

JveP,weW,cux=mw-v)=1,m0w) e @(P)y = (Ww C V,. Apoi, pt. w e W,, are loc
€ (Vo)w = & =1u(1(v), cuv € P, deci 2 = b (7(v)) = 7(w - v) € 7(P™) = V.

b) Din a) se poate demonstra ca V,, C V,,41, Vn > 0.

intr—adevér, reV,=Jdw=wwr...wg... € P, 3w =wwy...w, €W, cu

x=1y(rw)) =7m(w w) =7r(wiws ... Wewiws .. . Wi ...) = 7((wy ... wWpw1) - ow).
Dar ow € o(P) C P, iar w := wy ... wpw1 € Wy41, deci
x=7m(0- ow) = Yg(mlow)) € Yg(r(P)) = veu(Vo) C Vata.

Punctele din V,, au o proprietate remarcabila: copiile F,, (w € W,) de ordin n ale ”fractalului”
(numite si n-complexe) se intersecteaza doar in V,, ((Vp), se numeste n-celula):
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LEMA 2.1.11. ([3]-5) Pentru {F {i} 3 N} S.A.P.C.F.are loc

CL) w, v e Wn; w 7é v= F,NF,= (VO)w (VO)w:'
b)Vn >0, 7= (x(P™)) =7 1(V,) = PM.

Se va schita demonstratia acestei leme de mare importanti. Este suficent si se deducd doar 7C” (Si
la a) si la b)).
a) Fien > 1si v, w € W, fixati. Dacd « € F, N F,, atunci dy = 7(u), vy =7(v') € F, u, v’ € ¥ cu
& =Yu(y) = Yu(r(u) = Yu(y) = du(r(u)) = 7(w-u) = 7(v- ).

e dacd vy # wy, atunci z = w(w-u) =nw(v-vw') € F,NF, C Fy,, NF, C B,deciw-u,v-u €T,
de unde u, v’ € o™(I") C P; de aici 7(u), w(u') € n(P) = Vo, deci z = ¢ (y) = u(n(u)) =
Yuw(y') € (Vo)w N (Vo)w-

e dacd v; = wy, notdnd k := min{i|w|i = v|i}, Vg1 # wey1; se aplicd w;llk si cele de mai sus.

b) ?2”: Evidentd. ”C”:

e n = 0. Pentru w € 7~ (7(P)), n(w) € n(P), deci Jv € P, n(w) = n(v), adicd Im > 1, cu
veo™I)sidue W, cuu-ven(B)=T,deci m(u-v) € B; atunci 7(u - w) = 9, (7(w)) =
Yy (m(v)) = 7(u-v) € B, de unde u-w € 7~ *(B) =T, deci w € e™(T) C P.

en > 1. Pentru w € 7 '(x(P™)), 7r(w) € ©(P™), deci Jv € W, cu m(w) € (Vy)y, de
unde m(w) € (Vo)o N Fypn = (Vo)o N (Vo)wjn, deci m(w) € (Vo)wn; rezulta ca 3v € P cu
T(w) = Yyn(r(v)) = 7((wln) - v), de unde 7(v) = w(c"w), si, cum v € P, c"w € P, sau
w e P,

Urmatoarele doua rezultate permit intelegerea mai aprofundata a structurilor S.A.P.C.F.

LEMA 2.1.12. ([3]-5) {F, {wi}i:L—N} S.A.P.CF. sis € {1,2,...,N} = 7($) se afla in exact un

n-complex.

PropozITIA 2.1.13. ([3]-5) Dacd {F {i},_3 N} S.A.P.CF.,x € F sin>1, se noteazd m,(x)
#{w € W, |x € F,} n-multiplicitatea lui x (numdrul de n-compleze ce-l contin pe x). Atunci mp,(z)

N - #(P).

2.1.3. Exemple de S.A.P.C.F., S.A.F.R. si S.A. infinit ramificate. In continuare se vor da
exemple de structuri autosimilare, pentru care se vor calcula multimile de ramificare, critica si postcritica,
cu mentiunea ca triunghiul lui Sierpinski va fi reintrodus Intr-o varianta mai compacta si simplificata.

A

EXEMPLUL 2.1.14. (Triunghiul lui Sierpinski (T'S)) Se considerd un triunghi echilateral de virfuri
a1, as, az (de exemplu a; = (1/2,/3/2), az = (0,0), az = (1,0)). Se considers similitudinile care au fost
introduse si in capitolul precedent, dar intr-o forma simplificatd: ¢; : R? — R2, ¢;(z) = a; + %(a: —a;),
z € R? 1 < i < 3. Dacii F este atractorul SIF-ului {(R?, || -[)); {¢i,7i};—13}, cu r; = 1/2, atunci
{F {¥i},_1 3} este 0 S.A. (s-au notat restictiile ¥;-urilor la F' tot cu ;).

Se observa ci a; = m(i) este punctul fix al lui ¢y, i = 1,3, iar B = {b1, by, b3}, unde b; = (a2 + as),
by = 3(az +a1), b3 = 1(a1 + a2) (mijloacele laturilor [azas], [azai], [a1as]) (a se vedea ﬁgura 2.1). De

aici
I = {(23),(32),(13),(31),(12), (21)}, P=o(T) = {(1),(2).(3)},
deci {F, {T/’z}Lzﬁ} este S.A.P.C.F.
Atractorul SIF-ului este prezentat in figurile 1.4 i 1.5.

ExXEMPLUL 2.1.15. (Triunghiul lui Sierpinski cu triunghi ”adaugat” (TS+TA)) La simili-

tudinile din exemplul precedent se mai adauga ¥4(x) = a4 + i(w — a4), CU aqg = %(al + as + as).
{ti},—17 satisface conditia multimii deschise (considerand ca multime deschisa U interiorul trinunghi-
ului de vérfuri a1, as, as), deci, considerand r1 = ry = r3 = 1/2, rqy = 1/4, {(R?,]| - ||);{1/)¢,T7;}i:ﬂ}

este un SIF ce satisface ipotezele teoremei lui Hutchinson; se genereaza atractorul F' de dimensiune
Hausdorff s = 1 — (log(—3 + v/13)/log2), solutie a ecuatiei 3(1/2)° + (1/4)° = 1. Noténd (¢;)r
tot cu 1, se obtine c& {F, {'(/Ji}i:ﬂ} este 0 S.A. Dacd ¢; = 3(a; + b;), i = 1,3 (mijloacele seg-
mentelor [babs], [bsb1], [b1b2]), atunci se vede cd B = {b17b27b3,cl,cz703} (a se vedea figura 2.2). Cum

(1) = {(23), (32)}, 7 1(b) = {(13), (31)}, 71 (bs) = {(12), (21)}, 7 '(er) = {(128), (133), (41)},
(

(72
7 (ea) = {(213),(231), (42)}, 7 (c3) = {(312), (321), (43)}, rezultd ca
I={(23),(32),(13),(31),(12),(21),(123),(132),(41), (213) (231) (42),(312),(321),(43) } -
De aici o(I') = {(1), (2), (3), (23), (32), (13), (31), (12), (21) }, o*(I) = {(1),(2), (3)}, de unde
P ={(1).(2).(3),(23),(32),(1 3),(31),( 2),(21)},

deci {F, {wi}i:ﬂ} este o S.A.P.C.F. Atractorul este prezentat in figura 2.8.
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FicuraA 2.1. Triunghiul lui Sierpinski

a
ba/f\ b,
‘ Y .

FicUrA 2.2. Triunghiul lui Sierpinski cu triunghi ”adaugat”

[2)) a

EXEMPLUL 2.1.16. (Triunghiul lui Sierpinski cu triunghi ”adaugat, rotit” (TS+TAR)) Se
considera, a;, b;, ¥;, i = 1,3 ca in precedentele doud exemple, si A € (0,1), p1 = Abg + (1 — \)bs,
p2 = Abz + (1 — A\)b1, p3 = Aby + (1 — A)ba, puncte pe segmentele [babs], [bsbi], [b1b2], ”proportional”
distribuite, cu factor de proportionalitate (f.p.) A (a se vedea figura 2.3). Se considera similitudinea
(unici) 14 pentru care ¥4(a;) = p;, i = 1,3. Mai precis ¥4(z) = a4 + cARg, (r — a4), * € R?, unde

) 1/2
as = (a1 + az + a3), cx = $(BA = 3A+1)1/2, 05 = a, — /3, sina, = 3 (7&23}})/\“) € [n/3,2m/3]
(de unde 0 € [0,7/3]), iar
cosfy —sind
Rg, = ( A A )

sinf,  cosf,

Analog cu exemplul precedent B = {b1, b2, b3, p1, P2, p3}, 77 (by), 7 1(ba), 7 1(b3) fiind aceleasi (a
se vedea din nou figura 2.3). Deasemenea 7~ (p;) = {(41), (1v), (1w)}, unde

A=W ({m}) = {v,w}

(y1 := ¥y ({p1}) € (ag,a3), iar v, w € ¥ formati doar cu simbolurile 2 §i 3 §i v = w sau v # w dupa cum
A admite o descompunere diadica rationald sau nu). Analog pentru 7~ (p2) si 7= 1(p3).
Daci se defineste 6 : ¥ — %, 0(w) = w', cu w) = w; + 1 (modulo 3), iar A, := {(1),c"v,c™w},
n > 1, va rezulta
o™([) = A, UB(A,) UB?(A,).

i) Pentru A € QN (0,1), v si w sunt aproape periodice, cu simboluri 2 si 3, deci P finita, deci
{F7 {%}i:l—A} este o S.A.P.C.F.
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a

4
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a
a, b z]

FicurA 2.3. Triunghiul lui Sierpinski cu triunghi ”adaugat” rotit

ii) Pentru A € (0,1)\Q, P = U o"(T') infinitd, deci { F, {T/’z‘}i:ﬂ} esteo S.A.F.R. darnue S.A.P.C.F.
n>1

iii) In general {F, {wi}i:ﬂ} este 0 S.A.F.R. pentru orice A € (0,1) dar e SSA.P.C.F. <= X € QN(0, 1).

iv) Pentru A = 1/2, se obtine exemplul precedent.

v) Pentru A = 2/3, A = 7' ({m}) = {v = w = (ﬁ)}, de unde va rezulta ci o(T') =
{(23), (32), (41), (123) + rotatiile date de 67}, de unde

S~~~

P={(1),(2).(3),(33), (32, (13), 31, (12), (31) }.

EXEMPLUL 2.1.17. (Patratul ”tdiat” (PT)) Dintr-un pétrat initial (de exemplu Cy = [0,1]?) se
"taie” (scot) segmentele Ly = {(1/2,y)|0 < y < 1/2} si Lo, L3, Ly segmentele obtinute din L; prin
rotatie. Multimea C; se obtine din Cy prin inlocuirea punctelor (1/2,y) € Ly (0 < y < 1/2) cu cate doua
puncte (1/2,y—), (1/2,y+), si, similar pentru punctele segmentelor lui Lo, L3, Ly. Se repeta procedeul
cu cele 4 patrate de laturd 1/2 ce compun C7, obtindndu-se Cq, etc. Patratul taiat C este C := lim C,,.
Dacé a;, i = 1,4 sunt varfurile patratului si ;(z) :=a; + 3(z — a;), i = 1,4, C va fi S.A.P.C.F. relativ
la 4 functii v;, i = 1,4, pentru care (0i)r\@ = (Vi) r\@- Atunci B = {(O, %), (%, %), (1, %), (%,0), (%, 1)},
far T' = {(12), (21), (23), (32), (34), (43), (41), (14), (13), (31), (24), (42), } (de exemplu (3, 3) = 7 ((13)) =
m((31)) = m((24)) = 7((42))), de unde P = {(1),(2),(3), (4)}.

Este un exemplu de S.A.P.C.F. care nu poate fi scufundat in nici un spatiu euclidian.

Ultimul exemplu este exemplu de structura autosimilara infinit ramificata:

EXEMPLUL 2.1.18. (”Covorul” (”carpeta”) lui Sierpinski (CS)) Un patrat ”plin” se imparte in 9
patrate egale, de latura 1/3 din latura celui initial, scotdndu-se cel din mijloc, apoi, celor 8 patrate ramase
li se aplica din nou procedeul de mai sus, etc., continudndu-se la infinit. In final, se obtine fractalul numit
"covorul” (”carpeta”) lui Sierpinski (figura 2.4). Riguros, el s-ar putea defini astfel: se considera aq, as,
as, ay varfurile unui patrat (de exemplu a; = (0,0), a2 = (1,0), a3 = (1,1), ag = (0,1)) si similitudinile:
Pt R2 — R%, 1 <4 <8, hy(x) = to, Po(a) = $x + Fag, ¥3(x) = 32 + 2az, Yu(z) = $2+ 2az + Fau,
Us(z) = 3o+ 2az + a4, Ye(x) = 30+ $az + 2a4, ¥7(x) = 33+ 2a4, ¥s(x) = 37 + Sag, © € R2
Dacd F este atractorul SIF-ului {(R?, | - ||); {¢i,:};_1g}, cu r; = 1/3, atunci {F, {1;},_y5} este o S.A.
(s-au notat restrictiile t;-urilor la F' tot cu ;). Se observa cd multimea de ramificare este infinita si
nenumarabild (formata cu laturile comune ale celor 8 patrate micgorate cu factor % din patratul ”mare”).

2.2. Masuri autosimilare

Masurile autosimilare sunt méasuri ce se asociaza SIF-urilor (sau structurilor autosimilare) si unei
familii de ponderi date si sunt fundamentale pentru constructia formelor Dirichlet pe atractor. Se va
vedea ulterior ca intre masura autosimilara si masura Hausdorff a atractorului este o legatura stransa.
Se prezinta rezultatele fundamentale privind masurile autosimilare asociate structurilor autosimilare, un
subiect extrem de important si profund.
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FiGURA 2.4. "Covorul” lui Sierpinski

2.2.1. Existenta si unicitatea masurilor autosimilare.

DEFINITIA 2.2.1. ([4]-9.5) Fie (F,d) spatiu metric compact; fie M;(F) multimea probabilitatilor
boreliene definite pe F. Se defineste dp : My (F') x M1(F) — Ry,

s, v)i=swp{ | [ g~ [ gav] [1760) - £ < dta), Yy e £ |

pentru y, v € Mq(F).
Se deduce simplu ca dy este o metrica pe M1 (F) (se numeste metrica Hutchinson). Cu o demonstratie
tehnica se poate deduce ca e chiar completa, deci are loc:

TEOREMA 2.2.2. ([4]-9.5) (F,d) spatiu metric compact = (M1(F),dp) spatiu metric compact.

In continuare se defineste notiunea de operator Markov asociat unui SIF si unui sistem de ”ponderi”:
DEFINITIA 2.2.3. ([4]-9.5) Fie {(F7 d); {i, Si}izﬁ} un SIF ((F, d) spatiu metric compact) si {p; };,_1

N
sistem de ponderi, i.e. 0 < p; < 1,Visgi > p; = 1. Se numeste operator Markov asociat SIF-ului gi sis-
i=1
temului de ponderi {p;} aplicatia M : M (F) — M (F), definitd prin M(v) := pyroth; " +pavothy ' +
...pnv oy, pentru orice v € My (F).

Operatorul Markov M este o contractie pe spatiul (M1(X),dg):
N

du (M), M) = sup |> p ( [ govn - | gowidm) <

Lipg<1 |, F F
N .

< s [[ oo - [ goin] <
i=1 Lipg<1l|JF F
N

< S i sup | [ a0 - [ g <
i=1 Lipg<1 F F
N

SZP&&: sup /gdyl—/ngQ <s-dg(vi,ve),
i=1 Lipg<1|JF F

pentru vy, vy € (M1(X),dy) (Lipg inseamna constanta de lipschitzianitate a lui g). Principiul contractiei
al lui Banach da atunci

TEOREMA 2.2.4. ([19]-2, [4]-9.6) Fie {(F, d); {s, si}i:L—N} un SIF (pe (F,d) spatiuv metric compact)

sip = {pi},_1 sistem de ponderi si M operatorul Markov asociat. Atunci M este o contraclie pe
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(M1 (F),dp) de factor de contractivitate s = max s;, deci va exista o unicd mdsurd p € Mq(F) cu
i=1,N

Mp = p.
N
OBSERVATIA 2.2.5. p € M;(F) din teorema de mai sus este unica cu u(A) = > pp o ;7 (A),
N
V A € B(F), sau echivalent [, gdu = Z Pi [ gotidu, ¥ g € B(F). De aicisptp = Y ¢;(sptu) = ¥(sptu),
i=1
de unde (teorema 1.2.3) sptu = Fp, .F(] atractorul IFS-ului.

Are loc evident urméatoarea consecinta:
COROLARUL 2.2.6. Pentru {F {i},_7 N} S.A. si{pi},_7 sistem de ponderi existi o unicd proba-

bilitate p € M1(F) cu p(A) = Z pipo by H(A), YA€ B(F), iar sptu = F.
=1

OBSERVATIA 2.2.7. Pentru S = {1,2,...,N} si ¥ := SV, s-a remarcat faptul ci {¥, {o;};} este o
S.A.(observatia de dupa definitia 2.1.1). Daca p := {p;},_17 sistem de ponderi, din corolarul 2.2.6 exista

N
o unici probabilitate P € My () cu pP(A) = 3. pipP(o; ' (A)), VA € B(X), iar sptu? = .
i=1

DEFINITIA 2.2.8. ([4]-9.6) Masura din teorema precedentd poartd numele de mdsura invariantd (sau
autosimilard) asociatd SIF-ului {(F7 d); {1, sz}zzﬁ} st sistemului de ponderi p := {pl}z:m
2.2.2. Spatiul de probabilitate (X, M? uP). Pentru S = {1,2,...,N} si sistemul de ponderi
N
p = {pi},_1, se defineste probabilitatea pg : P(S) — [0,1], us := > pici.

i=1
Pe ¥ := SV se considers topologia produs T, pentru care oricare din familiile urmatoare este baza:

B = {{is} x...x{in} xSxSx...|i1,....in €S, nENY},
B = {Sx...x8x{in} xSxSx... |i,....in €8, neNY},
B’ .= {H{in}‘in€S7Vn>1}.
neN*
Deasemenea, pe ¥ se considerd o-algebra produs & P(S5), iar
neN*
p:®u§:®7’(5’)—>[0,1], we = ps, n>1,

neN* neN*

probabilitatea produs pe ¥ a familiei {y%},>1. Daca se noteaza cu MP completatul lui @ P(S) relativ
neN*
la uP = @ wpl sise noteaza tot cu pP completata la MP, atunci
neN*

04(B) = 04(B) = 0a(B") = 0(Tpy) = B(Z) C (X) P(S) C MP, p? : MP — [0,1].

neN*

pP se numeste mdsura Bernoulli pe ¥ de ponderi p = {p;},_15-
P are urmatoarele proprietati:

2.2.9. (Proprietatile lui u?)

(1) (X, MP uP) spatiu cu probabilitate completd boreliana regulata.

(2) pP(Bw) = pP{wr} x .o x{wn} x S x ) = ps({wr}) .. ps({wn}) = puws Pw = Py -+ Pu,
pentru w = wq ... w, € Wy, n > 1. De aici rezulta ca uP nu ”incarca punctele”:

/j‘p({w}) = ’up n Ew\n = hTIln:u'p(Ew\n) = hrllnpwm = H Pw, = 0,
n>1

deoarece [] pu, < hmpmm = 0, pentru orice w = wjwy ... € X.
n>1

(3) w? coincide cu probabilitatea pe ¥ data de 2.2.7 (de aceea s-a notat la fel) (din teorema de iden-
titate a masurilor, ele coincid pe oricare din clasele B, B’, B”). Deci uP este unica probabilitate

N
boreliana pe ¥ cu pP(A) = 3 puP(o; 1 (A)), VA € B(X) si sptuP = 2.
i=1
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2.2.3. Masura autosimilara asociata unei S.A. Pentru {F {it_1 N} SA sip:={pi}1w

sistem de ponderi, se considera 7 : (X, 7,,) — (F, 7q) aplicatia naturald ((F,d) spatiu metric). Se poate
considera si 7 : (3, MP, u?) — (F,B(F)). Cum 7 continua = 7 € B(X)/B(F) C MP/B(F'). Se poate
defini "transportul” lui u? pe F':

NP :={AC Fln ' (A) e M? € N'} 2 B(F), N? 0 — algebra,
VP =P ot NP —[0,1],
vP devenind probabilitate boreliana regulata pe F'.
VP are urmatoarele proprietati:
2.2.10. (Proprietétile lui v?)
a) vP 7autosimilard”:
N N

P(A) = @A) =) (g TN (A) = ) pikt((mo o) H(A)) =

=1 =1

N
- sz (($rom) sz U A) = Do (67 (A)),
i=1

VA € B(F), si, cum singura probabilitate boreliand pe F cu aceastd proprietate este exact punctul
fix al operatorului Markov asociat lui {1;}; si sistemului de ponderi p = {p;};, rezulta ca v coincide
cu probabilitatea p data de 2.2.6. Ea se va numi masura autosimilara asociata structurii autosimilare

{F, {wl}mﬁ} si sistemului de ponderi {pi}izﬁ'
b) Pentru w = wy ... w, € W,, are loc
VP (Fu) PP (W () = 1P (nH (g (1(2))) = P (77 (100 (2))))
MP(JM(E)) = /J’p(z’w) = pwl . 'pwnv

din 2.2.95i 2, C 7~ 1(7(X,)), inegalitatea fiind datorita neinjectivitatii lui 7; ea se transforma in egalitate
atunci cand multimea de suprapunere (criticd) nu e prea "mare” (a se vedea teorema urméatoare).

Y

TEOREMA 2.2.11. ([30]-1.4) Fie {F {i};_ 1N} S.A., {pi}t,—iw sistem de ponderi sim: ¥ — F
aplicatia naturald. Fie I, = {w € X |#(n~ Y (r(w))) = oo}. Atunci

(Vw =wp...wy € W*) (Vp(Fw) = Pu, ...pwn) — P (Zs) = 0.

Demonstratia este foarte profundd si merita prezentatd. Ea se face in trei pagi.

Pentru A € MP, se va nota Ay := {w € ¥ |oc™w € A pt. o infinitate de m}. Deasemenea, fie
T :={weX|#(r (n(w))) > 1}. Se observa ci I = U ow(T).
weW,
I. Pentru A € MP = Ay € MP si iP(Ag) > pP(A). In particular A € B(X) = Ay € B(X).
Intr-adevir, pt. w = wy...wy, € Wi, 0y 1= 0y, 0...00y,, injectivd (o; inj.) i pt. A € MP,
multimea A,, := U ow(A) = U {wi} x ... x {wn} x A este In MP, reuniunea fiind disjuncta.
weWn, weWn,

Se observa ca Ag = limsup A,,, deci Ay € MP. Dar
m

(A = Y wend) = Y ps(fun)). s ur(4) =
weEWn, wWEW,
= Z Puws - - - P, 1 (A) = pP (A).
weWn,

Din lema lui Fatou pentru p? masurd finitd si Ag = limsup A4,, rezultd pP(Ag) > limsup p?(4,,) =
m m

P (A).
ILTeB(X),Zoc e MP, Ty C I CIsip?(Zo) = P (Zoo) = 1P (I).
Pentru demonstratie se va nota I,,, := U (Fy N Fy). Se poate deduce ugor cid Z = U 7 (1),

vEWEW, m>1
de unde Z inchisd in ¥, deci Z € B(X), deci, din I Z, € B(X).
Considerand w € Ty, prin inductie se pot construi (my)k>1, (Mk)k>1, (w(k))kzl, (W), >1 C X,

cul <my <np < ... <my < ngp < Mgy < ...81 0™w €T, o™w # TF (0™ w) 7 (Tk),
w® = w1, W w, = w%k) . ..wﬁill, Wn,, # wﬁ{f}. De aici m(w) = m(w®), deci w € Zo.

Agadar Ty C Zoo C 7T i pP(Zo) < pP(Zoo). Cum pP(Zy) > pP(Z), in final pP(Zp) = p?(Zoo) = pP(Z). Dar
Zo, I € B(X), si cum pP completd Zo, € MP.
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III. Pentru demonstratia efectiva a teoremei, se va tine cont ca uP(X,) = pw = Puwy *- - - Puw,,, W € W,
n > 1 gi evident de I si II. Deoarece

T F) = a7 (@i (n(2) = 77 (m(0u(D))) = 77 (m(2) 2 B, i €8,
= 7 (Fy) =1 H7m(Zw)) 2 Ty, w € W,. Cum
T HE)\D = {weT|w AiATW €%y, 1(w) =7(W)} C
C {weX|#rn(rWw)>1}=1TI,i€ S8,
rezulta 771 (F,) \ Sy C Z, Vw € W,. DeaicisidinZ = | o, (I)
weW,
PP(I) =0 <= pP(I) =0 = pP(r Y(F,)\ Zy) =0, Vw € W,
= P (Fy)) = P (B) = VP (Fy) — 1P (By) = 0, Yw € W,
— VP(F,) =pP(Zw) = Puwy - Pw,,, VWO =w1 ... w, € W,.

OBSERVATIA 2.2.12. 1) Din pP ergodicd relativ la o (& (A € MP,o71(A) = A = (A =

0V uP(A) = 1)), iar 0~ Y(Zy) = Zp va rezulta uP(Zy) = pP(Zoo) = pP(Z) = 0 sau 1.
2) DacaVx € F, 7~!(z) finitd (cain cazul S.A.P.C.F.), atunci Zo, = 0, deci v?(Fy) = Du, - - - Pu,, VW =
wi ... w, € W,.
3)DinZ= | J ou(T) rezultd pP(T) =0 = p?(T') = 0.
weW,

2.2.4. Masura autosimilara a unei S.A si masura Hausdorff. Ideile din aceasta sectiune se vor
continua in sectiunea 4.7 cand se va concluziona faptul ca o masura autosimilara bine aleasa asociata unei
S.A.P.C.F. conexe ("fractalului”) coincide practic cu masura Hausdorff a ”fractalului”. Cu rezultatele
obtinute in subsectiunea anterioara, se poate demonstra

TEOREMA 2.2.13. ([30]-1.5.7) Fie {F, {gzzi}i:L—N} SA. siv:=(r1,...,rn) cu0<r; <1,i=T1N.
Pentru a € (0,1), se pune A(r,a) == {w|w = w1...wp, € Wi, Twy.w,,_, > @ > Ty} Se presupune cd
exista cg, c1, c2, M >0 cu

(2.1) |Fyw| < 17y, Yw € W,
(2.2) #{w e A(r,a)|d(z,Fy) < coa} < M,V € Fy,Va € (0,c).
Atunci

(2.3) (3 c3,c4 > 0) (VB e B(F, d)) (W(B) < H(B) < 041/(B)),

unde v = vP masura autosimilard asociata ponderilor p == {p; :== 13}, _1, s fiind unica solutie a ecuatiei
—
N

ori=1.

i=1
De aici rezultd evident apoi ca dimg(F,d) = s, F s-multime (0 < H*(F) < o0). Din (2.2) rezultd
faptul ca #(7~(z)) < M, Vz € F, de unde, cu 2.2.12-2) v(F,) = 75, Vw € W, si v(Z) = 0. Pe scurt,
din (2.1) se poate deduce ca H*(Fy,) < ¢fv(F,), iar din (2.2) se poate obtine v(Be,q(7)) < Mc; *(c2a)®,
Vz € F, de unde, principiul distributiei de masa implicad v(Fy,) < Mc, *H*(Fy,), apoi rezultd simplu
(2.3) (a se vedea [30]-pag.31-32).
Se poate demonstra si faptul c& pentru situatia ”atractorului” unui SIF format cu similitudini pe R¢
ce verificd conditia (CMD) sunt verificate ipotezele teoremei anterioare ([30]-1.5.8) Mai precis:
Pentru un SIF {Rd; {14, ri}i:L—N}, cu ; similitudini, care satisface (CMD), masura Hausdorff H® (s sin-
N
gura solufie a ecuatiei Y ri = 1) este comparabild cu masura autosimilard asociatd S.A. {F; {wl}zzﬁ}

=1
(F atractorul SIF-ului) si ponderilor {r}, 13-
2.2.5. Masuri autosimilare pe S.A.P.C.F. Se considera {F, {wi}i:ﬁ} SAAPCF. p:={p},_ 1w
sistem de ponderi gi 7 : ¥ — F aplicatia naturald. Din observatia anterioard v?(Fy,) = pu, - - - Pw, =:

Pu,Yw =w; ... w, € W,. Fie multimile B, T, P, Vo = n(P), V" = U (Vo)w, n > 1. Fie Ny := #(Vp).
weW,

Rezulta #((Vo)w) = No, Yw € W,,. Deasemenea v?(F}) = Zpl P(y; H(Fy)) implica

/Hqup—sz/deupow :Zpi/HFjowidup, Vi
=1 JF
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de unde
N
(2.4) / fdvP = Zpi/ fowdv?, ¥ f e LYF,uP).
F P F
Pentru n > 0, se considera pe V™ masura discreta vf := — Z DPwE (Vo) -

wEW
Practic, vE este obtinuta prin concentrarea "masei” ﬁecarez F,, pe "frontiera” sa (Vy)w, cu aceeasi
pondere pe fiecare punct, dar, fiecare punct x € (V) obtindnd o contributie de p,, de la fiecare n-complex
caruia i apargine.
Si P este o probabilitate:

Vﬁ(V”):/ I(z)vE (dx) Z/ y)vE(dy) =

zevVn

Z > puli, (@ ZprZ Vo (@ = D pu=1.

$€V"L wGW weW, zeVn weW,

In plus, din (2.4), pentru f : F — R continua
/ fdvP — / favk
F F

PRrROPOZITIA 2.2.14. vE probabilitate pe V™, Vn si v Zp,
n

< _
Jmax sup |f(z) = f()l,

asadar are loc

Deci acest gir de masuri discrete ”aproximeaza”’ masura autosimilara vP.

2.3. Fractali ”cuib” (F.C.)

2.3.1. Fractali ”cuib” (F.C.) si fractali ”cuib” afini (F.C.A.). Fractalii "cuib” au fost in-
trodusi de matematicianul suedez Tom Lindstréom in celebra sa carte Brownian motion on nested fractals
din 1988 ([35]). Ulterior ei au fost generalizati la notiunea de fractali ”cuib” afini la 1994 intr-un articol
de Fitzsimmons, Hambly si Kumagai ([20]). Ei sunt S.A.P.C.F. dar au doud propriet&ti suplimentare:
pot fi scufundati intr-un spatiu euclidian si poseda un ”grup de simetrie” suficient de bogat.

DEFINITIA 2.3.1. ([3]-5) Se considera
e atractorul F al unui SIF {(Rd, I| - ||);{1/1i,ﬁ}i:m}, cu 9; similitudini de factor r;. Atunci
{F {i}t,_1 N} S.A. (s-a considerat ci restrictiile la F' ale 1);-urilor se noteaza tot cu ;).

e conceptele atasate lui {F , {wi}i:L_N}: spatiul ” codurilor” (adreselor) ¥, 7 : ¥ — F, multimile
de ramificare, critica si postcritica B, I', P, apoi Vy si V, (considelfate in sectiunile anterioare).

o V:={2,...,2n} punctele fixe ale aplicatiilor Witieiw (z =m(k), k=1,N).

o« VO = {x eV|(ByeV)@i+j) (Wi(x)=1;(y))}. Punctele din V9 se mai numesc puncte
fixe esentiale.

77’\

e pentru z,y € V(O), gzy aplicatia "reflectie” in hiperplanul mediator segmentului [zy].

{F, {wi}i:ﬁ} dat ca mai sus se numeste fractal "cuib” afin (F.C.A.) <

o (F.C.A0) {F, {m}l:m} satisface cond. multimii deschise, #( (0)) 2;
o (F.CAL) (Vi,j)(Jio,... . ix) (io —iyik =5,V ATV £0,vr = l,k);
o (F.CA2) (Ya,ye V') (12 0) (gay "duce” n-celule in n-celule);

o (F.C.A3) (Vw,v € Wy, w # v) (F NE,=79n V(O))

Daca in plus, toate similitudinile au acelasi factor, atunci {F, {;} i:ﬁ} se numeste fractal ”cuib”

(F.C.)

OBSERVATIA 2.3.2. a) Axioma (F.C.A.1) se mai numeste azioma de coneziune, axioma (F.C.A.2)
se mai numeste azioma de simetrie, iar axioma (F.C.A.3) se mai numeste azioma "cuib”. Axiomele
(F.C.A.1) si (F.C.A.2) se folosesc pentru a construi grupuri de simetrie i grafuri conexe pe F.C.A.-uri
(a se vedea sectiunile dedicate acestora).

b) Triunghiul lui Sierpinski este un F.C. cu V = v = {a1,a2,a3} (pt. ci wa(ar) = ¥y1(az) = bs,
etc.)
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. . - . . . . o =3 . (0 2
Pentru triunghiul lui Sierpinski cu triunghi addugat V' = {a1, a2, as, a4}, iar v _ {a1,a2,as}. Intr-

adevar, ay ¢ v, Presupunand ca 3¢ # j, 3y € {a1,a2,a3} cu ¥;(as) = ¢¥;(y), rezultd ¥;(as) €
{a1,az,as,by1,ba,bs, c1,co,c3}, contradictie!

Deoarece nu se gtie inca faptul ca orice fractal F.C.A. este S.A.P.C.F., urmatorul rezultat trebuie
demonstrat pentru F.C.A. (altfel s-ar fi aplicat lema 2.1.12):

LEMA 2.3.3. ([3]-5) {F, {%}z:ﬁ} F.C.A. si z; punctul fix al lwi; = z; ¢ F;, Vj #1.

0 0
Intr- adevar daca se con51dera doar cazul F.C. gi se presupune z; € Fy, atunci z; € FiNF, = Vg )ﬂV; )

= 21 € V2 , deci dz; € V cu 21 = ¥a(z;). Cum i # 1,2, se poate presupune cd i = 3, de unde
21 = ¥ oy 0 hd(23) € Fir.n.3. Dach se considersi D, := {w € W, |21 € Fyy }, atunci #(D;,) > n. Pentru
U multimea deschisa datd de (CMD), rezultd F C U, de unde z; € U, Vi =1,N, deci 21 € F, C Uy,
VYw € D,. Cum {Uy}wep, mutual disjunctd, rezultd in final cd z; se afli pe frontiera a cel putin n
multimi deschise disjuncte. Cum pentru F.C. acestea sunt si congruente, se obtine usor o contradictie!
Cu ajutorul acestei leme se poate demonstra rezultatul fundamental privind fractaliic F.C.A.: anume

) . —(0 .
acestia sunt structuri S.A.P.C.F. Deasemenea pentru F.C.A. V( ) = Vo, rezultat care va permite deter-
minarea computationala simpla a elementelor din V{:

TEOREMA 2.3.4. ([3]-5) Pentru {F {i},_1 N} F.CA = {F {i},_1 N} este S.A.P.C.F. gi, in plus,
(0)

(1) V7 =V,
(2) { . ’ 2z, € V(O)};
(3) z € 7O — ; se afla in exact un n-complex, Vn > 1;

(4) fiecare 1-complex contine cel mult un element din V(O).

Demonstratia este simpla si va fi prezentatd, data fiind importanta rezultatului. Practic se poate
considera cd acest rezultat a dat ideea considerarii multimilor de ramificare, critica, postcriticd si a clasei
mai largi de “fractali” numiti structuri S.A.P.C.F. - de cdtre, Kusuoka ([33]), Kigami (29]), Kumagai
(132]).

Din (F.C.A.0) V v = ={z,...,z}, cuk > 2.

Se considera w € I'; rezulta m(w) = ¢, (m(ow)) € Fyy, si cum w(w) € B, din (F.C.A.3) rezulta m(w) €

(0 )

Fy, NF;, = Vfl?l) DVES), pentru un jo # wi. Rezultd 7(w) = )y, (7(ow)) € le)7 de unde w(ow) € V
deci 3s € {1,...,k} cu m(ow) = z,. Dar w(ow) = 1y, (7(c?w)) € F,,, de unde, cu lema anterloara,
wy = s. Rezulta ps(m(o?w)) = 2z, de unde m(o?w) = z,. Scriind din nou 7(o? w) Yy (T(03w)) si

procedand analog se obtine ws = s, apoi, repetand procedul, se obtine, inductiv ow = ($). Asadar,
in final, o(T') = { $) ’1 <s<k}= {(s) |25 € V(O)} = P, de unde (2). Cum P finitd, {F7 {wz}zzﬁ}

S.A.P.C.F.iar 7( ={m(3)[1<s<k}= V(O), de unde (1). (3) este evidenta din lema precedenta.
Analog (4).

OBSERVATIA 2.3.5. ([3]-5) a) I n demonstratiile celor doui rezultate anterioare se pare ci s-au utilizat
doar (F.C.A.0) si (F.C.A.3), dar in demonstratia lemei 2.3.3 se foloseste in mod tacit (F.C.A.2); deci orice

{F, {wi}i:L—N} ce satisface doar (F.C.A.0), (F.C.A.2) si (F.C.A.3) este S.A.P.C.F. gi au loc (1),(2),(3),(4).

b) Este posibil ca fractalul F' s& fie conex, dar totugi F\Vj neconexa (Triunghiul lui Sierpinski, etc.)

c¢) Pentru doua 1-celule (Vp)i, (Vb); este posibil ca #((V5); N (Vp);) > 2 (Patratul "taiat”). Nu se stie

daca pentru fractali ”cuib” (F.C.) sau fractali ”cuib” afini (F.C.A.) are loc #((Vo): N (Vb);) < 1, Vi # j.

In [20] se deduce acest fapt pentru F.C.A. citandu-se un rezultat de J. Murrai care a fost demonstrat insa

in conditii mai restrictive. De aceea, multi autori pun aceasta conditie in axiomele din definitia F.C.A.

Dar, conform lui M. Barlow (in [3]), rezultatele obtinute de acestia pot fi adaptate ugor la cazul general
in care nu se presupune #((Vp); N (Vo);) < 1, ¢ # j in definitia F.C.A.

d) Axioma (F.C.A.2) este foarte puternica gi implica g, (Vo) C Vo, V& # y € V. Este ugor de verificat
ca pt. d = 2, poligoanele regulate, iar pentru d > 3 tetraedrele d-dimensionale sau d-simplexe verifica
aceastd conditie. M. Barlow citeaza o demonstratie a lui G. Maxwell cum ca acestea sunt singurele
posibilitati, pe care J. Kigami nu o recunoaste.

e) Daca F este F.C. gi Vo C H, H subspatiu k-dimensional, nu neaparat F' C H (curba lui Koch).

2.3.2. Exemple de fractali ”cuib” si fractali ”cuib” afini.

EXEMPLUL 2.3.6. (Triunghiul lui Sierpinski ”afin” (TSA))

1.([20]) Se considerd punctele aj, as, as, varfurile unui triunghi echilateral de laturd 1 (idem cu

triunghiul lui Sierpinski), apoi a4 = %al + %ag, as = *ag + (13, ag = gag + %al, ay = %al + %ag,
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FIGURA 2.5. Multimea V; pentru triunghiul lui Sierpinski ”afin” (I)
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Ficura 2.6. "Fulgul” lui Lindstrom

ab = 2as + 2a3, ay = 2a3 + 2a1 (ca In figura 2.5). Se considera similitudinile v;(z) = a; + 2(z — a;),
i=1,2,3 ¢l ¥iy3(x) = ajis + %(az —a;), 1 = 1,2,3. Se veriicd usor faptul ca {(RQ, - 1D; {%,ri}i:m}
genereaza un F.C.A.

Se obtine B = {a4,a), a5, ak, as,ag} si
I ={(12),(21),(23), (32), (31), (13), (41), (42), (52), (53), (63), (61)},

deunde P = {(1),(2), (3)}, deci Vi = {a1, az, as}. Deasemenea, se verificd ugor cA V = {a1, as, as, by, by, b3},
unde by = 1(az +as), by = 1(az + a1), by = 1(a1 + a2). Faptul ca v = Vo rezulta din teorema 2.3.4
sau se poate deduce direct (¥4(a1) = 91(a2) = a4, etc., iar a4, as, ag nu pot fi puncte fixe esentiale: se
calculeaza imaginile lor prin celelalte similitudini, etc.).

Multimea V; este ilustrata in figura 2.5.

Atractorul SIF-ului de mai sus este ilustrat in figura 2.9.

I1.([30]-3.2) Se mai poate considera in plus fata de I punctul a7 = (a1 +as+as) (centrul de greutate
al triunghiului ayazas) si similitudinea ¢7(z) = ar+ £ (x—az). SIF-ul {(R2, [ - |1); {vs, ri}izﬁ} genereaza
un F.C.A.] etc. Atractorul acestui SIF este ilustrat in figura 2.10.

ExempLUL 2.3.7. (”Fulgul” lui Lindstrom (FL)) Se considera punctele z;, i = 1,2,3,4,5,6
varfurile unui hexagon regulat de latura 1, z7 centrul sau si ¢;(z) = z; + %(x —z;), 1 =1,7. Se verifica
usor ca V = {2;},_77, B = {212, 223, 234, 245, 256, Z61, 217, 227, 237, 247, 257, 267} (a se vedea figura 2.6),

I = {(13),(24), (35), (46), (51), (62), (14), (25), (36), (41), (52), (63),
(26), (31), (42), (53), (64), (15), (71), (72), (73), (74), (75), (76) } .
o . . . . . . —(0
Rezulta P = {(1), (2),(3), (1), (5), 6)}, Vo = V' = {z:},_15-
Atractorul SIF-ului de mai sus este ilustrat in figura 2.11 si este un F.C.

ExeEMPLUL 2.3.8. (”Fulgul” lui Vicsek (FV)) Se considera a1, as, as, ay varfurile unui patrat (de
exemplu a; = (0,0), az = (1,0), az = (1,1), ay = (0,1)) si similitudinile: v; : R? — R2, 1 < i < 5,
P1(x) = 3u, Po(x) = 3o+ Fag, P3(x) = 3o+ Faz + Faa, Ya(x) = §7 + Faq, ¥s5(2) = §7 + aa + Fau,
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F1Gura 2.7. Clasificarea fractalilor

x € R%. Sau, dacd se noteazi as = i(al + as + as + a4) (centrul patratului), se poate scrie succint
¢i : R? — R?, ¢i(z) = a; + 3(z — a;), 1 < i < 5. Atractorul SIF-ului {(R?, || - |); {ts,7i},—15}, cu
r; = 1/3 este ilustrat in figura 2.12 (s-au notat restictiile ¢;-urilor la F' tot cu ;).

Se verifica usor ci V = {ai}t,—15, B = {a15,a25,a35,a45} (dacd K patratul initial, atunci aps =
KpNKs, k=1,2,3,4), iar

= {(13),(51),(24).(52),(31),(53), (42), (54) } .

Rezulta P = {(1),(2),(3),(d)}, Vo = v = {aitictz {F {v¥iti13 J} este o S.A.P.C.F., mai precis
un F.C.

2.4. Clasificarea fractalilor

Evident fractalii ”cuib” (F.C.) sunt fractali ”cuib” afini (F.C.A.), care sunt structuri autosimilare
post critic finite (S.A.P.C.F.)(din teorema 2.3.4), acestea fiind structuri autosimilare finit ramificate
(S.A.F.R.). Asadar, are loc

(F.C.) S (F.C.A) S (SAP.CF) S (SAFR)) S (SA).

In figura 2.7 se vede, cu exemple, ca incluziunile de mai sus sunt stricte.

S-au considerat abrevierile standard pentru exemplele remarcabile de fractali: triunghiul lui Sierpinski
(TS) (exemplul 2.1.14), ”fulgul” lui Lindstrom (FL) (exemplul 2.3.7) si ”fulgul” lui Vicsek (FV) (exemplul
2.3.8) pentru fractali ”cuib” (F.C.); triunghiul lui Sierpinski ”afin” (TSA) (exemplul 2.3.6) pentru fractali
”cuib” afini (F.C.A.) care nu sunt fractali ”cuib”; triunghiul lui Sierpinski cu triunghi ”ad&ugat” (TS+TA)
(exemplul 2.1.15) pentru structuri autosimilare post critic finite (S.A.P.C.F.) care nu sunt fractali ” cuib”
afini; triunghiul lui Sierpinski cu triunghi ”adaugat” rotit (TS+TAR) (cu factor de proportionalitate
irational, exemplul 2.1.16) pentru structuri autosimilare finit ramificate (S.A.F.R.) care nu sunt post critic
finite; ”covorul” lui Sierpinski (CS) (exemplul 2.1.18) pentru structuri autosimilare infinit ramificate.

2.5. Grupuri de simetrie pe S.A.P.C.F.
Fie {F. {¢:},_rx | SAPCF,

DEFINITIA 2.5.1. Un grup G de bijectii continue de la F' la F' se numeste grup de simetrie pe F <=
e (GS1)Vgeg,g(Vo) C Vo
e (GS2)Vi,Vge§G,3j,3g €eGecugoy; =104
OBSERVATIA 2.5.2. a) Pentru g, h € G
(goh)otpi=go(hoyy;)=go(hjoh')=(gorp;)oh =(rog)oh’=vpo(g ol),
deci grupul generat de Gy, G2 (grupuri de simetrie) este tot grup de simetrie. Cel mai "mare” grup de
simetrie pe F' se noteaza cu G(F).
b) Din definitie rezultd imediat Vg € G, g(V,) C V,, siVw € W,,, Vg € G, v € W,,, ¢’ € G cu
go ww = "/)v © g/-
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Daca {F , {wi}i:m} este chiar F.C.A., se considera generic un anumit grup de simetrie pe F":

PROPOZITIA 2.5.3. Pentru {F, {wi}i:m} F.C.A., se considerd G, multimea izometriilor pe R% gen-

erate de reflectiile in hiperplanele mediatoare ale segmentelor de capete x, y € Vy. Dacd Gy este grupul
generat de Gi, atunci Gr := {g|r|g € Go} este grup de simetrie.

Intr-adevér, pentru g € Gy, g(V,,) C Vp, de unde g(F) C F. Pentru i € {1,..., N}, din (F.C.A.2)
dj € {1,...,N} cu g((Vo);) = (V);. Pentru fiecare din posibilitdtile pe care le are V; (observatia
2.3.5,d)), grupul de simetrie al lui V; este generat de reflectiile din Gq, deci 3¢’ € Gy cu goy; = ;04
deci (G.S.2) este verificatd pentru orice g € G;, de unde in final si pentru orice g € Go.

2.6. Conexiunea structurilor autosimilare

Conexiunea structurilor autosimilare, In special a celor post critic finite este esentiald pentru constructia
formelor Dirichlet ireductibile.

2.6.1. S.A. conexe.

TEOREMA 2.6.1. ([30]-1.6) Flie {F, {wi}i:LN} S.A. Fie S :={1,2,...,N}. Urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente: o

(1) (i, € ) (3io = isir, o yin-1,ix = j € §) (Fiy N B £ 0,0 = TF);

(2) F conexa prin arce;

(3) F conexa.

(3)=>(1) reiese cu o tehnica clasicd: pentru i € S fixat, daci se noteazi

A= {j ESlHZ’O:i?il,...,ik,l,ik =jeS F,._ NE;, 75(2),7“:1,]6},

U .= U F;, V= U Fj, din faptul ca F' conexa, iar U, V partitie cu inchise a lui F, rezulta U = F,
jeA j¢A
sauU =0, deci U = F.
Pentru implicatia (1)==(2) se face apel la ideea lui Sierpinski (de acum aproape 90 de ani), care
privea triunghiul lui Sierpinski (TS) si covorul (CS) ca pe nigte curbe. Se noteaza

Pe={f:F*x[0,1] — F|f(p,q.0) = p, f(p,a0,1) = ¢, ¥ (p,q) € F?},
iar, pentru f,g € P, dp(f,9) = sup{d(f(p,q,%),9(p.a.t))| (p,q,t) € F* x [0,1]} (d metrica de pe F).
Se deduce ci (P,dp) spatiu metric complet. Pentru (p,q) € F2, In(p,q) € N*, I {ix(p, D} —ompa1 C
S, Haw, O bygmpy € F ct 20(pd) = P, Tupg(P,0) = ¢, 26, ), T11(p, @) € Fiypg), k =
Oa n(p7 q) -1
Pentru f € P, se defineste Gf € P, astfel
(Gf)(p7 q, t) = ¢ik(p,q) (f(yk(pv Q)7Zk(p7 Q)a n(p7 q)t - k))?

unde g5, (p, 4) := U, {, o (@ (2, 0)), 26(: @) = ¥ () o (@10, 0)), k/n(p,q) <t < (k+1)/n(p, q). Se poate
deduce ca (G™ f), este Cauchy in (P, dp), deci convergent in dp la f, € P, care, cu o demonstratie destul
de tehnica, se deduce ca este drum de la p la q.

Din teorema de mai sus se poate deduce usor (din 2.1.6) ca F este si local conexa.

2.6.2. S.A.P.C.F. conexe. Pentru S.A.P.C.F., teorema 2.6.1 se poate traduce astfel

TEOREMA 2.6.2. ([30]-1.6) Fie {F {wi}i:L—N} S.A.P.C.F. Fie S := {1,2,...,N}. Urmdtoarele
afirmatii sunt echivalente:
(1) (Vp7q S Vl) (Elp() =DyPls---sPm—1,Pm = (q € Vlv 3 (kz)zzm C S)

(Pmpiﬂ € Y, (Vo), i=0,m — 1);
(2) F conezxd.

Daca se considerd pe V;, (n > 0) o structurd de graf, cu {z,y} € E,, <= Jw e W, z #y € (Vp)w,
atunci are loc:

ProrozITIA 2.6.3. ([3]-5) {F7 {wz}z:m} S.A.P.C.F. conexd = (V,,, E,,) graf conez, ¥n > 1.

Intr-adevir, din F conexd, cu teorema 2.6.2, (V1, E7) graf conex. Demonstratia continud prin inductie
dupéd n. Se presupune (V,,, E,) graf conex. Fie z,y € V,,11. Dacid x,y € (V1)y, pentru un w € W,
atunci, din (V;, Ey) graf conex, 3 un drum v (z) = 29, 21, ..., 2 = ¥ (y) In (V1,E1) si cu 21,
zi € (Vo)w;, wi € Wi, 1 < i < k. Pentru z, := ,,(2;), avem z}_,, 2} € Fy, ., deci {z}_1,2l} € Epi1,
de unde x, y conectate in (V,41, Ept1). Dacd o, y € V41 arbitrari, din (V,,, F,,) graf conex, exista un



2.6. CONEXIUNEA STRUCTURILOR AUTOSIMILARE 33

drum yo, ..., ym in (Vy, E,) astfel incat {y;—1,y:} € En ¢l z, yo §1 ¥, Ym sunt in aceeasgi n + 1-celuld. Cu
argumentele de mai sus, va rezulta ca z, yo, y1, - ., Ym, ¥y sunt E,, ;-conectate.

Tinand cont de faptul ca multimile F, , din 2.1.6 care contin un punct x € F' sunt conexe prin arce,
se poate deduce urmatorul rezultat privind F\Vp:

ProrozITIA 2.6.4. ([30]-1.6.6) {F, {¢z}zzﬁ} S.A.P.C.F. conexd si C componentd conexd a lui
F\VO -

(1) C conexd prin arce;

(2) (Va: € C’) (Vp € 6) (Elv drum in C' U {p} de capete x, p).

2.6.3. F.C.A. ca S.A.P.C.F. conexe. Fie {F (i} N} F.C.A. Din 2.6.2 si (F.C.A.1) rezultd
COROLARUL 2.6.5. Orice {F {it,_g N} F.C.A. este S.A.P.C.F. conexd.

Pentru {F {it,_1 N} F.C.A., structurile de graf (V,,, E,,) sunt mai interesante si merita analizate

mai atent.
Dacéa se considerd Iy := min{|z — y| ’a@y € Vo, # y}, Ej) :=
{{z.y} € Bn | 3w € Wi, =2y (2),y = Yu(y), {2',y'} € Eg}, n >

PrOPOZITIA 2.6.6. ([3]-5) Fie {F (i} 3 N} F.C.A. Atunci,

a) pentru x, y, z € Vy distincte, existd un drum in (Vo, E})) cu capete x, y, ce nu contine pe z;

b) pentru x, y € Vg distincte, existd un drum in (Vi,E}) cu capete x, y, ce nu contine nici un alt
punct din Vo\{z,y};

c) pentru x, o', y, y' € Vo cu | —y| = |z' —y'|, existd g € Gr cu g(2') =, g(y') = y.

{{z,y} € Eollz —yl = lo}, E}, =
1, atunci are loc:

Intr-adevir, pentru #(Vp) = 2, Eg = E} si concluziile sunt triviale. Pentru #(Vp) > 3 a) este triviali,
daci se tine cont de observatia 2.3.5-d) cu privire la posibilitatile lui Vy (pt. d = 2, poligon regulat, iar
pentru d > 3 tetraedru d-dimensional sau d-simplex) iar b) rezulta imediat din a). Pentru c) se considera
g1 = gyy', 2 := g1(2'). Daca z = z, atunci g = g;. Altfel, deoarece |z —y| = |2’ —y'| = |z — y/ si punand
92 1= (uz, rezultd g2(y) =y 81 g := g1 0 ga.

2.6.4. Structuri autosimilare tare simetrice (S.A.T.S.). Rostul generalizirii F.C.A.-urilor la
S.A.P.C.F. conexe tare simetrice (pe scurt structuri autosimilare tare simetrice - S.A.T.S.) se va vedea la
renormalizare. Kigami este cel care a propus aceste noi structuri in [30]-3.8.

Ideea lui Lindstrom privind renormalizarea F.C. a fost generalizatd de Kigami in [30]-3.8, obtindndu-
se existenta structurilor armonice pe S.A.T.S. La modul simplist, se considerd S.A.P.C.F. conexe "pe
R?”, care indeplinesc in plus ”aprozimativ” proprietdtile ”de simetrie” din propozitia 2.6.6.

DEFINITIA 2.6.7. L := {F {i},_3 N} S.A.P.C.F. conexa. g : ' — F se numeste simetrie a lui £

(vm > 0) (3 g™ Wy, — Wminjectivé) (Vw c Wm) (g(ww(‘/b)) - z/;g(m)(w)(%)).

DEFINITIA 2.6.8. Se considera L := {F {i} 1 N} S.A.P.C.F. conexa cu F' C R? si 1); presupuse a

fi restrictiile la F' ale unor similitudini de pe R%. Atunci:
M

e dacd Vo = {p1,...,pm}, se poate presupune > p; = 0 si se deduce ci orice transformare afina
i=1

g : R4 — R? pentru care g|r este simetrie a lui £ este de fapt liniara (g(Vo) = Vo si, cum

M
_;Pi =0 = g(0) = 0);

° pentru T,y € Rd7 x # y, se considera H,, hiperplanul mediator al segmentului [z,y], iar g,
"reflectia in Hy,”;

e se noteazd m, = #{|r — y||z,y € Vo,z # y}, lp := min{|lz — y||x,y € Vo,x # y}, lig1 =
min{|z — y||z,y € Vo, |z —y| > l;}, i = 0,1,...m. — 1. Iy se introdusese si in subsectiunea
precedenta, pentru F.C.A.-uri.

e se introduc conceptele

(i) {%}Z:ﬁ C Vi, se numeste m-drum intre r $i x, <= Jvy, ..., v, — 1 € Wy, cu xy,
Zig1 € ¥y, Vo), i = 1,n — 1 (0-drum <= {z;} C Vo)
(i) {xl}zzﬁ C Vi se numeste m-drum strict intre £y §i €, < |x; —xiy1]| = lo, Vi € 1,n — 1;

i=1,n

(iii) Gy := {g € 0(d) ’g|p simetrie a lui E} (grup); g € Gs <= ¢ : R — RY transformare
afind, izometrie si g simetrie a lui L.
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FicURA 2.8. Triunghiul lui Sierpinski cu triunghi ”adaugat”

L= {F, {wi}i:m} ca mai sus se numeste S.A.P.C.F. conexd tare simetricd (pe scurt structurd

autosimilard tare simetrica - S.A.T.S.) <=

e (T.S.1) (V x,y € Vo, x # y) (existé un 0 — drum strict intre x si y);

o (T82) (Ya,9,2€ Vo, [ —yl = o —2|) (39 € G.) (9(2) = 2, gy) = 2);

e (T.S.3) (w ~0,1,... ,m*—Z) (Hx,y,z e vo) (|x—y\ =1, [z—2| = lis1, (gy)|p simetrie a lui ,c);
o (T.S.4) (Vm,y € Vo, x # y) ((gyz)‘F simetrie a lui z:).

OBSERVATIA 2.6.9. Pentru £ := {F7 {@Di}i:L—N} S.ATS. si Vo = {p1,...,pm}, rezultd ugor din
M
(T.S.4) pentru gy, si > pi =0ca |p1]| =...[pum|.
i=1
Se poate demonstra usgor
PROPOZITIA 2.6.10. £ := {F {w,;}i:L—N} F.CA. — L S.A.T.S.

Intr-adevir, din 2.6.5 £ S.A.P.C.F. conexi. (T.S.1) rezulti imediat daci se tine cont de posibilititile
pe care le poate lua V (observatia 2.3.5-d)) (T.S.3) este evidentd din definitia /;-urilor. (T.S.2) rezulta
din propozitia 2.6.6-c) pentru z = z’ i ¥’ = z. Din (F.C.A.2) rezulta usor (T.S.4).

In final se pot deduce incluziunile

(F.C.A) S (S.ATS.) & (S.AP.C.F.conex).
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F1curA 2.10. Triunghiul lui Sierpinski ”afin” (II)
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Ficura 2.11. ”Fulgul” lui Lindstrom

Ficura 2.12. "Fulgul” lui Vicsek



CAPITOLUL 3

Procese de difuzie si forme Dirichlet

Teoria proceselor stocastice in general gi a proceselor Markov in special constituie un domeniu al
matematicii extrem de complex, dificil si numai in ceea ce priveste partea de fundament. Deoarece in
capitolele ce urmeaza, formelor Dirichlet construite pe fractali li se vor ataga procese Hunt corespunzatoare
(ce se vor dovedi a fi chiar procese de difuzie) este necesard o prezentare atentd a lor; aceasta si pentru
a intelege forta deosebita a teoriei formelor Dirichlet. Pentru a remarca profunzimea rezultatelor de
teoria potentialului asociata formelor Dirichlet, este necesara ”translatarea” lor in limbaj de procese.
Spre deosebire de maniera de constructie directd, probabilisti a proceselor pe fractali (R. Bass, M.
Barlow, T. Lindstrom), foarte laborioasa, constructia proceselor prin intermediul formelor Dirichlet pe
fractali (datorata lui Fukushima, Kusuoka, Kigami, Kumagai, etc.) pastreaza totusi un caracter dacd nu
elementar, macar elegant.

Acest capitol incearcd sa realizeze o sintezd, in concordantd cu [22] si [9] a prezentdrii dualitatii
”forme-procese”. In ceea ce priveste procesele insa, exista riscul de a face ori o expozitie prea lunga -
definitiile din [9], plus trimiterile la tratatul [15] fiind de notorietate in acest sens - ori de a prezenta direct
conceptele de proces Hunt, proces standard, migcare browniana (necesare in capitolele urméatoare) fara a
”simti” aproape nimic din profunzimea si complexitatea lor. S-a Incercat o solutie mixta, de compromis.

In debutul capitolului se prezinta conceptele auxiliare necesare pentru a pastra un caracter cat mai
autocontinut (elemente de teoria capacitatii, semigrupuri de nuclee si operatori, familii proiective, procese
cu multimea traiectoriilor predefinitd, procese Markov ”clasice” etc.). Astfel se poate realiza o buna
intelegere a definitiei procesului Markov (omogen) (cu operatori de translatie).

Din punct de vedere istoric, proprietatile fundamentale ale ”procesului Feller” (aga cum pot fi gasite
in [48]-XIII) au fost considerate ca axiome in definitia ”procesului Hunt” (a se vedea tot [48]-XIV);
aici notiunea de proces Hunt este consideratd in maniera din [9], avind exact aceleagi ”axiome”. Aceste
axiome sunt cumva cerinte minimale pentru un proces dat.

In abordarea [48]-XIILXIV dedicata ”proceselor Feller si Hunt” s-a avut in vedere tot timpul nu
“un singur proces”’, ci "o familie de procese”, toate construite pornind de la un semigrup dat, astfel
ajungindu-se in mod firesc la notiunile de realizare a unui semigrup (Feller sau borelian) si realizare a
operatorilor de translatie ([48]-X1I).

Conceptele de proces Hunt gi proces standard se vor introduce in continuare, urmind monografia [9],
unde sunt date direct, frd a se puncta independenta ”axiomelor” din definitie (creia 1i este dedicata un
intreg capitol in [48], cap.XIV), dindu-se apoi ca exemplu fundamental de proces standard "realizarea
canonica” a unui semigrup Feller.

Practic definitia din [9] a procesului Markov (omogen)(cu operatori de translatie) inglobeaza conceptele
de realizare a unui semigrup si a operatorilor de translatie (ca in [48]-XII, a se vedea subsectiunea 3.2.2).
Definitiile procesului Hunt si procesului standard (din [9]) contin in plus toate proprietétile importante pe
care le are "procesul Feller” (in acceptiunea [48]-XIII) (anume continuitatea la dreapta, continuitatea la
dreapta a functiilor excesive pe traiectorii, ” quasicontinuitatea” la stinga); ”axiomele” din aceste definitii
sunt gi independente (proprietaea tare Markov gi existenta limitelor la stinga rezultind din celelalte trei,
dar acest lucru nu este considerat aici, studiul independentei axiomelor fiind foarte dificil - a se vedea
[48]-XIV). In acest fel din teoria martingalelor este nevoie doar de teorema de convergenta a martingalelor
cu timp discret si de proprietatile de regularitate ale traiectoriilor unui supermartingal cu timp continuu,
pentru a se ardta ca "procesul” Feller (de fapt realizarea canonicd a unui semigrup Feller) constituie
exemplul fundamental de proces standard.

3.1. Preliminarii

Prima sectiune este dedicata unor concepte si rezultate de baza pentru teoria generala a proceselor
stocastice si deci gi a celor Markov in special.

3.1.1. Rezultate de teoria capacitatii. Conceptul de capacitate, constructia unei capacitati si
teorema lui Choquet sunt instrumente obligatorii in studiul masurabilitatii ”timpilor de intrare”, iar
impreuna cu teoria multimilor analitice constituie baza pentru orice fundamentare riguroasa a teoriei
generale a proceselor stocastice.

37
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In aceasti sectiune se vor fixa Q multime nevidd si 7 C P (Q) pavaj (adicd § € F) "inchis” la reuniuni
si intersectii finite.

DEFINITIA 3.1.1. (Definitia capacitatii " Choquet”)
I:P () — R se numeste F-capacitate<=>

(1) I crescatoare: EC F C Q= I(E) <I(F);

(2) I7continud pe siruri crescatoare”: P () D {Fn}n /= 1(F,) /I| U Fn>;
n>1

(3) I ”continud pe siruri descrescdtoare de elemente din F” (nu neapédrat la un element din F):

P(Q)D{Fu}n \= I(F,) \ I < N Fn>

n>1
O multime A C Q se numeste I-capacitabila <= I(A) = sup I(B).
Fs2BCA
TEOREMA 3.1.2. (Teorema lui Choquet de capacitabilitate, [15])
Fie I : P(Q) — R F-capacitate. Atunci orice multime A € a(F) (i.e. A F-analiticd) este I-
capacitabila.

TEOREMA 3.1.3. (Teorema de constructie a unei capacitdti, [15])
Fie I : F — Ry cu proprietatile:
(1) - I crescdtoare (E C F e F=1(E)<I(F));
(2) - I 7continud pe siruri crescdatoare de elemente din F la elemente din F” (F D {Fp}n \\ F €
F o= 1) NI (F)):
(3) I "tare subaditiva” (i.e A, Be F = I(AUB)+I1(ANB)<I(A)+I(B)).

Se pune
I Fo— Ry, I*(A):= sup I(B),
F>BCA
I": P(Q) — Ry, I"(C) := folsI}qucl"(A)'

Atunci I;IT =1, I, =1; si
(a) - I'* crescatoare (EC F C Q= I(E) <I(F));
(b) - I 7continud pe siruri crescatoare”:

(3.1) PQ)D{Fun /F =I'(F,) /I"(F);

(¢) I "numdarabil tare subaditivd”:

X, CY,CQVneN=T"|( ]V, +il*(Xn)§I* U X» +i1*(yn).
n=1 n=1

n>1 n>1

(d) I* este F-capacitate <= I* este ”continud pe siruri descrescitoare de elemente din F”:

(3.2) Fo{F}n = I(F)N\ I | () Fa

n>1

Pentru a putea aplica teorema 3.1.3, este necesar sa se verifice (3.1) si (3.2). Din acest motiv o
capacitate se construieste in mod uzual ori din functii de multime continue la stinga definite pe multimi
deschise, ori din functii continue la dreapta definite pe multimi compacte. Se fixeaza un spatiu topologic
Hausdorff F' si se va nota cu G familia multimilor deschise ale lui F' gi cu K familia multimilor compacte
ale lui F.

DEFINITIA 3.1.4. Fie I aplicatie definitd pe G, crescatoare. I se numeste continud la stinga <=
YUeG, Va<IU),3IKCU, KeKail IV)>a,VV G KCV.

TEOREMA 3.1.5. ([15]) Fie I o functie definita pe G, pozitivd, crescdtoare, continud la stinga i tare
subaditiva. Atunci I satisface (3.1) relativ la pavajul F = G si I este capacitate relativ la K.

In anumite situatii apar in mod natural functii de multime continue la dreapta, care genereaza si
ele capacitati, deci beneficiaza de teorema lui Choquet. Aceasta situatie se va intilni la masurabilitatea
"timpilor de intrare” in cazul proceselor standard, in sectiunea 3.5, aga cum apare in [9].

DEeFINITIA 3.1.6. Fie J aplicatie definita pe K, crescitoare. I se numeste continud la dreapta <=
VKeK,Va>J(K),3VDOK,VeGal JL)<a, VLeK, LCV.
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TEOREMA 3.1.7. ([15]) (a) Fie J o functie definitd pe K, pozitivd, crescdtoare, tare subaditivd si
continud la dreapta. Atunci J satisface (3.1) relativ la pavajul F = K.

(b) Pentru orice G deschisd, se defineste JT(G) = sup J(K), iar pentru A C F, Jt(A) =
K3KCG

sup J(K). Atunci J* o= J, iar J+|g este o funciie pe multimi deschise care satisface ipotezele

G5GDA |
din 3.1.5, deci J* capacitate relativ la K.

3.1.2. Nuclee. Functii de tranzitie si Semigrupuri.

DEFINITIA 3.1.8. ([48], pag.5) Daca {Ps;}s ek, s<¢ familie de nuclee markoviene pe (E,E) (spatiu
masurabil), atunci {P;;}s 1er, s<¢ se numeste functie de tranzitie pe (E,&) <=

Ps7tPt)u:Ps7u,V0§s<t<u.

DEFINITIA 3.1.9. ([48], pag.5) Daca { P; };cr, familie de nuclee markoviene pe (£, £) (spatiu masurabil),
atunci {P; };cr, se numeste semigrup de tranzitie pe (E,&) <=

PSPt:PS+t,VS,tZO.

OBSERVATIA 3.1.10. {P;;}s<; functie de tranzitie se numeste omogend <= Psiy 1+ = Ps 4, pentru
orice s <t si orice u; in acest caz ea se poate identifica cu un semigrup {P;} prin Ps; = P;_s.

DEFINITIA 3.1.11. ([48]) Fie E spatiu polonez. Un semigrup submarkovian {P;}¢cr, de nuclee pe
(E,B(E)) se numeste semigrup Feller pe E <

(Po=1n (vt € By) (P (Co(E)) € Co()) A (9] € Co(E)) (IS = fll =0))-

(1] - || norma uniforma si Co(E) spatiul functiilor continue pe E "nule la c0”).

OBSERVATIA 3.1.12. ([48]) Se poate construi dintr-un semigrup Feller pe E (deci submarkovian) un
semigrup markovian pe (E', B(E")) (E' := EU{d} compactificatul Alexandrov al lui E i B(E’) borelienele
sale) punind P/ (5, A) :=14(9) si

P/(z,A) := Py(x, A\{6}) + [1 — Pi(z,E)] - 14(d), z € E, A € B(E'),

iar noul semigrup markovian pe (E’, B(E")) are proprietatea ca P[(4,{d}) =1, V¢ € R4, el fiind, evident
gi semigrup Feller pe E’.

3.1.3. Concepte fundamentale de teoria generala a proceselor. Pe parcursul acestei subsectiuni
se counsidera (2, F, P) spatiu cu probabilitate.

DEFINITIA 3.1.13. (Definitia generala a proceselor stocastice) Daca (E, £) spatiu masurabil, T este o
multime ordonaté arbitrard, atunci o familie de variabile aleatoare {X;}ier, unde X; € F/E se numegte
proces stocastic cu spatiul starilor (E,E) si mulfimea de timpi T. Spatiul (2, F, P) se numeste spafiul
mostrelor ("sample space”).

OBSERVATIA 3.1.14. a) {X;}ier poate fi gandit ca o functie X : T x Q@ — FE, X(t,w) := Xi(w),
V(t,w)eTxQ.

b) Pentru w € , aplicatia T 5 ¢t — X;(w) € E se numeste traiectoria punctului w in cadrul
procesulus.

DEFINITIA 3.1.15. (Definitia procesului masurabil) Daci 7 o-algebrad pe T, atunci procesul stocastic
X = { X, }ter definit pe (2, F, P), cu spatiul starilor (F, ) se numeste masurabil dacd X € T @ F/E.

OBSERVATIA 3.1.16. Daca T C Z si 7 = P(T), atunci orice proces stocastic X = {X; et definit pe
(Q, F, P), cu spatiul starilor (E, &) este trivial masurabil.

DEFINITIA 3.1.17. (Definitia procesului adaptat si progresiv masurabil)

a) Un proces stocastic X = {X; }er definit pe (Q, F, P), cu spatiul starilor (E, E) se numeste adaptat
la filtrarea {F:},cqr <= Xy € Ft/E,Vt € T (multimea de timp T poate fi arbitrara);

b) Un proces stocastic X = {X;}er, definit pe (2, F,P), cu spatiul starilor (E,€) se numeste
progresiv masurabil relativ la filtrarea {ft}t€R+ —

X|jg e € B(0.6) © F) /€, V1 € Ry,

DEFINITIA 3.1.18. (Definitia procesului continuu la dreapta) Fie E' spatiu metric. Un proces stocastic
X = {X,}ier, definit pe (2, F, P), cu spatiul starilor (£, B(E)) se numeste continuu la dreapta <= a.s.
traiectoriile sale X (-,w) : Ry — E, sunt functii continue la dreapta.

Cel mai des se consider8 T = N gi 7 = P(N) sau T C Ry numarabild si o-algebra tuturor partilor
(procese cu timp discret), sau T = Ry g1 7 = B(Ry), si procese stocastice { X }ier definite pe (2, F, P),
cu spatiul stérilor (E, £)(spatiu masurabil arbitrar, in unele cazuri (R, B (R))) (procese cu timp continuu).

Legatura intre continuitatea la dreapta, adaptabilitate, masurabilitate si progresiv masurabilitate este
data de:
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PropozITIA 3.1.19. ([15])
a) Orice proces stocastic X = {X; }ier, progresiv masurabil (relativ la filtrarea {F, }, g, ) este masurabil;
b) Orice proces stocastic X = {Xi}ier, progresiv masurabil (velativ la filtrarea {Fi}ycp, ) este adaptat

(la filtrarea {]:t}teﬂh);
¢) Orice proces stocastic X = { X, }er, continuu la dreapta este mdasurabil;

d) Orice proces stocastic X = {Xi}ier, continuu la dreapta si adaptat (la filtrarea {Fi}cp, ) este
progresiv masurabil (relativ la filtrarea {Fi}, e, ).

3.1.4. ”Optionale”. Pentru (2, F) spatiu masurabil gi {F;}ier filtrare, cu T = R4, sau N, sau
T C N finita se da

DEFINITIA 3.1.20. T : Q — T se numeste {F; }ier-optionald < {T <t} € F;,Vt € T.
Cazul considerat frecvent este T = [0, 00). Se deduce ugor
T{F:}ie[0,00)-0pti0nala <= {T <t} € F;, Vt > 0 <= {T <t} € F;, Vt > 0.

Se introduc doua filtrari suplimentare foarte importante:

Fi :za(Ufs>,0<t<oo,ft+ :zﬂfs,0§t<oo.

s<t s>t
Se pune si Fo— = Fo, Foor = Foo = Foot- Evident {Fyy }ier, filtrare continua la dreapta si
OSS<tSOO:>fs_CFSC73+Cft_CftC.Ft+.

Despre {Fi; }ier, -optionale se pot spune urmatoarele:

o T {Fii}bier,-optionale <= {T' <t} € F;,Vt € [0,00) <= {T' <t} € F;_, Vt € [0,00).
o T {Fi}ier, -optionalda = T {F; }icr, -optionala, reciproca nefiind adevarata.

Urmatoarele doua o-algebre sunt importante in studiul optionalelor:
DEFINITIA 3.1.21. Pentru T' {F;}icr, -optionala, se defineste
Fri={Ae FIAN{T <t} € F,,VteR,} C F,
iar pentru T' {F;4 }ier, -optionala, se defineste
Fro={AeFIAN{T <t} e Fiy,Vt >0} ={A e F|AN{T <t} € 7, Vt >0}.

Fr si Fry sunt o-algebre. Daca F; contine informatia dintr-un proces fizic pina la un moment ¢
absolut, Fr contine informatia dintr-un proces fizic pind la momentul T" aleator.

Sunt binecunoscute numeroase proprietati fundamentale ale ”optionalelor” - cu privire la infimumul,
supremumul a doud optionale, limita unui sir de optionale - (pentru detalii a se vedea, de exemplu [15],
sau [9])

DEFINITIA 3.1.22. Se considerd T': Q@ — [0,00] o {ft}teR+—op§ionalé, si un proces stocastic adaptat

(Q,]-', PAF b ier, , { Xt Hier, (E,é')). Atunci se defineste X7 : @ — [0, 00, X7 (w) := Xp(,)(w), pentru
we{T < o} ¢l Xr(w) := oo, pentru w € {T = oo}.

Se poate deduce atunci

PropozITiA 3.1.23. ([47], pag.70) (0, F, P, {Fi}ticr,,{Xi}icr,.(E,E)) proces stocastic progresiv
masurabil relativ la {Fiher, $1 T : Q@ — [0, 00] {Fi}ier, -optionald = X1 € Fr/E.

Practic conceptul de proces progresiv masurabil se justifica i numai prin prisma acestui rezultat. Nu
este nevoie de probabilitatea P nici in definitia lui X1, nici in propozitia precedentd.

3.1.5. Sisteme proiective.

DEFINITIA 3.1.24. ([5], pag.300) Fie (E,&) spatiu masurabil, I nevidi si pentru J C I, fie £/ =
®ics&i, cu & = &, o-algebra produs pe E/. Fie Py(I) familia partilor finite ale lui /. Familia de
probabilitati (Py)sep, (1) pe spatiile (E7,E7) se numeste sistem proiectiv de masuri de probabilitate pe
(B,€) < Py =Pyoprlf VJ C H € Ps(I), unde prif : Ef — E7 este "proiectia” de pe E pe E”.

ProPOZITIA 3.1.25. ([5], pag.299-300) Fie I # O mulfime arbitrard. Dacd (Q,F, P,{X}ier) este un
proces stocastic cu spatiul starilor (E,E) (spatiu masurabil arbitrar), familia distributiilor finit dimen-
sionale ale acestuia ({Pj}jep; (1), Pr:= PoX}l, Xy = Qs Xt, J C 1 finita) este un sistem proiectiv
de mdsuri de probabilitate pe (E,E).
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OBSERVATIA 3.1.26. 1. Se pune problema daca reciproca este adevarata: Daca {PJ}Jepf(I) este un
sistem proiectiv de masuri de probabilitate pe (E,E), atunci existd (Q, F, P,{X}1cr) un proces stocastic
cu spatiul starilor (E, &), cu familia distributiilor finit dimensionale ale acestuia exact {PJ}JG'Pf([) ?

Raspunsul este da ([5], pag.303) dacd E este spatiu polonez, £ := B(FE) (borelienele lui E), aplicand
teorema Kolmogorov-Daniell, P fiind unica limita proiectiva a sistemului proiectiv, definita pe spatiul
produs (BT, B(E)") =: (O, F) si {Xi}ier "proiectiile” (X, :=pry : EX — E, pry ((zi)ier) = x¢). Acest
proces se numeste procesul canonic asociat lui {Py} jep +(1)- Reciproca nu functioneaza neaparat daca F
nu este spatiu polonez (a se vedea [5], pg.304).

Exista o procedura canonica de generare a unui sistem proiectiv dintr-un semigrup markovian de
nuclee (pentru I = R, ):

PROPOZITIA 3.1.27. ([5], pag.314-315) Dacd {P;}ier, semigrup markovian de nuclee pe un spatiu
masurabil (E,E), si p este o altd mdasurd de probabilitate pe (E,E), atunci

P;(B) ::/E,u(dmo)/EPtl(xo,dxl)/EPtrtl(xhdxg)...

/ Pot(@nedan)1p (a1, 0os e aon),
E

JePrRy), J={t1,ta,...,tn}, t1 < ta < ... <t, este un sistem proiectiv de mdsuri de probabilitate
pe (E,&). El se numeste sistemul proiectiv asociat canonic lui { P}y si p.

OBSERVATIA 3.1.28. Se poate generaliza si pentru functie de tranzitie in loc de semigrup.

3.1.6. Procese cu multimea traiectoriilor predefinita.

DEFINITIA 3.1.29. ([5], pag.327-328) Q C ER®+ se numste esentiald relativ la familia proiectiva
{Ps}sep;(r,) de probabilitati pe un spatiu masuarabil (E,&) (Pg(Ry) familia partilor finite ale lui
R, ) <= exista (€, A, P,{X;}icr, ) proces stocastic cu spatiul stérilor (E, £), avind familia distributiilor
finit dimensionale exact {Pj} ep,r,) si multimea traiectoriilor exact Q (adica Xg () = Q, Xg, :

E — ER®+ Xg, = ® X,); cu alte cuvinte Q C ER+ este esentiald relativ la {PrYrep;ry) =
teER 4
existd un proces stocastic echivalent cu procesul canonic asociat lui {P;} jcp +(R,), dar avind multimea

traiectoriilor €.
Rezultatul fundamental privind multimile esentiale, des utilizat, este:

TEOREMA 3.1.30. ([5], pag.328) Fie E spatiu polonez. Pentru {Pj}jcp,(r,) sistem proiectiv de
probabilitati pe (E,B(E)), se noteazd cu Pg, limita sa proiectiva (datd de 3.1.26) si fie Q C ER+ . Atunci
Q esentiald relativ la {PrYrepsry) &= (PR+)*(§~2) =1

(P, )* masura exterioarda Caratheodory asociatd lui Pg_ ).

Procesul din definitia 3.1.29 se mai numeste ﬁ—pmcesul canonic determinat de {Ps}jep,(r.)-

3.2. Procese Markov ”clasice”
Se urméregte succesiunea definitiilor si conceptelor, aga cum este in [48]-XII.

3.2.1. Definitii, caracteriziri echivalente. Se considera (2, F, P) spatiu cu probabilitate, (E, &)
alt spatiu mésurabil, I multime ”de timpi” care in cea mai mare parte a timpului este R, {F; }+¢; filtrare
pe (, F, P) si {X:}+er proces stocastic definit pe (Q, F, P) cu spatiul starilor (E, £), adaptat la {F; }ier.

DEFINITIA 3.2.1. ([48], pag.l) {X;}ier, se numeste proces Markov relativ la (2, F, P,{F}icr. )
cu spatiul starilor (E,E) (pe scurt (Q,F, P,{X}t,{Fi}t, (E,E)) proces Markov) < Fi si o(Xs|s > t)
independente relativ la o(X;), pentru orice ¢ > 0.

OBSERVATIA 3.2.2. ([48], pag.2-4) Utilizind teoreme de clasid monotona, se pot deduce simplu urmatoarele
caracterizari echivalente (prezente in diverse surse) ale definitiei de mai sus:

(Q,F,PAX}4, {Fi}+, (E,E)) proces Markov <
& WVt>0) (VY € o(Xsls > 1)) (E[Y|F] = E[Y|Xy] as.)
o (Vu>t>0)(VfebE)(Elf o Xu|Fi] = E[f o Xu|X] as.)
SNMu>t>0)(VAe ) (P[X, € A|F] = PX, € AlX] as.).
DEFINITIA 3.2.3. ([48], pag.l) {X;}ier, se numeste proces Markov relativ la (Q, F,P) cu spatiul

starilor (E, &) (pe scurt (Q, F, P,{X¢t}+, (E,E))) proces Markov < (0, F, P,{ X}, {0(Xs|s < )}, (E,E))
proces Markov.
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OBSERVATIA 3.2.4. ([48], pag.2-4) Analog, utilizind teoreme de clasd monotona gi proprietatea ”de
universalitate” Doob, se pot deduce urmatoarele caracterizari echivalente:

(Q,F,P,{X:}:,(E,E)) proces Markov <
(Vt>0) (VY € o(Xsls > 1)) (E[Y|Xs,s < t] = E[Y|X¢] a.s.)
Vu>t>0)(Vfebl)(E[f oXulXs,s <t]=FE[foX,|X] as.)
Vu>t>0)(VAeE)(P[X, € Al X;,s <t] = P[X, € A|X;] as.)
MeN)(V0<s1<s3<...<s, <t <) (Vfebl)

(E[f o Xu|Xs,, Xy, .. X

=
=
=
54

sns Xt) = E[f 0 Xu|Xy] as.)

OBSERVATIA 3.2.5. (Interpretare probabilistd) Ca interpretare probabilista, se poate spune, mai super-
ficial, ca {X¢}ier, proces Markov <= "viitorul” (o(X|s > t)) depinde de "trecut” (F; sau o(X,|s < t))
prin "prezent” (o(Xy)).

Daca in plus, se considera si {Ps ¢ }s tcr, s<¢ functie de tranzitie pe (£, £), se poate da si urmatoarea
definitie:

DEFINITIA 3.2.6. ([48], pag.5) {X:}icr, se numeste proces Markov relativ la (Q, F, P, {F;}+) cu spatiul
starilor (E,E) si cu functia de tranzitie {Ps+}s<t (pe scurt
(QF, PAX i {Fi}io {Pst fs<t, (E,E)) proces Markov cu functie de tranzitie )
S Vu>t>0)(Vfebl) (E[f oXy|lFi] =PiufoXas.).

OBSERVATIA 3.2.7. 1.([5], pag.358-359; [9], pag.15,16,20; [57], pag.81-83) Au loc caracterizarile

(Q,F, PAX b, {Fi} e, {Pst}s<t, (E,E)) pr. Markov cu functie de tranzitie <
SNMu>t>0)(Vfebl)(ElfoXulFt]=PFPufoX: as.)
SWVu>t>0)(VAe &) (PXy, € A|F]) =P ulaoX =P (X, A) as.)
=>MmeN)V0=ty<t; <...<t,)(VAo,A1,...,A, €E)

(P(X() S Ao,th S Al,...,th S An) =

:/ v(dzg) Py 1, (z0,dx1) Pthtz(;cl,dxg).../ Ptnl,t”(xnl,dxn))
Ao A As An

SnmeN)NV0O=tg<t1 <...<t,) ¥V fo, f1,---, fn €DBE)

(E[fOOXtO cfioXy oo fno Xy | =

:/ l/(d:L‘Q)/ Poytl(ato,dxl)/ Py, 1, (21,dza) ...
E B B

y /E Pov v (20t dan) folo) fu(n) - .. fn(a:n>)
SneN)VO=to<t <...<t,) (Vfebe™th)

(E[f(Xto;tha"'7th)] =

= / V(dxo)/ Py 1, (o, dml)/ Py, 1y (21,dza) ...
E E E
. / Ptn,htn (mn—ly dxn)f(IOa Tlyen- 7xn)> )
E

unde v = P o X, 1. De remarcat ci nu peste tot este echivalentd. Unde are loc implicatia directs,
cea inversa nu este In general adevarata. Daca procesul este Markov relativ la filtrarea canonica, cu
functie de tranzitie, atunci avem echivalentd peste tot. Evident (Q,F, P,{ X}, {Fi}i, {Ps, i }s<t, (E,E))
proces Markov cu functie de tranzitie = (Q, F, P,{X}+, {F:}+, (E,E)) proces Markov, reciproca nefiind
adevarata, existind procese Markov in sensul primei definitii, dar fara functie de tranzitie.

DEeFINITIA 3.2.8. ([48], pag.5) {X;}ier, se numeste proces Markov relativ la (2, F,P) cu spatiul
starilor (E,E) si cu functia de tranzitie {Ps}s<i (pe scurt (0, F, P,{Xi}t,{Ps1}s<t, (E,E))) proces
Markov cu functie de tranzitie < (Q,F, P,{ X}, |{c(Xs|s <)}, {Pst}s<t, (E,E)) proces Markov cu
functie de tranzitie, adicd (Vu > ¢ > 0) (V f € bE) (E[f o Xy|Xs,s <t] = P, f 0 X; as.).

Observatia anterioard se pdstreaza in totalitate cu diferenta cd pe post de {Fi}+ se ia filtrarea canonicd
$i au loc echivalente peste tot (a se vedea [5], pag.358-359; [9], pag.15,16,20; [57], pag.81-83).
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Rezultatele anterioare au grad mare de generalitate, (E, £) fiind spativ mdasurabil arbitrar, iar {Ps ; }s<;
functie de tranziie nu neapdrat omogend; in continuare, se presupune ca aceasta va fi omogend, adica
poate fi identificatd cu un semigrup de tranzitie pe (E,£).

3.2.2. Constructia procesului Markov canonic ”brut”. Proprietati. In aceastd subsectiune
se wor considera doar semigrupuri de tranzitie {P;}ier, ; astfel, pentru procesele Markov cu functie de
tranzitie omogena se va considera semigrupul de tranzitie aferent, aceste procese fiind numite procese
Markov cu semigrup de tranzitie.

Este suficient sa se dispuna de un semigrup de tranzitie {P; };er, pe un spatiu suficient de bun, pentru
a putea construi un proces Markov cu semigrup de tranzitie. Pentru aceasta este nevoie de notiunea de
sistem proiectiv si rezultatele aferente (subsectiunea 3.1.5), precum si de procedura canonica de generare
a unui sistem proiectiv dintr-un semigrup markovian de nuclee (pentru I = R )(3.1.27). Astfel, 3.1.26
si 3.1.27 pot fi combinate pentru a produce teorema fundamentald de constructie a procesului Markov
brut:

TEOREMA 3.2.9. ([5], pag. 360-361; 9], pag.17) Daca {P,}icr, semigrup markovian de nuclee pe
un spatiu polonez E cu familia borelienelor, si p este o altd masurd de probabilitate pe (E,B(E)), atunci
exista (Q, F, PH, {Xt}t€R+) un proces stocastic cu spatiul starilor (E,B(E)), cu familia distributiilor finit
dimensionale ale acestuia exact sistemul proiectiv asociat cu { Py} si p, si P* limita sa proiectivd (unicd)
(Q:=ER*, F:=B(E)*+, X, :=pr,, t € 1), adici P; = P"o X', i.e.

P‘u(XO S Ao,th S Al,. .. ,Xt" S An) =
/ p(dxo) Ptl(ffo,dx1)/ Py, (21, dz2) .. / Pyt 1 (Tn—1,dzy),
Ao Ay A A

J e PrRy), J = {t1,ta,...,tn}, t1 < ta < ... < t,, pentru toti Ay, Ai,..., A, € B(E). In plus
(Q,F, Pr { X her, , {Piher, , (B, B(E))) este proces Markov cu semigrup de tranzitie si p = P* o X',
$t se numeste procesul canonic brut asociat lui {P;} si p.

OBSERVATIA 3.2.10. 1. Daca (Q, F, P,{X:}+, (E,)) proces Markov, el este cu semigrup de tranzitie
< familia distributiilor sale finit dimensionale este sistemul proiectiv asociat canonic unui {P;}; si lui
v=PoX;"

2. Se poate generaliza gi pentru cazul in care avem functie de tranzitie, nu neaparat semigrup(utilizind
observatia de dupa 3.1.27).

Proprietatile pe care le are acest proces Markov "brut” (mai precis acestor procese Markov, pentru
fiecare 1 existand cite o probabilitate P*, chair daca spatiul starilor este acelasi, Q := E®+, F := B(E)®+,
X := pr, fiind gi ele comune), construit via 3.2.9 sunt foarte importante, stind la baza axiomelor din
definitia procesului Markov (omogen)(cu operatori de translatie) (sectiunea 3.3):

TEOREMA 3.2.11. (48], pag.11-14) Fie {Pi}ier, semigrup markovian de nuclee pe un spatiu polonez
E cu familia borelienelor; fie Q = E®*+, F = B(E)®+, X; = pr,, t € I; fie, pentru fiecare p probabilitate
pe (E,B(E)), procesul canonic asociat lui { P} si p via 3.2.9: (Q,F, P* { X }ier, . {P: }ier, , (B, B(E))).
Atunci:

(1
(2

(Vf €bF)((x — E®[f]) € bE);
) (01 <) (E417] = [ B*1fluta) )
v

E

(3) (V) (VfebF)(VteRy) (B [f o] =ErP[f]);

(4) (V) (V] € bF) (vt € Ry) (B¥[f 0 6,|X, 5 < ] = BXe[f] PF 0.5,
unde 0y : F — F este operatorul de "shift”, 0;((xs)ser, ) = (Ts)s>¢. Acesta are calitatea ca Xs00; = Xoiy
§1 0y € Foyt/Fs (unde Fs = o(Xylu <)), s € Ry filtrarea canonicd).

\./\./\./\./

OBSERVATIA 3.2.12. 1. Se pot da caracterizari echivalente interesante:

e Utilizind teoreme de clasd monotond, se poate demostra ugor cd (1) este echivalenta cu faptul
ca (VAe F)((x — P*(A)) € bE).
e Deasemenea (2) este echivalenti cu

e s (P = [ P,

e (3) este echivalentd cu (V) (Vt € Ry) (PP o X; ' = puP,), de unde (Vz € E) (P*(Xo = z) = 1).
e Dacd este satisfacutd conditia (2) din teorema anterioard, atunci se poate da si pentru (4)
o caracterizare echivalentd (utilizind tot teorema de clasd monotond, pentru functii de tipul

f = HX,;I(A)):
(V)(VA € E)(Vt,u>0)(Va € E)(P*[ Xty € A|X,,s < t}=P*'[X, € A] P" as.)
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II. Merita amintit gi conceptul de "realizare”:
(1) Fie {P;}; semigrup de tranzitie pe (F, £) spatiu masurabil. Presupunem ca exista (2, F, {F:},)
spatiu masurarabil cu filtrare, {X;}; cu X; : Q@ — E, X; € F,/€ gi o familie {P*},, de proba-
bilitati pe (2, F) indiciata dupa p probabilitati pe (E, ), astfel incit

(Q,F, PP AX e, {Fe e, {Pe }e, (B, E))

proces Markov cu functie de tranzitie, pentru orice p si au loc primele doua ”axiome” din
3.2.11. Atunci P.A Meyer spune ([48], pag.14) ca (Q, F,{F:}+, {X¢}¢, {P*},) este o realizare a
semigrupului { Py }+.

(2) Daca exista Q, F, {Fi}e, {Xi}e, {P"}, ca mai sus si in plus 0 F — Fcu Xg00; = Xgyy,
pentru orice s, ¢, si sunt indeplinite ultimele doua ”axiome” din 3.2.11, atunci P.A.Meyer spune
(48], pag.15) ca (Q, F,{Fi}¢, {Xi}e, {P"} ., 0:) este o realizare a lui 0y.

Aceste doua concepte nu se mai utilizeaza, dar au importanta istorica deosebita in procesul cristalizarii
limbajului specific teoriei generale a proceselor Markov in decursul timpului. In sectiunea urmatoare se
abordeaza terminologia din [9], care contine aceste concepte in insasi definitia fundamentald a procesului
Markov (omogen)(cu operatori de translatie).

3.3. Procese Markov (omogene)(cu operatori de translatie)

In [48], cap. XIIT, XIV ”punctul de intrare” in prezentare este semigrupul (Feller sau borelian, cu diverse
axiome suplimentare), generindu-se procesele corespunzatoare, cu multimea traiectoriilor cu ”durata de
viatd” (via teorema 3.1.30), cu familia de probabilitati { P*}, si operatorii de translatie {6}, obtinindu-
se in plus proprietétile ”de legaturd” specifice. Aici maniera de prezentare (ca in [9]) urmeazi oarecum
traseul invers, "punctul de intrare” este o familie de variabile aleatoare (definite pe un spatiu filtrat,
cu valori intr-un spatiu masurabil, la care se adjunctioneaza un ”punct” suplimentar, traiectoriile fiind
cu "durata de viatd”), o familie de probabilitdti si o familie de operatori de translatie, legate intre ele
prin nigte "axiome” (regularitate, omogenitate, proprietatea Markov), din toate acestea obtinindu-se si
semigrupul. De remarcat ca nu trebuie impuse conditii topologice suplimentare spatiului starilor, acesta
fiind considerat spatiu masurabil arbitrar, din acest motiv neputindu-se inca vorbi de continuitate la
dreapta, etc.

3.3.1. Definitii si observatii generale.

DEFINITIA 3.3.1. (][9], pag.20-21) Se considerd T = [0, oo] si urmatoarele ”obiecte”:
(1) (E,E) spatiu masurabil, A ¢ E un punct "exterior” lui E si Ea := EU{A}, Ao = 0(£)
(c0-algebra generata de € in Ea);
(2) (2, M, {M,}ier) spatiu ”cu filtrare”, i.e. (2, M) spatiu masurabil, { M, };er filtrare pe (2, M)
(Mg C My C M, V0<5s<t)siwa €9 fixat;
(3) {X:}ier proces stocastic definit pe (©, M)cu spatiul starilor (Ea,EA) a.l
o Vwe, dacad It € T cu Xy(w) = A, atunci Vs > t, Xs(w) = A,
o VweQ, Xoo(w) = A;
[ Xo(wA) = A;
(4) {Oi}ter cu by : Q2 — Q,VEt €T gl cu Ooo(w) = wa, Vw € Q;
(5) {P*}sep, familie de probabilititi pe (€2, M).
X = (Q,M, My, X, 0, P*) se numeste proces Markov (omogen)(cu operatori de translatie) $i cu
spatiul starilor (E,&) (augmentat cu A) <=
(R) (Regularitate)
(a) (VteT) (X € My/EA) (ie. {X¢}ter adaptat la {M;}ier);
(

(b) (VteT) (VB e &) ((Eax—»Pr(Xt €B)e [0,1]) es),

(Vt e T) (PA(X, =A) =1);
(H) (Omogenltate) (Vt,h €T)(X; 00, = Xean);
(M) (Proprietatea Markov)

(Vo € EA) (VB € Ea) (Vs,t € T) (P”” (Xi4s € B|M,) = PX(X, € B)).

OBSERVATIA 3.3.2. ([9], pag.21) (1) Din (R)b), considerind situatiile "patologice” B = {A}, x = A,
t = 00, etc. se poate deduce ca

(VteT) (VB € Ea) <(EA Sa — P*(X, € B) € [0, 1}) € 5A>.

(2) Considerindu-se F_ := o(Xs | s < t), FO:= FO := 0(Xs|s € T) din (R)a) = FP C My, {F hier
filtrare in 7° C M. Din (H) se poate deduce 0, € Fp,,/FP si 05 € FO/F°.
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(3) Axioma (M) este ”compatibild” cu celelalte axiome in cazurile ”patologice” ¢ sau s egale cu oo,
sau x = A, datorita celorlalte ipoteze din definitie si a celorlalte axiome.
(4) Se poate deduce suplimentar si c&

(Vz € EA) ((Q,M, {Mitier, PP, { X e, (EA,é'A)) proces Markov),

in sensul definitiei 3.2.1. Se demonstreaza ([9], pag.22) cd aceste procese sunt Markov cu semigrup de
tranzitie in sensul definitiei 3.2.6, anume cu acelagi semigrup de tranzitie N¢(z, A) := P*(X; € A).

(5) Se spune ca X := (Q, M, My, X3, 0,, P*) se numeste proces Markov cu spatiul starilor (E,E) (fard
adaosurile celelalte), iar dacd se omit si M si My, se va subintelege cd M = F°, M, = F?.

OBSERVATIA 3.3.3. ([9], pag.21)(Interpretare probabilista)

o (t — X;(w)) este "traiectoria” unei particule w € ) care se "migcd” in spatiul starilor (E, £);

e P7 este probabilitatea dupa care se misca particula presupunind ca la momentul de timp ¢t =0
se afla in x, al. P*(X € B) spune cu ce probabilitate se vor afla particulele in multimea B la
momentul s, dacd la momentul initial ¢ = 0 se aflau in z;

e Conditiile (3) spun ca particulele se ”migcd” in E pina cind "mor”, moment in care sunt ”trans-
portate” in A ("cimitir”), unde vor "rémine pe veci”; ”toti mor pind la urmd’ Vw € ,
Xoo(w) = A); particula wa ”s-a ndscut” "moartd” (Xo(wa) = A);

e (M) afirma c& dacd se cunoaste ”istoria” particulei pind la momentul ¢, atunci comportamentul
séu viitor este d.p.d.v. probabilistic exact la fel ca si cind particula ar fi pornit din X;(w) la
momentul ¢, iar acest comportament va fi dat de PX+(“) interesindu-ne doar timpi s "relativi”
la ¢;

o Existenta operatorilor "de translatie” 6, spune ca spatiul "de baza” (2, M) este suficient de
bogat in elemente.

DEFINITIA 3.3.4. ([9], pag.21-22) Pentru un proces ca mai sus se poate defini o aplicatie numitd duratd
de viatd a procesului, care sa contorizeze momentul ”decesului” fiecarei particule w € Q: £ : Q — [0, o0],
{(w) =1inf{t € T| Xy(w) = A}. Se observa ca {§ <t} = Ugs,{Xr =A} € FP, deci € este {F, Hier, -
optionala.

OBSERVATIA 3.3.5. (][9], pag.22) 1) Cum Ny(A,{A}) = PA(X; = A) = 1, Vt = N; complet

determinata de restrictia sa la F x £. Se noteaza (Nt)}Exg =: P;, Vt = {P;}¢er semigrup de tranzitie

submarkovian pe (E,€) (A — Pi(z,A) nu mai e neaparat probabilitate, doar P;(x, E) < 1, Vt, V).
Se noteazd, pentru f € b€ Pif(x) := [ Py(z,dy)f(y) = E*[f o X;; X; € EJ; se deduce usor ci P, :
E

BE, || lloo) — (BE, || - |lco) Operator liniar, pozitiv, de norma ||P|| < 1.

2) Pentru X satisfacind [(1)-(5)]+(R)+(H), exista caracteriziri echivalente ale axiomei (M) din definitia
3.3.1([9], pag.22-23): (M)«=(M1)<=-(M2), unde:

(M1) (Vo € Ea) (Y f € bEa) (Vs,t € T) (E’” (fo Xips | M) = EXt(foXs));

(M2) (Vo € Ea) (VY € bF) (VE € T) (Ef (Y 08, | M,) = EX: (Y)),
iar pentru M; = Fp are loc (M)<=(M1)<=(M2)<=(M3), unde:
(M3) (’Il S N*) (VO S tl S . S tn) (Vfl,f27. .. ,fn S bEA)

<Ex[f1 0Xy, - fooXy, .- fn oth] =
/ N (2, da) fa (1) / Niy—s, (21, d3) fols) . / Ntn_m(xn_l,dxn)fn(xn))
Ea En Ea

3.3.2. Completarea filtrarilor. Uzand de detalii foarte tehnice privind completarea filtrarilor, in
[9]-pag.27-29 se arata ca

Se poate presupune intotdeauna despre un proces Markov (0, M, My, X, 0, P*) ca in definitia 3.3.1
ca (2, M, My) completd, si, dacd spatiul starilor este (E,E), se poate considera si (E,E™) ca spatiu al
starilor.

3.3.3. Proprietatea ”tare Markov”. Se considerd procesul Markov X := (Q, M, My, Xy, 6, P*)
cu spatiul starilor (E,&) ca in definitia 3.3.1 si cu M = M, M; = M;. Deasemenea, se poate considera
si (E,E") ca spatiu al starilor. Se vrea ca proprietatea Markov din definitia 3.3.1 s fie satisfacuta si
pentru ”timpi variabili” 7', in loc de ”timpi absoluti” ¢. Clasa proceselor care sa indeplineasca aceasta
proprietate (numita ”tare Markov”) este mai restrinsa, existind procese Markov in sensul definitiei 3.3.1,
care nu sunt "tare Markov”.

DEFINITIA 3.3.6. (][9], pag.37-38) Un proces Markov X ca la inceputul sectiunii are proprietatea "tare
Markov” < (VT {Mt}teR+—op§ionalé) (Vf € bé'A)
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(S.R.) Xp € Mrp/EY;
(S.M.) (w e R+> (V:c € EA> (Ew[f o Xypr|Mz] = BXT[f o Xt]).

Se deduce imediat ca
. (z — E*[f oXt]) € &a g, cum Xp € Mp/EX C My /En, rezultd

(23w — BX@[fo Xr]) € Mr.

e Dacd X = {X;},er, progresiv masurabil (de exemplu pentru E spatiu metric, X continuu la
dreapta (X deja adaptat) = X progresiv méasurabil) atunci se poate arita ([9]) cd Xp €
My /E% (fard ca in definitie sa fie f € bEX ).

REMARCA 3.3.7. In [9]-pag.38-43 se demonstraeza ci practic se poate presupune cid M; = M4 ; cum
M = M, My = My, rezulta: Se poate considera intotdeauna, fard a restringe generalitatea, un proces

X = (Q, M, My, X4,0:, P*) 7tare Markov” cu spatiul starilor (E,E) si M = M, My = My = My,
t e ]R+.

Dacd X := (Q, M, My, X4, 0;, P*) tare Markov” cu spatiul starilor (E,€) si Xp € Fr/E¥, VT {Fi}+-
optionald, atunci (Q, F, F, X4, 0;, P*) "tare Markov” cu spatiul starilor (E,E). Acest lucru se intimpla
de exemplu pentru Fa spatiu metric, Ea = B(Ea) si X continuu la drepta.

Deci, concluzia acestor doud subsectiuni (privind tare markovianitatea i completarea filtrarilor pentru
un proces Markov (omogen) (cu operatori de translatie)) este: Se poate considera intotdeauna, fara
a restringe generalitatea, un proces X := (Q, M, M, X;,0;, P*) ”tare Markov” cu spatiul
starilor (E,&) si M = M, My = M; = My, t € R, caz in care are loc si F; = Fi4, t € R,

3.4. Procese standard. Procese Hunt

In aceastd sectiune se definesc conceptele de proces Hunt si proces standard. ” Axiomele” din aceste
definitii sunt independente (a se vedea [48]-XIV).

DEerFINITIA 3.4.1. ([9], pag45) Fie X := (Q, M, My, X;,0;, P*) proces Markov cu spatiul starilor
(E,&) (Ea spatiu metric cu Ea 2 B(Ea)) si cu Xp € Mp/EX, VT {M;}ier, -optionala. Atunci

X se numeste quasicontinuu la stinga pe [0,§) <= V{T}, }n>1 sir de {M,};er, -optionale cu T,, /T,
are loc Xy, — X7 a.s. pe {T < &}.

X se numeste quasicontinuu la stinga pe [0,00) <= V{1, }n>1 sir de {M}¢cr_ -optionale cu T,, /T,
are loc X7, — Xr a.s. pe {T < oo}.

DEFINITIA 3.4.2. (][9], pag.45) Fie X := (2, M, My, X¢,0:, P*) proces Markov normal cu spatiul
starilor (E,&). X se numeste proces standard <=

(1) E LCCB (spatiu local compact cu bazd numarabild), Fa := EU{A} compactificatul Alexandrov
al lui F, dacd E necompact, sau A un punct oarecare adjunctionat lui F, daca E necompact;
8A = B(EA);

(2) Mt+ = Mt - Mt, Vt;

(3) traiectoriile lui X ((t — Xi(w)), w € Q) sunt continue la dreapta pe [0,00) si au limite la
stinga pe [0,&) a.s.;

(4) X tare Markov;

(5) X quasicontinuu la stinga pe [0,&).

Dacéa in locul ultimei ”axiome” se pune X quasicontinuu la stinga pe [0,00), atunci X se numeste
proces Hunt.

OBSERVATIA 3.4.3. ([9], pag.45) (1) Cum M; = My, si X proces Markov relativ la {M;};, el
este proces Markov si relativ la {.7-'?+}t, de unde, se poate deduce ca F; = Fyy; apoi, din X =
(Q, M, My, X, 0,, P*) tare Markov, cu remarca 3.3.7 (3) rezultd c& (2, F, Fy, Xy, 0, P*) tare Markov

(2) Se poate deduce c& proprietatea (¢ — X;(w)) are limita la stinga pe [0,€) (respectiv [0,00)) este
o consecinta a celorlalte axiome ale procesului standard. Deci ”sistemul de axiome” din definitie nu este
perfect independent, dar se preferad sa se specifice si aceasta proprietate in definitie, fiind importanta.

Se poate deduce usor

PROPOZITIA 3.4.4. ([9], pag.45) X proces standard = (Vt > 0)(A(w) = {X;(w)|0 < s <t <
£(w)} a.s. mdrginita ). Ca o consecin{d, a.s. limitele la stinga ale traiectoriilor ([0,£) 3 t — Xy(w)
"stau” in E.

~—

In fine se poate da teorema fundamentala a sectiunii. Cum ”axiomele” din definitia procesului standard
au fost concepute pe modelul proprietatilor realizarii canonice a unui semigrup Feller, este natural sa se
intimple ”inversa acestui traseu”, anume ca un semigrup Feller sa genereze un proces standard. Practic se
realizeazd un rezumat al capitolelor Procese Feller(XIII) i Procese Hunt(XIV) din ([48]). Demonstratia
teoremei este o sinteza a majoritatii ideilor de demonstratie a proprietitilor proceselor Feller ([48]-XIII):
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TEOREMA 3.4.5. (9], pag.46-50) Fie

(1) E LCCB (spatiu local compact cu bazd numdrabild), Ea := EU{A} compactificatul Alexandrov
al lui E, daca E necompact, sau A un punct oarecare adjunctionat lui E, dacd E necompact si
En = B(EA);
(2) {P:}i>0 semigrup de tranzitie submarkovian pe (E, &) cu Py(x, -)) = e,, YV astfel incit
o PGy C Co, ¥t (00 = {f € C(B)|3 liny f() = o})
e VfeCo, tﬁH}JHPtf—fH =0.

Atunci exista un proces standard (chiar Hunt) X cu spatiul starilor (E,&) si semigrup de tranzifie

{Pt}t'

Demonstratia rezumd practic aproape intreg capitolul Procese Feller din [48]-XIII gi are ca tehnica
fundamentald considerarea unui proces cu mulimea traiectoriilor predefinitd (cu proprietitile pe care le
cere definitia procesului standard sau Hunt) via teorema 3.1.30.

3.5. Masurabilitatea ”timpilor de intrare”

3.5.1. Rezultate generale. I. La punctul I se va considera un spatiu masurabil arbitrar
(E,€), A punctul aditional, En := EU{A} si X := (Q, M, M, Xy,0;, P*) proces Markov cu
spatiul starilor (E,&).

Pentru A C E, se definesc

Da(w) :=1inf{t > 0| X;(w) € A}, Ta(w) :=inf{t > 0| X;(w) € A}

Proprietatile lui D4 si T4 se pot consulta in [9], pag.52-53.
II. La punctul IT se va considera un spatiu metric local compact separabil FE.
Se noteazd K := {K C F | K compactd }.

DEFINITIA 3.5.1. ([9], pag.53) ¢ : K — R se numeste capacitate Choquet <= ¢ crescitoare, tare
subaditivd gi continud la dreapta. (a se vedea 3.1.6, 3.1.7). Pentru A C E, se considera ¢.(A) :=

K), o*(A) := inf ¢.(G).
Sup oK), ot (A)i= Tk o en(G)
OBSERVATIA 3.5.2. Conform teoremei lui Choquet (3.1.2) pentru F = K, orice multime boreliana

(B € B(E) C a(K)) este K-capacitabild, adica ¢.(B) = ¢*(B).

Se va considera la IT Ex := FU{A} (compactificatul Alexandrov al lui F pt. E necompact,
si spatiul obtinut prin adjunctionarea unui punct exterior A pt. F compact), Ea := B(FEa) =
a(EU{A}), € := B(E).

Deasemenea, se va considera in plus la IT X := (Q, M, M;, X4, 6;, P*) proces Markov cu
spatiul stdrilor (E,£"), continuu la drepta, quasicontinuu la stinga, cu 7, C M, (= F, C
Fiy C My) = X proces Markov relativ la {¥}, };, de unde se poate deduce si F; = F;,. Se
poate presupune, fara a restringe generalitatea, cd Vw € Q, ([0,00) 3t — X;(w) € E) continua
la drepta.

Se introduc urmatoarele concepte:

1. da:=DaNE= DAU{A}a pentru A C E.

2. ACE, t>0= Ry(A) :={w|3s€0,t], X;(w) € AU{A}}, R;(A) := {w]|Ts € [0,1], Xs(w) €
AY.
Se poate deduce ([9]-pag.54-57) ci:

e Pentru ¢ gi p fixate, aplicatia ¢ := (IC >SK — P“(Rt(K))) este o capacitate Choquet.
e Pentru ¢ si u fixate, iar X quasicontinuu la stinga pe [0, 00) in loc de [0, £), aplicatia ¢ := (IC >
K — P”(RI(K))) este o capacitate Choquet.

* BeB(E) = Ri(B) € Fi, p(B) = ¢.(B) = ¢*(B) = P*(Ry(B)).
* BeB(E) = R{(B) € Fi, $(B) = .(B) = ¢*(B) = P*(R;(B)).

Cu ajutorul acestor consideratii se poate deduce teorema urmatoare, care are o importanta deosebita,;
ea afirma c& timpii de intrare intr-o multime boreliand sunt {Fy}+-optionale:

TEOREMA 3.5.3. ([9], pag.54) VB C B(EA), Dp, Tp sunt {F;}+-optionale.
Urmdtoarele teoreme “de aproximare” (3.5.4, 3.5.6) pentru dp, Dp $i T sunt des utilizate:

TEOREMA 3.5.4. ([9], pag.57) B € B(E), p fitate = I(K,)n C K, I(Gn)n C G, Ky, / B/ Gy, cu
dg, /' dp / dk, P"-a.s. pe Q.
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COROLARUL 3.5.5. ([9], pag.57-58) B € B(E), u fizate = 3I(K,), C K, I(Gn)n € G, K, /' B/
Gn, cu Dg, / Dp PF-a.s. pe {Dp < <}, Dk, \, Dg P*-a.s. pe Q. Pentru X quasicontinuu la stinga
pe [0,00) in loc de [0,&) se poate deduce chiar D¢, ,/ Dp Pt -a.s. pe Q.

TEOREMA 3.5.6. ([9], pag.58-59) B € B(E), p fizate = I(K,)n C K, K, /" B, cu Tk, \, T
PF-a.s. pe Q).

OBSERVATIA 3.5.7. 1) Sirurile aproximante din teoremele 3.5.4, 3.5.6 depind in general de masura p.

2) Singurul loc unde se utilizeaza proprietatea Markov a lui X este in demonstratia teoremei 3.5.6.

3) O aproximare "pe dedesubt” cu ”timpi de intrare” T, in multimi deschise nu e in general adevarata:
de exemplu, in procesul de miscare uniformd la dreapta pe aza reald, dacid se considerd B = {0} si G
deschisi cu 0 € G, atunci P*(Ts < o0) = 0, P°(Tg = 0) = 1 (P° = P%). In sectiunea urmitoare se
prezinta o astfel de teoremad, in conditii speciale (pentru multimi aproape boreliene relativ la un proces
standard, cu aproape toate punctele regulate).

III. Pina la sfirsitul subsectiunii se va considera X un proces standard cu spatiul starilor
(E,€) de la II.

Alci se prezinta generalizarile rezultatelor ” de aproximare” de la subpunctul precedent, pentru multimi
"aproape boreliene” relativ la procesul standard fixat. Se extinde conceptul R;(B) in noul context al
proceselor standard gi se obtine o noua caracterizare pentru Dp.

Pentru B € B(E) se pune

R)(B) := Ry(B)U{w| (35 €[0,4]) (3 X,(w) € BU{A})}.

Se poate ardta cid R:(G) = R}(G), VG deschisi (X proces standard; se poate considera o bila in jurul lui
Xs—(w) etc.); utilizand acest fapt, teorema lui Choquet (pentru R;) si {F;}: filtrare completa, se poate
deduce

PROPOZITIA 3.5.8. ([9], pag.59) P*[R,(B)\R,(B)] =0, R}(B) € F;, Vt, ¥ p.
DEFINITIA 3.5.9. ([9], pag.59) Pentru w € €, se defineste
(w) :=inf {t| Xi(w) =A V IX;_(w) = A}.
Evident &' < £. Apoi se verifica ugor ca pentru r € Q
{¢ <r <&} c {(s — X,) nemarginitd in E pe [0,7], r < £},

de unde, cu 3.4.4 (adicd se utilizeazd in mod efectiv cd X este proces standard) & = & a.s. De aici rezultd
cd pentru B € B(E),

DB = inf {t

X, € BU{A}} =inf {t| X; e BU{A} V 3X;_ € BU{A}} as.
Notiunea de multime ”aproape boreliand” este centrald in teoria potentialului:

DEFINITIA 3.5.10. ([9], pag.59) A C Ea se numeste aproape boreliand (relativ la procesul standard

fizat X) <—
(vu) (3B, B' € B(Es)) (B C Ac B, P({3t, X; € B\B}) =0).

Se observa urmatoarele:

1. P({3t, X, € B'\B}) =0 <= P*(Dp\p < o) = 0.

2. Daca se noteaza cu £X clasa multimilor aproape boreliene din Ea in raport cu procesul standard
X, se poate deduce simplu ca EX o-algebra, iar Eo C EX C EX.

Analog se poate defini £" clasa multimilor aproape boreliene din F in raport cu procesul standard X
si se poate deduce ca E™ o-algebra pe E, iar £ C £" C £%. Deasemenea, se poate deduce ca

feer e (Yu)BS, [ eE)(f ST PHBL [T Xy £ [0 Xi}) = 0).

3. Se poate deduce ca R:(B) € F, Vt i pentru B aproape boreliand; toate rezultatele ”de aproximare”
3.5.4, 8.5.5, 8.5.6 precum i 3.5.8 se pot rescrie gi pentru multimi aproape boreliene (utilizind rezultatele
pe boreliene si tehnica ”sandwich”).

3.5.2. Alte proprietati ale ”timpilor de intrare”. Puncte regulate. In aceastd subsectiune
se va considera X un proces standard cu spatiul starilor (E, ).

DEFINITIA 3.5.11. ([9], pag.61) Pentru T' {M,}icr, -optionala, o > 0, se defineste
Pef(z) :=E[e " foXp; T <oc|, fEVWER, z €E.

Pentru o = 0, se noteaza Pr := P2, iar pentru A € EX, P§ := Pr,, Py = P%A.
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Deoarece pentru f € bE¥, ea se identifica cu o functie f: Ex — R (f = f pe E si f(A) = 0, de unde
foXr =0pe{T = oo}) in definitia de mai sus se poate considera f € bE™.

Daca T {M,};cr, -optionala si f € bEX, atunci P f nu e neaparat masurabila (adica in £X). Daca
insa T este {F;}ier,-optionala si f € bEX (<= f € bE™), cum X un proces standard, X7 € Fr/EX,
deci foXr e Fr C F;deaicillyo Xy ={Xr € A} = X;l(A) € Fr C F. Se poate demonstra ca

<x — P (x,A) := E* [e_o‘T .]IX,;I(A)O{T<OO}i| ) € EX.

Cum P (z, -) evident masuri pe E, P& nuclee pe (E,£).

Pentru A € EX, misura P%(x, -) se numeste a-distributia de lovire a lui A din z, sau a-mdsura
armonicd a lui A relativ la x. Suportul acestei masuri se afla in A (se uzeaza de continuitatea la dreapta
a lui X). Se poate deduce o estimare gi mai precisd pentru suportul acestei masuri (a se vedea in
continuare 3.5.15).

Notiunile de punct requlat si nerequlat sunt centrale in dezvoltarea conceptelor de teoria potentialului
asociate unui proces standard:

DEFINITIA 3.5.12. ([9], pag.61) I. Daca T este {F;};er,-optionala, atunci {T' = 0} € Fo, de unde,
din legea 0-1 a lui Blumenthal P*(T = 0) = 0 sau 1 pentru orice © € Ea. Un element x € Ea se numeste
requlat pentru T relativ la X (respectiv neregulat pentru T relativ la X) <= P*(T = 0) = 1 (respectiv
P*(T =0) =0).

II. Daca A € EX (adica aproape boreliand relativ la X), un element * € Ea se numeste regulat
pentru A relativ la X (respectiv nerequlat pentru A relativ la X) <= x regulat pentru T4 relativ la X
(respectiv x neregulat pentru T4 relativ la X) <= P*(T4 = 0) = 1 (respectiv P*(T4 = 0) = 0 <
P*(T4 >0)=1).

OBSERVATIA 3.5.13. 1. x regulat pentru A <= procesul X, "plecind” din z, se afld in A la momente
de timp strict pozitive oricit de mici, cu probabilitate 1.

2. Pentru A € EX, se noteazd cu A" := {x € Ea | P*(T4 = 0) = 1} multimea punctelor regulate ale lui
A. Atunci A" € EX ({Ta =0} € Fo C F, deci se poate aplica axioma (R) lui Y := (z — P*(T4 = 0)),
deci Y € €%, de unde A" =Y 1 ({1}) € EX).

3. Se poate ardta chiar A € EX, A" € ER i A C A" C A.

Teorema urméatoare constituie ultimul rezultat de aprozimare ”pe dedesupt” a "timpilor de intrare” T 4
cu "timpi de intrare in multimi deschise” (rezultat anuntat in subsectiunea precedentd) pentru multimi
A aproape boreliene cu aproape toate punctele requlate relativ la o masurd fixata pe E:

TEOREMA 3.5.14. (19], pag.62) A € E™, pn masurd pe E cu p(A\A") =0 = I(Gn)n C G, A C G,
Gn ™\, cuTg, /Ty PF-a.s. pe {Ty < oo} siTg, NE /" TaNE PP-a.s. pe L.

Se aplica 3.5.4 si spty € LA U A" deducandu-se P*[D 4 # Ta] = 0.

Ca gi la celelalte rezultate ”de aproximare”, pentru X quasicontinuu la stinga pe [0, 00) in loc de [0, £),
in 3.5.14 se poate spune chiar T, /T4 PH-a.s. pe .

Tot in acest context se mai poate demonstra si faptul ca a-mdsura armonica a lui A € EX relativ la
x are suportul inclus in AU A":

TEOREMA 3.5.15. ([9], pag.62) Pentru A € EX are loc:
i) X7, € AUA" a.s. pe {Ty < 0};
it) (V) (V) (sptPg(z, ) CAUAT).

3.6. Forme Dirichlet, semigrupuri si procese Markov

Se realizeaza o trecere in revista succintd a acelor ”portiuni” din teoria generala a formelor Dirichlet
dar gi proceselor stocastice necesare In capitolele urmatoare gi urmeaza indeaproape sursa [22].

Fie X = (X;,t > 0, P*,x € F) proces Markov cu spatiul starilor un spatiu metric F. (Ulterior se va
presupune ci X este chiar proces Hunt). Se considerd semigrupul (P;, ¢ > 0) asociat lui X, dat de

(3.3) Py f(x) := E*[f o X4,

precum si rezolvanta asociata (Uy, a > 0):

o0 oo

(3.4) Uof(x) := | Pif(z)e”*'dt = E* e"* foX.ds
/ /

(3.3) si (3.4) au sens pentru functiile f pe F pentru care variabilele aleatoare foX,, sau [ e~ foX,ds,
0

sunt integrabile; dar, pentru o abordare riguroasa, este nevoie de un spatiu Banach B iar aplicatiile P, si
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U, sa fie considerate ca operatori P; : B — B, or U, : B — B (exemplele fundamentale fiind Cy(F') si
L?(F, 1), unde p masura Borel pe F). Considerandu-se unul din aceste spatii, se poate deduce ca (P;);
satisface proprietatea
Pt+s:PtPs; t,s >0,
i.e. (P;): semigrup de operatori iar (U, ), satisface
U, — Ug = (ﬁ — Oz)UaUﬁ, a, >0,

i.e. (Uy)a rezolvanta de operatori pe B.
Se spune ca un semigrup de operatori (P;); este tare continuu <= ||P.f — fl||B N 0. Pentru un
¢

semigrup tare continuu (P;); se poate defini generatorul siu infinitezimal (£, D(L)) prin
(3.5) Lf = lm1t(Pf - ]). £ € D(L),

unde D(L) := {f € B| exista in B}.

Teorema Hille-Yoshida permite ”trecerea” de la procesul X prin generatorul £, la semigrupul ori
rezolvanta asociate.

Grosier, daca se accepta analogia dintre X si un sistem mecanic clasic, £ corespunde ecuatiei migcarii,
iar (P;)¢ si (Uqy)a solutiilor obtinute prin integrare. Pentru un sistem mecanic, mai exista gi formulari
”in termeni” de conservarea energiei. Aceasta ecuatie este mai simplu de manipulat pentru ci contine
diferntiale cu un ordin mai mic decat celelalte.

Pentru procese Markov generale, o descriere a energiei nu este foarte intuitiva. Pentru procese re-
versibile sau simetrice, existda o multime de tehnici utile gi puternice. Pentru p masura Radon pe F' ce
"incarcd” multimile deschise, se spune ci un semigrup (P;); este u-symmetric dacd V f, g masurabile
marginte, cu suport compact

(3.6) / Pof(x)g()pulde) = / Pyg(a)f (2)u(dz).

Presupunand ca (F;); este semigrupul unui proces Hunt ce satisface (3.6), din P;1 < 1, rezultd, cu
inegalitatea lui Holder

|Pof ()] < (Puf?(2)) 2 (Patl(2)"/? < (Pf?(a)'/?
((+, +) produsul scalar pe L2(F, u1)). Deci

1P A1 < |1Pef?ll = (Puf?,1) = (f%, P1) < (f21) = [I£113,
deci P; is a contractie pe L*(F, p).

Definitia formelor (energie) Dirichlet asociate cu (P;); este mai putin directd decit cea a generatorului
infinitezimal: aceasta dificultate in gasirea de corespondente intuitive explica interesul mai scazut pentru
studiul lor, pana la aparitia monografiei [22], in comparatie cu atentia acordata studiului semigrupurilor
si rezolvantelor. Deasemenea, pana recent, doar teoria formelor Dirichlet simetrice era bine consolidata,
cea ce restrangea domeniul de aplicabiliate la procese Markov simetrice; numeroase exemple importante
de procese Markov sunt insd nesimetrice. Dar, odatd cu aparitia monografiei [36], aceasta restrictie a
fost inlaturatd, asociindu-se si unor clase de procese nesimetrice forme Dirichlet (evident nesimetrice, cu
conditia de simetrie Inlocuitd cu una mai slaba, anume ”conditia de sector”).

In continuare se va considera F spatiu metric local compact cu baza numdrabild (deci metrizabil), u
mdasurd Radon pe F si H = L*(F, ). Definitiile urmitoare sunt din [22].

DEFINITIA 3.6.1. Fie D subspatiu liniar al lui H. O forma simetricd (e,D) este o aplicatie ¢ :
D x D — R pentru care
(1) € biliniara simetricé;
(2) e(u,u) >0, u €D.
Pentru « > 0, se defineste €, pe D prin e, (u, u) = &(u,u) + af|u||3, si se scrie
[lull?, = 1lull3 + as(u, v) = ea(u, u).

DEFINITIA 3.6.2. Fie (¢, D) forma simetrica.

(a) € se numeste #nchisd <= (D, || - ||¢,) este complet;

(b) (g, D) se numeste Markoviand <= Yu € D, u:=(0Vu) A1 = u € D si (u,u) < e(u,u).

(c) (¢,D) se numeste formd Dirichlet <= D densi in L*(F,p) si (g, D) forma simetrica, Markov,
inchisa.

DEFINITIA 3.6.3. O forma Dirichlet (¢, D) se numeste regulatd <
(3.7 DN Cy(F) dens in D in norma || - ||, ,
(3.8) DN Cy(F) dens in Cp(F) in norma || - ||co-

€ se numeste locald <= e(u,v) = 0, Yu, v continue cu suport compact.
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€ se numeste conservativi <= 1€ D sie(1,1) = 0.
e se numegte ireductibild <= e conservativa si e(f, f) = 0 = f constanta.

Exemplul fundamental de forma Dirichlet este cea asociatd miscdrii browniene de pe R?

con(f.) =5 [ VI, e V2R,
Rd
Se va vedea In continuare ca structura formelor asociate lanturilor Markov finite precum si operatorii
asociati sunt perfect determinate, avand o forma simpla.
Teorema Hille-Yoshida da o corespondenta bijectiva intre semigrupuri si operatorii (generatorii) lor
infinitezimali; dar existd bijectie si intre semigrupuri gi forme Dirichlet. Pentru (P;); semigrup dat, se
definesc:

DEFINITIA 3.6.4. (a) (P;); se numeste Markovian < f € L*(F,pn), 0 < f <1 = 0<Tf <1
p-a.p.t.

(b) Un proces Markov X pe F' se numeste reductibil <= 3 A1, Ao C F cu F = E1 UFEsy, E1NEy =0,
w(E;) > 0sicu PP(Xy € A;,Vt) = 1, Vo € A;, i = 1,2. X se numeste ireductibil <= X nu este
reductibil.

Forma Dirichlet asociata se obtine astfel:

TEOREMA 3.6.5. ([22], pag.23) Pentru (P)i>o semigrup tare continuu p-simetric pe L*(F, ), mar-
kovian, se defineste, pentru f € L?(F, p) functia ¢f(t):
pr(t) =1/t(f = Pf, f), t>0

wr(t) pozitiva cresctoare. Fie
D:=<feL*F li t
{ ( »M)}t{%‘ﬂf()<00}7

E(fvf) :th\n’(l)@f(t)v feD.

Atunci (e,D) este formd Dirichlet. Dacd (L,D(L)) este generatorul infinitezimal al lui (Py):, atunci
D(L) C D, D(L) dens in L*(F, ), iar

(39) €(f,g) = (_[’f’ 9)7 e D(L)v g€D.

"Trecerea” de la forma Dirichlet (g, D) la semigrupul asociat nu este atdt de simpla. Formal U, =
(o — £)71, relatia (3.9) sugerand ca

(3.10) (f,9) = ((a = L)Uaf,g9) = a(Uaf.g) + eUaf,9) = ca(Uaf,9)-

Din (3.10), dandu-se o formé Dirichlet e, din teorema lui Riesz de reprezentare se poate defini U, f.
Se poate verifica simplu ca (U, ), satisface ecuatia rezolvantei si este tare continua, deci, din teorema
Hille- Yoshida (U, ) ) este rezolvanta unui semigroup (P;)q:

TEOREMA 3.6.6. ([22], pag.18) Pentru (¢, D) formd Dirichlet pe L2(F, ) existd atunci un semigrup
markovian de contractii tare continuu p-simetric (Py); pe L*(F, 1), cu generatorul (£, D(L)) si rezolvanta
(Ua)a astfel incdt L si € satisfac (3.9) si

(3.11) e(Uaf.9) +a(f,9) = (f.9), f € L*(F,p), g € D.

Evident teorema 3.6.5 gi teorema 3.6.6 sunt ”inverse una alteia”.

REMARCA 3.6.7. (3.9) permite determinarea procesului corespunzator unei forme prin intermediul
generatorului. De exemplu, pentru forma Dirichlet (f, f) = [ |V f|?, din formula Gauss-Green, pentru

fo9€ C3RY), (—Lf.g) =e(f,9) = [VVg=—[Af, deci L= A.

Asadar, o forma Dirichlet (¢,D) determind un semigrup (P,); pe L?(F, ). Intrebarea este daca el
corespunde la randul lui unui proces Markov "bun”. Daca e regulata se obtine chiar un proces Hunt:

TEOREMA 3.6.8. ([22], Thm.7.2.1) (a) Pentru (g,D) formd Dirichlet requlatd pe L*(F, ), existd un
proces Hunt p-simetric X = (X4,t > 0, P*, x € F') pe F asociat formei .
(b) X este proces de difuzie <= ¢ locald.

REMARCA 3.6.9. Se considerda X = (X;,t > 0, P*, 2 € R?) miscarea browniana pe R%. Daci A C R?
multime polara, atunci
P?(Th < 0) =0, V.
Se obtine un nou proces Hunt Y = (Y, ¢t > 0,Q%,x € R?) prin "inghetarea” lui X pe A. Se noteaza
Q" := P*, z € [A, iar pentru x € A se considerd Q*(X; = x, Vt > 0) = 1. Semigrupurile (PX); si (PY):,
pe L?(R?), sunt identice, deci X si Y au asociati aceeasi form# Dirichlet. Asadar procesul Hunt obtinut
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in 3.6.8 nu e unic in general; deci semigrupurile pe L? sunt obiecte mai putin precise decat procesele. Dar
aceasta este singura problema ce poate apare - a se vedea [[22], Thm. 4.2.7.]. De aceea, in continuare
procesele se vor presupune a avea toate punctele non-polare, deci procesul Hunt va fi determinat unic de
forma Dirichlet €.

Conservativitatea si ireductibilitatea lui € se pot interpreta in termeni de procesul X:

LEMA 3.6.10. ¢ conservativai = P;1 = 1 iar procesul Markov asociat X are "durata de wviata ”
nfinitad.

DEMONSTRATIE. f € D(L) =0 < e(1+Af,1+\f), VA € R, decie(l, f) =0. Deaici (—L1, f) =0,
de unde £1 =0 a.s, deci ;1 = 1. O

LEMA 3.6.11. € dreductibile — X ireductibil.

DEMONSTRATIE. Presupunand X reductibil si ' = A; U Ay o descompunere, atunci P14, = 14,,
deci e (14,,14,) =0. Cum 1 # 14, in L?(F, u) rezulti € nu e ireductibila. O

Unul din fenomenele remarcabile privind formele Dirichlet este acela ca exista echivalenta intre anu-
mite inegalitati de tip Sobolev pentru o forma e si majoranti ai densitatii semigrupului de tranzitie ale
procesului asociat X. Aceste legaturi au fost deduse pentru prima dat& de Varopoulos ([63]); [12] contine
o buna introducere in acest sens (a se vedea si [11] si referintele aferente).

Se spune ca (e, D) satisface o inegalitate de tip Nash <=

(3.12) £V (GUFIB +2(f 1)) = el fI5T°, f e D.

Inegalitatea este foarte greu de verificat in aceasti forma deloc simpld. In situatia clasicii a formei asociate
laplacianului pe R sau o varietate, se poate obtine din inegalitiiti izoperimetrice.

Teorema ce urmeaza contine un prim rezultat de acest tip. Nu se va continua prezentarea acestor
lucruri; legatura mentionata este una remarcabila gi a trebuit punctata macar.

TEOREMA 3.6.12. ([12], Th.2.1) Se considerd (¢, D) formd Dirichlet regulatd conservativa, (Py); semi-
grupul pe L?(F,p) i X = (X;,t > 0, P*,x € F) procesul Hunt asociate cu ¢.

(a) Daca € satisface o inegalitate de tip Nash cu constante ¢, 8, 0, atunci exista ¢’ = (¢, 0) astfel
incat
(313) HPtHl—)oo < Cleétt70/27 t>0.

(b) Dacd (P;): satisface (3.13) cu constantele ¢, §, 0 atunci € satisface o inegalitate de tip Nash cu
constantele ¢’ = " (c,0), 5, 6.

REMARCA 3.6.13. Cazurile considerate cel mai des sunt § = 0 sau § = 1, cautandu-se majoranti
in special pentru ¢ € (0,1]. Pentru § = 0 se poate absorbi €% in constanta c. Acest rezultat produce
majoranti in termeni de proprietdti de contractivitate ale semigrupului (P;);. Dacé (P;); posedd densitate
"bund” p(t, z,y), atunci || P¢||1—0o = sup p(t, x,y), deci (3.13) produce majoranti globali pentru p(t, -, - ).

T,y
3.7. ?Urma” unei forme Dirichlet si procesul Markov asociat

Fie X = (X;,t > 0,P*,x € F) proces Hunt p-simetric pe un spatiu metric local compact cu baza
numarabild (F, i), cu semigrup asociat (P;); si formé Dirichlet regulaté (e, D). Se presupune suplimentar

(3.14) Cap({z}) >0,Vz € F.
De aici = regulat pentru {z} (a se vedea sectiunea 3.5.2), Vz € F, adica
P*(T,=0)=1,z€F.
Deci ([25]) X poseda ”timp local” (z,t)-masurabil (LY, z € F,t > 0) cu

/foXSds =/ f(2) L7 u(dx), f € L*(F, )
/ P

Fie v masurd o-finitd pe F' (de obicei, se mai presupune suplimentar cad v ”"nu incarcd multimi de
capacitate zero”, dar ea este indeplinitd din (3.14)). Fie (A¢); functionald aditivd continud (C.A.F.)
asociata lui v:

At = /qu(dz),

si 7 = inf{s|A, > t} "inversa” lui A. Fie G inchiderea suportului lui v. Fie X, = X,,: atunci, din [9],
pag.212, X = (X;,t > 0, P*,z € G) este si el un proces Hunt. X se numeste urma lui X pe G.
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Se mai considera si urmitoarea ”operatie” pe o forma Dirichlet ¢. Pentru g € L?(G,v) se pune

(3.15) elg,9) = inf{e(f, f) | fic = g}-

Are loc atunci

TEOREMA 3.7.1. ([22], Th.6.2.1) (a) (&, D) formd Dirichlet regulatd pe L*(G,v).
(b) X este proces Hunt v-simetric, cu forma Dirichlet (€, D).

Atunci (2, D) este forma Dirichlet asociatd lui X: & se va numi urma lui e (pe G).

REMARCA 3.7.2. 1. Domeniul D al lui & e format cu acei ¢ pentru care infimumul din (3.15) este finit.
Daca g € D atunci, cum ¢ inchisd, infimumul in (3.15) se atinge (de exemplu, de f). Pentru h functie ce
se anuleazd pe CG, cum (f + Ah)|¢ = g, are loc

e(f, f) <e(f + Ah, f + Ah),

de unde e(f,h) = 0. Deci, pentru f € D(L), si se alege h € D, are loc (—h,Lf) =0, deci Lf =0 a.p.t.
pe CG. Acest calcul sugereazi fatul ca functia minimizanta f din (3.15) este extensia armonica a lui g la
F: adici, solutia problemei Dirichlet f = g pe G, Lf = 0 pe 0G.

2. Se va nota € = Tr(¢|G) urma formei Dirichlet € la G.






CAPITOLUL 4

Forme Dirichlet pe fractali

Se prezinta principalii pasi ai constructiei unei forme Dirichlet pe o S.A.P.C.F. urmandu-se in principal
lucrarea lui J. Kigami Analysis on Fractals ([30], cap.2,3). Subiectul, deja clasic, este netrivial, dar se
bazeaza pe rezultate simple de teoria potentialului in retele electrice finite ([17]-1, [40]-2). El a fost
realizat prin contributia deosebitd a lui J. Kigami ([29]), T. Kumagai ([32]), urméand ideilor exceptionale
"trasate” in articole mai vechi de S. Kusuoka ([33]), M. Fukushima ([21]), Fukushima si Shima ([23])
i Kusuoka si Zhou ([34]). Constructia formei Dirichlet regulate locale pe ”fractal” (S.A.P.C.F. conex4)
depinde de existenta unei forme proprii ireductibile (structurd armonicd) pentru aga numita functie
de renormalizare asociata structurii. Problema existentei, unicitatii, aproximarii sau chiar determinarii
efective a acestor forme proprii este o problema critica, poarta denumirea de renormalizare si face obiectul
capitol al cincelea. Existenta a fost complet rezolvata pe clasa fractalilor F.C. ([35]) si mai general F.C.A.
([20]). Unicitatea a fost rezolvatd complet pe F.C.A. de catre C. Sabot ([59]). Rezultate exceptionale
privind existenta, unicitatea gi aproximarea structurilor armonice pe clasa mai larga a S.A.P.C.F. cu
ipoteze suplimentare de conexiune sau simetrie au fost obtinute de V. Metz ([38]-[46]).

In acest capitol se vor schita agadar etapele constructiei de forme Dirichlet in sensul celor spuse mai
sus, Intai pe sisteme finite remarcabile de puncte ale ”fractalului”, apoi printr-un procedeu de trecere la
limita, sirul formelor Dirichlet finit dimensionale si a operatorilor corespunzatori va ”produce” o forma pe
fractalul propriuzis. Ea se va obtine ca inchidere a sirului de retele finite In raport cu o metrica asa zisa
rezistivd (cazul structurilor armonice regulate) sau macar scufunda in fractal (pentru structuri armonice
neregulate). Deasemenea se prezinta succint constructia proceselor de difuzie asociate (urménd expozitia
din [3]-4,7, cu apel la dualitatea forme Dirichlet - procese, [22] - cap.4,7).

In prima sectiune a acestui capitol se prezintd de catre autor, o moud manierd, mai TiGuroasad, de
introducere a conceptelor necesare punerii problemei renormalizarii: forme Dirichlet, operatori asociati
st matrici de conductantd.

4.1. Forme Dirichlet si laplacieni pe multimi finite

Fie V finita.

4.1.1. Spatiile vectoriale £5(V) si L (V). Se considera spatiul Hilbert (l(V)7 (- )), cu
(.= {f | f:V— R}, (u,v) == Z u(p)v(p), u,v € L(V).
peV

Pentru U C V, se va nota XE =: xv functia caracteristicd a lui U. Pe [(V') se considera baza canonicd
{X1p} = Xp}pev, Xp(q) = 0pq (simbolul Kronecker), V¢ € V, pentru p € V. Oricarui H : [(V) — I(V)
operator liniar ii corespunde in {x,}pev 0 unica matrice notata tot H, H := {Hpg}pqcv € Muw)(R),

cu Hpq := (Hxq, Xp) = (Hxq)(p). Evident (Hu)(p) = Z Hpyqu(q), Vuel(V),VpeV.
q€V
H : (V) — I(V) operator liniar, se va numi simetric <= (Hu,v) = (u, Hv), Yu,v € [(V). In acest
caz matricea asociatd va fi simetricd (Hpq, = Hyp, p £ q € V).

Se considera R-spatiul vectorial L(V) := {H (V) — (V) ’ H operator liniar} si R-subspatiul siu
Leim (V) := {H : (V) — I(V)) | H operator liniar simetric}.
Se mai considera si R-spatiul vectorial
Lo(V) = {s LU(V) x (V) —> R | formé biliniaré Simetricé}.
Intre cele doud spatii se poate defini IT : L (V) — Lo(V), TI(H) := 57, unde 7 este definit prin
(4.1) eg(u,v) = —(u, Hv) = —(Hu,v), u,v € (V).

Se verifica ugor ci aplicatia IT este bine definita, liniard i bijectivd (simetria lui H atrage simetria lui
em, liniaritatea si injectivitatea sunt triviale, din teorema lui Riesz este surjectiva), deci este izomorfism
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de R-spatii vectoriale. (H s-ar fi putut defini de fapt de la £(V') la spatiul formelor biliniare nu neaparat
simetrice )
4.1.2. Conuri de forme in L5(V).
DEFINITIA 4.1.1. Se considerd € € L5(V'). Despre € se va cere sa satisfacd una din axiomele:
e (F.D.1) (Vu el(V ))( (u,u) > 0) (Pozitiv semidefinire);
e (F.D.2) ( (u,u) =0<=u constanta) (Ireductibilitate);
e (F.D.3) (Vu el(V ))( (u,m) < 5(u,u)) (Proprietatea Markov).

(pentru u € I(V), s-a noatat w := 0V (1 Au)).
Axioma (F.D.2) va fi ”spartd” in doua parti (implicatiile ”<" gi 7="):

e (F.D.2) (5(1, 1) = 0) (Conservativitate);
e (F.D.2)" (e(u,u) =0=u constanté) (Ireductibilitate ”"slaba”).
Se considera multimile

FD(V) = {5 € L(V) | satisface (F.D.l),(F.D.2),(F.D.3)},
(FD(V)) = {5 € Ly(V) | satisface (F.D.1),(F.D.2), (F.D.3)},
FD(V) = {s € L(V) | satisface (F.D.l),(F.D.Q)},
(?—5(\/))/ = {a € L(V) | satisface (F.D.1),(F.D.2)’}.

— / —
OBSBRVATIA 4.1.2. Evident FD(V) G (FD(V))' G (FD(V)) Resubconuri in £(V), iar FD(V)
— !
(}"D(V)) R-subconuri in £5(V). Formele € cu (F.D.1) si (F.D.3) se numesc forme Dirichlet pe V.
Elementele lui (FD(V))' se numesc forme Dirichlet conservative pe V; in mod firesc elementele lui
— !
FD(V) se vor numi forme Dirichlet ireductibile; deasemenea, elementele din (]-"D(V)) se vor numi

forme biliniare simetrice, pozitiv semidefinite conservative iar elementele din %(V) se vor numi forme
biliniare simetrice, pozitiv semidefinite ireductibile. Ultimele doua denumiri fiind prea lungi, se vor folosi
mai degraba sintagme de forma ”forma cu (F.D.1), (F.D.2)”, etc.

Se mai poate considera gi axioma (F.D.3)" pentru e € Lo(V):

o (F.D.S)t(Vu € l(V)) (E(E, u) < e(u, u)) (Proprietatea Markov strictd).
Se va nota atunci

(FD(V))' := {g € Lo(V) | H satisface (F.D.l),(F.D.Z),(F.D.3)t},

iar elementele lui (FD(V))" se vor numi forme Dirichlet tare ireductibile.
Evident, aziomele anterioare pot fi definite gi pentru forme definite pe l(V'), cu V infinita!

4.1.3. Conuri de operatori in Lg;,, (V).

DEFINITIA 4.1.3. Se considerd H € L, (V). Despre H se va cere s satisfacd una din axiomele:
o (L.1) (Vu € l(V)) ((Hu,u) < O) (Negativ semidefinire);
o (L.2) (Hu =0<=u constanté) (Ireductibilitate);
o (L.3) (Vp #q¢€ V) (Hpq = (Hxq)(p) > O) (Pozitivitate).

Axioma (L.2) va fi ”spartd” in doud parti (implicatiile <" gi "="):

o (L.2) (Hl = 0) = (Vp € V) ( Z ) (7Suma pe linii = 07);

o (L.2)" (Hu =0=u constanta) (Ireductzbzhtate "slaba”).
Se considera multimile

LAV) = {H € L (V)| H satisface (L.1),(L.2),(L.3)},

(LAV)) = {H € Lyim(V) | H satisface (L.1),(L.2)’, (L.3)},
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LAV) = {H € Lyim(V) | H satisface (L.l),(L.Q)},
—_— !

(EA(V)) — {H € Laim (V)| H satisface (L.1),(L.2)’}.

OBSERVATIA 4.1.4. Evident LA(V) G (LA(V))' S (Z](V)) R-subconuri in Ly, (V), tar LA(V) G
— !/
(L'.A(V)) R-subconuri in Lg;, (V). Elementele lui LA(V) se vor numi Laplacieni pe V; deasemenea,

elementele din Z\.Zl( V) se vor numi Laplaciem' generalizati pe V.
Se mai poate considera si axioma (L.3)" pentru H € Ly (V):

o (L.3) (Vp #qe€ V) ( g = (Hxq)(p) > O) (Pozitivitate strictd).
Se va nota atunci

(LAV)) = {H € Loim(V) | H satisface (L.l),(L.Q),(L.3)t},

iar clementele lui (LA(V))" se vor numi Laplacieni tare ireductibili.

4.1.4. Matrici de conductanta si retele. Urmatoarele notiuni au legatura cu teoria potentialului
pe grafuri (sau retele electrice) finite.

DEFINITIA 4.1.5. Pentru V finita, ¢ : V x V — R (L.e. matricea C = (cpg), .y € My )(R)), cu
proprietatile

e (C.0) (Vp, qE€ V) (cpq = c¢(p,q) = c(q,p) = cqp) (Simetrie),
e (C.2) (Vp S V) (cpp =c(p,p) = 0) (707 pe diagonald),
e (C.3) (Vp #q€ V) (cpq =c(p,q) > 0) (Pozitivitate),

se numeste conductantd pe V (sau matrice de conductantd pe V); cuplul N := (V,¢) se numeste refea
(electricd rezistiva finitd). N poate fi privit cu ajutorul grafului I'y := (V, E), E := {{p,q} C V| c(p,q) >
0}. Multimea tuturor matricelor de conductantd pe V se noteazid M ona(V).

N := (V, ¢) se numeste conexd (sau conductanta ¢ se numeste ireductibild) <= graful Iy este conex.
Multimea tuturor matricelor de conductanta ireductibile se noteaza M (V).

N := (V,c¢) se numeste tare conexd (sau conductanta ¢ se numeste tare ireductibild) <= graful 'y

este tare conex. Mul{imea tuturor matricelor de conductanta tare ireductibile se noteaza M% (V).

4.1.5. Corespondente intre conuri de operatori in L, (V), conuri de forme in £Lo(V) si
matrici de conductanti. In principiu existd o corespondenti perfects intre axiomele (F.D.) si cele (L.),
adica (F.D.1)«—(L.1), (F.D.2)" «— (L.2)", (F.D.2)" «— (L.2)"; deasemenea, are loc corespondenta
(F.D.1)+(F.D.2)' +(F.D.3)—(L.1)+(L.2) +(L.3).

Trebuie remarcat ntai faptul ca pentru H € Lgim(V) cu (L.2), din (4.1) rezulta

(4.2) en(u,v) == —(u, Hv) Z Hypq(u(p) — u(q))(v(p) — v(q)), u,v € V),
p,qEV
evident g (Xp, Xq) = —(Xps HXq) = —Hpqg, §i
(4.3) ep(u,u) = —(u, Hu) Z —u(q))?, u e l(V).
pqEV

Intr-adevar, din (L.2)’ rezultd —H,, = Z H,,, deci

(u, Hv) Z Z Hpqu(p) Z Hppu(p)o(p) = > > Hpqu(p)

P q#p
(4.4) _Z%:Hmupvp Zngqupvq =
:% DY Hyg(ulp) — u(@)(v(p) — v(a)) = e (u,v), u,0 € (V).
P q#p

Aplicatia II, izomorfism de R-spatii vectoriale (de la L, (V) la Lo2(V)), restric-tionata la subconurile
corespunzatoare lui Lg;m (V'), va fi izomorfism cu subconurile corespunzatoare lui Lo(V):

PROPOZITIA 4.1.6. TI <(EZ(V))'> - (%(V))'; T ((LA(V))) = (FD(V)); T1 (EZ(V)) = FD(V);
I (LA(V)) = FD(V).
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DEMONSTRATIE. Pentru H € Ly, (V) cu (L.1), eg(u,u) = —(u,Hu) > 0, Vu € [(V), adicd ey
are (F.D.1). Pentru e € Lo(V) cu (F.D.1), din II surjectivdi 3H € Lgn(V), cu e = eg. Atunci
(Hu,u) = —e(u,u) <0, Vu € l[(V), deci H are (L.1).

Pentru H € L (V) cu (L.2), eg(1,1) = —(1, H1) = 0, adicd ey are (F.D.2)". Pentru ¢ € L2(V) cu
(F.D.2)’, din I surjectivi 3H € Ly (V), cu e = ey. Atunci (H1,1) = —¢(1,1) = 0, de unde H1 = 0,
deci H are (L.2)".

Pentru H € Ly (V) cu (L.2)", daci eg(u,u) = 0, atunci (u, Hu) = 0, deci Hu = 0, de unde, cu
(L.2)", u =ct., adica ey are (F.D.2)". Pentru e € L5(V) cu (F.D.2)", din IT surjectivi 3H € Ly (V),
cu e = epg. Atunci dacd Hu = 0, atunci ez (u, u) = 0 de unde, cu (F.D.2)"” u =ct., deci H are (L.2)".

Pentru H € E%m( ) cu (L.2) +(L.3), rezulti ey (7, @) < ep(u,u), Yu € I(V) (pt. ci [T(p) — a(q)| <
ulp) = ula) Hg = 0, p# 5 ) = 5 Hygulp) ), dec 2 v (FD.5),

#q€

Daci H € Ly (V) cu (L.1)+(L.2)" + —(L 3) tunm eg are (F.D.1) i 3p # q cu Hy, < 0. Se poate

presupune H,, = —1. Se considera v € (V) cu u(p ) =z, u(q) =: y si u(a) =: z, Va € V\{p,q}.

Atunci eg(u,u) = alz — 2)2 + By — 2)* — (z — ) =2 Y Hpa, B:=3% > Hg. Din (F.D.1)
a#p,q a#p,q

pentru ey, rezultd o, 3 > 0. Pentruz =1,y <0, 2 =0, eg(u,u) = a — 1+ 2y + (8 — 1)y?, de unde

ey (@, w) = a — 1. Pentru |y| foarte mic are loc eg(u,u) < eg(w,u), deci ey nu are (F.D.3); in final ey e

u (F.D.1)+(F.D.2) + =(F.D.3). Deci (F.D.1)+(F.D.2)"+(F.D.3)—(L.1)+(L.2) +(L.3). O
—-(1+¢) 1 €
OBSERVATIA 4.1.7. 1) Pentru H := 1 -2 1 cep(u,u) = (x—y)? + (y—2)* +
€ 1 —(1+4¢)

ex—2)=X2+Y2+e(X+Y)2=(1+2)(X2+Y?) —e(X - Y)2, (z:=ulp1), y .= u(p2), z := u(ps),
X=zx—y, Y:i=y—2).

Se vede ugor ca pentru € > —1/2, ey satisface (F.D.1), (F.D.2) (<= H satisface (L.1), (L.2)), iar
pentru € > 0, e satisface (F.D.1), (F.D.2), (F.D.3) (<= H satisface (L.1), (L.2), (L.3)).

Deasemenea, existd o corespondentd bijectivi triviald ig intre multimea M onq(V) si (LA(V)) (data

de i ((Hpq)p qEV) = (Cpq)p,gev, unde (cp q)p,qev matricea de conductantd obtinutd punénd 0 pe diag-

onald si in rest se copiaza intrarile din matricea operatorului H); deci, cu 4.1.6 M onq(V) se va afla in
bijectie si cu (DF(V)) prin Z := I 0 iy. Corespondenta bijectivd intre M ong(V) si (FD(V))’, anume
E: Meona(V) — (FD(V))', E(c) =: ., va fi dati de (4.4):

(45) celw) = 5 3 (o) — u@)(0(p) ~ v(@)e(p, ), w0 € UV),

p,qeV

iar operatorul H, :=II"!(e.) = II7}(Z(c)) asociat lui ¢ va fi dat de

(4.6) He(u)(p) =) (ulg) = u(p))e(p,q), u € V), p € V.

qeVv

Matricea de conductanti ¢ = Z~1(e) se va recupera din ¢, sau H = II-!(¢) prin

€(X(17Xp) = 7H(p7 Q) = 7Hpq = *C(p7 Q)a

e(poXp) = —H(p,p) = ¢(p) :== Y _ c(p,q),p,q €V, p # q.
qeV

Deasemenea, se poate verifica usor ci exista bijectie (tot prin ig, II §i £ = Il 0 ig) intre M’ _,(V),
LA(V) i FD(V), adica intre matrici de conductanta ireductibile, laplacieni si forme Dirichlet ireductibile.
Analog pentru tare ireductibilitate.

OBSERVATIA 4.1.8. Pentru H € ZZ(V), (V, H) se numeste retea electricd rezistiva. Pt. p,q € V,
Tpq i= H,' are semnificatia rezistentei unui rezistor atasat la nodurile p, q. Functia v € I(V) are
semnificatia unui potential electric atagat fiecarui nod p, ca si cum s-ar fi conectat la fiecare nod p cate o
baterie cu” +” lap si” —” la pamant. Pentru un astfel de potential v, curentul ¢, , dintre p si ¢ este dat
de iy = Hpg(v(p) — v(q)), iar curentul total de la un terminal p la pamant are valoarea i(p) = (Hv)(p).

4.1.6. Principiul lui Dirichlet si principiul de minim. Problema Dirichlet discreta. I.

— ! — /
Pentru H € (E.A(V)) sieg € (FD(V)) functioneazd urmaétorul principiu:

— I
PROPOZITIA 4.1.9. (Principiul lui Dirichlet)([44]-2.2) Pentru U GV, V finitd, H € (ﬁA(V)) §i

u € I(U), atunci h minimizeazd {ep(v,v)|v € [(V), vy = u} <= (Hh)y\v = 0 (adica h armonica pe
VA\U). De aici eg(h,w) =0, Vw € [(V) cu w;y = 0.
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El se deduce scriind
eg(h+Xov—h),h+Av—"h))=cu(h,h) + eg(v—h,v—h)+2 ey (v —h,h)
pentru v € [(V) cu vy = u si tindnd cont ca ey (v — h,h) = —(Hh,v — h) si eg pozitiv definita.
I1. Pentru ¢ € Mpna(V) conductanta si H € (LA(V))', e € (FD(V))" operatorul si forma asociate

via corespondentele bijective anuntate, din (4.6) se poate deduce urmatoarea proprietate de medie:

PRrROPOZITIA 4.1.10. (Proprietatea de medie)([40]-2.2) Pentru ¢ matrice de conductantd si p € V
neizolat, are loc

Cc\p,q
(Vu € l(V)) (Hu(p) =0<= u(p) = Z u(q) ( )>
qeV
Variante corespunzatoare pentru 7<” g1 7>7.

ITII. Cu aceasta se poate deduce (a se vedea [44]-pag.7, [17]-pag.7-8) urmatorul Principiu de minim,
prezentat cu doua ”variante”:

PropozZITIA 4.1.11. (Principiul de minim)([40]-2.4, [44]-2.3) A. Fie (V,c) retea conexd, H si €
operatorul gi forma asociate, U C V. Daca h superarmonicd pe V\U (i.e. Hh(p) < 0, Vp € V\U),
atunci h isi atinge minimul pe U. Dacd tn plus h nu e constantd pe multimea vecinilor elemntelor lui
VAU si VAU conezd, atunci h isi atinge minimul doar pe U.

B. Fie e € FD(V), ¢ st H matricea de conductantd si operatorul asociat, U C V. Dacd h superar-
monicd pe VAU st h > 0 pe U, atunci h > 0 pe V.. Dacad in plus h e strict pozitiva intr-un punct din U
vecin cu elemente din V\U si ejy\y € FD(V\U), atunci h > 0 pe V\U.

In demonstratie se tine cont in mod esential de conexiune: alegand p € V unde v isi atinge minimul
i presupunand p € V\U, din conexiune ¢(p) > 0 si 4.1.10 plus Hu(p) < 0 pe V\U implicd u(p) >
> u(q) cifs)7 deci u(q) = u(p) pentru toti ¢ vecini ai lui p in graful asociat lui ¢, etc.
qeV

Pentru u € I(V), U C V, o functie v € {(V) armonica pe V\U (Hv = 0 pe V\U) cu vy = ujy se
numeste solutie a problemei Dirichlet pe V', cu valori la frontiera u pe U.

Din Principiul de minim (4.1.11-A) rezultd imediat

CONSECINTA 4.1.12. (Unicitatea solutiei problemei Dirichlet)([40]-2.5) Fie (V,¢) retea conexa, H si
e operatorul §i forma asociate, U C 'V giu € (V). Atunci existd o unicd functie v € [(V'), solutie a
problemei Dirichlet pe V', cu valori la frontierd u pe U.

Unica solutie a problemei Dirichlet pe V' cu valori la frontiera v pe U se noteaza H7‘j\U sau, mai simplu
h(u); deci se poate defini h := Hy\p = Hy\ = 'H‘If\U (V) — I(V), sau chiar h = Hy\p : I(U) —
I(V) si se numeste nucleul armonic pe V\U asociat lui H (sau lui ). Din principiul lui Dirichlet 4.1.9 si
4.1.12 rezulta ca

pentru V' conexd si w € I(V) (sau doar u € [(U)) h(u) este unica functie din I(V') care minimizeazd
aplicatia (v — ep(v,v)) pe multimea {v el(V) ‘ vy = u|U}. Unicitatea functiei minimizante se poate
obtine si altfel, dintr-o cunoscuta teorema de minimizare a distantelor intre multimi convexe si inchise
pe spatii Hilbert ([58]-Th12.3).

— /
OBSERVATIA 4.1.13. Tot referitor la 4.1.9, se mai poate spune ca, pentru H € (ﬁA(V)) (deci

—_— !/
EH € (fD(V)) ), deoarece Kerer poate contine mai multe functii decat constantele (a se vedea 4.1.14),

prin aplicarea aceleiasi teoreme de minimizare ([58]-Th12.3) pe spatiul Hilbert (Z(V)|K ,5H> se va
ere g

obtine un element A(u) minimizant al lui (v — e (v,v)) pe multimea {v € [(V) | vy = u} nu neaparat
unic. Se poate Insa considera ci acesta este unic, ludndu-se cel de norma minima. Asadar, se poate defini

nucleul armonic Hy\y asociat si unui H € (Z\.Z(V))/ (sau €€ (ﬁ(V))/)

Pentru U C V, H € (LA(V))" se noteazd HY := My HIT; : [(U) — 1(U), unde My : (V) — 1(U)
este "proiectia pe U”, adica (Ilyv)(p) := vy (p), Vp € U, iar II}; adjunctul sau. Daca po € V nod fixat
(numit nod de referintd), se noteazi HO := HY \{Po},

Utilizand principiul de minim 4.1.11-A si descompunerea (V) = [(V\{po}) ® KerH pentru un py € V
bine ales, se poate demonstra simplu (a se vedea ([40]-3.1))

PROPOZITIA 4.1.14. Pentru (V,c) retea electricd, H si € operatorul si forma asociate, urmdtoarele
afirmatii sunt echivalente:

(1) V' conexd;
(2) e forma Dirichlet ireductibild;
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(3) H laplacian ireductibil (KerH =R - xv );
(4) YU c V, HY inversabil;
(5) HY inversabil.

Se poate demonstra chiar si pentru H € ZZ(V) cad HY inversabil (!) (a se vedea 4.1.16).

Pentru V conexa, U ; V, din 4.1.14 rezultd HY inversabil. Functia GV := (—HY)~! se numeste
functia Green a lui H pe U. Se mai noteazd cu G functia Green asociata lui H pe V\{po}, po nod de
referintd fixat. Se poate deduce cu 4.1.14 (pentru demonstratie a se vedea ([40]-3.3)):

ProPOZITIA 4.1.15. Pentru V' retea conexa, H operatorul asociat, U ; V, po € U nod de referinta,
are loc
(a) Gy = I (poy G () inveErsabil;

() U (1 (Go)™F = Tl oy oI g5
(¢) (Hy)®) = ~(Go) .

Discutia despre functii Green se va relua in sectiunea 4.9.

4.1.7. Restrictia ("urma”) formelor si operatorilor asociati. Este extrem de important, pen-
tru U g V, V finita, sa se "descompuna” o forma e sau operatorul asociat de pe V relativ la U si sa se
gaseasca o modalitate de a restrictiona forma la U cu ”pastrarea energiei”.

Echivalent, in teoria retelelor electrice, doua retele N = (V,c¢) si Ny = (U,cy), U C V se numesc
electric echivalente <= ele nu se pot distinge aplicand voltaje pe nodurile lui U gi masurand curentii
rezultati pe U. Daca se noteaza H, [H]y operatorii si 57, €[5, formele asociate lui N si Ny, iar Hy\y
nucleul armonic al lui H pe V\U, din legile lui Kirchhoff, echivalenta electrica devine IIf; HHy\ yu = [H]y,
u € l(U) (a se vedea [37], pag.23). Pentru forme are loc

ey (wu) = (=[Hlow,u)y = (~HHy\wu, xgu),, = (~HH v, x(pHnou)
= - Z HHy\vu(p)yHou(p) = ea (Hinou, Hinou) .
peU

Din principiul lui Dirichlet rezulta
)y (W, u) = em (HV\UU,HV\UU) = inf {EH(U,'U) |v cel(V), vy = u} .
De aici se deduce urmatoarea teorema, ce contine gi forma efectiva a operatorului [H]y asociat retelei

"reduse”, obtinuta prin eliminarea varfurilor V\U (formula poate fi verificata prin calcul sau se foloseste
[2]-Th.6):

TEOREMA 4.1.16. ([30]-2.1.5,2.1.6) Pentru U GV, V finitd, H € Lyim(V), se considera T := TV :=

HY =y HI, : 1(U) — 1(U), J :==JY ;= O\ HI, : (U) — I(V\U), X := XV := y\g HITY, ;-
t __
{V\U) — I(V\U); deci H = ( ?; § > Se presupune H € LA(V). Atunci

a) X = Xy negativ definit, deci 3X ' iar
e (u,u) = ex(ug + X Jug,ur + X Jug) 4+ ep_yex -1 (uo, ug),
Vu e (V) (unde ug := ujy, ur := up\v);
b) (\m c l(U)) <H!h(u) c l(V)) (h(u)|U =, h(u) gy = —X‘lju) cu
er—yix-1(u,u) = ex(h(u), h(u)) = min{ey (v,v) |v € U(V), vy = u}.
Atunci h : ((U) — (V) liniar injectiv, Pyy : LAV) — LA(U), Pyy(H) =T — J'X1J bine definit
si Pyu(LA(V)) C LAU).

Py (H) se mai noteaza [H|y si se numeste restrictia lui H la U (d.p.d.v. electric). Operatorul

- - —(14¢) 1 ¢
Pyy : LAV) — LA(V) nu este injectiv (de exemplu pentru H, := 1 -1 0 |, [H]y =
€ 0 —¢

1 -1
U\U = u.

Urmatoarea variantd a Principiului de minim (pentru H € LA(V)) este des utilizata:

LEMA 4.1.17. ([44]-2.3, [30]-2.1.7) a) PentruU GV, V finita, H € LA(V), daciv € I(V) cuvjy >0
i (Hv)y\v <0, atunciv >0 pe V.

b) Pt. pe V\U, U, :={q € U|3p1,p2,---,0m € V\U, 01 = p, Hp,p, >0, ..., Hp _,p. >0, H, ,>
0} si (Hv)jy\v = 0, atunci

( - >) Pentru H € Z\;l(V)7 h(u) este unica solutie a ”problemei Dirichlet” (Hv)y\y = 0,

i < < VpeV\U.
Inin u(q) < u(p) < ggﬁg}fu(q), peV\
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FIGURA 4.1. Transformarea A —Y

Mai mult, u(p) = maxu(q) <= ujy, =ct.
qeU, P

4.1.8. Rezistenta efectiva. Rezistenta efectiva intre doua puncte p, ¢ € V joaca un rol funda-
mental pentru introducerea conceptului de retele electrice echivalente. Pentru V finita si H € LA(V), p,
q €V, p # q, rezistenta efectiva intre p si q relativ la H este data de

Ry (p,q) = (min{eg(u,u) | v € l(V), u(p) = 1,u(q) =0})~
Pentru p = ¢ € V, se pune Ry (p,p) = 0.
Ry(-, ) se dovedeste a fi o metrica pe V daca H € LA(V). Pentru a proba acest fapt este nevoie

1

de notiunea de retele electrice echivalente, sau compatibile: pentru Vi C V5 finite si H; € Z;l(Vl),
Hy € LA(V,), atunci (Vi,Hy) < (Vo,Hs) < Vi C Vo si [HQ]V1 = H; ([30]-2.1.10). Se poate deduce
atunci:

ProprozITIA 4.1.18. (130]-2.1.11) (V4, H1) < (Va, H2) = Ry, (p,q) = Ru,(p,q), Vp,q € V1.

Are loc si o reciproca acestui rezultat, dar doar pentru H; € LA(V;), i = 1,2, unde se foloseste in
mod fundamental (L.3) pentru H;:

TEOREMA 4.1.19. ([30]-2.1.12, 2.1.13) 1) Hi € LA(V), i =1,2 —>
Hy = Hy <= Ry, (p,q) = R, (p,q), Vp.q € V;
2) Hi € LAV, i=1,2 =
(Vi, Hy) < (Va, Hy) <= Ry, (p,q) = Ru,(p,q), Vp, g € V1.
1) se demonstreazd prin inductie dupd #(V), V := {p1,...,pn}, scriind Dj := [H1]y,, D5 := [Ha]y,,
Vi:=V\{pi}, i =1,...,n, etc., iar 2) e o consecintd imediata a lui 1).

Urmatoarele leme sunt extrem de utile in studiul retelelor electrice echivalente, fiind consecinte ale
formulei generale din 4.1.16:

LEMA 4.1.20. (Transformarea A —Y )([30]-2.1.15, [3]-4.24) Pt. U = {P1, P2, P3}, V = {Po} U U,
H = (Hp,p,), ;13 € (LAU))" (adici cu Hp,p, >0, Vi #j) si H' = (Hp,p)), ;g5 € LA(V), atunci

[H'y =H<=V0<i<j<3 Hpp =R;' i=0siHpp =0,i#0,
Rinik

unde R = ————L~ %
Rij + Rji, + Ry

;Za]7k:132a3; Z7£J7ék7éz’ R;1 = H1;7113]

Forma de mai sus respecta notatiile din teoria retelelor electrice. Pentru o maniera mai simpla a se
vedea figura 4.1, pentru care au loc formulele:

e A—Y: bl = (alag + asas +CL30,1)/CLZ‘, 1= 1,2,3;
oY — A: a; = b2b3/(b1 + b2 + bg), as = blbg/(bl + b2 + b3), az = b1b2/(b1 + b2 + b3)

LEMA 4.1.21. (Transformarea X — X)([37]-pag.317) Pt. U = {a1,a2,a3,a4}, V := U U {as}, D =
(dij); j—15 € LAV) cudis > 0, i = 1,4, dij = 0, pentru j # 5, rezulta [Dly = C = (¢ij); j—77 €
. 4
(EA(U))M, Cu Cij = di5dj5/ <Z dk5), 1<q <j <4 (ﬁgum 42—(1))
k=1

LEMA 4.1.22. (Transformarea X —|)([37]) Pt. U = {a1,a3,a5}, V := UU{az,as}, D = (dij), j_15 €
LAV) cudis >0, i = 1,4, dj = 0, pentru j # 5, rezultd [D]y = C = (¢ij)ijeq1,35 € LAU), cu
cis = dis, i € {1,3}, c13 =0 (figura 4.2-(2)).

Transformarea A — Y se utilizeaza si pentru a proba axioma triunghiului pentru a demonstra

ProprozITIA 4.1.23. ([30]-2.1.14) Ru(-, -) metricd pe V daca H € LA(V).
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FIGURA 4.2. Transformarea X — X

Deasemenea in demonstratia faptului ca Ry e metricd intervine in mod fundamental 4.1.19-2).

Daca H € ZZ((V) doar, atunci Ry nu mai e neaparat metricd. De exemplu, V' = {p1,p2,ps3,ps},
Hpp, = 1, (i,§) # (1,4), Hpp, = —&, (i,7) = (1,4), € > 0; pt. e suficient de mic, H € LA(V) si Ry
metrica pe V (altfel nu).

Pentru H € LA(V) se poate deduce totusi

PrOPOZITIA 4.1.24. ([30]-2.1.18) /Ry (-, -)) este metricd pe V.

Acest fapt rezulta din:
PROPOZITIA 4.1.25. ([30]-2.1.16, 2.1.17) Pentru V finitd, H € LA(V), p, €V, p #q,

u(p) — u(q)[?

Ry (p,q) = max{ ey ()

|luel(V), eg(u,u) # O} ,

de unde

lu(p) — u(q)|* < Ru(p, q)er(u,u), Yu € I(V), p,g € V.

4.2. Siruri de forme si operatori asociati

4.2.1. Forme asociate sgirurilor de retele electrice. Rezistenta efectiva. Pentru a putea
construi pe fractali forme gi operatori cu proprietati "bune” este necesar un ”procedeu” de "trecere la
limitd”. In continuare se vor discuta limite de retele electrice pe multimi finite ce satisfac in plus o
conditie de ”legatura”:

DEFINITIA 4.2.1. 1) Se considerda S := {(Vin, Him)},,>( sir de retele electrice (V,, finite si H,, €
2.71( Vin), Ym > 0). 8 == {(Vin, Hn)},, 5o se numeste sir compatibil de retele elctrice <= (Vi, Hp) <
m >0

(Vm+1,Hm+1) (<:> Vi C Vm+1 §1 [Hm+1] = =H,, Ym > 0)
2) Pentru § := {(Vin, Hyn) },,,5 sir compatibil de re‘gele elctrice, se definegte Vi := |J Vi Din 4.1.16
— m>0
em, (uy,wy,) = min{en, ., (0,0) [vE Vi), vy, =uy,}
< €Hpt1 (U\Vm+1’u|Vm+1) )
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deci, se poate defini

F(S) = {u el(Vi)

sup €q,, (u‘vm,u‘vm) < oo} ,
m>0

es(u,v) == SI;%EHM (up,,up, ), u,v € F(S),
m=

RS(p7q) = RHm(paQ)a D, q € Vin C Vs

Rs este bine definita (teorema 4.1.19), iar

(E8) vy xi(Vin) = EHums (BS)ev)xivin) = R m 2 0.

Pentru S := {(V,,, Hm)}m20 sir compatibil de retele elctrice se poate verifica usor ca [Hyly, = Hp,
n >m. Din 4.1.16 pentru U :=V,,,, V :=V,,, u € I(V,;,) =

e, (w,u) =g, (hn,m(w), hnm(w)) = min {5Hn (v,v)[vel(Va), vy, = u} .

Deasemenea, pentru u € [(Vi,,), are loc hpi1m(w)v,, = v = hnm(W)v,,, Pmi2met(hmiim(uw) =
P y2,m(w), de unde Ny i1, (w)y, = hnm(w), Y1 > m. Asadar, pentru m > 0 fixat si u € I(V},), se poate
defini A, (u) € [(Vi) prin Ay, (u))v, = hnm(u), n > m, si are loc
en,, (u,u) = sup g, (hm(u)‘vn,hm(u)‘vn) = es(hm(u), hpym(u)) < oco.
n>m

Adica este adevarata

LEMA 4.2.2. ([30]-2.2.2) Pentru S := {(Vin, Hp)},,,50 $ir compatibil de retele electrice sim > 0 fivat
— (Fh 1Vi) — F(8)) (Vu € 1V)
o hy(u)y,, = u;
e cp,, (u,u) = es(hm (1), b (1)) = min {es(v,v)|v € F(S),v)v,, = u};
o Ny (u) unicul punct de minim al aplicatiei (v — es(v,v)) pe multimea {v € F(S) |vpy,, =u}.
Unicitatea lui h,,(u) rezultd din aceeasi teorema de minimizare pe spatii Hilbert ([58]-Th12.3). Din
comentariile de dupa 4.1.16, rezulta ca pentru m > 0 fixat si u € I[(V;;,) fixata, h,,(u) este unica solutie a
sistemului (H,vn)|v,\v,, = 0, n >m, vy, =u (v € [(Vi), vp := v}y, ). Deasemenea hy, : I(V;,,) — F(S)
injectiva, deci se poate identifica I[(V,,) = b, (1(Vin)) C F(S); se poate scrie atunci e, (u,u) = es(u,u),
pentru u € [(Vy,) C F(S).
Principiul de minim (4.1.17) aplicat lui U = V,,,, V = V,,, n > m, conduce la Principiul de minim
pentru retele electrice:

LEMA 4.2.3. ([30]-2.2.3) S := {(Vn,Hn)}nZO sir compatibil de retele electrice cu Hy, € LA(V,), n >0
sivel(Vi), m>0cu(Hyon)v,\v,, =0,n>m (v, :=vy, ) = Iél‘l/n v(q) <wv(p) < max v(q), Vp € V.
qcVm qcVm

4.2.2. Metricile Rs si R§/2 si spatiul Hilbert (F(S).,Es). Pentru S := {(Va, Hn) b5 sir

compatibil de retele electrice, 4.1.24 asigura fatul ca R}{/j metrica pe V,,, Vm, iar daca, in plus, H,, €

LA(V,), Vm, Ry, metrici pe Vi, Ym. De aici si din modul de definire a lui Rg rezulti:
ProproziTiA 4.2.4. ([30]-2.2.4) S := {(Vin, Hm)},,50 $ir compatibil de retele electrice =

(1) Ré/2 metrica pe Vi;
(2) Rs metricd pe Vi daca H,, € LA(V,,), Vm.

Utilizand 4.1.25 pentru V = V,,,, H = H,, si definitia lui Rs, se poate obtine simplu un analog si
pentru Rg:

PrOPOZITIA 4.2.5. ([30]-2.2.5) Pentru S = {(Vin, Him)},5o §i compatibil de retele electrice, p,
g€V, p#4, -

Rs(p,q) = (min{es(u,u)|ue F(S), ulp) =1,u(q) =0}) " =
= Inax M u .
= a { e () |u e F(S), es(u, )740}

De aici
|u(p) - u(q)|2 < RS(p7 Q)€S(ua u)ﬂ Vue ‘7:(8)7 p,q € V*7

deci F(S) C C(V*,R}S/ %) (clasa functiilor continue relativ la metrica R‘ls/ %). Mai mult, din definitia
lui F(S) si es = es € La(Vi) (de fapt form& biliniara simetricd pe F(S)), pozitiv semidefinitd, cu
es(u,u) = 0 <= u =ct. pe Vi. Factorizand F(S) relativ la functiile constante, se poate demonstra ca
(F(S)|~,Es) este spatiu Hilbert, observand c& (F(S)|~,€s) ~ (Fp,es) (izomorfism izometric), F, :=
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{u € F(S)|u(p) =0}, p € Vi. Demonstratia faptului cd (F,,es) este spatiu Hilbert se bazeazi pe faptul
ca convergenta In €s implica convergenta punctuala.
Astfel, are loc

TEOREMA 4.2.6. ([30]-2.2.6) S := {(Vin, Hy)},,50 sir compatibil de retele electrice =

(1) F(S) € C(Va, RY®);

(2) es forma biliniara simetrica pe F(S), pozitiv semidefinitd, cu es(u,u) = 0 <= u =ct. pe Vi
(adicd satisface (F.D.1), (F.D.2));

(3) Pentru u, v € F(S), se defineste u ~ v <= u —v =ct. pe Vi; "~" relatie de echivalentd pe
F(S), &s : F(S)|w X F(8)j» — R, Es(u,u) := es(u,u) bine definita si (F(S)|~,Es) spatiu
Hilbert;

(4) Daca in plus Hy,, € LA(Vy), m > 0, atunci u € F(S) = uw =0V (uAl) € F(S) si
es(w,w) < es(u,u) (adicd es satisface (F.D.3)).

4.3. Forme rezistive si metrici rezistive

4.3.1. Forme rezistive si metrici rezistive. Proprietatile pe care le indeplinesc €s $t Rs conduc,
prin abstractizare, la notiunile de forma rezistivd si metrica rezistiva:
DEFINITIA 4.3.1. ([30]-2.3.1) Fie X # (). Atunci (e, F) se numeste formd rezistivd pe X <=
e (F.R.1)
— F C I(X) R-subspatiu vectorial, F contine constantele;
— e: F x F — R form4 biliniard simetricd pe F, pozitiv semidefinita, cu e(u,u) = 0 <
u =ct. pe X;
e (F.R.2) Daca pentru u, v € F, se defineste u ~ v <= u — v =ct. pe X, atunci (ﬂw,g) spatiu
Hilbert;

o (F.R.3) (vv cX ﬁnité) (w c Z(V)) (Elu c ]-') <u|V - v);
[u(p) —u(@)

e (F.R.4) (vp,qEX) SUP{ e(u,u)

‘ue]—',a(u,u)>0}<oo ;

o (F.R.5) (vu e ]—') (u =0V (uA1) € F,e(@,m) < E(u,u)).

Se considera multimile

FR(X) := {(5,.7—") | (e, F) satisface (F.R.l)—(R.F.E))},
FR(X) := {(5,?) | (e, F) satisface (F.R.l)—(F.RA)}.

Pentru V' finita, evident (g,i(V)) € JT-'TQ(V) <~ ¢ € ]?ZS(V), respectiv (¢,1(V)) € FR(V) <
e € FD(V).

Pentru § := {(V;n, Hn)},,>( sir compatibil de retele electrice, (e5, F(S)) € ﬁB(V*), iar daca in plus
H,, € LA(V,,),Vm,atunci (s, F(S)) € FR(V,) (F.R.1), (F.R.2) si (F.R.5) rezulta din 4.2.6-(2),(3),(4),
(F.R.3) este verificata cu 4.2.2, iar (R.F.4) din 4.2.5).

DEFINITIA 4.3.2. ([30]-2.3.2) Fie X # (. Atunci R: X x X — R, se numeste metricd rezistivd pe
X (vv cX ﬁnité) (3 Hy € EA(V)) <RWW - RHV>.

Se considera multimile

MR(X) = {R : X x X — Ry | R metrici rezistiva pe X}7

R:X x X — Ry | (YV C X finita) (IHy € LA(V))

m(X) = \
<R|va =Rpg, siVi CVo CV = [Hy,| = HV1>

Din 4.1.19 rezultda MR(X) C .//\_/1\7/?,(X)

Dacd R € MR(X), atunci R metricd pe X (4.1.23), iar pentru R € m(X) rezulta ca R'/2 metrica
pe X (4.1.24), R nemaifiind neaparat.

Evident, pentru V finitd, B € MR(V) (respectiv B € MR(V)) < IH € LA(V) (respectiv
dH € LA(V)) cu R = Ry.

Din 4.1.18 rezulta usor

PropozITiA 4.3.3. ([30]-2.3.3) S := {(Vin, Hin)},,50 $ir compatibil de retele electrice = Rs €
/TA\T?,(V*) Dacd, in plus, H,, € ﬂ(vm), m >0, atunci Rs € MR(V,).
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Pentru (¢, F) € ﬁQ(XL se considera V C X finita, p € V fixat i FP := {u € .7:|uv\{p}50}. Din
(F.R.3) si (F.R.2) FP nevida si (FP?,¢) spatiu Hilbert, iar din (F.R.4) &, : 7 — R continua, deci
3lgP € FP cue(gP,u) = u(p). Pentru u € I(V) se va nota hy (u) := 3 u(p)y, , unde ¢ := g?/g”(p);

peV
se verifica ugor cd hy (u) are proprietatile date de lema urmaétoare (agadar, existd un analog al lui 4.2.2
pentru forme rezistive):

LEMA 4.3.4. ([30]-2.9.5) (=, F) € FR(X) = (vv c X ﬁnitd) (3 hy (V) — ]—‘) (\m € z(V))

L] hv(u)|v = Uy

eV (u,u) := min {E(U,v) |v e Fooy = u} = e(hy (u), hy(u));

hy (u) unicul punct de minim al aplicatiei (v — e(v,v)) pe multimea {v eF ‘ vy = u};
eV e FD(V).

Mai mult, daci (¢, F) € FR(X) = (vv c X ﬁm’td) (aV c fT)(V)).

4.3.2. Corespondenta biunivoci FR(X) = W(X) Uzand de 4.3.4 se poate deduce c& oricdres
forme rezistive i se asociaza o metrica rezistiva:

TEOREMA 4.3.5. ([30]-2.3.4) a) (¢, F) € FR(X) =

(Vp #+q¢€ X) (3 R(p,q)~ ! :=min {e(u,u) |u € F,u(p) = 1,u(q) = 0} < oo);
in plus,

(4.1 Rip ) = o 2= 0F

u € F, e(u,u) >O},p,q€X,
e(u,u)

si R e RM(X);
b) (,F) € FR(X) = R € RM(X).

Pentru a deduce finitudinea lui R(p, q) ~! se aplica 4.3.4 pentru V = {p, ¢} si uo : {p,q} — R, ug(p) =
1, ug(q) = 0; pentru V C X finita, tot din 4.3.4 se considera ¢V € FD(V) si Hy € LA(V) pentru care
eV =M(Hy); se deduce apoi ca Ry, = Ry xv. Pentru deducerea lui (4.7) se tine cont ca pentru u € F

cuu(p) #ulq), Ia#0, 38, Jv=au+8, v(p) = 1, v(q) = 0, gi atunci |u(’;)(7“(q)‘2 _ =@l _ _1

w,u) e(v,v) e(v,v) "

De remarcat ci supremumul este atins, spre deosebire de axioma (F.R.4).
Din teorema 4.3.5 rezulta ca se poate defini aplicatia
FMy : FR(X) — MR(X), FMx((¢,F)) == R,

R dat de teoremda si care satisface relatia (4.7). Se pune problema dacd se poate defini o corespondentd
inversd. Raspunsul este da, dar demonstratia in cazul general este foarte laborioasd. Se va schita doar
in situatia cind R € Wz(x) cu (X, RY?) spatiu metric separabil.

Fie agsadar R € 7\27/3()() cu (X, R'/?) separabil. Rezultd atunci ci {Vitm>o cu Vi, C Vipgr i
V, := Uy V;, denst in (X, RY/2). Cum R € MR(X), Vm 3Hy, =: H,, € LA(V;n) cu Ry, v, = Ru,,
si [Hmt1ly,, = Hp, deci S := {(Vin, Hin)},,50 §ir compatibil de retele electrice. Din 4.2.6 si 4.2.5
(s, F(S)) € FR(V.), R = Rs pe V, si s satisface (4.7); de aici si din Vi densd in (X, R'/2) se poate
presupune ci F(S) C C(X,RY?). (s, F(S)) satisface evident (F.R.1), (F.R.2) si (F.R.4) pe V. (din
(4.7)). Problema dificild este demonstrarea lui (F.R.3) si (F.R.4) pe tot X. (es,F(S)) este forma ce ar
asigura o teorema "inversa” lui 4.3.5:

TEOREMA 4.3.6. ([30]-2.3.7) R € m(X) cu (X, R'?) separabil i {ViYmso cu Vi C Vipy1 si
Vi := Up Vi densd in (X, RY?) = S := {(Vpm, Hn)},,5o sir compatibil de retele electrice si
(a) (5, F(S)) € FR(Y);
(b) R(p,q) = max{w u € F(S), es(u,u) > 0}, D, ¢ € X;
(c) (es, F(S)) independent’de alegerea lui { Vi, }m>0-
In plus R € RM(X) = (e5,F(S)) € FR(X).
Asadar, are sens si considerarea aplicatiet
MFx : MR(X) — FR(X), MFx(R) = (¢, F),
(e,F) = (es,F(S)) dat de teorema 4.3.6 ((e,F) independentd de S).

Pentru demonstrarea acestui fapt este nevoie de doua rezultate auxiliare:

LEMA 4.3.7. ([30]-2.3.8) (2, F) € FR(X) $i {Vin tmz0 i Viy C Vi1, Vi := Uy Vi densd in (X, RY/2)
(R:=FMx((e,F)) din 4.3.5) = (5, F(S)) = (¢, F).
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(se deduce simplu € = €g, iar pentru F(S) = F, se considerd, pentru u € F(S), girul u, := hy, (u‘Vn),
care este e-Cauchy in (Fp,e) (p € Vo cu u(p) = 0), deci e-convergent la u* € F, si se deduce ca u = u*).

LEMA 4.3.8. ([30]-2.3.9) Fie (¢,F) € FR(Y), R := FMy (e, F)) din 4.3.5 si (Y, R 2) completatul
lui (Y, RY?). Atunci (4.7) se poate extinde ”la’Y si R”:

2
(4.8) R(p,q) = max{% u € F, e(u,u) > O} ,p#EqEY, FClUY)CIY).

(demonstratie tehnica, dar elementard).

Verificarea lui (F.R.3) pentru (es, F(S)) din teorema 4.3.6 este imediata, considerand, pentru V C X
finita, sirul auxiliar {V,), :=V,,, UV}, si 8" == {(V,,, H},)},,>0 (cu H}, date de definitia lui R). Pentru
u € l(V), va exista v € F(S') cu vy = u, iar es(v,v) < s/ (v,v) < 00, deci v € Fg.

Pentru a proba (F.R.4) pentru (s, F(S)) pe tot X se aplica 4.3.8 pentru Y = V, (deoarece X C Y),
deci are loc (b) in 4.3.6, de unde si R = FMx ((es, F(S))). (c) rezultd din 4.3.7 (prin considerarea unui
alt sir {Uy, }m 8t & lui 87 asociat, va rezulta (s, F(S)) = (s, F(S1)))-

Totusi, chiar daci (cs, F(S)) € FR(V:) si Rs € //\;1\7/2(‘/*), multimea V. este doar numarabild. Prin
considerarea completatului (s, Ré/ 2) al lui (V, R}g/ 2) este posibil sa se obtind o multime nenumarabila
interesanta si (S) — C(Vi, R‘ls/z) — C(Qs, R}S/Q). Se poate pune intrebarea daca (es, F(S)) € .7:73(95),
sau, echivalent, Rs € WQ(QQ? Réspunsul este in general negativ (a se vedea [30]-2.6,2.7). Pentru
S :={(Vin, Hpn)},,,>¢ sir compatibil de retele electrice cu H,, € LA(V,,), se poate demonstra acest fapt
(adica raspunsul este pozitiv):

TEOREMA 4.3.9. ([30]-2.3.10) (¢, F) € FR(X), R := FMx((e,F)) € MR(X), (X,R) completatul
i (X,R) = (¢,F) € FR(X), R € MR(X).

4.4. Forme rezistive si forme Dirichlet

In sectiunea precedenti s-a "plecat” cu un sir compatibili de retele electrice S := {(Vin, Hy)} 0 st
s-au obtinut o formi rezistivi (¢, F) si o metrici rezistivii R, printr-un procedeu de trecere la limit.
Pentru a putea defini un analog al operatorului Laplace pe X este nevoie si de o masura pe X. Se poate
deduce urmatorul rezultat:

TEOREMA 4.4.1. ([30]-2.4.1) Fie
e R e MR(X) cu (X,RY2) separabil, (¢, F) := MFx(R) € FR(X) ((&,F) = (e5,F(S)), VS
gir compatibili de retele electrice, cf. 4.3.6);
o 1 mdasurd boreliand o-finitd pe (X, Rl/z);
o c1(u,v) = e(u,v) + (U, 0) o x s YU, v € LAHX, p) N F;
Atunci
(a) (L*(X,p)NF,e1) spatiu Hilbert;
(b) dacd p(X) < o0 giIp, € X cu [ R(p, p«)pu(dp) < 0o, atunci oparatorul identitate (L?(X, 1) N F,e1) <
(L2(X, 1), || - ||2) este compact.

Demonstratia se bazeazd pe faptul ca orice sir (uy), C L*(X,u) N F e;-Cauchy este convergent
in |||z laun u* € L?*(X,pn). Pentru p € X fixat, dacd se noteaza v, := u, — u,(p), Iv € F, cu
e(vp —v,v, —v) — 0 ((F,,€) spatiu Hilbert, din (F.R.2)). De aici si din (F.R.4) v, — v in L*(Kp, u),
V'm, pentru { Ky, },», compacte cu Uy, K, = X i p(K,) < 00, m > 0; deasemenea, ¢ € R cu u,(p) — c.
Punénd u = v + ¢, €(t — Uy, u — uy) — 0; dar u,(p) = un — vy, deci (un) |k, — Yk,, N L (K, 1),
Vm, de unde u = u* pe K, ¥m, deci pe X. In final u,, — u in (LQ(X,M) 0.7-',51).

Pentru a putea construi o forma Dirichlet pe L?(X, p1) si operatorul asociat este nevoie de urméatorul
rezultat ce se poate gisi in Davies ([13]). Un rezumat excelent al conceptelor atagate se poate gasi in
([30]-B.1.1-B.1.6):

TEOREMA 4.4.2. Pentru Q(-, ) : Dom(Q) x Dom(Q) — R formd biliniard simetricd pozitiv

semidefinita cu Dom(Q) dens intr-un spatiu Hilbert H, urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) (3 H operator autoadjunct pozitiv) (Dom(Q) = Dom(H'?), Q = QH);

(2) (Dom(Q),Qx) spaiu Hilbert, unde Q. : Dom(Q) x Dom(Q) — R, Q«(f,9) := Q(f,9) + (/. 9),

f, 9 € Dom(Q).

(se cunoaste faptul cd orice operator autoadjunct pozitiv H are o “rdaddacing” H'Y/?, cu Dom (H) = {f| f €
Dom (H'?), HY2f € Dom (H'?)} C Dom (H'/?) si (H1/2)2 = H, iar Qg : (Dom (Hl/Q))2 — R,
Qu(f,9) = (H'*f, H'?g), f, g € Dom (H'/?)).
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Punand H = L*(X, u), Q =, Dom(Q) = F in 4.4.2, cu 4.4.1 rezulti:

TEOREMA 4.4.3. ([30]-2.4.2) Fie

e R e MR(X) cu (X,RY?2) separabil, (,F) := MFx(R) € FR(X) ((&,F) = (5, F(S)), VS
sir compatibili de retele electrice, cf. 4.3.6);
® 1 masurd boreliand o-finita pe (X, R1/2);

e X, nF = r20x, p);
Atunci
(a) (EI H operator liniar autoadjunct pozitiv pe L?(X, u))
(Dom(Hl/z) =F, e(u,v) = (Hl/zu,Hl/%) , Vu,v € .7-') ;
(b) dacd p(X) < co gi Ap. € X cu [ R(p, p«)u(dp) < oo = H are rezolvantd compactd.

Ca o consecinta imediata a acestui fapt rezulta

CONSECINTA 4.4.4. Fie

e R e MR(X) cu (X,RY?2) separabil, (¢, F) := MFx(R) € FR(X) ((&,F) = (e5,F(S)), VS
sir compatibili de retele electrice, cf. 4.3.6);
® 1 masurd boreliand o-finitd pe (X, Rl/z);
e P pnF "= 12X, p);
Atunci (5, L?(X,p) N .7:) forma Dirichlet pe L?(X, ), regulatd daca

X, ) nFnco) ™ = co(x).

4.5. Structuri armonice pe S.A.P.C.F. conexe

Se considera {F {iti_t N} S.A.P.C.F. conexi (a se vedea subsectiunile 2.1.2 gi 2.6.2), V; ”frontiera

initiala” a sa, sirul {(Vi,, Hy)}m>o. Se considerd D € LA(Vp) sir := (r1,7re,...,7n) cu 7y > 0,
i=1,...,N. Dacd ep = II(D) € FD(Vp) forma asociata lui D, se poate defini girul de forme

1
(4.9) Em(u,v) = E —ep(u oy, vothy,), u,v € l(V,y,), m>0.
Tw
wWEWm,

Evident €, € FD(V,,), deci 3!H,,, € LA(Vy,) cu ey = €p1,,, deci €, (u,v) = —(u, Hpv), u,v € I(Vpy).
Despre €,,, si H,,, se pot deduce ugor urmatoarele

1
(4.10) Em—1(u, v) Zl 1"_ (woth,vou);), u,v € L(Vipyr1), m > 0;
(4.11) Hy= Y L pe ! DRy, Ry : 1(Vin) — 1(Vh), Ryt := 1 0 1y,
weEW,, Tw
1
(4.12) (Hin)p,q = Z _Dwijl(p)d);l(tﬂ’p’ q € V.

Tw
WEW i ,p,q€%w (Vo)

4.5.1. Structuri armonice.

DEFINITIA 4.5.1. Fie £ := {F {i},_7 N} S.A.P.C.F. conexas si {(Vin, Hm)}m>0, D € LAVp), r ca

mai sus; atunci (D,r) se numeste structurd armonicd pentru £ <= {(Vn, Hm)}m>0 sir compatibil de
retele electrice. Daca in plus, 0 <7; < 1,¢=1,..., N, ea se numeste regulatd.

Se pot aplica atunci rezultatele din sectiunile anterioare (4.2.6, 4.3.9, 4.4.1, 4.4.3), deci exista (e, F) €
FR(Vi) si R :== FMy,((e,F)) € MR(V.). Daca Q completatul lui (Vi, R) si g masurd boreliand o-
finita pe (Q, R), se poate construi un operator autoadjunct pozitiv H pe L?(X,u); acesta ar putea fi
”laplacianul” dorit; ramine problema c& urma topologiei de pe F' la V, poate sa difere de topologia lui
R pe V,, deci V*R =O0#F = V*d (d metrica lui F). Se va vedea ci 2 = F pentru structuri armonice
regulate.

Rationand prin inductie dupa m si tindnd cont de (4.11) se poate deduce imediat ca (D,r) structurd
armonica pentru £ <= (Vo, D) < (V4, H1)([30]-3.1.3). Se poate introduce

DEFINITIA 4.5.2. ([30]-3.1.2) Pentru £ si (D,r) ca mai sus, se poate defini functia de renormalizare
pe LAVY): Ay : LA(Vh) — LAW), Ae(D) = [Hilv,.
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FicurA 4.4. Transformari A —Y si Y — A pentru triunghiul lui Sierpinski

Atunci (D, r) structurad armonica pentru £ <= A.(D) = D. Deasemenea, pentru o, A > 0, Ay.(aD) =
gAr(D), de unde A (D) = AD <= Ay, (D) = D. Asadar, problema existentei structurilor armonice pe o

S.A.P.C.F. conexa se reduce la determinarea vectorilor proprii pentru functia de renormalizare (neliniard),
problema foarte dificila, ramasa deschisa si care va fi abordata in detaliu in ultimele capitole. Datorita
corespondentei bijective intre forme si operatori, functia de renormalizare se poate defini gi "pe forme”,
in loc de operatori.

In capitolul urmator operatorul de renormalizare se va introduce gi pe conuri mai largi de operatori

—~——

(LA(V), (LA(VH))) (sau de forme), punandu-se problema existentei, unicititii i aproximirii punctelor
sale fixe.

ExXeEMPLUL 4.5.3. Fie triunghiul lui Sierpinski (T.S.), pentru care Vo = {a1,a2,a3}. Atunci V; =
-2 1 1
{a1,a2,a3,b1,b2,b3} (exemplul 2.1.14, figura 2.1). Se considerd D = 1 -2 1 sir:=(1,1,1).
1 1 -2
Graful corespunzator lui H; este figurat in Fig.4.3.
Prin aplicarea succesiva de transformari A —Y sau Y — A (4.1.20), se obtine c& A1 1,1)(D) = £D
(figura 4.4), sau A(3/53/5,3/5) (D) = D, adica (D, (3/5,3/5,3/5)) structurd armonica pentru T.S.

Daca (D,r) structurd armonicd pentru L i ry = ... =Ty, se poate demonstra cd (D,r) este requlatda
([30]-3.1.8,3.1.10, cu demonstratii destul de tehnice, unde se utilizeaz& in mod fundamental principiul de
minim pentru a deduce ca D,, > (H1),p pentru p € Vp). Mai precis, se poate deduce

PRrOPOZITIA 4.5.4. ([30]-3.1.8) (D,r) structurd armonicd si w € W, cu i € P = 1, < 1.

4.5.2. Functii armonice. Pe parcursul acestei subsectiuni se vor considera fixate L := {F, {1/Ji}i:ﬁ}
S.A.P.C.F. conexd gi (D,r) structurd armonicd pentru L. Atunci {(V,,,, Hp,)}m>0 sir compatibil de retele
electrice cu D = Hy € LA(Vp) si H,, construite la inceputul sectiunii, rezultind (es, F(S)) =: (e, F) €
FR(Vi). Aplicand 4.2.2 pentru m = 0 rezulta
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ProprozITIA 4.5.5. ([30]-3.2.1) (Vp € Z(VO)) (EI lue ]-'(S)) cu
L4 ulV(] = p;
e c(u,u) = min {e(v,v) [v € F,vy, =p};
o u unica solutie a sistemului (H,,v)y, \v, =0, m > 1, vy, = p.

Functia data de propozitia de mai sus se numeste functie armoncd cu valori la frontierd p. Pentru o
astfel de functie u € F se verifica usor c& (H,u)(p) = (Du)(p), Vp € Vo, m > 0. Deasemenea, orice astfel
de functie poate fi gandita ca fiind din C(Vi,R), insa, cum (7r), # 7r nu e obligatoriu ca u € C(F).
Orice astfel de functie admite insa o prelungire:

PROPOZITIA 4.5.6. ([30]-3.2.4) u armonici —> (3 I C(F)) (ﬂm - um).

J X

T:1(Vp) — U(Vp), etc. Atunci Hy ( " p\ ) =0, de unde ujy,\v, = —X"1Jp. Cum Vy «— 1, (Vp),
Vi\Vo

. . g . o . S T Jt
Demonstratia este importanta si va fi prezentata succint: se considera uy, = p, H1 = ( J >,

Uy (ve) = (WO P) vy = Uy, (vy) © ¥i(Vo) = Ri (wyy) = Ry ( —XelJp ) =: Aip.

Astfel se pot considera operatorii A; : [(Vy) — 1(Vp), iar matricile asociate in baza canonica a lui [(Vp)
se numesc matrici stocastice. Cu ajutorul lor se poate determina u pe Vi:

w=wy ... Wy € Wi = Uy, (o) = Awy, -+ Aw,y p-

Se vede cd (Ai)pg >0, p, ¢ € Vo, A1 =1.

Se poate presupune ca #(1;(Vp) N Vo) < 1, Vi, pentru a putea aplica principiul de minim. Uzind de
el se poate deduce ca v(4;f) < v(f), pentru v(f) # 0, f € (W), v(f) fiilnd variatia lui f pe V. Mai
mult, se poate deduce chiar

(Vi eql,... ,N}) (3 ¢ € (0, 1)) (Vf e l(Vo)) (U(Aif) < civ(f)).

De aici w = wy ... Wy € Wy = vy(t) < Cuy - Cupv (wy,) < ¢™v(p). Rezultd c& pentru orice sir
{p:}i C Vi d-Cauchy {u(p;)} Cauchy in R, deci convergent; asadar u se poate extinde la o functie
continua u pe F.

Comportamentul functiilor armonice in jurul unui punct m(w), w € X, este dat de comportamentul
asimtotic al produselor de tip A, , -...- Ay, cand m — oo; problema este foarte dificila, chiar i pentru
cazul triunghiului lui Sierpinski, in afara de situatia w € Per(X) (Kusuoka a reugit primul si construiasca
forme Dirichlet pe S.A.F.R. si a obtinut rezultate privind iteratiile aleatoare ale lui (4;);es - [33]).

Din 4.2.3 si 4.5.6 se poate obtine o noud versiune, mai specializata, a principiului de minim (pentru
S.A.P.C.F. conexe):

TEOREMA 4.5.7. ([30]-3.2.5) Pentru L si (D,r) ca la inceputul susbsectiunii, w € W, si u armonicd
=

(4.13) min u(p) <wu(r) < max u(p), Vo € (Vi)w, apoi x € Fy,.
PE(Vo)w PE(Vo)w

In princpiul de mai sus nu se spune nimic cu privire la egalitatea ce ar avea loc in (4.13). Pand la
sfarsitul acestei subsectiuni se va construi cadrul pentru prezentarea unui principiu de minim “tare”, ce
trateaza aceasta situatie. Este mevoie de concepte si rezultate suplimentare, fatda de sectiunea 2.6 privind
coneziunea structurilor S.A.P.C.F. coneze.

Ezxemplele fundamentale de functii armonice sunt v, (p € Vi), aplicatiile armonice pentru care
(1/Jp)lvo = XXO. Aplicatiile {¥p}pev, formeaza partitie a unitétii pe F (z‘:/ Yp(z) =1, Vo € F)

€Vo
Prin intermediul lor se vor putea ”codifica” proprietati de conexiune foartepinteresante ale lui F'. Pen-
tru aceasta este necesar sa se introduca conceptul de H,,-drum intre doua puncte: pentru p, q € Vi,
{pi}izl,_n se numeste H,,-drum intre p si ¢ <= p; € Vp,\Vo, i = 1,n si (Hp)pp, > 0, (Him)pipisr >0,
t=1,....,n—1, (Hy)p,q > 0. Pentru p, ¢ € V,;,\V, se va scrie p ~, ¢. Din D € LA(V}) si (4.12) se
poate deduce ugor

4.5.8. ([30]-3.2.10) w € Wiy, p, q € o (Vo) =
o (Vo) NV =0 = existd un H,,-drum intre p si ¢ continut in ., (Vp);
o U, (Vo) N Vo = {q}, ¢ # p = existd un H,,-drum intre p si ¢ continut in v, (Vp);

Din 2.6.4, 4.5.8 si Principiul de minim (general, dar i forma 4.5.7) se poate deduce (pentru demonstratie
a se vedea [30]-pag.78-79)
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TEOREMA 4.5.9. ([30]-5.2.8) Pentru L si (D,r) ca la tnceputul susbsectiunii, p € Vy, x € F\Vh =
Yp(z) > 0 = 3C € J(p, W), = € C (prin J(p, Vo) s-a notat multimea componentelor coneze ale lui
F\Vy a caror inchidere contine p).

Prin aceastd teorema se obtine o relatie foarte interesanta intre proprietatile topologice al lui F' si
porzitivitatea functiilor armonice v,. Aceste informatii pot fi intarite. Pentru aceasta se observa mai intai
urmétoarele (pentru demonstratii a se vedea din nou [30]-3.2.12,3.2.13):

4.5.10. e p qeVy, Dpg >0= 3v:(0,1] — F drum cu v(0) = p, v(1) = ¢, v((0,1)) C
\Vp.
e p qgecV,, {pi}i:ﬁ H,,-drum intre p si ¢ = 3C componenta conexa a lui F\Vj cu p; € C,
i=1,n,p qgeC.

Din 2.6.4 si 4.5.10 se poate deduce (a se vedea [30]-pag.80-81)

TEOREMA 4.5.11. ([30]-3.2.11) L si (D,r) ca la inceputul susbsectiunit => Dpq > 0 <= J(p, Vo) N
J(q, Vo) # 0 (adicd 3C componentd conexd a lui F\Vy cup, ¢ € C).

Rezultatul face legdatura intre pozitivitatea elementelor lui D (pentru (D,r) structurd armonicd) gi
proprietd {i de conexiune ale lui F\Vj si permite, impreuna cu teorema 4.5.9 si princiul de minim (general
si 4.5.7) sd se deducd ([30]-pag.81):

TEOREMA 4.5.12. ([30]-5.2.14)(Principiul de minim “tare” pentru functii armonice) Pentru L gi
(D,r) ca la inceputul susbsectiunii, C componentd conexd a lui F\Vy, © € C $i u armonicd =

(4.14) min_u(p) <wu(z) < max_u(p).
peVonC peVonC

Dacd are loc egalitatea, atunci u constantd pe C.

Rezultatele 4.5.7-4.5.12 din aceasta subsectiune sunt foarte importante pentru constructia de functii
Green, intr-o sectiune ulterioard, ce permite ulterior degrevarea unor rezulatate originale.

4.5.3. Proprietatile functiilor armonice. Proprietatile functiilor armonice fac posibila constructia
unei forme Dirichlet pe o structurd S.A.P.C.F. conexd dotatd cu o structurd armonica (D, r) relativ la o
masura autosimilara bine aleasa.

Si pe parcursul acestei subsectiuni se vor considera fivate L := {F, {%}z:ﬁ} S.A.P.C.F. conexd si

(D,r) structurd armonicd pentru L. Analog propozitiilor 4.5.5 si 4.5.6 se poate deduce

PRrOPOZITIA 4.5.13. ([30]-3.2.15) (Vp € Z(Vm)) (3 lu € C(F, d)) cu

® Uy, = pP;
® < (u‘v*,u‘v*) = min {e(v,v) lve Fuy, = p};
o u unica solutie a sistemului (Hpv,)v,\v,, =0, n >m, vy, =p (vq:=v)y,, n>m).

Functia w din propozitia de mai sus se numeste functie m-armonica cu valori la frontiera p. Se

va nota u =: hy'. Ea se va considera ca fiind din F C C(Vi,R), pentru simplitate, prelungindu-se
unic apoi la C(F,d). Ia nastere astfel operatorul liniar ®,, : I(V;,) — F, ®,(p) = hj'. De fapt
D, (I(Vin)) = Hpm := {u € F|lu —m — armonica}. Se pot obtine simplu urmatoarele proprietati ale

m~armonicelor:
4.5.14. (Proprietati ale armonicelor)
(1) uw m-armonica <~ (Vw € Wm) (u o 1), — 0 — armonica );
(2) u m-armonicd = u m + l-armonica (se deduce usor ca hy' = (h;ﬂ):’b;‘1>7 deci H,, C Hinr1;

(3) Pentru p € V,,, se considera " functia m-armonica cu valori la frontiera XX’". Atunci pentru

orice u m-armonicd = u = Y u(p)Yy (din uy,, = > xp™ si ,, operator liniar);
PEVm PEVim
(4) Se considera Py, : (Vi) — My, Pru:= Y u(p)y)’ =: upm. Rezultd P, liniar, surjectiv, H,,
PEVm

finit dimensional, iar elemntele lui H,, sunt puncte fixe ale lui P,,;
(5) u € F = e(tm,um) =em (Wyv,.,uv,.);
(6) ([30]-3.2.16) u m-armonica, f € F cu fjy, =0 = e(u, f) =0

(din (Hnu)(p) =0,p€ Vn\vm gi deci En(uvf) = _(fa Hnu) = - GZ\:/ f(p)(Hnu)(p) =0,

n>m);

(7) ([30]-3.2.17) u € F = &(t — U, t — Up,) —= 0
(din e(u—"1Upm, U—Upm,) = (U, w) = (U, ) = (U, u) — & (u, u) — 0, pentru ci (u—tm)v,, =0
= (U, U — Up) = 0).
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Pentru u € [(Vi), m > 0l p € Vi \Vin—1, se noteaza ay,(u) := U (p) — um—1(p) = u(p) — tm—1(p)
(pentru p € Vip—1, Um(p) = tm—1(p)). Atunci

e uci(Vi) = um= > ay(u)y (((u —u1) = (u—wu1)2)py, =0, pentru ca (v — )y, =0 si
PEVm
(u—1wuy)2 =us — (u1)g = ug — uq, etc.);
e daca se defineste v, astfel incat (¢)v,,\v,,_, =: ¥,", m > 1, atunci
uel(Vy) = u= Z ap (W) .
PEVL
(suma in fiecare punct este finita)

Pentru u € I(Vi), m > 0, w € W,,, se defineste ay () := Umi1 © Yy — U © Yyy. Atunci ay,(u) € Hy,
deci ay(u) = (aw(u)1 = > aplaw(u))hy = >y, @) (w)iy, iar din 4.5.14-(6)

peEVL pEVl\Vo
m—1
em(u,u) = Y epg1(Uppr — Uk, Upp1 — ug) +o(u, u) =
k=0

m

= eo(u,u) + >, > ifsl(aw(u),aw(u)).

k=0 weW, Tw
De aici rezulta ca are loc urmatorul Criteriu de apartenentd la F pentru functis din 1(V.) in termeni de
functii armonice:
ProOPOZITIA 4.5.15. ([30]-5.2.19)(Criteriu de apartenentd la F)

wel(V)) = u € F e e(u,u) = eo(u, u) + zo p) iwel(aw(u),aw(u))@o.

4.6. Cazul (0, R) = (F,d)

Se considera din nou fixate £ := {F, {ﬁ’i}i:ﬁ} S.A.P.C.F. conexi si (D,r) structurd armonica

pentru £. Atunci {(Vin, Hi) bm>o sir compatibil de retele electrice si (es, F(S)) =: (¢, F) € FR(V4), sau
chiar (e, F) € FR(Q), (Q, R) completatul lui (Vi, R) (ca la inceputul sectiunii 4.5). Se pune intrebarea
dacd Q = F. Raspunsul este afirmativ pentru (D,r) structurd armonicd regulatd, ceea ce va fi prezentat
in aceastd sectiune (iar situatia (2, R) — (F,d) in sectiunea urmdtoare).

4.6.1. Scufundarea lui Q in F. In conditiile de mai sus (e, F) este "autosimilard”: din definitia
lui (¢, F) si (4.10) se deduce usor c&

N
1
(4.15) ueszlNﬂuowlefeuu:Z— (w0 i, uoh).

r
i=1 ¥
Deasemenea, se poate deduce

LEMA 4.6.1. ([30]-3.9.2)
w, v € Wy cu (Vi) Ny (Vi) = 0 = inf{R(p,q) |p € Y (Vi),q € ¥y (Vi)} > 0.

(se considera m > 0 cu w, v € Wy, p € I(Vin), p = XV:,ﬂww(V*) si u = A} din 4.2.5 R(p,q) >
u) —u@l® 5 1

e(u,u) = e(u,u)’ etc.)
Acest rezultat permite deducerea implicatiei:

{pi}: Cauchy in (Vi, R) = {p;}; Cauchy in (F,d).

Cu ajutorul acestui fapt se poate construi aplicatia de scufundare: pentru p € Q, I{pg}r C Vi, pr i}} P,
deci {pi}r Cauchy in (Vi, R), deci si in (F,d), deci 30(p) := lilrcnpk in (F,d). Aplicatia 6 : Q@ — F este

bine definita, 6|y, = idy,, 6 continua. Deasemenea, 6 este injectiva: pentru p, ¢ € Q cu 6(p) = 0(q),
3kt {ardrs Rlprsp) — 0, Rgr, @) — 0 st d(pr, 6(p)) — 0, d(qr,6(q)) — 0. Pentru v € Hy,, existd
extensii ale sale la C(Q, R) sau C(F,d), deci v(p) = lilrcnv(pk) =v(0(p)) = v(0(q)) = lilgnv(qk) = v(q);

deasemenea, pentru u € F, U, — u, deci, din 4.3.5, Uy, (p) — u(p), um(q) — u(q), asadar, in final si

lu(p) — u(q)[?

u(p) = u(q). Cum u € F arbitrard, R(p,q) = max{ ()

‘u € F, e(u,u) > 0} — 0, deci p = q.
Asadar are loc
PRrROPOZITIA 4.6.2. ([30]-5.5.2) Pentru L si (D,r) date

(El 0:Q— F) (9 continud, injectivd, 0y, = idv*>.
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4.6.2. (D,r) regulatda = (Q, R) = (F,d). Pentru deducerea teoremei fundamentale care afirmd
ci Q = F gi R ~ d pentru (D,r) structurd armonicd regulatd este nevoie de trei rezultate auxiliare
(130]-pag.85-86), 4.6.3, 4.6.4, 4.6.5:

1.6.3. (vwe W.)(¥p,q € Q) (RWw(p), vu(@) < ruR(p,0))-

(p) —uopu ()| <71y [uotpuw (p) —uothu (q)|*

e(u,u s(uoz,bw uoww)

de unde, cu 4.3.8 si 4.3.5 R(¥y(p), ¥w(q)) < rwR(p,q), pentru p, ¢ € Vi si apoi V*R =Q).
4.6.4. we X culimsup mir}) d(o"Mw,w’) > 0¢i liminfr,, ., >0= 7(w) ¢ Q.
m w'e m )

(din € autosimilard = luov , Pte w € Wiy, u € F cu e(u,u) > 0,

(din ipoteze 37 ¢ P, 3{my}, C N crescitor cu 6(0’”%},7) — 04l liminf rye > 0, unde w" :=

[ee]
Wi .Wm,, n > 1. Se considerd apoi u := Y. @un, unde ¢ 1= Y.ty 0 = @ oy XF“,’ pe
n=1 peVi\Vo
scurt, se poate ardta ci u € F (se satisface 4.5.15), apoi presupunand #(¢; (Vo) NVy) < 1, Vi gi uzand
de prinipiul de minim si 4.5.9 se deduce ca sup Finf u = oo, unde w(n) := wW"Ty...Tm, n > 0; dacd
n w(n)

m(w) € Q, H{qh C Vi, ¢ — 7(w) In (2, R) si in (F,d), deci ¢ € Fyny pt. [ suficient de mare, deci
u(q) — o0, ceea ce contrazice faptul cd u se poate prelungi la o functie continud, etc.).

4.6.5. (D,r) nu e regulata = Q # F si 3u € F, sup |u(p)| = +oo.
peV.

((D,r) nu e regulatd = Ik cu ry, > 1, deci w = k ¢ P, de unde rezulti ci cele doud ipoteze ale lui
4.6.4 sunt indeplinite, agadar m(w) ¢ ).
Cu ajutorul lui 4.6.3, 4.6.4, 4.6.5 se poate deduce usor

TEOREMA 4.6.6. ([30]-5.5.4) Pentru L S.A.P.C.F. si (D,r) structurd armonicd, urmdtoarele relatii
sunt echivalente:
(1) Q=F;
2) (2, R) compact;
3) (R, R) mdrginit;
)
)

(1)=>(2) reiese din faptul cé ¢ devine homeomorfism; (2)=-(3) evident; (3)=>(4) din (F.R.4); (4)=(5)
din 4.6.5; (5)=(1) Din 4.6.3, ¢; devin contractii pe (€, R), deci, cu 1.2.3, 3F compacti in (€, R) cu

N -
F = (JF,. Cum 6 continud = 0(F) = F compactd in (F,d). Dar z € F = |J tu(z) C
i= weW,

1
F, iar { U ww(x)} densd in (F,d); de aici F' = F, deci Q = F, (©Q, R) compact iar 6 devine
weW, 7
zel

homeomorfism.

4.7. Compararea masurilor autosimilare cu masurile Hausdorff

Se continua ideile din 2.2.4, aratandu-se practic faptul ca pentru o S.A.P.C.F. conexa L := {F {Vit,_1 N}
gi (D,r) structurd armonica requlatd pentru L, masura autosimilard p := vP asociatd lui £ si p :
{7“ } (conform 2.2.10) este comparabila cu masura Hausdorff H# (d g este unica solutie a ecuatiei
N
S = 1)
- Se deduc intai urméatoarele rezultate auxiliare ([30]-pag.139-140):

4.7.1. Pentru A C W, siw € A, se noteazd Ay, := {v € A| F,NF, # 0}. Atunci #(Ay) < #(T)# (Vo).

(cum #(Ay) < Y # (7 '(p)), e suficient s& se demonstreze cd #(7~*(p)) < #(I'), Vp € F,
PEYw (Vo)

<.

etc.)

4.7.2. Existd ¢, M > 0, astfel incat, pentru a > 0 suficinet demicgiVa € F, #{w € A(a,r) |d(z, F,,) <
ca} <M (A(a,r) definit in 2.2.4).

Demonstratia utilizeazd notiunea de functie A-armonica (pentru A C Vi, f € F se numeste A-
armonicd <= f o1, armonica Vw € A):

pentru w € A(r,a), se definegte u = > wé\(r’a) (dacé ACV,, feF, peV(A) = Upertw(Vo),
PEYw (Vo)
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w{} este functia A-armonica cu (Tﬁé\)‘V(A) = X,‘,/(A)) Din autosimilaritatea lui € ((4.15)), 4.3.5 si 4.7.1
se poate deduce ca e(u,u) < #(F)#(VO);—T/,, unde 7’ := min r;, ¢ ;== max 5( S, Y z/Jp). De aici

i=1,N 0#AVCVo  “pev peV
R(z,y) > e(u,u)"t > "a, pentrux € Fy,, y € F,, w, v € A(r,a) cu F,, NF, = (), unde ¢’ :=
Se poate deduce in final, utilizind din nou 4.7.1 si R ~ d pe F' ((D,r) este regulatd)

#{v e Alr,a)|d(z, F,) < ca} < #{w € A(r,a) |z € F,}#([)#(Vo),

(c=¢"/2) de unde 4.7.2.
Din 4.6.3 rezultd cd 3C > 0 cu |F,,| < Cry, Yw € Wy, deci conditia (2.1) este verificatd. Din 4.7.2 se
verificd si (2.2). Cu teorema 2.2.13 rezulti atunci

FOETVo)T -

TEOREMA 4.7.3. ([30]-4.2.1) Fie L := {F, {1/)1}%:1)—1\,} S.A.P.C.F. conexd, (D,r) structurd armonicd

N
regulata a lui £, dy este unica solufie a ecuatiei er =1, H% normalizata masurii Hausdorff HH
i=1

de pe F, vP masura autosimilard asociata lui L sip:= {7‘?“ } — Atunci
i1,
(3 c1,00 > o) (VB € B(F, d)) (clup(B) < Wi (B) < c2yp(3)).

Deci masurile de probabiliate pe F' vP i H sunt ”comparabile”, adicd se poate presupune cd practic
coincid.

4.8. Forme Dirichlet pe S.A.P.C.F. si cazul (Q, R) — (F,d)

Se considera din nou L := {F, {wi}i:ﬁ\,} S.A.P.C.F. conexd si (D,r) structurd armonicd pentru

L; rezultd {(Vin, Hm) bm>0 sir compatibil de retele electrice si (es, F(S)) =: (e, F) € FR(Vi), si chiar
(e,F) € FR(Q) (din 4.3.9), (Q, R) completatul lui (Vi, R).

Daca (D, r) regulatd, din 4.6.6 Q = F gi R ~ d, d metrica nativd a ”fractalului”. Atunci, cu 4.4.1 si
4.4.3 (g, F) formd Dirichlet regulatd locald pe L?(F,u), ¥ pu probabilitate requlatd pe F.

Daca (D,r) nu e regulatd, din 4.6.6 @ G F si F contine cel putin o functie nemdrginitd. Se poate
demonstra cd F se poate scufunda intr-un L?(F, ), p mdsurd bine aleasd - de exemplu mdsurd autosim-
ilard cu ponderi p; cu p;r; < 1 - astefl incdt (e, F) sd devind formda Dirichlet regulatd locald pe L*(F), ).
Aceastd constructie a fost realizatd de catre T. Kumagai in [32] si va fi schitatd in continuare succint.

Se considerd multimea M(F') a masurilor de probabilitate boreliene regulate pe F si M(F ) =
{ne M(F)|u(Vi) =0, u(D) > 0,¥D C F deschisi}, i.e. multimea masurilor din M(F) ce nu incarc
puncte dar incarca deschisii lui . Conform setiunii 2.2, mésurile autosimilare asociate structurii S.A.P.C.F.
L (notate Mg £(F')) considerate sunt din M(F').

Se mai considera, in plus fata de spatiile H,,, si Hi o := {u € Hi ’ upy, = O}.

Din faptul c& orice functie m-armonica este in F, putind fi consideratd in C'(F,d) si din proprietatile
m-armonicelor (4.5.14) se poate scrie

HL()CHl C...CHmCHm+1 CcC... C]:CC(F,d).
Familia H, := |J H.m se va dovedi a fi ”miezul” formei Dirichlet dorite.
m>0

Rezultatul fundamental privind constructia formei Dirichlet pentru cazul (D,r) structurd armonicd
pentru L nu neapdrat requlatd necesita niste rezultate ajutdatoare (4.8.1-4.8.4). Demonstratiile acestora
se vor prezenta pe cazul mdsurilor autosimilare, spre deosebire de [30], unde se trateazd o situatie mai
generala:

4.8.1. (Elc > O) (Vu € HLo) (V,u € M(F)) ((u, u)y, < cs(u,u)).

Cum pe H; o (finit dimensional), orice doud norme sunt echivalente, puterea rezultatului este independenta
lui cde p. Oriceu € Higsescrieu =Y u(p)iy; apoi 0 < ¢, < 1pe F = apq := [ ¥pthgdp € [0,1],

peEVI\Vo
deci
(= Y apupu@) < 5 Y () +u(@)?) =
peVi\Vo peVi\Vo
= #(Vi\W) Z u(p)? < ce(u,u).

peVi\Vo
Cu ajutorul acestuia se poate deduce

4.8.2. (,u € Mys,c(F) curip; < 1) = (Vu € .7-') ({um}m % zﬂ(u))
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Daca se considera pu* := piuoww, w € Wy, din "autosimilaritatea” lui ¢ (4.15), 4.8.1, ppu® oyt =
si formula de transport rezulta

1
€(Um+1 — Um, Um4+1 — um) = Z _5((um+1 - um) © 1/%”, (um+1 - um)) o 7/}11) Z

weWp, w

1

Z / Um++1 — Um ww) = Z /(um+1 — Um)zdﬂ >
wWEW,, Crw wew,, CTwPw Es
1 1
> e (g1 — U )2 dp = P tmsr = Uml|?s €= max piri,
b
do unde V& 3 Va2 = w15~ 1) >l — il

j=m+1
n

Dar cum Z e(u; —uj_1,uj —uj—1) = (Up — U, Up, — U, (4.5.14-(6)), rezulta

n

(4.16) c| Y0 @ elun =ty — ) = |l — |},
j=m+1

deci {ty, }m Cauchy in L?(F, p), adicd Ji,(u) := limy, uy, € L2(F, p).
iyt F— L?(F, i) evident operator liniar. Mai mult:

483. peMasc(F)curp, <1l =i, : F — L?(F, ;1) operator injectiv.

Din (4.16), pentru n — oo

n

(4.17) c| Do @ elu—umu—um) > [fin(u) — umll.
j=m+1

Dacd M; := max {1, > qm}, se poate deduce ([30]-pag.91) uzand de (4.17) c&
m=0

(4.18) (3 ¢ > 0) (Vu € M(F)) (Vu € Friu(u) = O) (Mls(u,u) > max |u(p)|2)
Pentru ¢, (u) =0, i,w(uoy,), w € W, de unde, cu (4.18) (pentru p = p® si uo )

C17TwE (U, u) > c16(U 0 Yy, U 0 yyy) > jna lu(p)|?.
0

De aici, pentru p = 7(w) € Vi, rezultd ciryme(u,u) > |u(p)®. Cum ry), — 0 (din 4.5.4) u(p) = 0,
p € V,, adica u = 0.

4.8.4. (HEMas,L(F) Cu’l’,’pi<1, 5*('7'):25(" )+(’ )H) =

((5*, F) ANy (F, ) operator compact).

Din (4.17) rezulta > (||ig(u) = Prullu) /v/e«(u,w). Deaici||iy—Pull(7c.)—L2(mp) —

0, si cum P, operator de rang finit, ¢, este compact: se utilizeaza faptul ca Orice operator de rang finit
pe un spativ Hilbert este compact si T : Ex — Ea operator mdrginit (E1, Ea spatii Banach) si 3{T,},,
operatori compacti cu ||Ty, — T| " 0 = T compact([13] sau [30]-B.1.10-B.1.11).

In [30] (3.4.3-3.4.5) se demonstreazi rezultatele 4.8.2-4.8.4 pe situatia mai generald a unor misuri

—~ o0
AEM(F)cu sup > Rp(A?) < 0o, unde R, (A) := max 7m,A(Fy), iar A* := Ao th, /A(F,,) (conditie
weW, m=0 weW,,

pe care masurile autosimilare cu ponderi p; pentru care p;r; < 1 o satisfac).

Deasemenea, teoremea principald mai face apel la un rezultat privind operatorii compacti ([13] sau
[30]-B.1.13):

PrOPOZITIA 4.8.5. Pentru H operator autoadjunct nenegativ pe H spatiu Hilbert, urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente:
(1) H are rezolvantd compactd (< (H + 1)~ operator compact);

(2) F{pn}n C H bazd ortonormala completd cu Hp, = Appp, unde 0 < Ap < ... < A, < ..
Ap — 00;
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(3) (Dom (H1/2) (Qm)+) , (H, (-, -)) operator compact, unde Qg definit ca in 4.4.2.
Astfel, se poate deduce

TEOREMA 4.8.6. ([30]-3.4.6) Fie L := {F, {wi}i:m} S.A.P.C.F. conexd, (D,r) structurd armonicd
pentru L (nu neapdrat requlata), p := {pi}i=ﬁ sistem de ponderi cu r;p; < 1 gt p = vP masura autosim-
ilard asociatd lui L i p (a se vedea 2.2.10-a)). Atunci (e, F) (construitd in rezultatele anterioare) este
formd Dirichlet regulatd locald pe L?(F, i), iar operatorul Hy asociat lui (e, F) are rezolvantd compactd.

Operatorul autoadjunct pozitiv definit pe L?(F, ) Hy este construit via 4.4.2, deci € = Qp,, F =
Dom(Hjlv/Q); mai precis, pentru v € F, v € Dom(Hy) <= 3 f € F cu e(u,v) = (f,v)u, Vv € F. Se
pune f =: Hywu, "N” fiind de la Neumann, deoarece se poate arata cad —Hy corespunde laplacianului
problemei Neumann (a se vedea [30]- sectiunea 3.7).

Cu 7ingredientele” anterioare se poate demonstra elegant teorema principala:

(fnchidere) Daca F = {u € .7:‘ fF udp = 0}, atunci (.7-/:, Eﬁxﬁ) spatiu Hilbert. Pentru u € F, se

pune U = u — [pudy; atunci [, u?dp = [pu%dp+ ([, ud,u)Q. Dacé (up), Cauchy in (F,e.), atunci
(U ),, Cauchy in (f, €), deci convergent la v € f, iar (fF und,u)n Cauchy in R, deci convergent la ¢; in
final u,, MU =v+ec

(Regularitate) Din principiul de minim Vu € C(F), uy, % U, (Un)n C Ha 1= Up>oHm, deci C(F) =

H_*HA > Cum s F = H. ", H. "miez” pentru (F,e).

(Proprietatea Markov) Cum (F,e) € FR(), e(u,u) < e(u,u). Dar i,(u) = i,(u), adevarata pentru
u € C(F)NF, deoarece uy, % u, deci (C(F) N F,e) are proprietatea Markov. Cum H,. C C(F) N F,
(F,¢e) extensia minimala inchisa a lui (C(F) N F,¢), din [22]-3.1.1 (F,¢) are proprietatea Markov.

(Proprietatea locald) Daca i,(u) = 0 pe o multime deschisa D, atunci Vp € QN D, 3w € W, cu
p € F,, C D; atunci i,» (wo,,) = 0, si din 4.8.3 pentru p* rezulta wo,, = 0in F, deci u = 0 pe QN D.
Daca supp (i, (u)) Nsupp(iy(v)) = 0, u, v € F, atunci supp(u) Nsupp(v) = 0, si, cum &, (u, v) = 0 pentru
m mare, rezulti e(u,v) = 0.

(H are rezolvantd compactd) rezultad din 4.8.4 si 4.8.5.

OBSERVATIA 4.8.7. In conditiile teoremei 4.8.6, daca Fj := {u € f‘u% = O}, atunci (e, Fy) forma
Dirichlet regulatd pe L?(F\Vp, u); se poate spune, grosier, ci e o forma Dirichlet chiar pe L2(F,u)
(nefiind si regulatd pe L?(F, 1) deoarece Fy nu e neapirat || - ||oo-dens in C(F)). Operatorul autoadjunct
pozitiv definit corespunzator se noteazia Hp si are rezolvanta compactd. —Hp se numeste laplacianul
Dirichlet. Evident ez, x5, = Qup, Fo = Dom(HEm), iar u € Dom(Hp) <= 3 f(=: Hpu) € Fy cu
e(u,v) = (u,v),, Yo € Fo.

Cum (Fy, €) spatiu Hilbert i € pozitiv definita pe Fo, 0 nu poate fi valoare proprie a lui Hp; deoarece
Hp are rezolvanta compacta, rezultd Gp operator compact. Din e(u,v) = (Hpu,v),, Vu € Dom(Hp),
v € Fo rezultd e(Gpf,v) = (f,v)u, Vf € L?(Fu), v € Fo. Asadar, are loc

PROPOZITIA 4.8.8. ([30]-3.4.8) Hp (definit in 4.8.7) este inversabil si Gp := (Hp)~* operator com-
pact pe L?(F,p) cu e(Gpf,v) = fF fvdu, ¥ f € L*(F,u), v € F.

4.9. Functii Green

Fie £ := {F, {W}ZZW} S.A.P.C.F. conexa, (D,r) structurd armonica a lui £, p := {p;},_7 cu
rip; < 1 si u:= v? masura autosimilara asociata lui £ si p.

Se va prezenta succint (urmand [30]-sect.3.5) constructia functiei Green asociate formei rezistive (e, F)
(asociatd, la randul sa lui £ si (D, r) conform lui 4.8.6). Se poate proba ulterior (a se vedea [30]-Sect.3.7)
ca functia Green este exact nucleul operatorului Green dat de 4.8.8 (Gp = (Hp)~!, Hp Laplacianul
problemei Dirichlet), i.e.

(Gpu)(z) = /F g, yyuly)u(dy), Yu € I2(F, p),
¢ fiind functia Green.

Urmatoarul rezultat este necesar in definirea functiei Green:

LEMA 4.9.1. ([30]-3.5.1) Daca X = (X;j;)1<i,j<n matrice simetrica cu:
o X, <O,i:1,...n;
o X;; >0 pentru i # j;

e Vi=1n, Y X;; <0 (si <0 pentru un j);
i=1
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o Vi, 3m>1, Jig,... im € {1,2,....0}, io =i, im =j ct Xipi,.,
atunci X inversabil si Gi; > G > 0, Vi,j =1,n (unde G = (Gi;) == (=X)71).
Se considerd matricea X := X1, X; din ”descompunerea” (datd de 4.1.16) a lui Hy (dat de (4.11)).
Apoi G := Gy si Gpq := (G1)pq, Penttru p, ¢ € V1\Vo. Se poate da
DEFINITIA 4.9.2. ([30]-pag.97-98) Se considera

° \I/(x,y) = Z quilip(lf)ﬂ)q(y) si \I/m(y) = \I/(x,y), x,y € F;
P,q€Vi\Vo

o Uy(z,y) = V(Y (2), ¥y, (y), w € Wi, &, y € Fy, Uy(x,y) := 0 altfel si U7 (y) := V,y(z, y);

>0,k=0,...,m—1;

m—1
® gm(z,y) = kZO XVIV W (2,y) st g5 (y) = gm(x,y), v, y € F.
=0 weWy

Se poate deduce ca
e g% me-armonica; g¥ (y) =0, Vy € Vp;
o c(g%,u) = um(z) —up(z), Vu € F;

e gz, y) = > (Gu)pe¥p (@)V5"(y);

2,4€Vin \Vo
o Uy(z,y) =05 {gm(x,y)}tm

Se poate defini atunci g(z,y) := lim g (z,y) = >, 70 Vw(z,y) (putdnd fi si +00) care se va numi, pe
m weW,
scurt, functia Green asociatd structurii armonice (D,r). Se poate demonstra ([30]-pag.98-99):

(1) g continua pe F' x F\{(z,z)|z € F};
(2) pentru z, y € F\Vy, g(z,y) > 0 <= z i y apartin aceleiagi componente conexe a lui F\Vp;
(3) g continud pe F x F dacd (D,r) regulata.

Daca (D, r) nu e regulata, atunci este posibil ca g(z,z) = co. Rezultatul fundamental este dat de

TEOREMA 4.9.3. Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) g(z,z) < oo;

(2) g* € F, g°(y) := g(x,y);
(3) z € Q.

Dacd una din aceste conditii este satisfacutd, atunci e(g®,u) = u(z) —uo(x), Yu € F.

Demonstratia se prezinta pe scurt, fiind punctul de plecare pentru o generalizare din ultimul capitol:

(3)=(2) Pentru Fy := {u € f‘u‘vo = O}, (Fo,¢€) este spatiu Hilbert, iar pentru z € Q, p € Vj,
lu(z)|? < e(u,u)R(z,p), Yu € Fo; deci Fo > u — u(x) € R functionald liniard si continui, adica
Jdh € Foy cue(h,u) = u(x), Vu € Fy. Dar e(hp,, u) = e(h, um) = um(z) = e(gk,,u), Yu € Fo, m > 0, deci
hm = g%, Vm, adica h = ¢” si ¢° € Fo.

(2)=(1) rezulta din

e(g®,9%) = lim e(gp, gy) = 1m gn(z,z) = g(z, z).
m— 00 m— 00

(1)=(3) Pentru w € Q cu 7(w) = z, se noteazd x,, = m(c™w). Dacd lim,, ¢(x,,) = 0, atunci, se

poate deduce, uzand de cateva rezultate tehnice auxiliare, dar simple, cd = € . Daca lim,, ¢(x,,) > 0,

se poate construi un gir Cauchy {py}r C (2, R) care sa convearga chiar la x (demonstratie foarte tehnicg,
(30]-pag.100-102).

4.10. Procese de difuzie asociate formelor pe fractali

In aceasta sectiune se pune in evidenta succint modul in care se construiesc procese asociate cu forme
Dirichlet pe fractali si cateva proprietati remarcabile; se prezinta si o scurta abordare probabilista a
nucleelor caldurii pg(t, z,y).

Pe parcursul sectiunii se considerd fixate L := {F7 {%}ZZW} S.A.P.C.F. conexd, (D,r) structurd
armonica pentru L (nu neapdarat requlata), p := {p;},_1v sistem de ponderi cu rip; < 1 gi p = vP
masura autosimilard asociatd lui £ gi p. Din teorema 4.8.6, forma rezistiva (¢, F) (atagatd lui L si

structurii armonice (D,r)) este formd Dirichlet requlatd locald pe L?(F, ). In plus se verific usor ci
forma este ireductibila. Deasemenea, din

|u(p) - u(q)|2 < CTws(u»u)v D,q € va w € Wy,

rezulta

(4.19) /quu < de(u,u) + (/ ud,u)Q,

(4.20) u(p)? < 2/u2d,u + 2ce(u,u), p € F.
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4.10.1. Procesul asociat lui (¢, F). Din teorema 3.6.8 existd un proces Hunt p-simetric X =
(X;,t > 0,P% x € F) asociat lui (g,F) pe L2(F,p).

Se observa ca se construieste practic cate un proces pentru fiecare masura p. Dar teorema 3.7.1
spune ca toate aceste procese pot fi obtinute unele din celelalte prin ”schimbare de timp”. Proprietatile
de regularitate ale formei (¢, F) s-au obtinut simplu, acesta fiind avantajul abordarii ”cu forme Dirich-
let”; toate abordarile probabiliste ce privesc proprietatea Markov sunt greoaie. Constructia probabilista
a lui T. Lindstrom ([35]) se loveste deasemenea de dificultatea gasirii unei multimi invariante pentru
probabilitatile de tranzitie, ceea ce constructia ”cu forme Dirichlet” evita.

Daca (U, )a>o rezolvanta lui X, din (3.10) rezultd (f,g) = eo(Uaf,9), f, g € F.

Daca U, are densitatea u,, relativ la p, atunci, cu un calcul formal, se poate obtine

calta(p, -),9) = ca(Uaxp: 9) = (Xp,9) = 9(p)-

Din aceasta, (F.R.4) pentru (g, F), (4.20) si teorema lui Riesz (pentru aplicatii de forma ¢(u) := u(p))
se poate deduce

TEOREMA 4.10.1. ([22], pag.73) (1)¥p € F, 3ub, € F,Vv € F, e,(ub,v) =v(p);
(2) Pentru uq(p,q) = uf(q), are loc u(p,q) = u(q,p), Vp,q € F;
(3) [ua(p,q) = ualp, ¢)* < R(q, ' )ua(p.p) (deci ua(-, ) continud pe F' x F).

Pentru v masura pe F', daca se noteaza

Vyu(p) = / a(p, )0(0)(0), u € F,

utilizand 4.10.1-(1) si 2.2.14 (considerandu-se sirul {v,, }, ce aproximeazi slab méasura autosimilara i) se
poate deduce chiar ca

oo

EP /e_o‘tvoXtdt =Uyv(p) = /ua(p, q)v(q)u(dg).
0
Despre procesul X se mai poate spune

TEOREMA 4.10.2. ([3]-7.21) (a) Vp € F, p regulat pentru {p}.
(b) X poseda "timp local” (LE,t > 0, x € F) continuu in raport cu (x,t) cu
t

[ Xads = [ uto)Liutdp). o
0
pentru orice u masurabild marginita.

Rezultatul este consecinta a estimarilor densitatii rezolvantelor u,. Cum u, marginita si continua,
orice {p} este regulat pentru {p}. De aici X posedd "timp local” (L¥,t > 0,z € F) masurabil in
raport cu (z,t) (a se vedea [50]). cum X proces Markov simetric, din Th.8.6 ([50]) (L¥,t > 0,z € F)
continuu 1n raport cu (z,t) <= procesul Gaussian Y := (Y,, € F), de functie de covarianta data de
ElY,Y,] = ui(z,y), z, y € F este continuu. Acest lucru se poate demonstra utilizand conditii suficiente
in termeni de entropie metricd (a se vedea de exemplu [51]-6.1).

Continuitatea lui (L7,t > 0, € F') permite deducerea simpld a faptului c& X este limita unui gir de
lanturi Markov continue. Se considerd din nou sirul aproximant {v,}, din 2.2.14; v, masurd discretd
pe V,, Vn ("distributie de masa” "naturald”). Se considera A} := [ Lfv,(dz), o} := inf{s : A? > t},

F

X' = Xop (ase vedea [51], pg.93). Se poate enunta in sfarsit

TEOREMA 4.10.3. ([3]-7.22) (a) X™ := (X[*,t > 0, P*,x € V,,) proces Markov simetric asociat lui e,
pe Vn;
(b) X — X a.s. si uniform pe compacte.

Pentru a deduce (a) se utilizeaza 4.10.2-a), deci toate ”punctele” lui F' nu sunt polare pentru X. Din
3.7.1 (teorema "urmei” formelor Dirichlet) X™ este procesul Markov asociat urmei lui € pe L?(V,,vy,).
Se tine cont si de Tr(e|V,,)(u, u) = e, (u)y,, ujy, ).

Deasemenea, cum F' compact, pentru orice 7' > 0, (L¥,0 < t < T,z € F) este uniform continuu.
Din convergenta slaba a girului v, citre p, dacd To < Ty < T, atunci A} — ¢ uniform pe [0,7}], deci
o — t uniform pe [0, T3]. Cum X continuu, X;* — X; uniform pe [0, T5].

REMARCA 4.10.4. Se pot obtine simplu operatorii asociati H,, ai lui X", sau echivalent, lui €,,. Daca
{c™(p, q)}p.qev, matricea de conductanta asociatd, atunci

i) =5 3 (pa)ulp) — ula))*

P,gEVy
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Din (4.12) rezulta

1

n — PR
" (p.q) = Z TwD’w;l(p)w;l(q)’p’QEV”’
wEWn,p,q€¢hw (Vo)

iar

Hyu(p) = > v, 9)(ulp) — ulg)).

4.10.2. Nucleele pgp(t,z,y). Se poate deduce (a se vedea capitolul 4 din [30], mai exact sectiunea
4.1) ci pentru b € {D, N} (notatie pentru conditii la frontiera (Dirichlet sau Neumann)), I{\b},>1,
F{¢b}>1 C C(F,d) N Dy, valori proprii si vectori proprii pentru Hp sau Hy astfel incat

b b b
0<X <A< <h <AL <.

iar {¢0},>1 sistem ortonormal complet in L2(F, p).
Pentru b € {D, N}, se poate defini nucleul py(t, z,y) pe (0,00) x F x F:

b
po(t,y) ==Y e nitgh ()b (1)-
n>1

(suma fiind formald, putdndu-se demonstra ci ea converge uniform pe orice [a,00) X F X F, ¥a > 0, de
unde se poate deduce si continuitatea lui p, pe (0,00) X F x F'). Cele mai importante proprietdti ale
acestor nuclee sunt rezumate de

PropozITIA 4.10.5. ([30]-5.1.2)
(1) pu(t,x,y) ia valori pozitive si este continuu pe (0,00) X F x F;

(2) Y(z,y) € Fx F, pp(-,2,y) € C*(0,00);
(3) Vs,t >0,Va,y € F,

pb(t—i-s,a:,y):/pb(f7$72’)pb(572ay)ﬂ(dz)-
F

Din teorema 4.8.6 rezultd existenta unei forme rezistive (¢, F) asociate structurii £ si lui (D, r). (g, F)
este o forma Dirichlet locald, regulata pe L?(F, x). Din subsectiunea precedenti, formei (g, F) i se poate
asocia un proces de dufuzie X = (X, ¢t > 0, P*,z € F). Din continuitatea lui py se poate deduce ca
acest proces satisface in plus (([30]-A.3.1))

(vaeF)(vrecm)(E(roXd = [ pltaniwu).



CAPITOLUL 5

Renormalizare pe S.A.P.C.F.

Asa cum pe R miscarea browniani este procesul "natural” (cu operatorul Laplace si integrala Dirichlet
asociate), se doregte identificarea, pe o multime de tip fractal, a unui proces de difuzie (eventual unic)
(sau a ”laplacienilor”, ori a formelor Dirichlet asociate). Existenta si unicitatea unui proces de difuzie
(i.e. "laplacian”, sau form& Dirichlet) pe o S.A.P.C.F. L este asiguratid daca in prealabil se rezolva o
alta problema, numita renormalizare, anume determinarea valorilor si vectorilor proprii pentru functia de
renormalizare, i.e. a structurilor armonice asociate lui £ (sectiunea 4.5.1). Indati ce un astfel de operator
propriu ireductibil (forma proprie ireductibila) a fost gasit, se poate construi o forma Dirichlet regulata
locala pe ”fractal” si procesul de difuzie asociat. Acest lucru a fost descris in capitolul precedent.

Problema determinarii formelor (operatorilor) proprii a fost abordata pentru prima datd probabilist
de catre T. Lindstrom ([35]); el a demonstrat existenta pentru fractali cuib (F.C.) utilizand teorema
lui Brouwer de punct fix; generalizarea acestui rezultat la fractali cuib afini (F.C.A.) a fost realizata
de Fitzsimmons, Hambly si Kumagai ([20]). Unicitatea a fost demonstratd de Sabot ([59]) pentru
fractali cuib afini (F.C.A.). Asadar, odata cu [59], problema existentei i unicitatii formelor (operatorilor)
proprii (i.e. structurilor armonice) pentru clasa fractalilor cuib afini a fost rezolvata. Pentru structurile
S.A.P.C.F. generale a ramas inca o problema deschisa.

O noui metoda de studiu in ceea ce priveste renormalizarea pe S.A.P.C.F. este utilizarea teoriei
formelor Dirichlet, abordandu-se o tehnica diferita de punct fix, cu ajutorul metricii proiective Hilbert
pe conuri; ea a fost propusd de V. Metz in [39]. Functia de renormalizare A este nonexpansiva relativ
la metrica hilbertiana proiectiva h. Aceasta functie de renormalizare a fost definita in 4.5.1 pe multimea
LA(Vy) (sau echivalent DF(Vp)), adicad pe multimea laplacienilor sau a formelor Dirichlet ireductibile
pe Vo ("frontiera” fractalului). Se impune insd sa se considere extensia sa la toate formele energie (sau

P ! — !
operatori asociati) pe Vp, adica la (D]—" (V0)> (sau (L.A(Vo)) ). Ea contracta h-distantele in caz de
ireductibilitate sau neliniaritate; aceasta permite demonstrarea unor rezultate privind renormalizarea, in
special in ce privegte unicitatea i aproximarea formelor proprii.

Studiul renormalizarii prin intermediul metricii Hilbert a fost perfectionat continuu de ciatre V. Metz in
articolele ([40]-[45]); el a dezvoltat un aga numit ”test de scurtcircuitare” in [44], care permite sa se vada
cum geometria unui fractal inluenteaza existenta formelor proprii; rafinarea tehnicilor de renormalizare
in aceastd directie culmineaza cu [46], unde se extind si imbunétatesc rezultate datorate lui Metz, Sabot,
Nussbaum; se combina tehnici spectrale, dinamice si analitice, ansamblul lor permitand degrevarea unui
algoritm general de decizie a existentei gi unicitatii formelor proprii pentru un fractal P.C.F. dat.

Deasemenea, tot Volker Metz este cel care a obtinut rezultate concrete privind aproximarea formelor
(operatorilor) proprii ([39], [40]). In special in cazul F.C.A., unde are loc exitenta si unicitatea formelor
proprii invariante la grupul maximal de simetrie al fractalului, aceste rezultate permit elaborarea unor
algoritmi si scrierea unor programe in C++ si Java in scopul determinarii efective a acestor forme proprii
pentru clasa restransa a fractalilor cuib afini.

Deasemenea, o altda problema interesanta, a existentei si neunicitatii, a fost rezolvata de catre R.
Peirone ([54]) pe fractali P.C.F. cu frontiera formata cu trei elemente.

In continuare, in acest capitol, se prezinta o sinteza riguroasa, conform conceptelor din sectiunea 4.1,
a tuturor rezultatelor obtinute pand acum (in special de catre V. Metz), privind renormalizarea, descrise
mai sus.

5.1. Functia de renormalizare

5.1.1. Definitia functiei de renormalizare. Fie L := {F, {d’%}zzﬁ} S.A.P. C.F. conexa, r :=

M N

(r1,...,mn), cur; >0, V "frontiera” ”initiald” a structurii si {V,,, }m>0 sirul ”generatiilor” succesive ale
lui Vp (ca in sectiunea 4.5).
Pentru simplitate, se vor renota conurile de forme definite in subsectiunea 4.1.2 pentru V = Vj:

— / . . .
anume (]—'D(VO)> = Py =: P, (FD(V,)) =: Dy =: D, FD(V,) =: Dj = I¥, (FD(Vp))' =: Di =

D¥. Mai precis, P este conul formelor pozitiv semidefinite conservative pe Vy, I este conul formelor
Dirichlet conservative pe Vp, iar D (respectiv D) este conul formelor Dirichlet ireductibile (respectiv
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tare ireductibile) pe V5. Evident
D" cD'cDCP.

N / _ ,
Analog, se vor defini si (]—"D(Vl)) =Py, (FD(W)) =: Dy, FD(V1) = Di, (FD(W,))" =: DY
Daca se considera B := D — D, evident P C B, iar (B, || - ||) spatiu normat finit dimensional (unde

lle]|? := sup {e(u,uw) |u € 1(Vo), [lullv, = 1}) Se poate deduce atunci ca
D° ={ceD|e(xp,Xxq) <0, p#q€ Vo} =D",

P°={ce P’e(u,u) =0 u= ct.}= /TTF(VO).

Acest lucru rezultd usor din faptul ci existd corespondentd bijectivi intre Meona(Vo) si (FD(Vo))',
anume Z : Mona(Vy) — (FD(Vy)) =D (a se vedea subsectiunea 4.1.5); aplicatia = se poate extinde la
MY, (Vo) (matricile simetrice #(Vp) dimensionale, ”0 pe diagonald”), anume = : MY, (V) — B, fiind
deasemenea bijectie (chiar izomorfism izometric de R-spatii normate). Dar M .onq(V0) este In izomorfism
izometric de conuri cu D prin =, deci si cu Ri(n_l)/z, unde n = #(Vp), iar M%, (V4) este in izomorfism
izometric de spatii normate (cu matricile simetrice, cu ”suma pe linii 0”) gi apoi cu B prin Z, deci i cu
R™"=1/2 De aici D° izomorf izometric cu (0, 00)™ "~ 1/2 etc.

Din cele de mai sus rezulta si cd D este con poliedral. Se va vedea mai tarziu ca P nu este, in genral,
con poliedral.

Deasemenea, se remarca faptul ca D NP° = D',

Se introduc urméatoarele doud operatii pe P, respectiv IP; (acestea mai fusesera considerate in capitolul

precedent, dar doar pentru D? si D}):
(1) (Multiplicare) Pentru g € Py, se definegte ¥(gg) =: €1, unde

N
e1(u,u) :=Y rico(uo i, uoty), Yu € l(Vh);

i=1
se verifica imediat c&d U(egg) = €1 € Py, deci ¥(Py) C Py.
(2) (Reducere) Pentru ; € Py, se definegte ®(g1) =: €p, unde
eo(u, u) :=inf {e1(v,v) |v € (1), vy, = u}, u € 1(Vp);

se verificd imediat cd ®(e1) = g¢ € Py, deci ¥(Py) C Po.

Se observa ca aplicatia ¥ depinde de r (deci ¥ = ¥,.).
Deasemenea, din o(T o ¢;, 70 1) < go(v o, v o), Yo € I(V1), Vi, rezulta U(Dpy) C Dy.
Apoi, pentru e; € Dy, uw € I(Vp) si @ := (0V u) A1 are loc

®(e1)(u,u) = inf {e1(v,v) ‘v €l(Vh), vy, =u} <
<er (Fily o M) < en (it ik ) = B (),

(s-a utilizat faptul ci (HV \Vou) , = T principinl i Dirichlet 4.1.9, observaia 4.1.13 i (F.D.3) pentru
0

€1). Asadar ®(e1) € Do; deci ®(Dy) C Dy.

Pentru g9 € P§, 1 := ¥(ep), v € I(V4), daci e1(v,v) = 0, atunci eg(v o ¢;,v 0 ¢;) = 0, Vi, deci
v o1, =ct., Vi de unde, din conexiunea structurii £, v =ct. pe Vj. Deci ¢; € P5. In final U(Pg) C PY.

Pentru g1 € Py, ¢ := ®(e1), u € I(Vp), daci eo(u,u) = 0, atunci, din 4.1.16 (se poate aplica, &;
satisface (F.D.2)) eo(u,u) = e1(h(u), h(u)) = 0, deci h(u) =ct. pe V1, deci u =ct. pe Vy. Deci gy € P§.
In final ®(PS) C P§.

Functia de renormalizare se definegte acum astfel:

DEFINITIA 5.1.1. A=A, :P—P, A:=d0 V.

Din cele de mai sus, A bine definita gi A (P°) C P°, A(D) C D, A (D°) C D°.
Pentru K € {P, D}, se defineste, pentru &, F € B,

E<g F—=F-€ck

Se poate deduce simplu cd £ <p F <= E(u,u) < F(u,u), Vu € I(Vy) (deoarece £, F € B, deci sunt
simetrice) iar P = {A -B | A, BeD, B<p A}.



5.2. METRICA PROIECTIVA HILBERT SI FUNCTIA DE RENORMALIZARE 81

5.1.2. Proprietatile functiei de renormalizare. Functia de renormalizare este compunerea din-
tre o aplicatie liniard (aplicatia ”de multiplicare” ¥) gi una supraaditivd (aplicatia ”de restrictie” ®).
Toate proprietatile importante sunt listate mai jos (pentru demonstratii se poate consulta [39]-sect.2 si
referintele corespunzatoare):

PROPOZITIA 5.1.2. (Propritatile functiei de renormalizare)
(a) (A invariaza D, D°, P°) A (P°) C P°, A(D) C D, A(D°) C D°;
(b) (A pozitiv omogend) (V.A € IP’) (Va > O) (A(aA) = ozA(.A)) ;
(¢) (A <p-monotond) A, BeEP, A<pB = A(A) < A(B);
(d) (A supraaditivi) (v ABe IF’) (A(A +B) > A(A) + A(B)) ;
(e) Ale)(u,u) =T(e) (H‘\I;I(a/ou,Ha(fi/ou), Vuel(V), Ve eP;
(£) AE) = (ITo (B(E)) IT5) — (o (T(E)) IT4) (1T (T(E)) )~ (I (U(E)) IT}), unde T, = Iy,
iar 11y := Iy,\v, sunt proiectorii de pe [(V1) pe [(Vo), respectiv [(V1\Vo) si s-au considerat
analoagele lui W, ®, A 7pe operatori”;
(@) A € C'(P°) NC(D) si dA(A)B)(u,u) = ¥(B) (H$1<(‘V>Ou,H$1<\/‘V>Ou), Vu € I(Vy), VA € P°,

t
VB e B, sau dA(A)(B) = (H&f\f‘&o) v(B) (H;((‘V)O).

Majoritatea proprietatilor rezultd aproape trivial din definitii, principiul lui Dirichlet si considerarea
nucleelor armonice discutate in sectiunea 4.1.6: (a) s-a dedus deja, (b),(d) rezultd din definitia lui ® ca
infimum, iar (¢) rezultd din (d). Se poate deduce si faptul cd A nu este <p-monotond. (e) rezultd din

A(e)(u,u) = ® o U(u,u) = V(e) (H“I;l(iz/ou,H“I;l(iz/ou> ,u€el(Vp),eeP

(din principiul lui Dirichlet 4.1.9 si observatia 4.1.13 existd nucleu armonic asociat gi lui ¥(e) € Pq).

La (f) existd invers al lui II; U(E)II} doar pentru e € P°, formula fiind datd de 4.1.16 (cu T' =
o (U(E)) I, X =11, (V(E)) I, J =11, (¥(E)) ). Se poate deduce formula i pentru situatia ¢ € PP,
dar considerandu-se inversa generalizatid Moore-Penrose a matricii operatorului IT; ¥ (E)IT (a se vedea
[2]-Th.6).

Pentru (g) se foloseste principiul de minim pentru deducerea continuitatii lui A pe D iar formula este
binecunoscuta tot din rezultate privind ”shorted operators” (a se vedea [39]-sect.2 si referintele aferente).

OBSERVATIA 5.1.3. ([41]-Prop.2.1-g)) (a) se poate imbunatati: A(D N P°) C D°, adica imaginea
prin functia de renormalizare a conului formelor Dirichlet ireductibile e formatd cu forme Dirichlet
tare ireductibile. Intr-adevar, pentru p, ¢ € Vo, p # g si A € DN P°, A operatorul corespunzitor,

(\I/(A)'Hél\voxp) e = 0, iar din definitia lui A

AA X xa) = WA HP v X H v Xa) = WA (HE v X Xg) =
= W(AHD v xe(9) <0,

din principiul de minim aplicat lui A (ireductibild).

5.2. Metrica proiectiva Hilbert si functia de renormalizare

5.2.1. ”Metrica proiectiva” si ”metrica” Thompson: definitii. Cum functia de renormalizare
se poate defini pe conul P, V.Metz a incercat primul, in [39] - dat fiind rezulatele deja existente privind
punctele fixe ale operatorilor nonexpansivi neliniari definiti pe conuri, cuprinse in lucrarea [53] - sa incerce
aplicarea lor pentru A. Ingredientul principal este in [53] metrica proiectivd Hilbert si metrica Thompson.
Se vor prezenta succint aceste doud concepte (prezentarea respectd [39] si trimiterile la [53]).

Se considerd K € {P,D}, P, D conurile de forme asociate ca in sectiunea precedentd unei structuri
S.A.P.C.F. conexe L gi B := K — K. Atunci K con convex inchis in (B, || - ||) (K fiind finit dimensional,
deoarece B este n(n — 1)/2 dimensional, n = #(V)), cu varf, generator al lui B, K° total si normal (A,

BeB, A<k B=|[|All <||B]).

DEFINITIA 5.2.1. Pentru A, B € K\{0}, se spune ci A, B sunt K-comparabile (se scrie A ~g B) <=
Ja, >0 cu ad <k B <k SA.

7

Se deduce simplu ¢ ”~g” relatie de echivalentd pe K\{0}; clasele de echivalentd se numesc pdrti,
care, sunt evident subconuri ale lui K. K° este cea mai importanta dintre parti.

Datorita faptului ca A nu este neaparat <p-monotona, se va considera in continuare doar <p, care se
va nota simplu <.
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DEFINITIA 5.2.2. Pentru A, B € K\{0}, cu A ~x B, se considera
m(B|A) = sup {a > 0| aA < B},
M(B|A) :=inf {8 >0|B < BA},
M(BlA
m(BlA)’
p(A, B) := max {ln M (A|B),In M (B|A)}.
Pentru A, B € K\{0} cu A =g B, se considerd h(A, B) := p(A, B) := oo, iar h(0,0) := p(0,0) := 0.

h si p se numesc “metrica” proiectiva Hilbert si "metrica” Thompson (desi, definite pe K, ele nu sunt,
evident, metrici).

Se observa c& pentru A, B € K\{0}, cu A ~x B, are loc 0 < m(B|A) < M(B|A) < oo si m(B|A) =
M(AIB)~!, M(BJA) = m(A|B)~!

h(A,B) =1

kM

5.2.2. ”Metrica” proiectiva si "metrica” Thompson: proprietati. Se deduce simplu faptul

(1) h(A,B) =h(B, A), VA, BeK\{0};
(2) h(A,C) < h(A,B)+ h(B,C), VA, B, CeK\{0};
(3) h(A,B) =0 < (Fa > 0)(A=aB);
(4) h(A,B) = h(aA,BB), VA, BeK\{0},Va, 8> 0;
(5) h(A,B) =00 <= A= B
(1), (2) si (5) se pot deduce si pentru p, (3) si (4) se inlocuiesc cu faptul ca p(A,B) =0 < A = B.

, (2

Uzand sistematic de [53], V. Metz, deduce in [39]-sect.3 ci:

e pentru orice parte C, hjcxc pseudometrica, h\(CnS]f(o))x(CnS]‘f(o)) metrica (SP(0) sfera unitate
din (B, || - |])); de exemplu C' = K°;

. (C N S%(0), h I(Cns2(0))x (Cms]im(o))) spatiu metric complet (Rem 1.1 din [53]); de exemplu C' =
K*;

e pentru orice parte C, pjcxc metrica; cum K con normal, (C,poxc) spatiu metric complet (Th
1.1 (Thompson) din [53]); de exemplu C' = K°;

o 1n(A,B) < p(A,B) < h(A,B), A, BeP°NSE(0) (din Rem 1.3 - [53] pentru C =P°, ¢ = |||,
¥ = P° N SE(0));

o [|[A—B|| < eMAB) 1 VA BePnSE0) (din Prop.1.4 - [53] pentru K = P con normal in
spatiul Banach B: existAald e Pcu |U|| =1, VeP, |V||<1 =V <pU)si U € P-P,
U <pU' <pU = ||U'|| < 1), deci ipotezele Prop.1.4 sunt verificate);

o h(AB) <In ZHE=Fl VB € P°, A € BE(B) C P° (din Rem.1.4 - [53)).

® Nz, xx, ~Pm xs, ~ (dll'\\)\zlle (din ultimele trei inegalititi), deci, pe X1 topologia generata
de norma coincide cu ce cea generata de h, sau p;

e dacd B* := {¢ : B — R0 liniard}, P* := {§ € B* |§(A) > 0, VA € P} iar pentru § € P*\{0},

= {A € P°|6(A) = 1}, results BS""(A) := {BeS?|n(AB)<al (bila hilbertiani,
”inchisa”, restrictionats la S?, de centru A si razi a) este convexi, nu neapirat strict convexa
(conform Lema 4.1 - [53]), chiar daci metrica hilbertiand nu provine dintr-o norma.

5.2.3. A h-nonexpansiva. Se considera L := {F {i}, 3 N} S.A.P.C.F. conexa, r := (r1,...,7p),

cu r; > 0, Vy "frontiera” structurii, conurile P, D asociate lui Vj si A functia de renormalizare.
Utilizand un argument simplu al lui Bushell ([10]-Th 3.1), V.Metz observa in [39]-Prop.4.1 ca A este
h si p- nonexpansiva pe P°:

PrOPOZITIA 5.2.3. h(A(A),A(B)) < h(A,B), p(A(A),A(B)) < p(A,B), VA, BeP°.
<

M(B|A)A, pentru A, B € P°,
(B)|A(A)) < M(AB)|A(A)) <

A,
Intr-adeviir, din A monotoni si pozitiv omogeni, si m(BJA)A < B
rezulta m(B\A) (A) < AB) < M(BJA)A(A), deci m(B|A) < m(A
M(B|A), de unde h(A(A),A(B)) < h(A, B), p(A(A),A(B)) < p(A,B).

OBSERVATIA 5.2.4. ([41])-Prop.3.1, Prop.3.2) 1. O altd modalitate de a deduce 5.2.3 este urmatoarea:
- se definesc, pentru A, B € P°,

e(A|lB) .= A—m(A|B)B € IP, e(A|B) := M(A|B)B — A € JP.
- se observa ca pentru A, BeP°, AR, S € P cu
A(A) = A(e(AlB)) +m(AIB)A(B) + R,
M(A|B)A(B) = A(A) + AE(AIB) + S
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- rezulta atunci ca
m(A[B) < m(A(A)A(B)) < M(A(A)A(B)) < M(A|B),
m(A|B) < m(A(A)|A(B)) < A(e(A|B)) + R € P°,
M(A(A)|AB)) < M(A|B) < A(E(A|B)) + S € P°,
Acestea permit deducerea h-nonexpansivitatii lui A. Deasemenea, h-contracta-rea lui A ar putea

rezulta din A(P) C P° sau A strict concava. Dar chiar gi pe exemple simple (Fulgul lui Vicsek cu grupul
de simetrie maximal, a se vedea ultimul capitol) se va vedea c& nu se intdmpla niciuna din aceste situatii

(deoarece A(OP\D) = {0}).

2. Pentru u € I(V}), deoarece (\P(B)H‘él\vou) V1\VoE 0, (Ha\vou)lvoz (H“‘;‘l\vou)‘vo (B operatorul

asociat lui B), rezultd ¥(B) (Hél\vou - H\le\vouvH\Lil\vou) = 0, de unde, cu un calcul simplu ([41]-
Prop.3.2) va rezulta (pentru e(A|B) =: ¢, E(A|B) =: &)

(51)  Ale)+R = dA(A)e) + m(AB)Y(B) (Hh vy, = Mg ) (Hih v, — Hw) <) € P
si, analog,
(52)  AE)+S = dAB)E) + MABW(A) (Hhy, — HE 1 ) (Hihw, — M) ) €P

Aceasta va permite ca, in cazul unei diferentiale strict pozitive a lui A sa aiba loc h-contractarea lui
A. Acest lucru se va intdmpla in cazul F.C.A.-urilor (a se vedea sectiunea 5.8).

3. Nu se poate asgtepta inegalitate stricta pentru situatia generala a fractalilor P.C.F. Doar pentru
F.C. (se va vedea mai tarziu) V. Metz (in [43]) a obtinut c& h(A™(A),A™"(B)) < 2-£(A,B)" - h(A,B),
&(A, B) fiind o constantad din (0, 1) ce depinde de A si B.

4. D. Weller a demonstrat ca nu toate functiile nonexpansive provin din functii monotone, pozitiv
omogene.

5. Pt. anumite exemple de fractali ("Fulgul” lui Vicsek cu grupul de simetrie ”generat doar de
diagonale”) se poate deduce c& A nu e D-monotond nici pp nonexpansiva; acesta este motivul pentru care
se considera h gi p intelegandu-se hp si pp.

Deasemenea, foarte important este faptul cd existd o singura valoare proprie pentru A pe P-parti
([39]-Prop4.2, cu argument tot din [10]-sect.3):

ProproOzZITIA 5.2.5. A, BEP, A~p B, A(A) =aA, A(B) =8B = a=p.

Concluzia rezulta din m(B|A) < m(A(B)|A(A)) = m(8B|laA) = (8/a)m(B|.A), de unde 3 > «, apoi
se interschimba «a cu (.

5.3. Renormalizare pe P.C.F.S.S. conexe. Existenta

Se vor prezenta rezultate generale privind existenta formelor proprii pentru P.C.F.S.S. conexe, in
conformitate cu [39].
Fie L := {F, {%‘}i:ﬁ} S.A.P.C.F. conexa, r := (ry,...,r,), cu r; > 0, Vo ”frontiera” structurii,

conurile P, D asociate lui Vj si A functia de renormalizare.

5.3.1. Rezultate generale privind existenta pentru S.A.P. C.F. conexe. V. Metz a observat,
in [39], c& dacé se considerd BY(0) := {A € B|[|A|| <1} bila unitate "inchisa” din (B, ]| - [|), ea este
compacta (B finit dimensional) si convexa, deci si B} (0) NID compacta si convexa (D C B inchis). Daca
a :=sup {||A(A)||| A € B}(0) "D}, atunci din A € C(D) si A(P°) C P°, rezultd 0 < a < co. Se poate
considera atunci L A, pentru care 2 A(B¥(0)ND) c BF(0) NI (A omogena), deci se poate aplica teorema
lui Brouwer lui 1A : B¥(0) nD — Bf(0) N D, pentru a obtine

ProrozITIA 5.3.1. L := {F, {wi}izl,_N} S.A.P.C.F. conexd, v := (r1,...,7rs), cur; >0 =

(Ha > o) (HAE ]D>) <A(A) - aA).

Asadar, existenta are loc. Dar, acest rezultat nu este satisfacdator, deoarece, se doreste gasirea unor
forme proprii din D NP° pentru functia de renormalizare. Acest lucru se poate realiza, cu ipoteze supli-
mentare.

Plecand de la Th.4.1-[53], V.Metz rafineazi rezultatul 5.3.1 in felul urmé&tor ([39]-Prop.4.4):

Pentru 0 € P*\{0} si SY := {4 € P°|0(A) = 1}, daci se considerd Ay : S — S% Ay(A) =
A(A)/O(A(A)), se poate deduce imediat cia Ay nonexpansivi pe (S?, h). Pentru A € S?, fie Lim(A) :=

%h

5 (8%h)
m U AJTR(A) multimea punctelor de acumulare in (5%, h) ale sirului {AJ*(A)}, . Presupunénd
m>0k>0
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caexistd p > 051 A € S cuLim(A) C BS " (A) := {B € S? |h(A,B) < p} sinotand K == () B§: MB) c
BELim(A)

5% se poate deduce ci Lim(A) € K si Ag(K) € K. Cum K compcatii, convexi (intersectie de bile

”inchise”, mirginite, convexe), cu teorema lui Brouwer exist# un punct fix al lui Ag in K C S?. Deci are

loc

PROPOZITIA 5.3.2. Fie L, r ca la inceputul sectiunii, 8 si S° ca mai sus. Dacd 3A € S? sip >0 cu
0 # Lim(A) C Bfe*h(.A), atunci Ag are un punct fir in S?.

Rezultatele anterioare privind existenta se pot generaliza (tot pentru L, r ca la inceputul sectiunii) cu
atentie sporita pentru D-parti si P-parti:
I. Cu acelagi argument (teorema lui Brouwer), se poate generaliza 5.3.1 astfel

PROPOZITIA 5.3.3. ([46]-Lema?) Existd o forma proprie in fiecare subcon (D-parte) inchis, convez al
lui D.

3

Se deduce faptul ca ori 0 este valoare proprie, ori prin normalizarea lui A se ”st&” Intr-un hiperplan,
apoi se aplica teorema lui Brouwer.
II. Utilizand I. si argumente similare celor premergatoare lui 5.3.2 se poate deduce ca

ProrozITIA 5.3.4. ([46]-Lemals) Dacd existd o P-parte Py care contine un A cu (A™(A)), h-
marginit, atunci Py contine o forma proprie.

III. Uzand de faptul ca h : P\{0} — [0,00] este inferior semicontinua pe ((P\{0})%, |||+
([46]-Lemab) si de II. se poate deduce chiar

PROPOZITIA 5.3.5. ([46]-Prop.15) Dacd existd o P-parte A-invariantd Py care contine un A € D cu
(A™(A))y, h-marginit, atunci (A"(A)),, are un punct limita B € D cu Pg < P4 iar Pg ND contine o
forma proprie.

I-II-11T au permis deducerea de citre V.Metz in [46] (a se vedea sectiunea 5.9.6), a unor rezultate
mult mai specializate privind existenta.

5.3.2. Existenta formelor proprii pe F.C.A. si S.A.T.S. Ideea, in cele doua rezultate ante-
rioare, este aplicarea teoremei lui Brouwer, ceea ce fusese facut deja de T. Lindstrom in [35] pentru
fractali ”cuib” si Fitzsimmons, Hambly si Kumagai in [20] pentru fractali ”cuib” afini (fara a uza direct
de metrica hilbertiana insa):

TEOREMA 5.3.6. ([35]-Th.V.5, [20]-Prop.2.3) Daca L = {F, {wl}l:ﬁ} F.C.A. sir invariant la

grupul de simetrie "mazimal” G al lui L (a se vedea in continuare definitia riguroasd a acestui fapt),
atunci

(Eia > o) (aA e D, mpg) (A(A) - aA).
(Ps st Ds sunt conurile de forme invariante la Gy, a se vedea definitia urmdatoare).

Din observatia 5.1.3 se deduce ca "punctul fix” A este chiar in DY, i.e. este chiar forma tare ire-
ductibilda. Toate cele trei rezultate anterioare folosesc teorema lui Brouwer pentru A € C(D) N CYH(P°) si
faptul ca B finit dimensional.

J. Kigami generalizeaza teorema 5.3.6 la structuri S.A.T.S. (a se vedea subsectiunea 2.6.4). Pentru a
putea enunta aceasta generalizare, trebuie data:

DEFINITIA 5.3.7. Pentru L := {F, {wl}l:ﬁ} S.A.T.S. (subsectiunea 2.6.4), r := (r1,...,7y) cu

3

r; > 0 si Vy ”frontiera initiala” a structurii, se definesc:

(1)
ﬁgeom(vb) = {D € Lsim (Vo) ’p7 q,p',q €V, lp—q| = |p/ - ql| = Dpq = Dp’q/} .

sim

(2) r:=(r1,...,7n) se numeste Gs-invariant <=

(Elg € Qs) (9(7/}1'(‘/0)) =¢;(Vo) = ri = rj)'

(3) daca g simetrie a lui £, D € Ly (Vo) se numeste g-invariant <= Dpy = Dy(p)g(q)» VP> ¢ € Vo.
D € Lsim(V) se numeste G-invariant <= Vg € G5, D g-invariant.

Aceste definitii se vor relua, completa si generaliza in sectiunea 5.5. Deocamdata au fost date pentru
a Intelege faptul ca pentru a avea existenta trebuie facut apel la un grup bogat de simetrie al fractalului.
J.Kigami demonstreaza ca

(ﬁgeom(vo) N E.A(VO)) — {D c EA(VO) | D -G, — invariant} .

sim
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— li

Se noteazi cu P, conul formelor corespunzitoare operatorilor din (E.A(Vb)) N LI (Vp), adicd al
formelor biliniare simetrice, pozitiv semidefinite, conservative G,-invariante. Analog D conul formelor
corespunzitoare operatorilor din (LA(Vp))" N £L95°™(Vy), adicd al formelor Dirichlet G.-invariante. Pe
scurt, ele sunt conuri de forme invariante la grupul de simetrie "maximal” al structurii S.A.T.S. Ulterior
(in sectiunea 5.5) se vor defini conuri de forme, operatori i matrici de conductantd invariante la un grup
de simetrie arbitrar dat © (De, Pg) si se va ardta cum considerarea unui grup de simetrie cdt mai bogat
poate asigura eristenia si unicitatea problemei renormalizarii.

Miménd ideea de demonstratie a lui Lindstrom din [35], degrevatd insd de limbajul probabilist dar
neutilizand metrica hilbertiand, Kigami demonstreaza (in [30]-3.8) generalizarea la structuri S.A.T.S. a

rezultatului de existenta 5.3.6:

TEOREMA 5.3.8. ([30]-Th.3.8.10) Daca L := {F7 {¢i}i:L_N} S.A.T.S. sir Ge-invariant, atunci

(3 a > O) <E| D e LAVy) —Gs — im}ariant) ((D, ar) structurd armonicd pe E),

sau, echivalent

(Ela > o) (3,4 € Dy NEB°( chiar D;)) (A(A) - aA).

Deci, daca structura L are proprietati foarte bune de simetrie (mai precis este Gs-invariantd) iar sis-
temul de "ponderi” (r;); este si el Gs-invariant, atunci existd o forma proprie ireductibild, Gs-invariantd.
Grupul G joaca un rol deosebit in demonstratia teoremelor 5.53.6 si 5.3.8, permitand reducerea dimensiunii
conului D NP° (a se vedea din nou sectiunea 5.5 dedicaté acestui aspect).

5.3.3. Neexistenta. In ceea ce priveste neexistenta formelor proprii, utilizand Th.4.4 si Th.4.6 din
[63], V. Metz deduce urmatoarele ([39]-Prop.4.6, Cor.4.7):

(1) Ag nu are puncte fixe in S =
(V.A € So) (VM C S? compacta ) (# {m| Ay (A) e M} < oo);
(2) (ElA € ]P’°> ({A?(A)}m p— nemérginit) = A nu are forme proprii in P°.

Ulterior (in ultimul capitol) se va da un exemplu de fractal ("abc”-gasket) care nu admite forme
proprii ireductibile (exemplu detaliat in ultimul capitol).

5.4. Renormalizare pe P.C.F.S.S. conexe. Unicitate

Se vor prezenta rezultate generale privind unicitatea pentru P.C.F.S.S. conexe, urmand in continuare
[39]. Rezultate speciale privind unicitatea (pentru F.C.A.-uri) vor fi descrise in sectiunea 5.8.

Ca i in sectiunea precedentd se considera L := < F| {wi}i:m} S.A.P.C.F. conexa, r := (r1,...,7y),

cur; >0, Vg "frontiera” structurii, conurile P, D asociate lui Vj si A functia de renormalizare.
Deoarece functia de renormalizare este diferentiabila pe P° gi expresia diferentialei se cunoaste, se
poate deduce usor urmétorul rezultat ([39]-Lema 4.8):

LEMA 5.4.1. Pentru L sir ca mai sus, dacd

(34eP) (37> 0)(A(4) =14),
st se noteazd T := dA(A), atunci
1) T(P) C P, T(P°) C P°;
(2) T(A) = ~vA;
(3) v =||T|| = maxo(T) (o(T) spectrul lui T).

(1) si (2) rezultd din expresia diferentialei, data de 5.1.2-g) si monotonia lui A. Pentru (3) se folosegte
5.2.5 si celebra teorema Krein-Rutman:

Daca K con total K C B, B spatiu Banach, L : B — B operator liniar compact cu L(K) C K,
atunci Ju € K, Ju* € K* cu Lu = ru, L*u* = ru*, r :==r(L) :=sup{|\| | A € o(L)}

pentru L = T, K = P°, B = B finit dimensional, iar P° U {0} con total in B (evident T compact si
T(P°) C P°).

Propozitia 5.4.1 afirma un lucru foarte important: wvaloarea proprie v corespunzdatoare unei forme
proprii ireductibile A coincide cu norma diferentialei lui A in A.

Uzand de acest fapt se poate deduce urmatorul rezultat privind unicitatea:

PROPOZITIA 5.4.2. ([39]-Th.4.9) Fie L sir ca mai sus si 6 € P*\{0}, S? := {4 € P°|0(A) = 1}.
Daca
(1) 0 £U C P°, U deschisd in B;
(2) 37 >0, 3A4€ S°NU punct fix pentru %A (v=||T|| din 5.4.1);
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(3) T:=dA(A) cu dimKer(yI - T) =1,

atunci %A are cel mult un punct fix in S°NU.

Pentru demonstratie se utilizeazd teorema 2.5 ([53]), rezultat netrivial ce da o conditie ca o functie
neliniard (nonexpansivé, pozitiv omogend de exemplu) si aibd cel mult un vector propriu in interiorul
unui con:

e (' con in X spatiu Banach;
e G C C° deschisda, C° # 0;
o ¥ e C"\{0}, Xy :={z € Cle(z) =1};
e f:G — C° continuad cu
— fiznag h-nonexpansiva;
-V eXnG, 36, €(0,1),V1—-6, <t <1, f(tx) > tf(z);
Ju € XN G vector propriu pentru f cu
— f de clasd C' pe o vecindtate a lui u;
— L:=df(u) = L(C) C C;
— L satisface conditia Krein-Rutman (conditie foarte laborioasd dar care se verifica relativ
simplu pentru spatii finit dimensionale);
— v € C\{0} wvector propriu pentru L cu valoare proprie r(L) >0 = (v) > 0;

atunci f are cel mult un vector propriu in X N G.

Pentru deducerea lui 5.4.2 se aplicd acest rezultat pentru C =P, G =U, ¢ =60, 2 =57 f=A, A
pozitiv omogeni, h-nonexpansivi, A de clasia C* pe P° (5.1.2-g), L=T = dA(A), v = ||L||, u = v = A,
L(P) C P (5.4.1), conditia Krein-Rutman rezultand din dim Ker(yI — L) = 1.

Conform cu 5.4.2, unicitatea este o problemd locala. Existd numeroase exemple de fractali (care nu
sunt F.C.A. evident), pentru care nu are loc unicitatea (a se vedea din nou ultimul capitol).

In principiu, functia de renormalizare A : P — P poate fi calculata efectiv pe exemple concrete; deci
este plauzibil faptul c& si L se poate calcula efectiv. Intr-adevir P ¢ B « R™"=D/2 (n = #(V;), a se
vedea subsectiunea 5.1.1), deci, pentru A € P°, L = dA(A) € L(B,B) = M%(R), deci L poate fi

consideratd matrice n(n — 1)/2-dimensionala.

5.5. "Reducerea” dimensiunii conurilor P si D

Se arata cum considerarea unui grup de simetrie netrivial pe ”fractal” conduce la ”reducerea dimen-
siunii” conurilor P gi D, cu consecinte in special in ce privegte problema unicitatii.
Si aici se vor considerd L := {F, {wi}i:L—N S.A.P.C.F. conexi, r := (ry,...,r,), cur; > 0, Vp

" frontiera” structurii, conurile P, D asociate lui Vg gi A functia de renormalizare.

5.5.1. Matrici, operatori si forme invariante la un grup de simetrie ©. Pentru © grup de
simetrie pentru £ (ca in sectiunea 2.5) se considerd urmé&toarele concepte:

DEFINITIA 5.5.1. Se spune ca

1. A € L2(Vp) O-invariantd <= V0 € ©, Vu,v € [(Vp), A(uo 8,vo0) = A(u,v);

2. H € Lsim(Vp) O-invariant <= Y0 € O, Yu,v € I(Vp), (H(uo 8),uo0)y, = (Hu,v)y,, sau
echivalent V0 € ©, Vp,q € Vo, Hpy = Ho(p),0(q);

3. ¢ € Meona(Vo) ©-invarianta V0 € ©, V¥ p,q € Vo, ¢(p,q) = c(6(p),0(q));

4. r:=(r1,...,rN) se numegte O-invariant <

(39 e @) (o(wi(vo» =1;(Vo) = r; = Tj)~

Se poate deduce simplu ca orice A ©-invarianta se afla In corespondenta cu un operator ©-invariant
gi o matrice de conductantd O-invarianta. Deasemenea, pentru A € P O-invariantd si r ©-invariant
U(A) € Py O-invarianta. Pentru A; € Py O-invarianta ®(A;) € P O-invarianta. Astfel, pentru A € P
O-invariantd si r ©-invariant A(A) € P ©-invarianta.

Pentru ¢ matrice de conductantd ©-invariantd, se definesc O; := O({p;, ¢;}) = {{6(pi),0(q;)} |6 € O},
pentru anumiti p;, ¢; € Vo, i = 1,2,...,k, k < n(n — 1)/2 si se numesc orbitele multimii muchiilor
{{p.q} € V& |p # q} (O; clasele de echivalenta relativ la relatia p ~ ¢ <= 36 € ©, 6(p) = 6(g)). Pentru
i = 1,k se definesc matricile de conductanta ¢ € Mona(Vo) date de (¢), . := §;;. Evident fiecare

. |E,
D este O-invarianti.
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5.5.2. Conurile Pg si Dg. Daca se noteaza cu A® ¢ D forma Dirichlet asociati lui c(i), )
atunci se pot introduce conurile:

De

k
{30
=1

Py := {B—A’A(u,u)SB(u,u),Vuel(Vo)},

si spatiul vectorial Bg := Dg — Dg.

Evident Dg C D, Pg C P R-subconuri formate cu toate formele Dirichlet ©-invariante, respectiv cu
toate formele biliniare simetrice ©-invariante, dimBg = k si A(Dg) C De, A(Po) C Po.

Pentru “fractali F.C.A.” se considera grupul de simetrie generat de reflectiile in hiperplanele media-
toare ale tuturor segmentelor ce unesc puncte din Vo (© = G ), proprietatile pe care le indeplineste functia
de renormalizare relativ la aceste subconuri invariante fiind mai puternice, iar problema existentei si un-
wictatii unei forme invariante la acest grup "mazimal” de simetrie fiind rezolvatd (a se vedea sectiunea
5.8).

Din punct de vedere al problemei renormalizarii, diferenta intre un “fractal S.A.P.C.F. conex” fara
proprietdti de simetrie, sau cu anumite proprietdti de simetrie (i.e. ”compatibil” cu ”geometria fractalu-
lui” si conurile de forme sunt ©-invariante, cu © grup de simetrie arbitrar dat) si un "fractal F.C.A.”
(unde, implicit, se subintelege ca se considerd forme invariante la "grupul mazimal” G, desi se poate
renunta la unele din simetrii) se transpune in faptul cd se vor cduta “puncte fize” (i.e. forme pro-
prii) pentru functia de renormalizare restrictionatd la subconuri de forme din ce in ce mai “sdarace” ale
conurilor "mazimale” D gi P (7invariante” la grupul de simetrie trivial).

5.5.3. Aplicatii la problema unicitatii. Cu cat grupul de simetrie © asociat fractalului este mai
bogat, cu atit dimensiunea lui Bg (si deci si a conurilor Pg si Dg) este mai micd. Din 5.4.2 i expresia
diferentialei functiei de renormalizare (5.1.2-g) se poate atunci deduce urmatorul criteriu de unicitate:

PROPOZITIA 5.5.2. ([39]-Prop.4.10) Fie £ := {F {wih:m} S.A.P.C.F. conexd, Vo ”frontiera”

structurii, cu #(Vo) =: n, © grup de simetrie, v := (r1,...,r,) ©-invariant, Po, Do conurile definite
mai sus $i {O;},_17 (k < n) ©-orbitele asociate cu {{pi, ¢;}},_75 reprezentanti ai orbitelor.

Dacd in plus A € Dg NP punct fix pentru %A (cuy=||L||, L:=dA(A)) si dimKer(yI — Lg) =1,
atunci A este unic. (Lk = dA(A) € L(R*R¥) a cdrei matrice in baza {A(i)}i:ﬁ este (lij); jetz data
de

lij = ggjm) = ((0AD) 7 X S X, ) )

Nucleul armonic se poate calcula efectiv din 4.1.16:

M = (u (I (B(E) ) ™ (1L (W) TTE) ).

Daca A si v nu se cunosc efectiv, se poate incerca pentru ce forme A subspatiul propriu al lui Ly
corespunzator valorii proprii ||Lg|| este de dimensiune 1.

5.6. Renormalizare pe P.C.F.S.S. conexe. Neunicitate

Din nou se vor considera £ := {F, {wi}i:m} S.A.P.C.F. conexa, farda proprietati de simetrie, r :=

(r1,...,7ry) sistem de ponderi (r; > 0), V, ”frontiera” structurii, conurile P, I asociate lui Vj si A functia
de renormalizare.

Rezultatul urmator, privind neunicitatea formelor proprii, obtinut tot de V.Metz, in [39] (Prop.4.11),
este o transpunere a unei teoreme a lui Bruck:

Daca K :=={x e R"|z; > 0,1 <i < n}, ¢¥:R*" — R liniard, continud, cu p(x) > 0, Vo € K°,
Y:={zx e K°|¢Y(x) =1}, f: ¥ — X hg-nonezpansivd i S = {x € X| f(z) = z} # 0, atunci
dr : ¥ — S retractie, h-nonexpansivd (deci S conexd prin arce).

Rezultatul lui Bruck a fost intarit de citre R. Nussbaum ([53], Th.4.7, Cor.4.1, sau Cor.4.2 pentru
finit dimensional):

K con in X spatiu Banach finit dimensional, f : K° — K° monotond (relativ la K ), pozitiv omogend,
e KN\{0L, Y ={zeX |y =1}, 2 =K°NY idA>0cuS:={z € K°|f(z) =z} # 0 =
dr: K° — S retractie, r < -monotond, pozitiv omogend.

De fapt, utilizind acest rezultat (pentru K = P, B = R*»D/2 n = £(Vy), f = A, ¢ = 6,
Y={AeB|0(A) =1}, A =7, Pfip = 5), V.Metz deduce

PROPOZITIA 5.6.1. ([89]-Prop.4.11) Pentru L sir ca la inceputul sectiunii, v > 0 si multimea Py 1=
{AeP° |y TA(A) = A} #0, ewista Y : P° — Pyip retractie h nonexpansivd, ||-|| continud, monotond,

pozitiv omogend, p-nonerpansivd. In particular, Py, conexd prin arce.
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OBSERVATIA 5.6.2. ([41]-Cor.3.6) Daci Py, # () se mai remarci faptul ci Py, C D°. Intr-adevir,
considerand F € Py, fixat si presupunand ca 3€ € Py, \D°, cum Py, conexa prin arce, existd un drum
in Py, de ”capete” F gi £. Atunci ar exista un punct fix in 0D NP° (drumul "iese” din D° (de la F)
prin ”frontiera” dD), in contradictie cu 5.1.3.

5.7. Renormalizare pe P.C.F.S.S. conexe. Aproximare

5.7.1. Considerente generale privind aproximarea formelor proprii. Fie, ca si in sectiunea
precedenta, L := {F, {wi}izﬁ} S.A.P.C.F. conexa, farda proprietafi de simetrie, r := (r1,...,r,) sistem
de ponderi (r; > 0), conurile P, D asociate lui Vy ("frontiera” structurii) si A functia de renormalizare.

Pentru a deduce rezultate privind aproximarea formelor proprii, V. Metz utilizeaza un rezultat de tip
”dihotomie” al lui Krause si Nussbaum ([31]-Th.3.2):

Pentru K con poliedral generat de k functionale liniare, K C FE, E spatiu Banach finit dimensional
si K # 0, T : K° — K° continud si Ar € N* astfel incdt T" nonexpansivd relativ la p, una din
urmdtoarele doud posibilitati are loc:

(1) T" are un punct fixrin K° siVx € K°, Jv(x) € 1,r2Fk! (chair 1,72%) cu klim TH@) g =€ € K°,
— 00

TV@E = ¢;
(2) T" nu are puncte fire in K° si Vo € K°, YC C K° compactd, In(x,C) € N* cu TFz ¢ C,
vk >n(x,C).

Aplicandu-1 pentru conul K := P din spatiul Banach finit dimensional X := B si operatorul T :=
%A (p-neexpansiv) si punctul sau fix z := A, se obtine un rezultat foarte puternic privind problema
aproximarii formelor proprii pentru A:

TEOREMA 5.7.1. ([39]-Th.4.13) Fie L sir ca mai sus $i A € P° punct fix pentru %A = A (v>0).

Daca P con poliedral (generat de k functii liniare), atunci
(VB € IP’O) (3 Is € 1,2F k:!) (3300 e ]P’") ( lim A™5(B) = Buo, A% (Bog) = Boo).
n—oo

P nu e in general poliedral (a se vedea exemplul renormalizérii abe-triunghiul lui Sierpinski); pentru
"fractali F.C.” se va deduce faptul ca P poliedral (sectiunea 5.8). Propozitia urmatoare va da un ”criteriu
de poliedralitate”.

Sirul (A™5),,51 este la fel de bun ca si (A™),>1; evident, dacd A8 are punct fix unic, atunci si A are
punct fix gi ele coincid.

Fie A € DNP° si H operatorul asociat. Pentru py € Vp, se considers H©) = HYo\lro} —

. C Lo -1 . .

HVO\{FO}HH){/O\{;)O}' Din 4.1.14, exista (H(O)‘) = G (ﬁ‘mc‘gla% Green a lui H pe Vo\{po})-

Atunci se poate demonstra urmatorul criteriu de poliedralitate:

ProrozITIA 5.7.2. ([39]-Prop.4.14) Fie L := {F, {wl}l:m} S.A.P.C.F. conezxd, Vy ’frontiera”
structurii, cu #(Vo) =: n, © grup de simetrie, v := (ry,...,r,) O-invariant, Po, Dg conurile asoci-
ate gi {Oi}z:H (k < n) ©-orbitele cu W, AW, HO matricele de conductantd, formele Dirichlet si
laplacienii asociati.

Atunci Pg este con poliedral daca este indeplinitd una din conditiile:

(1) YA € Po, operatorul asociat H 4 este circulant;

(2) HOHG = HOHO V1 < j<k;

(3) (HOGHU)O) = (HO)OGHD)O V1 <i,j <k, unde G := (HO)™', H .= HV +
H® . 4+ H®,

Pentru demonstratie, V. Metz face apel la rezultate privind teoria matricilor circulante ([14]-pag.68)
gl inversa generalizatd a unei matrici ([49]-Th.6.5.2).

Aceste doud rezultate permit degrevarea unui procedeu numeric de aproximare a formelor proprii:
dacd se poate demonstra ca P este con poliedral (cu 5.7.2), atunci se poate aproxima orice formd proprie
din P° cu ajutorul lui 5.7.1.

5.7.2. Aproximarea formelor gi operatorilor proprii ireductibili pe S.A.P.C.F. conexe. In
aceasta subsectiune se updateaza rezultatele generale din subsectiunea precedenta cu privire la problema
aproximarii; mai precis cu privire la aprozimarea formelor gi operatorilor proprii ireductibile (urmand
articolul [40]). Se obtine practic acelasi rezultat ca si in 5.7.1, dar pentru operatori (ireductibili), nu
pentru forme si utilizand tehnici spectrale.

Se considera L := {F, {wi}i:ﬁ} S.A.P.C.F. conexa, fara proprietati de simetrie, dar, se simplifica
problema, considerdnd doar r := (1,1,...,1). Accentul, in aceste conditii va cade pe determinarea lui .
Din nou P, D sunt conurile asociate lui V) si A functia de renormalizare.
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V. Metz a introdus ca noud metoda de studiu in [40] compararea a doud retele electrice conexe ”pe
Vo7 prin intermediul ”raportului” formelor Dirichlet asociate. ”Efectul” asupra functiei de renormalizare
A este ”contractarea” imaginii. Se va prezenta pe scurt aceastd metoda. Ea se bazeaza pe considerarea
"raportului” a doud forme Dirichlet ireductibile (operatori) date pe o multime finita V' (I), observatia ca
functia de renormalizare, aplicatd la doud forme date "pe Vy” nu ”creste” acest raport (II) si deducerea
din acestea, a unei tehnici de determinare a domeniului de atractie a multimii operatorilor proprii pentru
A (ITII).

I. Pentru (A, < -,- >) spatiu Hilbert finit dimensional, Ty, T : A — A liniari, B C A cu BNKerT, =
(0, se introduce

T L < Tyu,u > < Tu,u>
—| = |inf , sup .
I g weB < Tou,u >"yep < Tou,u >

Pentru V finita, se considera retelele electrice conexe Ny := (V,¢1), No := (V,cq) si operatorii ire-
ductibili asociati Hy, Ho € LA(V). Evident Ker H; = Ker Hy = R - Iy =: Ker.

Pentru py € V nod de referinta, se considera Dy := {u el(V) ‘u(po) = 0} si G1, Go functiile Green
asociate lui Hl(o), Héo) (subsectiunea 4.1.6-final).

Atunci, in conditiile de mai sus, utilizdind descompunerea (V') = Dy & Ker si [24]-pag.314, are loc

_ [HS’ ]
= | 5O
Hi™ I po\qoy

A, [M] := co(M) (inchiderea acoperirii conveze a lui M in (A,< -,- >)), iar o(H) reprezintd spectrul
operatorului H ;

b) [—HS)] _ [i]
H{” ooy LOo

Asadar, "raportul” dintre operatorii Ho si Hy se poate exprima in termeni de "raporul” si de spectrul
functiilor lor Green (relativ la un nod de referinta ales).

Acest rezultat se utilizeazad in contextul operatorilor asociati unor forme ireductibile "pe V = V" (Vp
"frontiera fractalului”).

IT. Revenind la contextul initial, cu £, r = (1,1,...,1), etc., se considerd Hy, Hy € LA(Vp). Atunci
Ker Hy = Ker Hy = R - Iy, =: Ker(V)). Deasemenea, VH;, VHy € LA(F}) si fie Ker UH; = Ker VH, =
R - Ty, =: Ker(V;). Apoi ®UH,, PVH, € LA(Vp).

Din 5.7.3 si 4.1.15 se poate deduce

LEMA 5.7.4. ([40]-lema 7.2, lema 7.3) Pentru Hy, Hy ca mai sus

H H; UH
1. [—1] = {—ﬂ 2 { 1] , unde D' = I(Vo)N, H! = (idy ® H;),
Hy 1(Vo)\Ker(Vp) H, D’\Ker’ W H, 1(Vi)\Ker(V7)

idy : RV — RN functia identitate pe RN, i = 1,2, Ker H| = Ker H) = (Ker(V;))" =: Ker'.
) |:\IIH1 OV H,

\I/H2L(V1)\Ker(vl) - {q)\IIHQL(VO)\Ker(VO)‘

De aici rezulta

H

LEMA 5.7.3. ([40]-lema 7.1) a) [H ]
11 y(v)\Ker

= [a (7G1H2(0))], unde, pentru M C

COROLARUL 5.7.5. ([40]-lema 7.4) Pentru Hy, Hy ca mai sus are loc
) b
H, I(Vo)\Ker(Vo) AHy l(VO)\Ker(VO)'

»o»

Deci A 7contracta” "raportul” a doi operatori ireductibili dafi pe Vo (lucru in perfecta concordanta cu
h-nonexpansivitatea lui A).
Pentru a obtine egalitate este nevoie de

PROPOZITIA 5.7.6. ([40]-lema 7.5) 3o, B> 0 cu

H
(0,00) 2 [, 7] = {Hﬂ
2 11(Vo)\Ker(Vo)

-1
AH, 1(Vo)\Ker (Vo)
= VAie{a, g}, Inel(V1)\Ker(V1) cu
(1) WHh = ANUH,h;
(2) (WH1h) v, = (WH2R) 0y, = 0; L
(3) Hi(hoW,) = AHo(hoU;) sau Hi(ho¥;) =0, i=T1,N.

Acest rezultat constituie un criteriu de “necontractare” de catre A a ”spectrului raportului” a doi
operatori ireductibili de "pe V7, util in aplicatii.

III. Rezultatele de la I, IT permit dezvoltarea unei metode de aproximare; se ajunge la teorema de
aproximare in patru pasi:



90 5. RENORMALIZARE PE S.A.P.C.F.

1. Se obtine o "legaturd” intre spectrul oricarui operator ireductibil si cel al unui operator ireductibil
propriu:

PRrOPOZITIA 5.7.7. (]40]-Prop.8.8) Pentru L P.C.F.S.S. gi A asociat (cur = (1,1,...,1)), se con-
sidera Hy € LA(Vy) operator propriu ireductibil (3v > 0 cu A(Ho) = vHy) st H € LAVy) un alt
operator ireductibil. Atunci

AL
1 = _—
) el = ) [T

(2) Ip, p>0 cu

] C (0,00);
l(Vo)\Ker(Vo)

p < —Hou,u >< 7" < —A"Hu,u >< p < —Hou,u >, u € [(Vp);
(3) v € [a1,as].

Demonstratia utilizeaza succesiv 5.7.5 pentru AH si H, apoi pentru H si Hg. Din (3) se poate deduce
si unicitatea valorii proprii v (deja demonstratad in 5.2.5).
2. Se obtine un "renormalizat” al unui operator ireductibil arbitrar (din compacitatea operatorilor H

(#(Vh) < 00) 51 5.7.7-(2)):

PropOzZITIA 5.7.8. ([40]-Prop.8.4) Pentru L si A ca mai sus (cur = (1,1,...,1)), se considerd
H € LA(Vy) un operator ireductibil arbitrar (pentru care se poate aplica 5.7.7). Atunci 3H' € LA(Vp),
3 (nk)kzl CN cu

1
(1) lim —A™H = H';
k—o0 ’ynk
A7n+1H
® { AmH }
1(Vo)\Ker(Vo)

H' este renormalizatul lui H.

= [aq, ], Ym > 0.

3. Se poate deduce un criteriu prin care lim

m—0o0

Am+1 H
T
(v - unica valoare proprie pentru functia de renormalizare).

] sa se reduca la un singur punct
1(Vo)\Ker(Vp)

LEMA 5.7.9. ([40]-Lema 8.5) Fie £ sir = (1,1,...,1) ca mai sus st H € LA(V}) ireductibil arbitrar,
AerlH/
iar H' 7renormalizatul squ” (din 5.7.8). Daca Ih € I(Vp)\Ker (Vo) cu [W} (h) = as (sau aq)
VYm >0, atunci
AL
H l(Vo)\Ker(Vo)

4. Acum teorema de aproximare 5.7.10 pare foarte naturala:

= {7}.

TEOREMA 5.7.10. ([40]-Th.8.6) Daca L, r = (1,1,...,1) ¢i H € LA(V}) cu proprietatea

ATl g
[W] = {’Y},
Z(V())\KEI‘(VQ)

lim

atunci
(1) lim A™H =: H;
m—oo ¥
(Operatorul Hy, este de fapt tot H' dat de 5.7.8, adica renormalizatul lui H ).

Se observa ca 5.7.10 este o formé a teoremei de aproximare 5.7.1, insd doar pentru operatori (forme)
ireductibile, constituind, la randul ei, un rezultat cu caracter practic util in anumite cazuri, bazata pe
considerente spectrale; este mai intuitiva, spre deosebire de 5.7.1, care rezulta dintr-un rezultat de tip
trihotomie foarte greu de intuit, avand avantajul ca, impreuna cu celelalte rezultate ale acestei sectiuni
permit decantarea unei metode eficiente de aproximare a operatorilor proprii ireductibili:

Daca, prin aplicarea unor alte metode, s-a obtinut existenta (si unicitatea sau neunicitatea) operato-
rilor proprii (pentru un ”fractal” de tip P.C.F.S.S. conex dat, cur := (1,1,...,1)), si, deasemenea, tot
prin alte mijloace s-a obtinut 7y, atunci se poate incerca determinarea efectivd a lor, astfel: se incearcd

m+1 H/
W:| (h) = 2 (SG/LL
ay) (din 5.7.8),Ym (ca in 5.7.9), lucru care se poate realiza cu ajutorul lui 5.7.6. Acei H' pentru care se
poate realiza aceasta constituie "domeniul de atractie”. Cu ajutorul unor programe se va putea ulterior
determina mdcar cu aproximatie si “atractorul” (multimea operatorilor proprii), considerind operatori

&0

aleatori din "domeniul de atractie”, tinand cont eventual ca ”atractorul” este conex prin arce, etc.

gdsirea acelor operatori ireductibili H' pentru care 3h € 1(Vy) neconstantd cu
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5.8. Rezultate speciale privind unicitatea si aproximarea formelor proprii pentru fractali
?cuib” afini (F.C.A.)

Se revine la problema unicitatii pentru clasa restrictiva a F.C.A.-urilor.
Se considera L := {F, {d)z}l:m} F.C.A., © = G, grupul "maximal” de simetrie (generat de reflectiile

in hiperplanele mediatoare ale segmentelor punctelor din Vp), r := (r1,72,...,7n5) cur; > 0, Ge-invariant,
P, := Pg,, D, := Dg, conurile G,-invariante (a se vedea sectiunea 5.5) si A := Ap, functia de renormalizare
(este foarte important de remarcat faptul c&, in ciuda proprietéitilor ”geometrice” remarcabile ale unui
F.C.A. (simetria), se pot considera si aici conurile "maximale”, P si D, neinvariante la nici o ”simetrie”
a ”fractalului” - adica, chiar F.C.A. fiind, el poate fi gandit ca un simplu P.C.F.S.S. conex, netinandu-se
cont de axioma de simetrie (F.C.A.2)).

Problema existentei unei forme proprii ireductibile G¢-simetrice fusese rezolvata deja de T. Lindstrom
in [35] pentru fractali ”cuib” gi Fitzsimmons, Hambly si Kumagai in [20] pentru fractali ”cuib” afini (a
se vedea teorema 5.3.6). Pentru demonstrarea sa este esentiala considerarea conurilor G invariante Py si
Dy, precum si faptul ca r este Gs-invariant. Unicitatea formelor proprii ireductibile G,-simetrice a ramas
o problema deschisd pand in 1996, fiind rezolvatd de C. Sabot pentru F.C.A. ([59]).

In [41] V. Metz demonstreazi unicitatea mult mai elegant, folosind tot tehnica metricii hilbertiene.
In continuare se prezinta pe scurt ideea sa, cu punctarea rezultatelor suplimentare pe care le are functia
de renormalizare relativ la metrica h restrictionata la conuri de forme Gg-simetrice pentru clasa foarte
restrictiva a fractalilor ”cuib”. La final se poate obtine si un rezultat mai puternic decat cele din ultimele
doua sectiuni, privind aproximarea acestei unice forme proprii.

Se noteaza Pryiy 1= {.A cP; ‘ yIA(A) = A}7 unde 7 este unica valoare proprie (are loc un rezultat de
tip 5.2.5 si pentru A relativ la conul Py). Din 5.3.6 3F € D¢ cu A(F) = ~F, deci Pyip # 0. Deasemenea,
conform sectiunii 5.6, Py;, conexa prin arce. In cele ce urmeazd se va deduce unicitatea lui F.

Deci, pe parcursul acestei sectiuni, F va desemna o formd proprie, ce se va dovedi, in cele din urmd,
unicd.

5.8.1. Proprietati suplimentare ale lui P;, D; si A. Pentru clasa particulara a F.C.A.-urilor,
functia de renormalizare A indeplineste proprietatile din 5.1.2, 5.2.5 si 5.4.1 (relativ la conurile Py i
Ds insa !, conform cu [41]-Prop.2.1: a)-g), Prop.2.2: a),b),d)); suplimentar, mai este indeplinitd gi
urmdtoarea proprietate:

ProOPOZITIA 5.8.1. ([41]-Prop.2.2-c)) dA(A)(Ds\{0}) C P, V. A € DS.

Intr-adeviar, pentru A € D2, B € D,\{0}, u € (Vy) neconstantii si p € Vo cu u(p) = maxy, u, se va
utiliza In mod fundamental faptul ca Vj coincide cu multimea punctelor fixe esentiale (2.3.4-(1)), deci
3j € 1,k cu ¢;(p) = p. Daci E71(B) =: ¢ matricea de conductanti asociatd lui B (susbsectiunea 4.1.5),
atunci se poate scrie

N
dA(A)(B) (u,u) = W(B)(H v, us H 1) = ; riBB(H w0 Vi Hih v w0 1)
Ti

I
D=

N 2
2T D (H“é‘l\vou 0 i(p) — My, u 0 wi(Q)> c(p, q)-
i=1  p,qeVo
Din principiul de minim (A € D2 = D) si v;(Vo) N Vo = {p} (adeviratd pentru F.C.A.) u(p) =
’H“él\vouoz/)j(p) > H(}l\vouowj(q), Vq € Vo\{p}. Cum G, grup de simetrie, c(p,q) =0,¥Vq € Vo = B=0.
Dar B # 0, deci 3q € Vp cu ¢(p,q) > 0, de unde dA(A)(B)(u,u) > 0. Asadar, Ker dA(A)(B) = R - Iy,
deci dA(A)(B) € PS.

A fost prezentatd demonstratia din [41] pentru a puncta faptul cd se foloseste in mod fundamental
informatia L F.C.A.

Deasemenea, aga cum s-a anticipat in 5.7.1, pentru F.C.A.-uri si conul P4 este poliedral:

PRrOPOZITIA 5.8.2. Conurile Dy si Py sunt poliedrale.

Faptul ci D, este poliedral a fost deja remarcat (chiar pentru structuri S.A.P.C.F. conexe, conul
D este poliedral - a se vedea subsectiunea 5.1.1). Pentru a deduce c& P, este poliedral, este suficient,
cu criteriul de poledralitate 5.7.2, sa se demonstreze ca operatorii asociati orbitelor determinate de G
comutd (pentru detalii a se vedea [42]-Prop.3.2).

Din 5.2.3 &i 5.8.1, se poate deduce, pentru clasa ”fractalilor” F.C.A. h-contractivi-tatea locala a lui A
in jurul unor ”puncte” ”de pe frontiera”:

PROPOZITIA 5.8.3. ([41]-Prop.3.3) Pentru L gi v ca mai sus, dacd C € Ds N OPy, atunci exista U
h-vecinatate a lui C cu h(A(A), F) < h(A,F), VA UNP:.
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Intr-adevir, din 5.8.1 rezultd dA(F)(C) € P2, iar dA(F) este continud pe B, si dA(F)(C) = A(C); deci
AU h-vecinatate a lui C astfel incat dA(F)(U NP,) C P?; se aplicd apoi observatia de dupa (5.1) si (5.2)
(diferentiala lui A in F e strict pozitiva pe o vecindtate a lui C).

5.8.2. Unicitatea lui F. Daca A, B € P? cu h(A, B) = h(A(A), A(B)), din observatia 5.2.4 (care
evident ca functioneaza si pentru forme din P?¢) se poate deduce c& ([41]-Lema 3.4) dA(A)(R)(u,u) =
0, VR € P, cu Kerg(A|B) € KerR, Vu € Kerg(A(A)|A(B)) si dA(A)(S)(v,v) = 0, VS € Py cu
Kerz(A|B) C Ker S, Vv € Kerg(A(A)|A(B)).

Se presupune in cele ce urmeazd ca B € Py cu h(F,B) > 0. Din cele de mai sus V.Metz deduce ([41]-
Lemad.1) cad A(aF + BR)(u,u) = aA(F)(u,u), VR € £P, cu Kerg(F|B) C KerR, Vu € Kere(F|B),
Va, f € R cu aF + R € P si A(aF + 8S)(v,v) = aA(F)(v,v), VS € £P; cu Kerg(F|B) C KerS,
Vv € Kerg(F|B), Vo, B € R cu aF + S € P2.

Din cele de mai sus, V.Metz reugeste si demonstreze cd presupunerea h(F,B) > 0 este falsi (adica
are loc unicitatea), pe o idee a lui C.Sabot ([59]-Lema V.5), mult mai simplu insa:

- se considera, pentru orice n € N,

Q, = {c eP° | F <C<nF,(F—C)(uu) =0, Vu € Ker(F|B),

(nF — C)(v,0) =0, Vv € Kerg(ﬂs)}

- din observatiile de la inceputul subsectiunii rezulta atunci

AC)(u,u) = AMF + (C = F))(u,u) = AMF)(u, u) = vF(u,u),
AC)(v,v) = A(nF — (nF —C))(v,v) = nA(F)(v,v) = nyF(v,v).

- se aplica teorema lui Brouwer: din A pozitiv omogena rezulta c& %A(Qn) C Q.,, Vn, de unde, cu
teorema lui Brouwer de punct fix (A continud pe P2, Q,, compacti, convexd) existd cite un punct fix F,
al lui %A in fiecare Q,,.

- se deduce o contradictie: si "razele” generate de punctele F,, sunt formate cu puncte fixe, deci si
intersectiile acestor raze cu sfera unitate S1(0) din (B, || - ||) (=: Py ) sunt puncte fixe. Cum h(F,P,) =
hMF,Fn) = lnn, ¥n, rezultd ca (P,), tinde la 0P, in metrica h. Dar S1(0) compactd, deci 3.A € IP,
punct de acumulare pentru (P,,),, care, din 5.8.3 trebuie sa apartina lui OPs\D;. Cum P,\Djy relativ
deschisd in Py, Ing cu P,, € P\Dy, in contradictie cu faptul ca Py € D7. Deci presupunerea cd
AB € Pyiy cu h(F,B) > 0 este falsd. Asadar

Pjiz = {aF | > 0},
adica are loc unicitatea.

5.8.3. Aproximarea lui F. ([41]-pag.171-172) Problema aproximarii unicei forme proprii (modulo
inmultirea cu o constanta) F (cu valoarea proprie ) este o consecintd a teoremei 5.7.1 si a faptului ca
P, este poliedral. Se presupune cid 3B € P° cu h(F,B) > 0 si h(F,B) = h(F,A"(B)), Vn; din teorema
5.7.1 exista kg si D € P° cu limy (A/7)**5(B) = D si A¥2(D) = 4*5D; deci A/v)¥# are doua puncte fixe
liniar independente, ceea ce constituie o contradictie. Deci are loc

TEOREMA 5.8.4. ([41]-Th.4.4) (VA € P°, h(A,F) > o)( )( (A, F) > h(A™(A), )).
De aici se poate deduce apoi

COROLARUL 5.8.5. ([41]-Cor.5.2) (VA € IP’O) (aa > o) (kllrgo (1/7)A)* (A) = a]—').

Adica, in limbajul sectiunii precedente, domeniul de atractie (pentru sistemul dinamic (R %A)) al

formei proprii “unice” a unui F.C.A. este P°.

5.9. Tehnici suplimentare de deducere a existentei si unicitatii formelor proprii

Se vor prezenta tehnici superioare de deducere a existentei si unicitatii, urmand contributia lui V.Metz
din [44] si [45].

Se vor considera L := {F7 {¢i}i:ﬁ} S.A.P.C.F. conexa, © grup de simetrie pentru £ (eventual
trivial), r := (r1,...,7,) O-invariant, V5 ”frontiera” structurii, conurile Pg, Dg si A : Pog — Pg functia
de renormalizare.

Pentru usurinta in scriere, gi, mai ales pentru situalia in care © poate fi grupul trivial, se vor nota
Dg =: D, Pg =: P.

Este nevoie de un studiu mult mai detaliat al conurilor D si P, referitor in special la
in legaturd cu functia de renormalizare.

Rezultatul fundamental din [44] este un rezultat de tip ”dihotomie” Krause-Nussbaum, chiar dacd
conul P nu mai e neapdrat poliedral (a se vedea subsectiunea 5.7.1):

2 on S

partile” lor si
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TEOREMA 5.9.1. ([44]-Th.1.1) Fie Dy D-parte si B € Dy cu A(B) € Dy. Atunci una din urmdtoarele
variante “functioneaza”:

(1) (7\"([)’)) o, e conductante pozitive uniform mdrginite => 3m € N cu lim A"™(B) =: F gi

el n—oo

A™(F) = F € Dy;
(2) Dy nu contine puncte limita ale lui (K"(B))n>l.

Din el se deduce ulterior un asa zis ”test de scurtcircuitare”, prin care se poate deduce existenta
formelor proprii pe un ”fractal” P.C.F.S.S. conex. Demonstratia este deosebit de laborioasd, pe scurt
rezultind din aplicarea unor rezultate avansate privind metrica hilbertiand pe "parti” relativ la A (in
special nonexpansivitatea) si observatia cd ergodicitatea slabd a unui produs neomogen a unor matrici
nenegative particulare ("matricile stocastice”) este determinatd de efectul de mizare a proprietdtilor val-
orit medii pentru functii armonice.

In continuare, se schiteazd traseul de demonstrafie a acestui rezultat de tip “dihotomie”. Pentru
aceasta este nevoie de concepte si rezultate auxiliare.

5.9.1. Conul Dg = D: parti si grafuri. Conform cu subsectiunea 5.2.1, pentru A, B € B := D—D,

A <p B < B— A € Dj dar, din scrierea A(u,u) = 3 > (u(q) — u(p))*ca(p,q) (ca matricea de
P,q€Vo
conductanta asoc iatad lui A) si analog pentru B, rezulta

A <p B<=cy <cp.
Analog, pentru A, B € D\{0}
A~p B Ja, >0, acy < cg < Bey,

adica matricile lor de conductanta c.4 si ¢ au aceleasi zerouri, sau inca, grafurile determinate de A si B co-
incid (I'(A) = I'(B))(daca A € D, se noteazd cu T'(A) := (Vo, E(A)), cu E(A) := {{p.q} C Vo |ca > 0}).
Se justifica atunci, pentru Dy parte a lui D, notatia

F(Do) = F(A), A c DO

(definitie coerenta din cele de mai sus). Se observa ci pentru Dy = D° = D!, T'(D°) este graful maximal
asociat lui V.

Desemnea, se mai remarca faptul ca A ~p B = Ker A = Ker B, reciproca nefiind adevarata.

Apoi, daca T' = (Vp, Er) C T'(D°) subgraf, se defineste cr : Vo x Vo — Ry, cr(p,q) == 1 —
{p,q} € Er si cr(p,q) = cr(¢,p), ¢ # p, cr(p,p) =0, p, ¢ € V. Se considra apoi A.. =: Ar € D.

Exista bijectie intre subgrafurile lui T'(D°) si partile lui D:

{T'|T c T(D°) subgraf} % {Dy | Dy C D parte a lui D},

D) =: .ZG, A fiind D-partea (clasa de echivalenta relativ la ~p) din care face parte A. Inversa lui £ este
datd de £71(Dg) = I'(Dy).

Se observa si cd A € D ireductibild (adicd A € D NP°) <= T'(A) graf conex (sau (Vp,ca) retea
electrica ireductibila, etc.).

Pentru Dy parte a lui D si A € Dy\Dyp, evident I'(A) C T'(Dy) subgraf strict.

Deasemenea, pentru Dy, Dy parti ale lui D, se va spune cd Dy <Dy (sau Dy < Dy) <= I'(Dy) C I'(Dy)
subgraf (respectiv subgraf strict).

5.9.2. Conul Pg = P: parti si nuclee. Conform cu subsectiunea 5.2.1, pentru A, B € B, A <p B

— B-AecP = A(u,u) < B(u,u), Vu € [(V).

Pentru A, B € P\{0}

An~p B Fa, >0, aA(u,u) < Bu,u) < BA(u,u), Yu € [(Vy),
sau Ker A = Ker B (prin Ker £ se intelege nucleul operatorului asociat lui £). Se justificd atunci, pentru
Py parte a lui P, notatia
Ker (Pg) := Ker (A), A € Py

(definitie coerenta din cele de mai sus). Se observa ca pentru Py = P°, Ker (P°) =R - Iy,

Pentru Py parte a lui P si A € Pg\Po, evident Ker (Pg) & Ker (A).

Desemenea, se remarca si faptul ca pentru A, B € D A ~p B = A ~p B, de unde, orice D-parte Dy
e cqnginuté intr-o P-parte.

In plus, (A|B) si e(A|B) (definite in 5.2.4) se pot defini si pentru orice A, B € P cu A ~p B; in acest
caz are loc

Ker (¢(A|B)) 2 Ker A = Ker B G Ker (2(A|B)),

functiile din Ker (¢(A|B)) si Ker (£(A|B)) numindu-se eztremale.
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5.9.3. ”Parti” si conexiune. Ca o noua observatie, in completarea celor de mai sus, pentru A,
BeDcuA~p B (deci Ker (B) = Ker (A)), se pot spune urmétoarele:
e dacd u € Ker (A), adica A-armonica pe Vj, din principiul de minim 4.1.11 « va fi constanta pe
componentele conexe ale lui T'(A);
e reciproc, dacd u constantd pe componentele conexe ale lui I'(A), atunci, din (4.3) A(u,u) =0,
adica u A-armonica pe Vj.
De aici rezulta ca P-partile care intersecteaza D sunt perfect caracterizate de familia specifica a com-
ponentelor lor conezxe.
Daca A € D, u € I(Vp), din definitia lui A rezultd A(A)(u,u) = U(A) (H‘q;l(é&ou,Hgl(é&ou). Se poate

deduce apoi, prin inductie dupa n
PROPOZITIA 5.9.2. ([44]-Lema 2.1) Fie A€ D, u € [(Vy), n > 1. Atunci
n n Ur(A v (A
A" (A)(u, u) = T (A) (an\(vo)u,ﬁvn\(vgu) .

De aici HglA\z/E)A)u = (Haj:\(é])u) W

OBSERVATIA 5.9.3. Pentru A € D, U C Vy, W C V,\V, se spune cd U gi W sunt 9" (A)-conectate
< JueU,JweW, Iy CT(I"(A)), v cu capete u gi w. Dacd, in plus, drumul intersecteaza Vy cel
mult in U U W, atunci se spune ca U gi W sunt U™ (A)-conectate via interior.

Atunci, din 5.9.2, se pot deduce atunci urmitoarele remarci interesante privitoare la ”conexiune”
([44]-pag.9):

(1) daca A € D, U C Vo, W C V,,\Vo, atunci H‘q;:\("z)xU > 0pe W <= U si W sunt ¥"(A)-
conectate via interior;

(2) pentru p # g € Vo —cpn(ay(p,q) = ¥"(A) (H\\I;:\(é))Xpa Xq)a de unde cpn(4)(p,q) >0 <= psiq
U (A)-conectate via interior (cpn(4) matricea de conductanta asociata lui A™(A));

(3) daci in plus A € D form# proprie pentru A (3 > 0 cu A(A) = 7.A), atunci v < 1. Intr-adevir,
cum A # 0, 3p € Vo cu A(A)(xp) = YA(xp) > 0, de unde, cu (2) exista o conexiune via interior
intre p si un ¢ € Vp\{p}, iar din principiul de minim si conexiunea ”fractalului” va rezulta ca
existd un vecin apropiat ¢ € 1¥,(Vo)\{p} al lui p in I'(A;); de aici A(A)(x,p) < A(xp) > 0, deci
v <1

5.9.4. Proprietati suplimentare ale lui A ”pe parti”.
1. Suplimentar proprietitilor deja enuntate ale lui A (din 5.1.2), se mai poate remarca faptul ca daca
Dy, Dy parti ale lui D, atunci

A(]D)()) chy«—3dAe Dy, A(.A) € Dy,

sau A "actioneaza” pe D-"parti”.
2. Se pot defini m(A|B) si M(A|B) si mai general decat in 5.2.2:
- m(A|B) pentru A, B € P\{0} cu Ker A C Ker B;
- M(A|B) pentru A, B € P\{0} cu Ker B C Ker A;
- in plus, pentru A, B € P\{0} cu Ker A = Ker B se poate defini gi

Al [ Alu,u) B
{B} = {B(u,u) ’u e l(VO)\KerA} = [m(A|B), M(AB)].

Se poate deduce (considerand elementele e(.A|B) si €(A|B) ca in 5.2.4):

- m(B|A) < m(A(B)|A(A)), pentru A, B € P\{0} cu Ker A C Ker B;

- M(A(B)|A(A)) < M(B|A), pentru A, B € P\{0} cu Ker B C Ker A,

- [%} C [%], pentru A, B € P\{0} cu Ker B = Ker A, rezultat ce constituie o generalizare a lui
5.7.5.

3. cu 2, 5.2.3 poate fi "updatata’ astfel

PROPOZITIA 5.9.4. 1.([44]-Prop.3.1) Dacd Pg P-parte A-invariantd (A(Py) C Py) si A, B € Py, atunci
m(B|A) < m(A(B)|A(A)) < M(A(B)|A(A)) < M(B|A), de unde rezultd h(A(A), A(B)) < h(A,B).

2. ([46]-Cor.4) Mai general chiar, pentru pentru A, B € P\{0} cu Ker B =Ker A i A(A), A(A) #0,
are loc h(A(A),A(B)) < h(A,B).

Deci A h nonexpansivd pe P-partile A-invariante.
Deasemenea, tot de aici rezulta ca pentru A, B € P,

h(A,B) < 00 <= A ~p B = h(A(A), A(B)) < 00 <= A(A) ~p A(B),

deci A "actioneaza” i pe P-parti.



5.9. TEHNICI SUPLIMENTARE DE DEDUCERE A EXISTENTEI 95

4. Foarte elegant se pot obtine si informatii privind valorile proprii corespunzatoare unor forme proprii
aflate intr-o P-parte A-invarianta:

PRrROPOZITIA 5.9.5. ([44]-Cor.3.1) Py P-parte cu A(Py) C Py, A € Py, B € Py astfel incit 36 >0 cu
A(B) = BB = m(A(A)|A) < 5 < M(A(A)|A).

5.9.5. Rezultate auxiliare necesare pentru demonstrarea teoremei 5.9.1. Demonstrarea
teoremei fundamentale 5.9.1 se face in mai multe etape, fiecare foarte laborioasa (ce se vor descrie succint):
I. Se remarca intai urmatorul fapt:

LEMA 5.9.6. ([44]-Cor.5.2) Dacd
(1) 3Py P-parte A-invariantd si A € Py;
(2) L € Py punct limita pentru (7\”(.,4)) o
n>1
(3) lim h(A™(A),A"T1(A)) =0.
Atunci A(L) = £ si lim A"(A) = L.

Pentru verificarea faptului c&, pentru S.A.P.C.F. conexe sunt indeplinite conditiile (1), (2), (3) din
ipoteza 5.9.6 se procedeaza astfel:

i)- se deduce ca 3n si Dy D-parte cu A"(Dy) C Dy ([44]-Lema 3.1), de unde, cu lema 5.9.2, se poate
presupune cd A(Dy) C Dy. Cum orice D-parte e continutd intr-o P-parte, ce va fi gi ea A-invariantd
(deoarece A "actioneazd” gi pe P-pérti), se poate presupune ci existd Py P-parte A-invariantd, adica
ipoteza (1) din 5.9.6 este verificatd;

ii)- pentru B € D NPy, din 5.9.4 rezulta

0 < m(BIA(B)) < m(A"(B)|A™1(B)) < M(A™(B)|A"*(B)) < M(BIA(B),

de unde
3 inf B := sup m(A"™(B)|A"(B)), 3 sup B := inf M (A" (B)|A"T(B)),

deci A(Lim(B)) C Lim(B) (A continua, Lim(B) inchiss, etc.) (pentru Lim(B) a se vedea subsectiunea
5.3.1); se poate deduce apoi ([44]-Lema 3.2) ca pentru Py P-parte A-invariantd (asiguratd de (1)) si
B € Py are loc 0 ¢ Lim(B) C Py si V£ € Lim(B), inf B < inf £ < sup £ < sup B (iar pentru £ € P
are loc chiar egalitate). Tinind cont apoi c& existd un nr. finit de D-parti, se poate deduce simplu
(([44]-Prop 3.2)) ca pentru orice D-parte D; A invarianti contine o D-subparte Dy A* invarianta (pentru
un k) dar cu proprietatea suplimentard cd 3£ € (Lim(A) U.A) NDy cu Lim(£) N Dy # §. Atunci, cum
Dy este continuta intr-o P-parte Py A-invarianta, cele de mai sus sunt valabile si pentru P-parti, adica
3L € Py N Lim(A) pentru A € Py fixat; deci ipoteza (2) din 5.9.6 este verificatd; deasemenea, in acest
caz inf £ = inf A < sup A = sup L;

ili)- pentru verificarea conditiei (3) din 5.9.6 e suficient s& se deducd inf £ = sup £; acest lucru se
realizeaza prin ([44]-Lema 3.3):

Daca exista Py P-parte A-invariantd (lucru probat), A € Py, 3L € Py N Lim(A) (lucru probat) si
existd v, w € I(Vo)\KerPy, v € Ker (g (A"(L)|A"T1(L))), w € Ker (€ (A™(L)|A"T1(L))), Vn > 1
(functii 7uniform” extremale), atunci inf £ = sup L, /N\(E) =L.

Intr-adevir, din cele de mai sus rezultd inf A = sup A, de aici rezultand

lim A (A"(A,A"T1(A))) =0,

deci ipoteza (3) din 5.9.6 este si ea verificata.

Asadar, 5.9.6 "functioneaza” doar in ipoteza existentei functiilor “uniform” extremale v $i w.

IT. Pe scurt, se deduce (sectiunile 4 si 5 din [44]) existenta functiilor ”uniform extremale” astfel:

- cum I asigura existenta unei P-parti Py A-invariante, a unei A € Py dar si existenta unei £ €
PyNLim(A), se ajunge in mod firesc la studiul girurilor de forma (Qf”(ﬁ) (H‘\Z\(ﬁ))f))n pentru f € I[(Vp),
sau , cum H&:\(éo)f U™ (L)-armonicd, la studiul aplicatiilor H‘q;’j\(‘egfoz/}g (Vb), pentru p € Vy; dacd, pentru
f €1(Vy), se noteazd H, [ := H‘\I;:\(‘ljo)f 0 1p, pentru un p € Vy "bine ales”, se ajunge la notiunile deja

cunoscute de ”matrici stocastice” ({Hp,},); deasemenea, din I se pot presupune urmaétoarele

(L1) (3 DyD — parte) ( (7\”([:)) C ID)O);

(L2) 3L € Lim(L) N Dy; "

- se demonstreazi ergodicitatea slabd a girului {H,}, utilizdnd teorema 3.2 din [60] proband intai
marginirea uniform& a elementelor pozitive ale matricelor ([44]-Lema 4.2, Prop.4.1), apoi pozitivitatea
structurilor H,, o Hp4q10...0 Hyym, n, m € N, n > 1 ([44]-Lema 4.3, Lema 4.4, Th. 4.1);

- pasii de mai sus (extrem de tehnici, utilizind metode de teoria matricelor nenegative) permit in final
deducerea existentei functiilor ”uniform extremale” dorite ([44]-Prop.5.1):
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PROPOZITIA 5.9.7. Dy D-parte A-invariantd $i A € D —>
Jv € Ker (g (A"(L)|A"T1(L))) \Ker Dy, Vn
(si analog pentru w ...).

ITI. I i IT permit demonstrarea urmatorului rezultat (dedus de R. Peirone in [55]), din care va rezulta
in final teorema 5.9.1:

TEOREMA 5.9.8. ([44]-Th. 5.1) Dacd Do D-parte A-invariantd i A € D, urmdatoarele afirmatii sunt
echivalente:
(1) (am e N*) (3 lim A"™(A) = F € ]DO);

n—o0

Intr-adevir, (1)=(2) este triviald. Pentru (2)=(1), din DoNLim(A) # 0 rezulti ci m (A" (A)|A™TL(A))
inf £. Se poate aplica atunci 5.9.7 pentru a deduce existenta functiilor "uniform extremale” v si w, deci,
cu LHii) inf A = sup A, de unde A punct fix pentru A, apoi, cu 5.9.6 rezulta asertiunea (1).

IV. Se poate demonstra usor teorema 5.9.1:

- daca Dy satisface (L1) si (L2), din 5.9.8 rezultd concluzia (1), deci (K"W(B)) gir hp-marginit, de

unde, deoarece A continud, proprietatea se va extinde la intreaga orbita, adicd are loc situatia (1);

- daca Dy nu satisface (L1) sau (L2), din I-ii) rezulta ca 31, D-subparte a lui Dy, D; satisficand (L1)
gi (L2); atunci, din 5.9.8 are loc situatia (2).

in rezumat, teorema 5.9.1 dar si efortul gasirii functiilor ”uniform extremale” v si w (din
[44]) sunt o rafinare si in acelasi timp o generalizare a rezultatului principal si a metodei
din subsectiunea 5.7.2 ([40]).

5.9.6. Testul de ”scurtcircuitare”. Din teorema 5.9.1 V.Metz deduce (cu o demonstratie foarte
tehnicd, a se vedea sectiunea 6 din [44]) urmatorul "test de scurtcircuitare”, valabil pentru structuri £
S.A.P.C.F. conexe arbitrare gi r := (r1,...,7y) O-invariant (© grup de simetrie, D := Dg, P := Pg
conurile aferente):

TEOREMA 5.9.9. (Testul de scurtcircuitare)([44)-pag.26) Se presupune cd

e Dy C P° D-parte A-invariantd; o
e Dy, ..., D, D-partile A-invariante din OP N Dy;
e forma Dirichlet M%) asociatd cu matricea de conductantd ”cu valori 1 pe muchille lui T'(D;)”,

1<e<r;
e 38 >0siV1<i<r, 3Z; componentd conexd a lui T'(D;) astfel incat VR € Dy, V1 < i <r
are loc
s ) ) < = Besmsn 1021
RR1+DQMY)(ZM VO\Zz)

unde R4(H, L) este rezistenta efectiva dintre H si L relativ la A.

Atunci exista un punct fix al lui A in Dyg.
In cazul gasirii unui 8 > 1, conditia din stinga este trivial verificatd deorece v < 1 (observatia
5.9.3-(3)).

Pe exemple concrete, actiunea lui A pe D-parti se va calcula cu observatia 5.9.3-(2).

Acest test detecteazd tot formele proprii ireductibile. In [46] V.Metz propune o serie de rafinari, bazate
in esentd tot pe ideea de demonstratie din testul de scurtcircuitare (testul ”cu functii”, testul ”1ui Sabot”,
testul ”lui Nussbaum”, etc.) In continuare se prezinta pe scurt aceste idei. Pentru aceasta este nevoie de
o prezentare riguroasa a ”scurtcircuitarii”:

LEMA 5.9.10. ([46]-Lema 17) Se considera P := {C4,...,C;} partitie a lui Vi i g : Vi — R cu
gjc; =ct, i = 1,1. Se defineste g : P — R, g(C;) := g(x), v € C;, i = 1,1. Se considera A € P, deci
A1 =TU(A) €Py sica, : Vi x Vi — R matricea de conductantd asociatd lui A;.

Se poate defini atuncica, : Px P — R, ¢4, (C;,C;) = > ca,(p,q) pentrui # j sica, :=0
p€C;,qeC;
pentru i = j. Are loc atunci

!
> (@(Cy) — 3(C)))*ear (Ci, Cy) =: Ai(9),

i,7=1

DN | =

Al(gug) =

Ay forma biliniard, simetricd pozitiv semidefinitd conservativd pe P (adicd in P(P)) cu domeniul RE .
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OBSERVATIA 5.9.11. ([46]-pag.18) 1. Pentru B € D\{0}, D e Bcu B+D e Dsi f : Vi — R,
evident (D1 + nBB1)(f) / oo pentru Bi(f) > 0, iar (D1 + nB1)(f) = Di(f) pentru Bi(f) = 0, i.e.
f =ct. pe By componentele conexe. Deci, se poate defini (Dy + coBB1)(f) := D1(f), pentru f € KerBy,
(D1 + ooB1)(f) := oo, pentru f ¢ KerB.

2. Considerand in lema 5.9.10 A; = Dy + nlB; si g € KerBy, se obtine

Ai(g) = Di(g) = (D1 + 00B1)(9) = Ai(9),

M9

adica, prin ”scurtcircuitarea muchiilor lui B,” ”energia nu se modifica”.

DEFINITIA 5.9.12. Daca P° este A-invarianta iar IP; este o alta P-parte A-invarianta, care intersecteaza
D, atunci se spune ca P; satisface conditia (*) <=
(aw |- || = vecintate a lui Pi> (vn) (v {C,T\(C), o ,Kn(C)} CWNP°N D})
A"(C)(g) _ Cl9)
3 f e mP;\{0}) (3 g € KerP;\KerP° > .
( f & mPi\{ })( 9 € KerP;\Ker )(An(C)(f) C(f)>

Uzand de 5.3.4, 5.3.5 dar si de argumente foarte tehnice utilizate si in subsectiunile anterioare, Volker
Metz deduce urmatorul rezultat foarte puternic privind existenta:

TEOREMA 5.9.13. ([46]-Th.25) Se presupune cd D° este A-invariantd. Pentru fiecare D-parte A-
invariantd D; C OP (ce contine o formd proprie €; (din 5.8.8) corespunzdtoare unei valori proprii ;) se
considera P-partile P; corespunzatoare care le contin. Daca fiecare din aceste P-parti P; satisfac conditia
(*), atunci existd o forma proprie in P° ND.

Pentru a testa ca fiecare din partile P; din teorema de mai sus satisfac conditia (*) se utilizeazd,
alternativ, unul din “testele” urmatoare:

COROLARUL 5.9.14. (Testul "cu functii”, [46]-Cor.27) Se presupune cd D-pdrtile D° i D; C OP sunt
A-invariante, ID; contine o formd proprie g; corespunzdtoare unei valori proprii \; iar P; este P-partea
corespunzatoare ce o contine. Dacd (3 W ||-|| - vecinatate a lui ]P’1> (VC e wnPe ﬂ]D)}) (EI fe ImIPl\{O})

A(C A(C
(Hg € Ker]P’l\Ker]P’o) (%(f) < %(g)), atunci P; satisface conditia (*).

COROLARUL 5.9.15. (Testul lui Sabot, [46]-Cor.28) Se presupune cd D-pdrtile D° ¢i D; C OP sunt
A-invariante, ; contine o formd proprie £; corespunzdatoare unei valori proprii \; iar P; este P-partea
corespunzatoare ce o contine. Daca A(ooe+ -) are o valoare proprie Aoo > A, atunci P; satisface conditia
(*) cu inegaliate strictd.

Aceste doua teste plus teorema de existentd de mai sus vor fi utilizate pentru a deduce existenta
formelor proprii pe exemple concrete de fractali "nonested” (proveniti din fractali cuib dar cu grupuri de
simetrie mai sirace decat grupul de simetrie maximal).






CAPITOLUL 6

Renormalizare pe clase particulare de fractali. H-conuri si
forme rezistive

In acest capitol se prezinta exemple concrete de renormalizare a unor structuri S.A.P.C.F. conexe:
renormalizarea fulgului lui Vicsek (exemplul 2.3.8), fulgului lui Lindstrom (exemplul 2.3.7), a ”abc-
triunghiului lui Sierpinski”, a ”triunghiului lui Sierpinski afin” (exemplul 2.3.6), etc.; se va incerca intai
deducerea existentei formelor (operatorilor) proprii ireductibile (ireductibili), apoi detreminarea efectiva,
in special pe cazuri de F.C.A., a acestora, dar si a celor reductibile. Pentru deducerea existentei am
dezvoltat o metoda propie, descrisd mai jos. Problema aproximarii formelor proprii este abordata, ex-
emplificandu-se rezultatul fundamental 5.8.5 pe cazuri concrete de F.C.A., uzand de un program Java.
Cu ajutorul acestui program se vor putea determina, cu o eroare data si operatorii proprii pe cazuri de
fractali cu frontiera mai complicata.

Metoda algoritmica de decizie a existentei formelor proprii ireductibile pentru functia de renormalizare
A aunei S.A.P.C.F. conexe (nu neapdrat F.C.A., deci cu grup de simetrie mai sarac decdt cel "mazimal”)
se bazeazd pe urmdtoarele consideratii (prezentate in capitolul precedent):

— valorile proprii ale lui A sunt unice pe P-parti (propozitia 5.2.5);

— existd o forma proprie in fiecare subcon (ID-parte) inchis, convex al lui D (propozitia 5.3.3);

— orice D-parte e continuta intr-o P-parte (subsectiunea 5.9.2);

— A 7actioneaza” pe D-parti si pe P-parti (subsectiunea 5.9.4);

— doar D-partile A-invariante contin forme proprii. D-partile A-invariante se pot obtine ”grafic” via
observatia 5.9.3-(2);

— daca D° este A-invarianta, iar ID; sunt D-partile A-invariante din 0P, atunci se va incerca obtinerea
existentei formelor proprii ireductibile cu teorema 5.9.13, via 5.9.14 i 5.9.15.

In sectiunea 6.1, teoremele 6.1.1, 6.1.3 si demonstratiile lor constituie o sinteza a rezultatelor obtinute
de V. Metz in [38]-[41], [44], [46] privind renormalizarea fulgului lui Vicsek ("non nested” gi “nested”);
contributia personala este prezentarea lor intr-o forma compacta, algoritmizata, conform metodei amintite
st uzand de numeroase figuri edificatoare; in observatia 6.1.2 am determinat ”o inversa” a transformarii
X —K (lema 4.1.21), ceea ce a permis determinarea efectivd a functiei de renormalizare pe acest exemplu
de fractal cu frontiera formatd din 4 puncte.

In sectiunea 6.2, teorema 6.2.1 afirma existenta formelor proprii ireductibile Gy invariante pentru
fulgul lui Lindstrom; rezultatul este cunoscut (demonstrat de Lindstrom in [35], pe clasa F.C.), dar
demonstratia, bazatd pe metoda algoritmicd descrisd, este originala, fiind diferitd de cea a lui Linstrom,
probabilista.

In sectiunea 6.8 se aminteste exemplul numit ”abc-triunghiul lui Sierpinski” ("abe-TS”) (considerat
pentru prima datd in [26]). Teorema 6.5.1 dd o condifie necesard pentru existenta formelor proprii
ireductibile pentru ”abc-TS” $i constituie o generalizare a rezultatului 8.2 din [46] iar demonstrafia este
originala. In observatia 6.53.2 am determinat efectiv functia de renormalizare pe un caz particular de ”abe-
TS”, lucru posibil deoarece avem de-a face cu un fractal cu frontiera formata cu 3 puncte, transformarile
A-Y siY — A putandu-se utiliza cu succes.

In sectiunea 6.4, propozitiile 6.4.1 gi 6.4.2 sunt originale. 6.4.1 dd o conditie necesard si suficienta
pentru existenta operatorilor proprii Gs-invarianti in cazul triunghiul lui Sierpinski afin (TSA) - I, iar
6.4.2 determind operatorul propriu Gs-invariant si valoarea proprie asociatd in cazul triunghiul lui Sier-
pinski afin (TSA) - II.

In sectiunea 6.5, cu ajutorul unui program Java am verificat validitatea rezultatului 5.8.5 privind aprox-
imarea formelor proprii pentru cazul fractalilor F.C.A., anume pentru TSA-I i TSA-II (subsectiunea
6.5.1). Formula (4.12) si teorema 4.1.16 sunt utilizate pentru a implementa in program functia de renor-
malizare. Cu ajutorul programului Java amintit am determinat efectiv valoarea proprie v pentru conul
formelor Gs-invariante ireductibile si operatorul propriu ireductibil (unic modulo multiplicarea cu o con-
stantd pozitiva) in cazul fulgul lui Lindstrom si a fractalului numit Pentakun (subsectiunile 6.5.2, 6.5.3).
Acestea erau imposibil de calculat fara asistentd computerizatd. Rezultatele originale din sectiunile 6.4 si
6.5 sunt trimise spre publicare ([52] si [64]).

In sectiunea 6.6 se reaminteste definitia mai generald a unei forme rezistive, asa cum a fost propusd
de catre domnii Profesori N. Boboc si Gh. Bucur (in [7]). Pornind de la un astfel de obiect se poate
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“dezvolta” o teorie a potentialului atasatd (a se vedea [7] si [6]). In spiritul celor de mai sus se prezintd un
”Criteriu de semisaturare” relativ la conul funciiilor excesive in raport cu forma rezistiva data. Propozifia
6.6.6 gi teorema 6.6.8 sunt rezultate originale si au apdrut in [6].

6.1. Renormalizarea fulgului lui Vicsek (FV)

Se reaminteste exemplul 2.3.8 (fulgul lui Vicsek): fie a1, as, as, aq varfurile unui patrat si similitudinile
VY 1 R?2 — R2, 4;(x) = a; + %(l‘ —a;), 1 <i<5 (a5 = %(al + as + az + a4) - centrul patratului).
Atractorul F al STF-ului {(R?,|-[));{¢,7i};—15}, cu r; = 1/3 este ilustrat in figura 2.12. Daci se
noteazd Lpy = {F, {ﬁ’z}l:ﬁ} (s-au notat restictiile ¢;-urilor la F' tot cu ;) si se considera grupul de
simetrie "maximal” G, atunci s-a demonstrat in 2.3.8 cad Lpy este un fractal "cuib” relativ la Gs.

6.1.1. Renormalizarea fulgului lui Vicsek (FV) ”non nested”. Se considerd grupul de sime-
trie generat doar de reflectiile relativ la dreptele mediatoare ale diagonalelor patratului. Relativ la acest
grup Ly = {F, {1/’7?}1‘:1,_5} este o S.A.P.C.F. dar nu mai este un F.C.A. gi el va fi denumit fulgul lui
Vicsek (FV) "non nested”.

Urmdtoarea teoremd constituie o sintezd a rezultatelor obtinute de V. Metz in [38]-[41], [46] privind
renormalizarea fulgului lui Vicsek "non nested”. In demonstratie, am pus aceste rezultate sub o forma
compacta, algoritmizata, conform metodei amintite si am realizat numeroase figuri edificatoare; in observatia
6.1.2 am determinat "o inversa” a transformarii X — X si am ardtat cd este posibila dezvoltarea unor
calcule simbolice in MATLAB 2011 ce permit determinarea efectiva a funcliei de renormalizare; acest
lucru este dificil de realizat farda asistentd computerizata chiar si pe acest exemplu de fractal cu frontiera
formata din 4 puncte.

TEOREMA 6.1.1. Fie fulgul lui Vicsek "non nested” Lry (cu grupul de simetrie © =< ga,a3, Jasas >)
g1 sistemul de ponderir := (r1,7r2,73,74,75) cuTy =T =73 =74 =15 =: 17 > 0. Atuncir este © invariant
i existd forme proprii ireductibile © invariante (adicd din De NP ) pentru functia de renormalizare Ay
asociata lui Lpy .

DEMONSTRATIE. Evident ©-orbitele sunt date de Oy := {{a1, a2}, {a2,as},{as,as},{a4,a1}}, Oz :=
{{a1,a3}}, O3 := {{az2,a4}}. Matricele de conductantd corespunzitoare orbitelor O1, Oy, O3 sunt

01 0 1 0 010 0 0 0O
HONS 101 0 @ _ 0 0 0O B _ 0 0 0 1
0 01011799 11000 /|f>™ "O0o0©O0O0]
10 1 0 0 0 0O 0 1 0O
0 a ¢ a
iar o matrice de conductanta arbitrard este data de ¢ = (CI 2 8 2 , a, b, ¢ > 0. Matricele
a b a 0
operatorilor asociati lui cél), c((f), cé?’) sunt urmatoarele
-2 1 0 1 -1 0 1 0
1 -2 1 0 0 0 0 O
E, = E(1,0,0) = 0 1 _2 1 , By = F(0,1,0) = L o0 -1 0 |
1 0 1 -2 0O 0 0 O
0 0 0 O
0 -1 0 1 . , . .
Es = FE(0,0,1) = o0 o o | Un operator arbitrar (cu (L.1), (L.2)" si (L.3)) O-invariant are
0 1 0 -1
matricea data de
—2a—c a c a
E = E(a,b,c) = @ “2a-b “ b ,a,b,c>0.
c a —2a —c a
a b a —2a—0b

Conul P := Pg al formelor cu (D.F.1) si (D.F.2)" se poate determina daca se cunosc valorile proprii
pentru E(a, b, ¢). Rezolvand ecuatia det(E(a,b,c) — Al4) = 0 se obtine

Ada+ N)[2(a+b) + A|[2(a+c¢) + A] = 0.

Deci valorile proprii sunt 0, —4a, —2(a+b), —2(a+c). € = €g(a,p,c) €ste pozitiv semidefinita <= E(a, b, c)
negativ semidefinita <= valorile proprii sunt negative, deci:

IF’::IP’@2{(a,b,c)}aZO,aerZO,aJrczO}.
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F1GurA 6.1. Conul P pentru FV “nonnested”

(figura 6.1). P-partile sunt urméatoarele:

o Py :=P°~{(a,b,c)|a>0,a+b>0,a+c>0}.

e Py~ {(a,b,c)[a=0,a+b>0,a+c>0}={0}x (0,00)%

e Py~ {(a,b,c)[a>0,a+b=0,a+c>0}.

e Py~ {(a,bc)|a>0,a+b>0,a+c=0}.

e Ps~ {(a,b,c)|a>0,a+b=0,a+c=0}.

e Ps~{(a,b,c)[a=0,a+b>0,a+c=0} ={0} x (0,00) x {0}.
e Pr~{(a,bc)[a=0,a+b=0,a+c>0} ={0} x {0} x (0,00).

P; este chiar interiorul conului P, Py, P53, P4 sunt "fetele” (deschise) ale lui P, iar P5, Pg, P7 sunt razele
extremale ale lui P (con poliedral pe acest exemplu).
Conul formelor Dirichlet corespunzitoare operatorilor E(a,b,c) este dat de
D:=Dg = {s | €= as(()l) + bséz) + cs(()?’),a,b,c > O} ,
unde 581), 5(()2), 583) sunt formele corespunzatoare matricelor de conductanta cél), 062), c(()s), respectiv
operatorilor Ey, Ey, E3. Se observa ca D ~ R3.
D-partile si grafurile asociate (conform subsectiunii 5.9.1) sunt date de:
® D11y :=D° ~ {E(a,b, c) ! a,b,c> 0} ~ (0,00)3. Graful corespunzitor I'(D(1,1,1y) este redat
de figura 6.2-(1).
e D1,y ~ {E(0,b,¢)
redat de figura 6.2-(2).
o Di1,0,1) ~ {E(a,(),c) | a,c > 0} ~ (0,00) x {0} x (0,00). Graful corespunzator I'(D(;,0,1)) este
redat de figura 6.2-(3).
e D110 ~ {E(a,b,0) | a,b> 0} ~ (0,00)% x {0}. Graful corespunzétor I'(D(11,9)) este redat de
figura 6.2-(4).
e D(10.0) ~ {E(a,0,0)|a >0} ~ (0,00) x {0} x {0}. Graful corespunzitor I'(D(y,9,0)) este redat
de figura 6.2-(5).
e D10~ {E(0,b,0)|b> 0} ~ {0} x (0,00) x {0} ~ Pg. Graful corespunzitor I'(D(g1,0)) este
redat de figura 6.2-(6).
e D01y =~ {E(0,0,¢)|c> 0} ~ {0} x {0} x (0,00) ~ P7. Graful corespunzitor I'(D(g,1)) este
redat de figura 6.2-(7).

D(1,1,1) este chiar interiorul conului D, D11y, D(1,0,1), D1,1,0) sunt "fetele” (deschise) ale lui D, iar
D1,0,0ys D(0,1,0, P(o,0,1) sunt "semiaxele pozitive”, i.e. razele extremale ale lui D (intotdeauna con
poliedral). Grafurile I'(D(1,0,1)) si I'(ID(1,1,0)) sunt practic similare, ca si I'(D(0,1,0)) $i ['(D(0,0,1))- (1) este
graful complet, iar (5), (6), (7) sunt grafurile corespunzatoare orbitelor Oy, Os, Os.

Evident relatiile intre D-péarti si P-parti sunt: D, D1 1.0), D1,0,1), D100 € P° Do,1,1) = Po,
D(0,1,00 = Ps, D(0,0,1) = P7.

Un sistem de ponderi r := (r1,79,73,74,75) este O-invariant <= 1, = r9 = r3 = r4 = r5. Pt.
simplitate se va considera r := (1,1,1,1,1).

Actiunea lui A pe D-pérti (din observatia 5.9.3-(2)) este urmé&toarea:

b,c>0} ~ {0} x (0,00)% ~ Py. Graful corespunzitor I'(D(o,1,1)) este

o A(D1,1,1)) €Dy 1,1y (figura 6.3-(1); evident orice doud puncte din Vy se pot uni printr-un drum
din T'(¥(D(1,1,1))) cu puncte din V1\Vp);
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(5) (6) (7)

FIGURA 6.2. Grafurile I'(D.) pentru FV "nonnested”

o A(Do,1,1)) C Do,1,1) (figura 6.3-(2); ay si az se pot uni printr-un drum din I'(¥(D(g,1))) cu
puncte din V3\Vp; la fel as si aq; a1 si aq - punctele incercuite - nu se pot uni printr-un drum
din I'(¥(D(g,1,1))) cu puncte din Vi\Vp; la fel ay si az, az si as, as si aq);

e A(D(1,1,0)) C D11y (figura 6.3-(3); orice doua puncte din Vg se pot uni printr-un drum din
I'(¥(D(1,1,0y)) cu puncte din Vi\Vp); analog A(Dq,0,1)) C D1,1,1);

e A(D(1,0,0)) C Dy,1,1) (figura 6.3-(4); orice doua puncte din Vj se pot uni printr-un drum din
I'(¥(D(1,0,0y)) cu puncte din V1\Vp);

e A(D(o,1,0)) C Do,1,0) (figura 6.3-(5); doar a; si a3z se pot uni printr-un drum din I'(¥(Dg,1,0)))
cu puncte din V;\Vp; nici o altd pereche de puncte din V) nu mai satisface aceastd conditie);
analog A(D(O,O,l)) C D(O,O,l)'

Asadar Dy 1.1y, D(0,1,1), D(0,1,0)s P(0,0,1) sunt D-partile A-invariante. Singura D-parte A-invarianta inclusa
in P° este ID)(17171) = D°.
Este fundamentald determinarea valorilor proprii corespunziatoare D-partilor A-invariante. Astfel:

e valoarea proprie pentru Do ;1 o) este evident A = 1/3; analog valoarea proprie pentru Do,0,1) st
Do,1,1) este A = 1/3 (a se vedea figura 6.4, unde se aplica legea lui Ohm, conductantele finale
pe diagonalele "mari” fiind 1/3 din valorile initiale);

e valoarea proprie pentru Dy 1 1) este tot A = 1/3 (a se vedea observatia 6.1.2-II si figura 6.6).

Pentru a demonstra existenta formelor proprii pentru FV ”"nonnested”, se aplica testul lui Sabot 5.9.15
§i testul cu functii 5.9.14 pentru D-partile A-invariante Do 1,1y, D(0,1,0), D(0,0,1):

a) Pentru D (g 1,1y se poate aplica testul lui Sabot: se considera £ forma proprie pentru valoarea proprie
A = 1/3 si se calculeaza "grafic” Ao (valoarea proprie a lui A(cof + -)) ca in figura 6.5: I'(¥(coD(q,1,1) +
D°)) este figurat in (1) cu diagonalele punctate, cu semnificatia unor conductante infinite, iar laturile
”pline” semnificind conductante finite. Punctele "mari” sunt punctele lui V{y. Prin aplicarea lemei 5.9.10
se identifica varfurile noii retele ”scurtcircuitate” (prin ”colapsarea” muchiilor punctate), anume punctele
"mari” din (2). Energia noii retele este aceeagi ("=" intre doud retele inseamna energii identice). Cum
insa buclele nu contribuie la energia totala, pot fi omise, deci in final se obtine reteaua I'(coD g 1,1) +D°)
(in (3)), cu aceeasi energie ca cea initiald. Asadar Ao = 1. Cum r; < 1 (din 4.5.4), orice valoare proprie
este subunitara. Deci testul lui Sabot este pozitiv pentru Dy 1 1)
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FI1GURA 6.3. D-partile A-invariante pentru FV "nonnested” determinate prin metoda grafica

.\’ﬁ\'

FIGURA 6.4. (1): Valoarea proprie pentru Do 1) este A = 1/3; (2): analog pentru D g 1)
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AIGN
N (7

(1) (2) (3)

FIGURA 6.5. (1): T'(¥(ccD(g,1,1y) +D°)); (2): "scurtcircuitate”; (3): I'(ccD(g,1,1) +D°)

b) Pentru Do,1,0y se poate aplica testul ”cu functii”:

. AA) 1
ImDg 1,0y = sp{g}, cu g := Xa, — Xa, iar 1 (9) = 3 VAcuT'(Dgq,0) CT(A). f:=Xa, = Xas €
A(A 1
54)(f) =3 VA cu I'(Do,1,0)) € T'(A). Deci testul “cu functii” este pozitiv pentru
D(o,1,0- Analog se poate proceda si pentru Do g 1)-

Cum toate testele sunt pozitive, din teorema 5.9.13 va rezulta existenta formelor proprii ireductibile
pentru FV "nonnested”. Cum FV "nonnested” nu este un F.C.A., ci doar S.A.P.C.F., nu putem beneficia
de unicitatea data in subsectiunea 5.8.2. Se poate spera in gasirea efectiva a formelor proprii, daca se
determina efectiv functia de renormalizare gi vectorii sdi proprii (a se vedea observatia 6.1.2). O

KerD((],l,()) sl

OBSERVATIA 6.1.2. Transformarea X — X (Lema 4.1.21) nu este o bijectie ((dis,da2s,dss,dss) €
(0,00)* — (c12,€13, C14, C23, C24,¢34) € (0,00)%, nici micar impunand cjo = c23 = ¢34 = c41, ceea
ce va reduce dimensiunea: (dis,dss) € (0,00)2 — (c12,¢13,¢24) € (0,00)3, a se vedea consideratiile
urméatoare). Nu se poate spera si se obtind forma efectiva a functiei de renormalizare decat prin apli-
carea 4.1.16 si utilizand un mediu de programare ce ofera posibilitatea calculelor simbolice performante
(de exemplu MATLAB 2011, rulat pe un calculator cu suficiente resurse hardware - memorie si procesor).

I. 7O inversd” a transformirii X — K. In continuare se va incerca determinarea ”unei inverse”

4
pentru transformarea X — X (lema 4.1.21): daca in ¢;; = di5dj5/ > dk5>, 1 <1 < j <4, se considera
k=1

C12 = C23 = C34 = C41 = @, C13 = b, Coq4 = C, atunci d15d25 = d15d45, deci d25 = d45 §i analog d15d45 =
d3sdys, deci dis = dzs. Daca se noteaza dy5+dos = d3s+das = s, iar disdes = dzsdss = p, atunci, adunand

4
relat;iile Cij = di5dj5/ (Z dk5>, 1 S ) <] S 4, se ob‘gine Z di5dj5 = ( Z dz5> ( Z Cij>7
k=1

1<i<j<4 1<i<4 1<i<j<4

deci s%+2p = 2s(da+b+c). Dar p = 2as, deci, in final, s = 4a+2b+2¢, p = 4a(2a+b+c). Atunci d?; =
4

4
d§5 = d15d35 = (13 (Z dk5> = 2bs = 2b(4a +2b+ 26). Analog d%S = d4215 = d25d45 = C24 (Z dk5> =
k=1 k=1

2cs = 2c(4a + 2b + 2¢). Se va nota a’ := di5 = d35, V' := dos = dy5, deci (a')? = 2b(4a + 2b + 2¢),
(0')? = 2c(4a + 2b + 2¢). Evident a't’ = p = 4a(2a + b+ c).

II. Determinarea valorii proprii pentru D, ; ;). In figura 6.6, pentru (1)~(2) se folosesc cele
de mai sus. Pentru (2)~(3) se utilizeaza transformarea X — | (lema 4.1.22), iar pentru (3)~(4) legea lui
Ohm (rezistente in serie). Pentru (4)~(5) se aplica transformarea X — X (lema 4.1.21), obtindndu-se
pe laturile patratului a'b’/6(a’ + b') = a’b'/6s = a/3, iar pe diagonale (a’)?/6(a’ + ') = b/3, respectiv
(6")2/6(a’ + V') = ¢/3.

ITI. Calculul efectiv al functiei de renormalizare. Utilizand calcule simbolice in MATLAB 2011
se poate determina efectiv functia de renormalizare (evident, conform 4.1.16):

ala+b)la+c) ~+~ 1 -

7= 1
Ala,b,¢) = (@,5,7), @ := AN s
(CL, ,C) (CL, 58)7 a 502 + 3ab + 3ac + be’ 3 (a + ) a,c 3 (CL + C) a

(1,b,¢) vector propriu pentru A < (EI)\ > 0> (A(l,b, c) = A(1,b, c)) De aici a = A, b= Ab, ¢ = Ac,

de unde %(1 +b)—a=b=nuab ¢ =ab= %(1 +¢)—a Cum a, b, ¢ > 0, rezultd a = 1/3, deci

A=1/3= %. De aici bc = 1. Asgadar, vectorii proprii pentru A corespunzatori valorii proprii

A=1/3sunt {(1,4,1/p) | p > 0}.

Remarci: In cazul FV "nonnested” toate patratele prezente in reprezentarile grafice anterioare ar fi
trebuit figurate ca romburi, pentru a respecta alegerea facuta initial in ce preiveste conductantele (laturi
egale, dar diagonale diferite). Acest lucru nu a fost facut pentru a ugura desenele.



6.1. RENORMALIZAREA FULGULUI LUI VICSEK (FV) 105
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al3
a, a,

(5)

FIGURA 6.6. Determinarea valorii proprii A = 1/3 pentru D(; ;1) in cazul FV

6.1.2. Renormalizarea fulgului lui Vicsek (FV) ”nested”. Se considerd tot exemplul 2.3.8
cu grupul de simetrie generat de reflectiile relativ la dreptele mediatoare ale tuturor punctelor din Vj
(6 = Gs). Atunci, relativ la G, Lpy este un F.C.A. (numit fulgul lui Vicsek (FV) "nested”).

Ca i la FV ”non nested”, in urmdtoarea teoremd am sintetizat rezultatele obtinute de V. Metz in [38]-
[41], [44], privind renormalizarea fulgului lui Vicsek "nested”, cu aceleasi observatii privind contributia
personald. Acest rezultat (existenta formelor proprii ireductibile G invariante) a fost obtinut de Lindstrom
in [35] pentru clasa fractalilor ”cuib”, avind o demonstratie probabilistd. Aici se dd o altd demonstratie,
diferita de cea a lui Lindstrom, cu metoda algoritmica descrisa la inceput, bazatd pe tehnica metricii
proiective Hilbert a lui V. Metz.

TEOREMA 6.1.3. Fie fulgul lui Vicsek "nested” Lpy (cu grupul de simetrie © = Gg) si sistemul de
ponderi v := (1,72,T3,T4,75) CuT1 =79 =73 =74 =715 =7 > 0. Atunci r este O invariant si existd
forme proprii ireductibile G invariante (adica din Ds NP ) pentru funclia de renormalizare A, asociatd
lut ﬁpv.

DEMONSTRATIE. Gg-orbitele sunt: Oq := {{a1,a2},{as2,as},{as,as},{as,a1}}, Oz := {{a1,as},{as,a4}}.
01 01 0 010
. o N ay_| 1 01 0 2 | 00 01
Matricele de conductantd corespunzatoare sunt ¢y’ = 0101 1% =100 0
1010 01 00
0 a b a
O matrice de conductanta arbitrara va fi de forma ¢ = Z 2 8 Z , a, b > 0. Matricele opera-
a b a O
-2 1 0 1 -1 0 1 0
. L 1 -2 1 0 0 -1 0 1
torilor asociati sunt Eq = E(1,0) = o 1 -2 1 | Ey, = E(0,1) = 1 0 -1 0
1 0 1 =2 0 1 0o -1
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a=0

a+b=0

Ficura 6.7. Conul P pentru FV ”nested”

Un operator arbitrar (cu (L.1), (L.2)" si (L.3)) ©-invariant are matricea data de

—2a—b a b a
E = E(a,b) = Z _22_ b _2;_ b Z ,a, 0> 0.
a b a —2a—0b

Conul P := Pg al formelor cu (D.F.1) si (D.F.2)’ se poate determina dacé se cunosc valorile proprii
pentru E(a,b). Rezolvand ecuatia det(E(a,b) — Al4) = 0 se obtine

Ada + N)[2(a+b) + A = 0.

Deci valorile proprii sunt 0, —4a, —2(a +b). € = €g(q,p) este pozitiv semidefinita <= F(a,b) negativ
semidefinitd <= valorile proprii sunt negative, deci:
P:=Pg ~ {(a,b)‘azo,a—i—bZO}.

(figura 6.7). P-partile sunt urmatoarele:

o Py :=P°~{(a,b)|a>0,a+b>0}.

o Py~ {(a,b)|a=0,a+b>0}={0} x (0,00).

o Py~ {(a,b)‘a>0, a+b=0}.
P; este chiar interiorul conului P, Py, P35 sunt razele extremale ale lui PP (con poliedral si aici).

Conul formelor Dirichlet corespunzitoare operatorilor E(a,b) este dat de

D:=Dg = {5’5 = asél) +bs(()2),a,b > 0},
unde 5(()1)7 5(()2) sunt formele corespunzatoare matricelor de conductanta c(()l), C(()2), respectiv operatorilor
Fq, FE>. Evident D ~ Ri. D-partile si grafurile asociate (conform subsectiunii 5.9.1) sunt date de:

e D11y = D° ~ {E(a,b) |a,b> 0} ~ (0,00)2. Graful corespunzitor I'(D 1)) este redat de
figura 6.8-(1).
e D1y ~ {E(0,b)|b>0} ~ {0} x (0,00) ~ Py. Graful corespunzitor I'(D(g 1)) este redat de
figura 6.8-(3).
e D) ~ {E(a,O) | a> O} ~ (0,00) x {0}. Graful corespunzator I'(D(; o)) este redat de figura
6.8-(2).
D(1,1) este chiar interiorul conului D, D(g 1), D(1,0) sunt "semiaxele pozitive”, i.e. razele extremale ale
lui D (intotdeauna con poliedral). (1) este graful complet, iar (2), (3) sunt grafurile corespunzatoare
orbitelor O1, Oz. Evident D¢, Dy gy C P°; Dg,q) = Pa.
Un sistem de ponderi r := (rq,ro,73,74,75) O-invariant <= ry = ro = r3 = r4 = r5. Pt. simplitate
se va considera r := (1,1,1,1,1).
Din nou D-partile A-invariante se determina utilizind observatia 5.9.3-(2); actiunea lui A pe D-parti
este urmatoarea:
e A(D(1,1)) C D(y,1) (analog cu cazul "nonnested” orice doua puncte din Vj se pot uni printr-un
drum din I'(¥(D(;,1y)) cu puncte din V1\Vj - grafic analog cu 6.3-(1));
e A(D(o,1)) C D(o,1) (analog cu cazul "nonnested” a; si az se pot uni printr-un drum din I'(¥(ID (g, 1))
cu puncte din V1\Vp; la fel ag si aq; a1 si ag nu se pot uni printr-un drum din I'(¥ (D 1))) cu
puncte din V1\Vp; la fel a; si ag, as si as, a3 si aq - grafic analog cu figura 6.3-(2));
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(1) (2) (3)

FIGURA 6.8. Grafurile I'(ID.) pentru FV ”nested”

(1) (2) (3)

FIGURA 6.9. (1): T'(R1 + coMy); (2): "scurtcircuitare”; (3): T'(R 4+ coM) pentru FV ”nested”

o A(D(1,0)) C D(y,1) (analog cu cazul "nonnested” orice doua puncte din Vj se pot uni printr-un
drum din I'(¥(D(;,y)) cu puncte din V1\Vp; grafic analog cu figura 6.3-(4)).
Asadar Dy 1), D(o,1) D-partile A-invariante. Evident ele sunt si singurele D-parti incluse in P°.

- Valorile proprii corespunzatoare D-partilor A-invariante se obtin la fel ca in cazul ”nonnested”:

e valoarea proprie pentru Do 1) este tot A = 1/3 (din nou figura 6.4-(1) e suficienta, cu aplicarea
legii lui Ohm);
e valoarea proprie pentru D1y este tot A = 1/3 (din nou figura 6.6 dar cu b = c).

Pentru a demonstra existenta formelor proprii pentru FV "nested” se va aplica varianta prima a
testului de ”scurtcircuitare” (5.9.9). Se alege evident Dy := D(; 1) = D° ca singura parte A-invarianta
din P°. Se observid cad OP N D, = D(g,1) = Dy care este si ea A-invarianta. Se considera R € D(q ),
M € D1y, Z := {a1,a3}. Se va incerca sa se deduca faptul ca raportul din 5.9.9 este chiar egal cu 1.
Graful lui ¥(R + coM) este figurat in 6.9-(1). Liniile punctate (diagonalele) se vor scurtcicrcuita (figura
6.9-(2)). Rezistenta efectiva este datd de

RR1+OOM1({a1aa3}7 {ag,a4}) = inf{ (Rl + OOMl) (U) Ul{ar,a3} = 17“\{a27a4} = 0}

_ q1/Ri+ooM;y
- HV1\V0 X{a17a3}'

. . . v 4 /Ri+ooM; A < A ) . .
iar functia armonica HVl\Vo X{a1,a;} Tamane constantd pe {ai,az}, deci diagonalele respective din

I'(R1 + coM;) pot "colapsa” intr-un singur punct. Ca si in cazul "nonnested”, prin aplicarea lemei
5.9.10 se identificd varfurile noii retele ”scurtcircuitate”, anume punctele "mari” din figura 6.9-(2). Dar,
din nou, buclele obtinute nu modifici energia totald, deci, in final se obtine figura 6.9-(3), iar raportul
dorit este egal cu 1. Asgadar, are loc existenta formelor proprii ireductibile, conform 5.9.9. Fiind vorba
de un F.C.A., are loc si unicitatea (modulo produsul cu o constantd). O

OBSERVATIA 6.1.4. (Calculul efectiv al functiei de renormalizare). Pentru b = ¢, functia de
renormalizare de la cazul "nonnested” devine

~~ ~ ala+d) ~ 1 ~ (2a+0b)(a+b)
Aa,b) = (a,b = ———=b:= - b)—qg=—— V7

(@,6) = (@0), @:= 7 b= glet) —a= "m0

In acest caz se pot studia forme proprii corespunzitoare unor perechi (a,b) € [0,00) x [0,00). Atunci
(a,b) € [0,00) x [0,00) vector propriu pentru A <= (EI)\ > O) (A(a,b) = A(a,b)). De aici a = Aa,
b= b, de unde a = 0, b > 0 pentru A = 1/3, sau a > 0 si a2 + ab = a(5a + b)A, (a +b)(A —1/3) =0 i.e.
a="b>0 tot pentru A = 1/3.
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Agadar, vectorii proprii pentru A corespunzatori valorii proprii A = 1/3 sunt, pentru cazul FV ”nested”
(0,b), cu b > 0, sau (a,a), cu a > 0. Prima corespunde unei forme proprii reductibile, din Do 1) (lucru
asteptat, aceasta fiind A-invarianta). Cealalta este "unica” forma proprie ireductibila (i.e. din D 1)).

Remarca. Particularitatea lui F'V "nested”, dimensiunea 2 a conurilor, plus usurarea calculelor sim-
bolice peentru determinarea functiei de renormalizare, a permis determinarea efectiva a tuturor formelor
proprii (atdt reductibile, cat si ireductibile). Acest lucru va fi practic imposibil pe fractali cu frontiera
mnitiala formata cu mai mult de 4 puncte. De exemplu, se vor putea intui formele proprii la Fulgul lui
Lindstrom gi Pentakun cu ajutorul unui program in Java, evident uzand gi de teoria aferenta si elementele
particulare ale fiecarui fractal.

6.2. Renormalizarea fulgului lui Lindstrom (FL)

Se reaminteste exemplul 2.3.7: fie punctele z;, ¢ = 1,2,3,4,5,6, varfurile unui hexagon regulat de
laturd 1, z7 centrul sau si ¥;(z) = 2z + §(x — ), i = 1,7. Atractorul SIF-ului {(R?,||-|); {%‘ﬂ”z‘}izﬁ}
este ilustrat in figura 2.11. Fie grupul de simetrie "maximal” G, generat de reflectiile relativ la dreptele
mediatoare ale tuturor segmentelor cu capete in puncte din V. Daca se considera F' atractorul SIF-ului
si se noteaza tot cu 1; si restrictiile v;-urilor la F', atunci Lpy, := {F, {wl}z:ﬁ} este un F.C. relativ la
Gs i va fi denumit fulgul lui Lindstrom (FL) "nested”, sau, simplu, fulgul lui Lindstrom.

Ezistenta formelor proprii ireductibile G5 invariante a fost obtinutd de Lindstrom in [35] pentru clasa
fractalilor 7cuib”, deci se aplicd si pe acest exemplu. In continuare, prezentam o demonstratie originald
(diferitd de cea probabilista a lui Lindstrom) a existentei pentru FL, bazatd pe metoda algoritmicd de la
inceputul capitolului.

TEOREMA 6.2.1. Fie fulgul lui Lindstrom Lpy, (cu grupul de simetrie © = G ) si sistemul de ponderi
r:= (r1,7r9,73,74,T5,76,77) CUT] = Ty =13 =14 = 15 = rg. Atuncir este © invariant gi exista forme
proprii ireductibile Gs invariante € (i.e. € € Dg NPS) pentru functia de renormalizare Ay asociatd lui
Lrr.

DEMONSTRATIE. ©-orbitele sunt: Oy := {{z1, 22}, {22, 23}, {23, 24}, {24, 25}, {25, 26}, {26, 21} }, O2 :=

{{z1, 23}, {23, 25}, {25, 21}, {22, 24}, {24, 26}, {26, 22} }, O3 := {{21, 24}, {22, 25}, {23, 26 }-

Matricele de conductanta corespunzatoare orbitelor O1, Oy, O3 sunt date de

01 00 01 001 010 0 001 0O
1 01 0 0 O 0 0 0 1 0 1 00 0 0 1 0
m_|010100| @_[100010]| @ _[000001
0 0 01 010 | 0100011} 10 00 0O
0 00 101 101 0 0 0 01 00 0O
10 00 1 0 01 0100 0 01 010
0 a b ¢c b a
a 0 a b c b
O matrice de conductanta arbitrara este data de ¢ = bra 0 a b c ,a, b, c>0.
c b a 0 a b
b ¢ b a 0 a
a b ¢ b a 0
-2 1 0 0 0 1
1 -2 1 0 0 0
Matricele operatorilor asociati sunt F; = E(1,0,0) = 8 (1) _12 _12 (1) 8 , By =
0 0 0 1 -2 1
1 0 0 0 1 -2
-2 0 1 0 1 0 -1 0 0 1 0 0
0o -2 0 1 0 1 0O -1 0 0 1 0
1 0o -2 0 1 0 0 0 -1 0 1
EOLO=1f 6 1 o 2 o 1 EOQOD=1 "1 ¢ o -1 0 o
1 0 1 0 -2 0 0 1 0 0 -1 o0
0 1 0 1 0o -2 0 0 1 0 1 -1
Un operator arbitrar (cu (L.1), (L.2)" si (L.3)) ©-invariant are matricea data de
— b b a
a —s a b c b
E = E(a,b,c) = b @ Tsoa b ¢ ,s:=2a+2b+c, a,b, c>0.
c b a —s a b
b c a —-sS a
a b b a =S
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F1curaA 6.10. Conul P pentru FL "nested”

Conul P := Pg al formelor cu (D.F.1) si (D.F.2)" se poate determina daci se cunosc valorile proprii
pentru E(a, b, c¢). Matricea F(a,b,c) fiind circulantd, valorile sale proprii sunt cunoscute ([14]):

5 5
_ 2mkmwi _ mkmi
)\ng cpe” 6 :E cke” 3 ,m=0,5,
k=0 k=0

cuci=cs=a,ca=c4=b,cg=c,co=—8=—(2a+2b+c).
Scriind efectiv valorile proprii, se obtine

M=—-Ss+a+b+c+b+a=0
IRRVE] IVE] 1 V3 1 V3
)\1——s+a<§—17>+b(—§—17>—c+b —§+27>+0,(5+27

= —a—3b—2c,
1 V3 1, V3 1 V3 1, V3
>\2——8+a<—§—17>+b<—5+27>+c+b(—§—27)+a<—5+17
= —3a — 3b,

AM=-s—a+b—c+b—a=—4a— 2c,

)\4=—s+a<—%+i?> +b<—%— ?) +c +b(—%+i§) +a<—%—i§>

= —3a — 3b,
1 V3 1 V3 1 V3 1 V3
)\5——s+a<§+17>+b<—§+17>—c+b<—§—17>+a(§—z7
= —a — 3b— 2c.

¢ este pozitiv semidefinitd <= FE(a, b, ¢) negativ semidefinitd <= valorile proprii sunt negative, deci:
P:=Pg ~ {(a,b,c)’a+3b+2020, a+b>0, 2a+020}.
(figura 6.10). P-partile sunt urméatoarele:
Py :=P° ~ {(a,b,c) |a+3b+2c>0,a+b>0,2a+c>0}.
Py ~ {(a,b,c) [a+3b+2c=0,a+b>0,2a+c>0}.
Ps3 ~ {(a,b,c) [a+3b+2c>0,a+b=0,2a+c>0}.
Py a,bc) a+3b+2c>0,a+b>0,2a+c=0}.
Ps ¢)|a+3b+2c=0,a+b=0,2a+c>0}.
Pg ~ ¢)|a+3b+2c=0,a+b>0,2a+c=0}.
P, ~ (a,b,c) a+3b+2c>0,a+b:0,2a+c:0}.
P; este chiar interiorul conului P, Py, P35, P4 sunt "fetele” (deschise) ale lui P, iar P5, Pg, P7 sunt razele

extremale ale lui P (con poliedral).
Conul formelor Dirichlet este

D:=Dg = {5 | €= aa(l) +b5(2) +ce(3) a,b,c > 0},
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FIGURA 6.11. Grafurile I'(D.) pentru FL "nested”

561), 5&2), s(()g) fiind formele corespunzatoare matricelor de conductanta c(()l), 082), 083)7 (sau operatorilor

Eq, Es, E3). Evident D ~ Ri.
D-partile si grafurile asociate sunt date de:
e D) :=D° ~ {E(UL,b7 c) ’a,b,c > 0} ~ (0,00)3. Graful corespunzitor I'(D(1,1,1y) este redat
de figura 6.11-(1).
e D,1,1) ~ {E(0,b,¢)
figura 6.11-(2).
o Di1,0,1) ~ {E(a,O,c) | a,c > O} ~ (0,00) x {0} x (0,00). Graful corespunzator I'(D(; 0,1)) este
redat de figura 6.11-(4).
o D1,1,0) {E(a,b, 0) | a,b > O} ~ (0,00)? x {0}. Graful corespunzitor I'(D(1,1,0)) este redat de
figura 6.11-(3).
e D(1,0,0) ~ {E(a,0,0) | a> 0} ~ (0,00) x {0} x {0}. Graful corespunzator I'(D(1,0,0)) este redat
de figura 6.11-(5)
e Dio,1,0) ~ {E£(0,b,0)|b> 0} ~ {0} x (0,00) x {0}. Graful corespunzitor I'(D(g 1,0)) este redat
(6)
0,0
)

b,c > 0} ~ {0} x (0,00)2. Graful corespunzitor I'(Do,1,1)) este redat de

de figura 6.11-
e D01y~ {E(0,0,¢) | ¢ >0} ~ {0} x {0} x (0,00). Graful corespunzitor I'(D(g 1)) este redat
de figura 6.11-(7).
D(1,1,1) este interiorul conului D, Dg 1,1y, D(1,0,1), D(1,1,0) "fetele” Tui D, iar Dy 0,0y, D(0,1,0)s D(0,0,1) sunt
razele extremale ale lui D (con poliedral). Grafurile asociate sunt fundamental diferite, spre deosebire
de FV "nonnested”. (1) este graful complet, iar (5), (6), (7) sunt grafurile corespunzatoare orbitelor Oq,
O3, Os.
Evident D°, D1,1,0)s D(1,0,1)5 D(o,1,1) C P°; Dy,0,0) C Po, D(g,0,1) C P3, Dyo,1,0) C P4
Sistemul de ponderi r := (ry, 72,73, 74,75, 76, 7) este Ge-invariant <= 1y = r9 = r3 =14 = 5 = 7.
Pt. simplitate se va considera r := (1,1,1,1,1,1,¢) cu ¢t > 0.
D-pértile A-invariante se determiné utilizand 5.9.3-(2):

o A(D1,1,1)) C D11y (figura 6.12-(1); orice doua puncte din Vy se pot uni printr-un drum din
L(¥(D1,1,1))) cu puncte din V3\Vp);

® A(D(1,1,0)); AD,0,1))s AD0,1,1))s AD(1,0,0))s AD(0,1,0)) € D111y (figura 6.12-(2)(3)(4)(5)(6);
orice doua puncte din Vp se pot uni printr-un drum din T'(¥(D(,1,9))) sau I'(¥(D(0,1))) sau
L(¥(Dg,1,1))) sau I'(¥(D1,0,0y)) sau I'(¥(Dg,1,0y)) cu puncte din V3\Vp);

o A(D,0,1)) C Do,0,1) (figura 6.12-(7); 21 si 24 se pot uni printr-un drum din I'(¥ (D ,1))) cu
puncte din V7\Vp; analog 2o si 25, apoi z3 si z6; nici o altd pereche de puncte din V5 nu mai
satisface aceastd conditie).

Asadar D1 1,1), D(g,0,1) sunt D-partile A-invariante. Singura D-parte A-invarianta inclusa in P° este
D1,y =D°.
Despre valorile proprii corespunzatoare D-péartilor A-invariante se pot spune urmatoarele:

e valoarea proprie pentru D) este A = 1/3 (figura 6.13, unde se aplica legea lui Ohm,

conductantele finale pe diagonalele "mari” fiind 1/3 din valorile initiale);
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(7)

F1auraA 6.12. Grafurile I' (¥ (D.)) pentru FL

FIGURA 6.13. Valoarea proprie pt. D(g,1) este A = 1/3 (pentru FL)

e valoarea proprie pentru D(;;,1) se va determina prin metode computationale la subsectiunea
6.5.2.

Pentru a demonstra existenta formelor proprii pentru FL ”nested” se va aplica varianta prima a
testului de ”"scurtcircuitare” (5.9.9). Se alege Dy := D(y 1,1y = D° ca singura parte A-invarianta din P°.
Se observa ca OPND, = D(1,0,0)UD0,1,0)UD(0,0,1)- Singura D-parte A-invarianta din OPNDy este Do,0,1)-
Se considera R € D(y,1,1), M € D(0,0,1), Z := {21,24}. Se va incerca sa se deduca faptul ca raportul din
5.9.9 este > 1.

RR, 100, (Z,Vo\Z) = inf { (Ra+0oM1) (u) [ Uz 20y = LU zy,25,25,26) = 0}

_ 2/Ri+ooM;
- HV1\V0 X{Zl,24}7

. . . v 4/ Ri+ooM; A ) < < g ) "
iar functia armonica Hvl\vo X{z1,24} TAmane constanta pe {z1,z23}, deci diagonalele corespunzatoare

din I'(R;1 + coM1) se pot reduce la un singur punct. Cu lema 5.9.10, se determina varfurile noii retele
”scurtcircuitate”; buclele obtinute nu modifica energia totala, dar mai exista si alte "reminescente”, care
cresc energia comparativ cu cea de pe V. In final raportul dorit este > 1.

Mai elegant se poate utiliza testul lui Sabot 5.9.15: pentru B € D (g 0,1), D € D(1,1,1) §i p, ¢ € Vo aflate
in componente conexe diferite I';, I'y ale Iui I'(ID(g,0,1)), exista o 1-celula (hexagonul ”central” 7 (Vy) din
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F1GURA 6.14. abc-triunghiul lui Sierpinski

reteaua V1) astfel incat I') N7 (Vo) # 0, Ty N7 (Vo) # 0. Astfel, o ”"scurtcircuitare” ca in cazul FV
"nested” este posibila si cA(p1ooB) (P, @) > ¢D1o0oB(P, q). Deoarece aceasta functioneaza pentru orice p, ¢
din T'(D(g,0,1)) componente diferite, in final Ao > 1, iar orice valoare proprie A trebuie sa fie < 1 (FL
"nested” este un F.C. gi se tine cont de 4.5.4). Asadar, din testul lui Sabot, are loc existenta formelor
proprii ireductibile, conform 5.9.9. Fiind vorba de un F.C.A., are loc si unicitatea (modulo produsul cu
o constanti). O

6.3. Renormalizarea ”abc-triunghiului lui Sierpinski” (abc-TS)

Se considera Az;z223 C R? un triunghi echilateral si H := €0{z1, 22, 23}. Se considerd similitudinile
{W;}i=1,m astfel incat fiecare H; := ¢;(H) se intersecteazd doar cu H;_1 si H;+1; se considerda M =
ki + ko + ks, k1 > 1, ko > 1, k3 > 1, iar alegerea similitudinilor se va face astfel incat sa fie k3 + 1
triunghiuri H; pe latura z12o, k1 + 1 triunghiuri H; pe latura 2923, ko + 1 pe 2321 (a se vedea figura
6.14, cu k1 = 4, ko = 5, ks = 3). Ha si Hp se "ating” <= k1 = ko = ks = 1 (cazul triunghiului lui
Sierpinski ”clasic”). Se noteaza i = 1, j := ks + 1, k := ks + k1 + 1. Notand F atractorul SIF-ului
{Rz, {wi}i:m} si notand restrictiile y;-urilor la F' tot cu t;, rezultd Lypers = {F, {wi}i:m} S.A.
B= U (H;NnH;) (formatd cu M puncte) iar fiecare punct de ramificare are cate doud adrese (de

1<i<j<M
exemplu Hy N Hy = {r(1i) = 7(27)}, unde 7 este aplicatia naturald). Deci I este formata cu 2M puncte
aproape periodice, iar in final P = {(i), (j), (k)}, iar Vo = {21, 22,23}, Lapers = {F, Wz}z:m} este
0 S.A.P.C.F. si va fi denumit abe-triunghiul lui Sierpinski (abe-TS). Pentru anumite valori date lui k; si

factori de similitudine bine alesi se poate intampla sa avem gi structuri F.C.A. relativ la G, (in urmatoarea
sectiune se va considera k1 = ko = k3 = 2, 51 = 53 = $5 = 2/5, s3 = s4 = sg = 1/5, obtindndu-se TSA-I).

Se considerd grupul de simetrie trivial © = {Id} (adicd, practic, se va considera functia de renor-
malizare definitd pe conul cel mai general, neinvariant la nici un grup de simetrie). Acest lucru este
normal deoarece exemplul este foarte general. Daca se considera cazuri particulare de abce-TS, in functie
de proprietétile lor de simetrie, se pot considera grupuri © mai bogate, cu speranta determinarii efective
a formelor (operatorilor) proprii ©-invarianti (ca in cazul aceluiagi exemplu, TSA-I, a se vedea sectiunea
urméatoare). Deocamdata se preferd sa se trateze cazul mai general gi sd se obtinad informatii cat mai
multe cu putinta.

Urmatorul rezultat, avind o demonstratie originald, este o generalizare a rezultatului 8.2 din [46]; el
da o conditie necesard pentru existenta formelor proprii ireductibile pentru ”abc-TS”. In observatia 6.3.2
se determind efectiv functia de renormalizare pe un caz particular de 7abc-TS”, lucru posibil deoarece
avem de-a face cu un fractal cu frontiera formata cu 3 puncte.

TEOREMA 6.3.1. Fie abc-triunghiul lui Sierpinski Lapers (cu © grupul de simetrie trivial) si r :=
(r1,...,rp) cur; >0 arbitrari. Atunci

a) D-partile Ay-invariante sunt D1 1 1y ~ (0,00)3, Dy := D1 0,0 = (0,00) x {0} x {0}, Dy :=Dg 1,0y ~
{0} x (0,00) x {0}, D3 :=Dyg,0,1) = {0} x {0} x (0, 00).

b) daca {\i};_13 sunt valorile proprii pentru {D;},_ 13, iar {Ai}izt3 sunt wvalorile proprii pentru
{Ar (D(l,l,l) + oo]Di)}i:L—3 si are loc \; < M\, i = 1,3, atunci existd forme proprii ireductibile pentru
functia de renormalizare Ay asociata lui Lopers.
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FicUurA 6.15. Conul P pentru abe-triunghiul lui Sierpinski

DEMONSTRATIE. a) ©-orbitele sunt: Oy := {{z1,22}}, O2 := {{22,23}}, O3 := {{z3, 21} }. Matricele
de conductanta corespunzatoare orbitelor O1, Oz, O3 sunt date de

0 00 0 0 1 01 0
W=loo 1|, P=looo].P=[100
0 10 1 00 0 00
0 Q3 Q2
O matrice de conductanta arbitrara este data de ¢ = as 0 a1 |, a1, as, ag > 0. Matricele op-
Qo Q1 0
0 0 0
eratorilor asociati (cu (L.1), (L.2)" si (L.3)) sunt 4 = E(1,0,0)=| 0 —1 1 , Es = E(0,1,0) =
0o 1 -1
-1 0 1 -1 1
0 0 O , B3 = E(0,0,1) = 1 =1 0 |. Un operator arbitrar are matricea datd de
1 0 -1 0 0 O
—Qg — Qa3 as a2
E=E(ar,as,a3) = as —a1 —as ai a1, ag, az > 0.
(e} [e51 —01 — Q2

Conul P := Pg al formelor cu (D.F.1) si (D.F.2)’ se poate determina dac& se cunosc valorile proprii
pentru E(aq, az, a3). Rezolvand ecuatia det(E(aq, e, asz) — Al3) = 0 se obtine

A [)\2 + 2(@1 + a9 + 043))\ + 3(0&10&2 + ajas + 05203)] =0.

Determinantul trinomului din paranteza este A = 4(04% +a§ +a§ —ajas —ajaz—asas) > 0, deci solutiile
A1, A2 sunt reale. Acestea sunt negative <= produsul lor este pozitiv iar suma negativa.

Atunci € = €p(a,,a0,04) €Ste pozitiv semidefinita <= E(a1, ag, a3) negativ semidefinita <= valorile
proprii sunt negative. Deci:

P:=Pg ~ {(0417042,043) e R3 ’041 +ag + a3 >0, ajas + asag + azay > O} .
(figura 6.15).
P-partile sunt urmatoarele:
o P :=P° ~ {(a1,az,a3) |a1 +az+ag >0, ajas + azas + azay > 0}
o Py ~ {(al,ag,ag) | o1+ o +a3 >0, aras + asas + azag = O} ~ OP.

IP; este chiar interiorul conului P, Py este frontiera sa (con nepoliedral).

Conul formelor Dirichlet corespunzitoare operatorilor E(a, b, ¢) este dat de

D:=Dg = {s ‘ €= ae(()l) + beéz) + cs(()s),a, b,c> 0} ,

unde E(()l), 5(()2), 5(()3) sunt formele corespunzatoare matricelor de conductanta cél), c(()Q), c(()?’), respectiv
operatorilor E1, Fy, F3. Se observa ca D ~ Ri.

D-partile sunt absolut identice cu cele de la FL "nested”. Grafurile asociate sunt prezentate in figura
6.16. (1) este graful complet, iar (5), (6), (7) sunt grafurile corespunzitoare orbitelor Oy, Oz, Os.

Evident D%, D1 1,0y, D(1,0,1), Pro,1,1) € P 0P = Dy3,0,0) UD(0,1,0) U D(0,0,1)-
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FIGURA 6.16. Grafurile I'(D.) pentru abcTS: (1)-I'(D
I'(Da0,1)); (4-T(Do,1,1)); (B)-T(D1,0,0)); (6)-T'(Do0,1,0)); (7)-

i

Deoarece © este grupul trivial, r := (r1,...,7r)) poate fi considerat cu r; > 0 absolut arbitrari. Pt.
simplitate se vor considera ponderi egale pentru similitudinile care au v;(H) pe aceeasi latura, anume,
pentru exemplul considerat (k1 =4, ko =5, ks =3) r1 =ro =r3 =1 1/n3, 14 =75 =16 = 17 =: 1/11,
Ts =179 = T10 = 11 = T12 = 1/, N1, 02, 13 > 0.

Cu observatia 5.9.3-(2) se determind actiunea lui A pe D-péarti. Aceasta nu depinde de valorile pon-
derilor, atata timp cat ele sunt strict pozitive.

o A(D(1,1,1)) C D(,1,1) (evident orice doua puncte din V{ se pot uni printr-un drum din T'(¥(D(; 1 1)))
cu puncte din V1\W);

e A(D¢1,1,0y) € Dy,1,1) (orice doua puncte din Vp se pot uni printr-un drum din T'(¥(D(4,1,0))) cu
puncte din V3\Vp; a se vedea si figura 6.17, unde, pentru simplificare, s-au considerat, in graful
I'(D(1,1,0)), conductante a; > 0, ag > 0, a3 = 0 in loc de ayn; > 0, azn; > 0, azn; = 0); analog
A(D1,0,1)) € D11y 8t ADo,1,1)) € Dy

o A(D1,0,0y) € D10, (figura 6.18; doar z; si 23 se pot uni printr-un drum din T'(¥(D(1,0,0))) cu
puncte din V1\Vp); analog A(D¢1,0y) C D(o,1,0) 81 A(D(0,0,1)) € D0,0,1)-

Asadar Dy 1.1y, D1,0,0), D(0,1,0), D(0,0,1) sunt D-partile A-invariante. Singura D-parte A-invarianta inclusa
in P° este Dy ,1,1) = D°.
b) Valorile proprii corespunziatoare D-partilor A-invariante se obtin astfel:

—1 -1
e valoarea proprie pentru Dy := D(1,0,0) este AL = ( L L) /oq = (L + k—3> (in

112 113 712 n3
figura 6.18 rezistentele in serie de pe latura "mare” se pot Inlocui, cu legea lui Ohm, cu una

-1
4 e ) ); analog valoarea proprie pentru Dy :=Dq 1,y este Ay =

singura cu valoarea
@112 @173

m 2
) valoarea proprie pentru D 1) este greu de intuit. In observatia 6.3.2 se va calcula efectiv
functia de renormalizare.

—1 —1
(51 + ) iar valoarea proprie pentru D3 :=Dg o,1) este A3 = (l + k—z) .

In continuare se determind valorile proprii A, pentru A (D° + oclD;), @ = 1,3 cu scopul de a aplica
"testul lui Sabot”. Valoarea proprie a lui A (D° 4+ ooD) se obtine prin ”scurtcircuitare”, aplicand legile
privind rezistente ”legate in serie”, sau ”in paralel”:

v 02toas [ 1 _@+<k31+i>‘1
! a3 73 ka 73 m

gy 1

_ gy 1

)\,_041+a3 1 M3 (kl—l 1)_1
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G

FIGURA 6.17. A(D(1,1,0y) C D(1,1,1) pentru "abe-TS”: a1, ap > 0 iar (1, (2, 3 >0

T
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OLs
\711 \“’17}2 o

z

FIGURA 6.18. A(D1,0,0y) C D(y,0,0) pentru ”abe-TS”

-1

,70414—042 1 m <k2—1+i>1
2 3

Daca \; < A}, i =1,2,3, aplicAnd ”testul lui Sabot” 5.9.15 se obtine concluzia teoremei.
Daca se vor pune inecuatiile de mai sus sub o forma mai simpla, pentru valori particulare ale lui oy,

a1, as si ki, ke, ks se va gdsi o "regiune” a valorilor (n1,m2,n3) pentru care are loc existenta formelor
proprii ireductibile. O

OBSERVATIA 6.3.2. Calculul efectiv al functiei de renormalizare se poate face in acest caz, pentru ca
avem de-a face cu un fractal cu frontiera initiald formata cu 3 puncte iar transformarea A — Y este o
bijectie. Deoarece calculele se ingreuneaza datorita prezentei celor trei ponderi i, 12, 13, dar nu prezintd
diferente de strategie, se va simplifica, presupundnd cd toate ponderile sunt 1. Se va considera aplicatia
(bijectie) care codifica transformarea A—Y: ¢ : (0,00)% — (0,00)3, p(a1, a2, a3) = (B, B2, B3), cu B =
%, B2 = w, B3 = %;W’ Deasemenea, compunéand corespunzator
aplicatia de renormalizare A cu aplicatiile IT si izomorfismele de conuri aferente, se poate practic considera
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FIGURA 6.19. Renormalizarea ”abc-TS”

A=fa=f:(0,00)% — (0,0)3, flai,as, az) = (o], ab,ab), unde AE(ay,a0,08)) = E(af ab.al)s 1A

—G2 — Qa3 Q3 Q2
E(ar,a2,a3) = D(a17a2-,043) = as —o1 a3 a1
(&%) (€3] —Qq — Qg

Aplicand succesiv transforméri A — Y i legea lui Ohm se obtin (figura 6.19)

o (3; = eaeetarastasas j — T3 prin aplicarea succesiva a transformarilor A — Y
k2

-1 —1
1 _ _ BB — _ BPBs
* = (kl ( ﬁs)) Tk (52-&-3,83)’ 2= (kQ ( + ﬂs)) - kz(ﬂl-&i@s)’

( ( )) = m, prin aplicarea succesiva a legii lui Ohm;
. (51 = vi =1,3, cu S :=y172 + 7173 + 7Y27y3 prin aplicarea inca o datd a transformarii A — Y7
~ 1 -1
° 3 = (i 4 6l> = (i + &%) , 4, 4, k € {1,2,3} distincte, prin aplicarea de trei ori

a legii lui Ohm.
Dar (51,52, 05) = @(f(ahaz,as)) PfeSUpunaﬂd cd A > 0 i (af,03,08) cu f(a},03,08) =

Ma?, a9, a9), notand 89, 89, B2, 19, 49, 19, 69, 69, 69, 89, B9, B39, Sy numerele corespunzitoare obtinute
in cursul transformarilor si tinand cont ca ¢ pozitlv omogena7 se obtine ﬁ? =23, i=1,3, adica
11 B38)

A—@J:ﬂ_?‘*‘m,i#j#ke{l,l?)}.

De aici A < 1 si k1(89 + 89) = k2(8) + B9) = k3 (BY + 89) = &, unde & = )‘161%23 > 0, deci

50 gO %)(kfl + k;l o k‘;l)

(6.1) Y= ( kgt kY, B =2 (k +hyt =k ), BY =

Conditia obligatorie pentru existenta solu’gulor este agadar k;2_1 + k:3_1 — k:l_1 > 0, k:l_1 + k;l - k’;l
I kg_l > 0. Daci aceasta este indeplinitd, (6.1) poate avea solutii (51, 32,3) € (0,00)3, iar
0 (B, B2, B3) = (a1, as,a3) € (0,00)3 va fi solutie a problemei de renormalizare, deci € = E(a1,az,a3) €
D(1,1,1) este forma proprie ireductibila.

Alte forme proprii (reductibile) sunt continute in D1 0,0, D(o,1,0) 81 D(0,0,1)- Intr-adevir, (1,0,0)
satisface f(1,0,0) = A(1,0,0) pentru un anumit A (calculat mai devreme), deci forma proprie reductibila
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FIGURA 6.20. Renormalizarea triunghiului Sierpinski afin (TSA) I

in acest caz este chiar 5(()1) = €D = €E(1,00) € D,00)- Analog 58 ) e Do,1,0) sl E(() ) ¢ Do,0,1) sunt

forme proprii reductibile.

6.4. Renormalizarea TSA-I si TSA-II

(T.S.A.I) Se reamintegte exemplul 2.3.6 (TSA I): se considerd punctele ai, as, as, vérfurile unui

triunghi echilateral de latura 1 si a4 = §a1 + %ag, as = %(12 + %ag, ag = %ag + %al, ay = a1 + a,g,
af = %ag + %a37 ag = %ag + %al (a se revedea figura 2.5). Fie similitudinile ¥;(x) = a; + %(w al),

i=1,2,38i ¢ 3(x) = ai+3—|—%(x —a;), 1 =1,2,3. S-a dedus faptul cd Vo = {a1, a2,as3} si atractorul SIF-
ului {(Rz, Il 1) {2, Ti}i:ﬁ} genereaza un F.C.A. Mai precis, se considera grupul de simetrie © = G,
generat de reflectiile relativ la dreptele mediatoare ale tuturor segmentelor cu capete in puncte din Vj.
Daca se noteaza cu F' atractorul SIF-ului (ilustrat in figura 2.9) si tot cu v; si restrictiile ¢;-urilor la F
atunci Lrga_j = {F, {%‘h:ﬁ} este un F.C.A. relativ la G, si va fi numit triunghiul lui Sierpinski afin
(TSA) - I El este un caz particular de abe-TS cu M = 6, k; = ko = k3 = 2, iar factorii de scalare ai
similitudinilor sunt s; = s3 = s5 = 2/5, so = s4 = sg = 1/5. Se vor cauta operatori proprii Gs-invarianti.
Astfel, calculul functiei de renormalizare restrictionata la conurile G,-invariante se usureaza considerabil.

Urmatorul rezultat este original si dd o condifie necesard si suficientd pentru existenta operatorilor
proprii Gs-invarianti in cazul triunghiul lui Sierpinski afin (TSA) - I:

PROPOZITIA 6.4.1. Fie triunghiul lui Sierpinski afin (TSA) - I Lrsa—_;1 (cu grupul de simetrie © = G)
1 sistemul de ponderir = (r,r,r,rs,18,18) (r, s > 0). Atunci urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) exista operatori proprii ireductibili Gs invarianti pentru functia de renormalizare A, asociatd lui
Lrsa—i.

2)r(2s+5)=3.

-2 1 1
In aceste conditis D = 1 -2 1 este unicul (modulo multiplicarea cu o constantd pozitivd)
1 1 =2
operator propriu pentru Ay cu valoarea proprie X\ = —=>— = 1.

r(2s+5)

DEMONSTRATIE. Evident D este Gs-invariant. Un sistem de ponderi (rq,r9,75,74,75,7¢) este Gg-
invariant <= r, = ro =r3 §i 4 = r5 = rg, asadar r = (r, 7,7, 78,78,78) cur, s > 0 este Gs-invariant.

Utilizdnd transforméri A —Y si Y — A si legea lui Ohm, se obtin (figura 6.20) urméatoarele retele
electrice echivalente:



118 6. RENORMALIZARE PE CLASE DE FRACTALI. H-CONURI $I FORME REZISTIVE

4
L

(7) (8) (9)
FIGURA 6.21. Renormalizarea triunghiului Sierpinski afin (TSA) II

(1)—(2): Triunghiurile mari din (1) au conductante pe muchii 1/r gi se transformé in Y cu conductante
pe muchii 3/r; triunghiurile mici din (1) au conductante pe muchii 1/rs si se transformd in Y cu
conductante pe muchii 3/rs;

(2)—(3): Cele trei muchii ”interioare” pot fi inlaturate, deoarece nu contribuie la ”energia totald”;

(3)—(4): Cele 3 grupe de cate 4 rezistente in serie din (3) sunt echivalente cu 3 rezistente, cu legea
lui Ohm: muchiile triunghiului "mare” din (4) au conductante

1 _ 3 .
r/3+rs/3+rs/3+r/3 — 2r(s+1)’
(4)—(5): Triunghiul "mare” din (4) are conductante pe laturi egale cu si se transforma intr-un

Y cu conductante m prin aplicarea unei transformari A —Y;
(5)—(6): Orice doua rezistente in serie din (5) sunt echivalente cu o alta, cu valoare data de legea lui

Ohm: 5=
(6)—(7): In final, o transformare ¥ — A conduce la conductante cu valoarea
triunghiului "mare” din (7).
Asadar conditia necesara si suficientda pentru existenta operatorilor proprii ireductibili G4 invarianti
-2 1 1
pentru functia de renormalizare A, asociatd lui Lrsa—g este r(2s 4+ 5) = 3 iar D = 1 -2 1
1 1 -2
este unicul (modulo multiplicarea cu o constanti pozitivd) operator propriu pentru valoarea proprie

A

2r(s+1)

3 ..
Zrs5; pentru muchiile

_ 3 _
— r(2s+5) T L. U

(T.S.A.II) Se mai poate considera in plus fatd de (T.S.A.I) punctul a; = %(a1 + az + a3) (centrul
de greutate al triunghiului ajasag) si similitudinea 7 (x) = a7 + %(:E —a7). Atunci Vy = {a1,a2,a3} si
atractorul SIF-ului {(R?, | - ||); {ti,7:},_1=} genereazd un F.C.A. relativ la grupul de simetrie © = Gi.
Daca se noteaza cu F' atractorul SIF-ului (ilustrat in figura 2.10) si tot cu ¥; si restrictiile ¥;-urilor la F
atunci Lrga_g7 := {F7 {wz}z:ﬁ} este un F.C.A. relativ la G, si va fi numit triunghiul lui Sierpinski afin
(TSA) - II. Se vor cauta operatori proprii Gs-invarianti.

Urmadatorul rezultat este original si determinda operatorul propriu Gs-invariant §i valoarea proprie aso-
ciatd in cazul triunghiul lui Sierpinski afin (TSA) - II:

PROPOZITIA 6.4.2. Fie triunghiul lui Sierpinski afin (TSA) - II Lrsa—ir (cu grupul de simetrie
-2 1 1

O = G,) gi sistemul de ponderi r = (1,1,1,1,1,1,¢) (¢t > 0). Atunci D = 1 -2 1 este
1 1 -2
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F1GURA 6.22. Renormalizarea triunghiului Sierpinski multiscalat

unicul (modulo multiplicarea cu o constantd pozitiva) operator propriu Gs-simetric pentru functia de

renormalizare Ay asociata lui Lrsa_g1r, cu valoare proprie A = 7‘1?175

DEMONSTRATIE. Evident D este Gg-invariant. Un sistem de ponderi (r1,r2,73,74,75,76,77) este
Ge-invariant <= ry =19 = r3 gi 14 = r5 =16, agadar r = (r,r,r,7s,rs,rs,rst) car, s > 0, t > 0 este G4-
invariant. Cum calculele in acest caz sunt mai dificile, se considera cazul mai simplu r = (1,1,1,1,1,1,¢)
(parametrul ¢ a fost lasat pentru a puncta dependenta solutiilor de el).

Calcule cu retele echivalente dau (figura 6.21):

(1)—(2): Toate triunghiurile din (1) au conductante pe laturi egale cu 1, cu exceptia celui din mijloc,
cu conductante pe laturi 1/¢; transformari A —Y le aduc in Y cu conductante pe muchii egale cu 3,
respectiv 3/t;

(2)—(3): Legea lui Ohm aplicatd rezistentelor in serie din (2) conduce la rezistente echivalente in (3)
cu valori 3/2 si 3/(¢t + 1) (pentru muchiile lui ¥ din mijloc);

(3)—(4): O transformare Y — A conduce la un triunghi ”mijlociu” in (4) cu laturi 1/(¢ + 1);

(4)—(5): Cele 4 triunghiuri din (4) se transforma in 4 de Y’; hexagonul "mijlociu” din (5) are muchii

2?(’3;{), celelalte muchii ale celor trei Y au valori 2 (3t + 7);
(5)—(6): Legea lui Ohm ”produce” un triunghi in (6) cu laturi 4(t+7)'
(6)—(7): O transformare A —Y "produce” un Y in (7) cu laturi 34((3tti17));
(7)—(8): Legea lui Ohm produce un Y in (8) cu laturi S;f_fgg);
(8)—(9): O transformare Y — A "produce” un triunghi in (9) cu laturi %’54:75.
Concluzia propozitiei este acum evidenta. O

Remarca. Se mai pot determina, in acelasi fel, conditii necesare si suficiente de existenta a formelor
proprii i pe alte cazuri de fractali cu frontiera formata cu 3 puncte (de exemplu triunghiul lui Sierpinski
multiscalat, figura 6.22).

6.5. Aproximarea formelor (operatorilor proprii). Determinarea efectivi a operatorilor
proprii pentru fractali F.C. cu frontiera cu mai mult de trei puncte

Determinarea efectiva a ”"unicului” operator propriu pentru TSA a fost posibila pentru ca acesta era
un fractal cu frontiera formata cu trei puncte. Pentru astfel de fractali, transformarile A—Y ¢i Y — A s-au
putut utiliza cu succes (A — Y este o transformare bijectiva gi permite determinarea tuturor solutiilor).
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Dar pentru fractali cu frontiera cu mai mult de trei puncte, calculele sunt mai complicate: a se vedea
articolele lui V. Metz [39]-[42] cu exemplificiri pe fulgul lui Vicsek (cu frontiera formata cu 4 puncte);
se impun alte tipuri de retele electrice echivalente gi transformarile asociate lor ([37]-pag.317).

Pentru cazul F.C.A .-urilor, daca -y este valoarea proprie a lui P¢, iar F ”unica” forma proprie, domeniul
de atractie al "atractorului” {aF |« > 0} al sistemului dinamic (P, (1/7)A) este P (corolarul 5.8.5).

Am dezvoltat un program Java pentru a verifica aceasta. Formula (4.12) si teorema 4.1.16 sunt
utilizate pentru a implementa in program functia de renormalizare. Programul citeste dintr-un fisier
numdrul de similitudini ale unui SIF gi cele 6 numere reale care determind perfect fiecare similitudine (a
se vedea (1.6)). Datele de intrare sunt coordonatele punctelor din Vy, ponderile v si Hy. Se pot vizualiza
primele trei iteratii ale functiei de renormalizare si numarul de iterafii necesar pentru a ”atinge” ”punctul
fiz” (cu o eroare datd). Deoarece pentru un F.C.A. frontiera initiald coincide cu multimea punctelor
sale esentiale (teorema 2.8.4), coordonatele punctelor din Vy pot fi calculate cu ajutorul datelor despre
similituding, doar Hy si v ramanand ca date de intrare. Dar daca fractalul este 0 S.A.P.C.F. "nonnested”
nu existd nici o posibilitate de a determina punctele din Vo computational, deci este nevoie sd se considere
coordonatele punctelor din Vi ca date de intrare. Am utilizat acest program in exemplele urmatoare, la
aproximarea operatorilor proprii sau la determinarea efectiva a lor.

6.5.1. Triunghiul lui Sierpinski afin I gi II. (a se vedea exemplul 2.3.6 si subsectiunea 6.4)
TSA 1. Deoarece pentru F.C.A.-uri domeniul de atractie al ”atractorului” {aF |« > 0} al sistemului
dinamic (Ps, (1/7)A) este P2, se considerd in program s = 2 (deci r = 1/3 ¢i v = 1). Considerand

CRl

-5 3 2
Hy = 1 =3 2 |, dupa 19 iteratii se obtine A¥(Hy) =: Hj9g ~ aD (cu o eroare mai mici de
4 0 —4
0.0001) i F = a€p, cu a ~ 1.778. Dar P? (domeniul de atractie) contine forme cu operatori asociati cu
1 -3 2
intrari nu neaparat numere pozitive. Pentru Hy = [ —1 -1 2 (cu &g, € P?2), dupa 24 iteratii se
4 0 —4

obtine deasemenea A?4(Hy) =: Hoy ~ aD (cu aceeasi eroare) pentru a =~ 0.337.
TSA II. Analog cu TSA I, se considerd ¢ = 2, deci s = 13/29 gi v = 13/29. Considerand Hy =

-5 3 2
1 -3 2 , atunci £y, € P2; dupa 25 iteratii se obtine A?®(Hp) =: Has =~ D (cu o eroare mai
4 0 -4

mica de 0.0001) si F = Ep cu a ~ 1.768.
Se pot considera din nou forme cu operatori asociati cu intrari nu neaparat numere pozitive; de

1 -3 2
exemplu, Hp= | -1 -1 2 (pentru care g, € P2); dupa 33 iteratii se obtine A33(Hp) =: Hsz ~
4 0 —4

D (cu aceeasi eroare) cu o ~ 0.608.

6.5.2. Fulgul lui Lindstrom. (a se vedea exemplul 2.3.7 si sectiunea 6.2)

Cu ajutorul programului Java amintit se va determina efectiv valoarea proprie v pentru conul formelor
Gs-invariante ireductibile in cazul fulgul lui Lindstrom. Se incearcd determinarea cu mijloace computationale
a operatorului propriu ireductibil H = H(a,b,c).

Odata ce a fost ghicita valoarea proprie v pentru conul formelor G4-invariante ireductibile D%, se poate
spera cd, "plecand” cu un operator cu (L.1) and (L.2), dupa suficiente iteratii (corolarul 5.8.5), se va
"atinge” unicul (modulo inmultirea cu o constantd pozitiva) ”"punct fix” (dat de teorema 5.3.6) pentru
(1/7)A. Se va proceda astfel:

I. Se va incepe cu cel mai simplu operator ireductibil D = H(1,1,1). La inceput, se va considera si r :=
(1,1,1,1,1,1,1). Se considera eroarea e = 0.00001. Primele trei iteratii ale lui A dau operatorii din figura
6.23: A(D) = H(0.880952,0.452381,0.380952), A?(D) = H(0.496924,0.241773,0.197933), A3(D) =
H (0.270785,0.131098,0.107044). Sirul A™(D) "tinde” la matricea nuld (|[(A™(D))pq — (A™TH(D))pq| <
0,00001 pentru m > 21; a se vedea figura 6.23 din nou). Deci alegerea lui r = (1,1,1,1,1,1,1) nu a fost
foarte buna. Facand raportul intrarilor (A%(D))12/(A(D))12, (A3(D))12/(A?(D))12, si (A%(D))13/(A(D))13,
(A%(D))13/(A%(D))13 si, in final, (A%(D))14/(A(D))14, (A3(D))14/(A?(D))14, pentru matricele din primele
trei iteratii si considerand o ”medie” a acestor valori se obtine ~ 0.545. Deci s-a obtinut o valoare aprox-
imativa pentru valoarea proprie v a conului formelor ireductibile.

II. Se considerad din nou H(1,1,1), dar r = (r,r,r,r,7,7,7), cu r = 0.545. Luénd din nou o medie a
intrarilor operatorilor de la primele trei iteratii (a se vedea figura 6.23) se obtine operatorul H(1.0,0.5,0.4).
Dupa 2121 iteratii se obtine H(0.000826,0.000400,0.000326), operator ce pare ok, deoarece am impus
calcule cu eroare mai micd de 0.00001. Deci acesta este operatorul susceptibil de a fi unicul (modulo
multiplicarea cu o constantd pozitivd) operator propriu ireductibil G invariant ireductibil pentru functia
de renormalizare a fulgului lui Lindstrom.



6.5. APROXIMAREA FORMELOR (OPERATORILOR PROPRII) 121

Eatrix H@: E Eatrix H@: i
-5. 5.

1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.
1. 5. 1. 1. 1. 1. 1. -5, 1. 1. 1. 1.
1. 1. -5, 1. 1. 1. 1. 1. -5, 1. 1. 1.
1. 1. 1. -5_ 1. 1. 1. 1. 1. -5 1. 1.
1. 1. 1. 1. -5. 1. 1. 1. 1. 1. -5, 1.
1. 1. 1. 1. 1. -5. 1. 1. 1. 1. 1. -5
JCONCLUSTON: T1-J1xIX1=J1t<>HA ICONCLUSION: Ti-J1xIX1sJit<>HE
fThe result after iteration: @ The result after iteration: 8
Matrix HB: Matrix HB:
-3.847619 ©.88@952 0B.452381 ©.380952 ©.452381 0.880952 -5.591962 1.616426 ©.8306857 0.698995 0.8306857 1.616426
B.880952 —3.947619 0.880952 ©.452381 0.380952 B.452381 1.616426 —5.591962 1.616426 B.838857 0.628995 0.836857
6.452381 @.88@952 -3.847619 0.880952 0.452381 0.380952 9.830057 1.616426 —5.591962 1.616426 ©.838857 O.698995
6.380952 ©.452381 0.880952 -3.847619 B.888952 B.452381 B9.698995 ©.830957 1.616426 —5.591962 1.616426 ©.838857
6.452381 @.38@952 B.452381 0.880952 -3.847619 B.880952 B.830057 B.698995 B.83@B57 1.616426 -5.591962 1.616426
0.880952 @.452381 0.38@952 ©.452381 @_88@952 -3.B47619 1.616426 0.830057 0.698995 0B.836857 1.616426 -5_591962
fThe result after iteration: 1 The result after iteration: 1
Matrix HB: Matrix HB:

-1.675328 ©.496924 0.241773 0.197933 0.241773 0.496924 —5.648359 1.673084 B.813983 @.666385 B.813983 1.673004
B.496924 -1.675328 0.496924 0.241773 ©.197933 B.241773 1.6730@4 -5.640359 1.673BA4 0.813983 0.666385 0.813983
B.241773 B.496924 -1.675328 0.496924 B_241773 B.197933 B.813983 1.673084 -5.648359 1.6730@4 ©.813983 B.666385
B.197933 0.241773 0.496924 -1.675328 ©.496924 B.241773 B.666385 B.813983 1.6730M4 -5.6409359 1.673004 ©.813983
B.241773 0.197933 0.241773 B.496924 -1.675328 B.496924 ©.813983 B.666385 0.813983 1.673004 -5.640359 1.673004
B.496924 0.241773 0.197933 B.241773 ©.496924 -1.675328 1.673004 ©.813983 0.666385 0.813983 1.673004 -5.640359

[The result after iteration: 2 The result after iteration: 2

Matrix HB: Matrix HB:
-A.91A80A9 @.270785 0.131098 0.107844 B.131A98 B.270785 -5.626494 1.672763 0.809854 0.661260 ©.809854 1.672763
B.270785 —0.9108P? 0.270785 0.131098 O.107044 B.131A98 1.672763 —5.626494 1.672763 0.809854 ©.6612680 ©.809054
B.131898 0.270785 —0.91880% ©O_270765 0.131098 0.197044 B.809854 1.672763 -5.626494 1.672763 ©.809854 0.661260
B.187044 0.131898 0.270785 —0_9108G9 O_27@785 O.131A98 B.661260 B.889854 1.672763 —5.626494 1.672763 ©.889854
B.131898 0.107844 0.131098 0_270785 -0_91080% O.270785 B8.889854 @.661260 B.8@9854 1.672763 -5.626494 1.672763
B.270785 0.131898 0.107044 0.131098 ©.270785 -0.710807 1.672763 B.889854 B.66126@ 0.8A9854 1.672763 -5.626494

fThe final results after iteration: 21 The final results after iteration: 2121

Matrix T1-Ji=IR1=Jit: Matrix T1-J1xIX1sJit:

-@. a. 0.PAAPA1 0.PAARG1 0.AARA1L 0.AAAAAZ -8.8082777 0.808826 0.900400 ©.000326 m.aul4ul 9.008826
a. -8. a. 6.P008A1 ©.PAGRG1 O.AAEEA1 0.0PA826 —0.PA2777 0.PAP826 0.ANA4AA 0.0 A.098400
A.0e0RA1 @. -a. 6. 0.080881 ©.000861 0.0PA46A 0.PBAS26 —ﬂ.m32777 0.PAA826 @ A.088326
0.090001 0.PEAEDL B.BBIGBZ -8. 0.000P02 @ .AEPAA1 0.0PA326 0.PAG4AA @ -B.882777 @ 0.0pa400

-@ARGRL 0.6ABPA1 0. 8. -9.p00BAS ©.0PARAZ 9.000400 0.806326 0.0 439 0.P00826 —@ 0.000826
0.0P0002 0.POABPL n.lnaun1 a 0.000P02 —@.AOPAAS 0.000826 0.PAPA4AR 0.PEP3I26C 0.PRA4E0 0. -8.082777
Matrix HB: Matrix HB:

-0.900915 0.9000P5 0.900PAZ 0.PAORO2 O.000B02 O.0080Q5 -9.002787 0.800829 0.800401 0.B0@327 0.000401 0.009829

0.900085 -0.90BV15 0.900BRS 0.P0PPA2 ©0.000PE2 O.0BOAEZ 0.00882% -B.802787 0.DB@829 0.808481 0.880327 0.0088401
FIGURA 6.23. Primele trei iteratii pentru r := (1,1,1,1,1 )si D= H(1,1,1); apoi
pentrur = (r,r,r,r,r,r,r), cur =0.545 i D = H(1,1,1)

a,
a4
/
a,
/
a]
as a,

FIGURA 6.24. Pentakun-ul

ITI. Considerand noul operator H(1.0,0.5,0.4) ca ”punct de plecare” in iteratii si r = 0.545, se obtine
dupa ”doar” 1979 acelasi operator de la II, care, multiplicat cu 10000 devine H(8.26,4,3.26); acesta
pare a fi o aproximare mai bund a operatorului propriu decat 8 - H(1.0,0.5,0.4) = H(8.0,4.0,3.2) sau
8- H(1,1,1) = H(8,8,8).

IV. Deci, considerand H(1,1,1) sau H(1.0,0.5,0.4) ca ”punct” initial, iar r = 0.545, cu o eroare mai
micd de 0.00001, dupu a suficiente iteratii se obtine operatorul (H(8.26,4,3.26)), operatorul ciutat.

V. Pentru a exemplifica rezultatul de aproximare 5.8.5, se poate "pleca” cu orice operator cu (L.1) si
(L.2), pentru a obtine acelasi rezultat (H(8.26,4,3.26)) dupa suficiente iteratii: de exemplu, operatorul
H(0,-1,1) (Epo,—1,1) € PS) approximeaza (cu o eroare mai mica de 0.00001) operatorul propriu (multi-
plicat cu o constanta pozitiva) dupa 1706 iteratii. H(1,—1,2) (Eg(1,—1,2) ¢ P3) "paraseste” P, deja dupa
prime iteratie, iar A™(H(1,—1,2)) "tinde la 0” ”foarte rapid”

6.5.3. Pentakun. Se considera a;, i = 1,2,3,4,5 varfurile unui pentagon regulat inscris intr-un
cerc de razd 1 gi centru (0,0), iar ¢;(z) = a; + n(ac —a;), 1 =15 cun= 3+f ~ 0.381966. Atunci

B = {a},ah,a},al,ak} (ase vedea figura 6.24), g

I = {(35), (42), (41), (53), (52), (14), (13),(25), (24), (31)}.

De aici P = {(1), (3), (3), (1), &)}, Vo = V" = {ai}, 15

Atractorul SIF-ului {(R?, || - |); {:, ci}i:ﬁ} cu ¢; = n este redat In figura 6.24, se numeste Pentakun,
si, Impreuna cu restrictiile similitudinilor la el, este un F.C. Dimensiunea Hausdorff a atractorului este
data de unica solutie a ecuatiei 5n° = 1, adicd s = log(1/5)/logn.
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—-s a b b a
a —s a b b
. . b a —s5 a b
Un operator Gs-invariant are forma H(a,b) = b 0 —s a b , unde s := 2a + 20b, a,
b b a —s a
a b b a —s

b > 0. Deasemenea r := (r1,72,73,74,75) Ge-invariant < ry =rq = r3 = r4 = 5.

Cu ajutorul aceluiasi program Java se va determina efectiv valoarea proprie v pentru conul formelor
Gs-invariante ireductibile in cazul Pentakun. Ca si la fulgul lui Lindstrom, se incearca determinarea cu
mijloace computationale a operatorului propriu ireductibil.

Odat& "ghicita” valoarea proprie v pentru conul D%, se poate spera c&, "plecand” cu orice operator
cu (L.1) si (L.2), dupd un numar de iteratii (conform corolarului 5.8.5), se va ”atinge” ”"punctul fix” (dat
de teorema 5.3.6) pentru (1/7)A. Se va proceda astfel:

1. Se incepe cu operatorul D = H(1,1) sir:= (1,1,1,1,1). Dupa trei iteratii ale lui A se obtin opera-
torii din figura 6.25: A(D) = H(0.78947368, 0.26315789), A?(D) = H(0.33133818,0.13894827), A3(D) =
H(0.15520898,0.6272457). Sirul A™(D) tinde la matricea nuld (deoarece |(A™(D))pqy — (A™FTH(D)),g| <
0,00001 pentru m > 16; a se vedea figura 6.25 din nou). Deci alegerea lui r = (1,1,1,1,1) nu a
fost prea buna. Efectuand raporturile (AQ(D))12/(A(D))12, (AS(D))lg/(Az(D))lg, (A2(D))13/(A(D))13,
(A3(D))13/(A%(D))13 (figura 6.25) se obtin valori intre 0.41 si 0.52. Se considera r = 0.5. Suntem
interesati deasemenea de valoarea raportului a/b a diversilor operatori H(a,b). Bazatd pe o medie a
acestor raporturi obtinute pentru matricele de la primele trei iteratii, se va considera H(12.5,5).

II. Considerand din nou Hy = H(1,1) si diverse valori ale lui r intre valorile 0.41 gi 0.52, se obtine,
dupa céteva iteratii, operatori H(a,b) cu a/b ~ 2.46.

III. Se ia D = H(12.5,5) dar cu r = (r,r,r,7,7), r = 0.5, si considerand o medie a raporturilor
intrarilor corespunzitoare matricelor de la primele trei iteratii (ca la pasul I) se obtine valoarea 0.92;
multiplicand 0.5 cu 0.92 se obtine r = 0.46, ceea ce constituie o mai buna aproximare a valorii proprii ~.

IV. Consideram noul operator H(2.46,1) ca "punct de plecare” in iteratii si r ~ 0.46 (r = 0.463,
or 0.462 etc.), cea mai bund alegere pare a fi » = 0.4618; pentru aceastd valoare si H(2.46,1) se
obtine (cu o eroare mai mica de 0.00001) c& la iteratia 4435 se obtine o aproximare a ”punctului fix”
H(0.00225,0.00091) (a se vedea figura 6.25).

IV. Luand H(1,1) pentru r = 0.4618, cu o eroare mai mica de 0.00001 se obtine, dupa suficinte
iteratii (4154) acelagi operator (H(0.00225,0.00091)). Inmultindu-1 cu o constanti bine aleass, se obtine
H(2.47,1). Deci H(a,b) cu a € (2.46,2.47) si b = 1 este operatorul propriu cautat.

V. Pentru a exemplifica corolarul 5.8.5, se poate ”pleca” cu operator arbitrar cu (L.1) si (L.2), pentru
a obtine acelasi rezultat (H (0.00225,0.00091)) dupa suficiente iteratii: de exemplu, operatorul H(1,0)
(Er@1,0) € PS) aproximeaza (cu o eroare mai mica de 0.00001) operatorul propriu dupa 3474 iteratii.
H(0,1) (Ep(o,1) € PF) aproximeaza (cu aceeasi eroare) operatorul propriu dupa 3691 iteratii.

6.6. Aplicatii ale teoriei H-conurilor la forme Dirichlet pe fractali

Pornind de la definitia formelor rezistive in sensul lui Kigami ([30]), prin abstractizare, a fost propusa
o noua definitie a formelor rezistive, de data aceasta nu neaparat simetrice, de catre N. Boboc gi Gh.
Bucur (in [7]). Pornind de la un astfel de obiect se poate ”dezvolta” o teorie a potentialului atasatd (a
se vedea rezultatele din [7] si [6]). O serie de expuneri In acest sens au fost prezentate de DI. Profesor
Gheorghe Bucur in cadrul Seminarului de Teoria Potentialului organizat de I.M.A.R. si Facultatea de
Matematica a Universitatii Bucuresti in 2009.

In aceastd sectiune se prezinta, in spiritul expunerilor amintite mai sus, un Criteriu de semisaturare
relativ la conul functiilor excesive in raport cu forma rezistiva data. Propozitia 6.6.6 si teorema 6.6.8
sunt rezultate originale $i au apdrut in [6].

6.6.1. Preliminarii. Se reaminteste (a se vedea [7]-Def.1,3, Rem.2) faptul ca o formd rezistiva
(simetrica) este un sistem (g, F, X) unde X multime cu #(X) > 2, F este o latice vectoriala (in raport
cu ordinea punctuald) de functii reale pe X ce contine constantele si separd punctele lui X, e : FxF — R
forma biliniara simetrica cu proprietatile

(1) ((f.f) 20, ¥f € F) si ((f, /) =0 f =ct. );

(2) f,9 € F cu fAg:=inf(f,g)=0= e(f,9) <0;

(3) Jzp € X astfel incat Fp, = {f € F| f(zo) =0
vV f,g € F, spatiu Hilbert;

(4) Conul convex Ff este inchis in (Fy,, < -, >).

T

inzestrat cu produsul scalar (f,g) = (f,g),

Se stie ([7]-Prop.4) ci orice functionald liniard ¢ : F,, — R crescatoare relativ la ordinea punctuala
e continud pe F, i.e. existd "potentialul g¥” al functionalei ¢, g% € F,, astfel incat ¢(f) = e(g%, f) =
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atrix HB: - atrix H@: -
~4.edopooen 1.00g00000 1.08200000 1.80004000 1. ~-320 mlaa 2.4¢annagn i.@ 46000000
-8@ 9 —4.0P008008 1. 1.00 0 1.8 —6.920 il -60BRN0EA
1.08 1.08000008 —4 . N i. 2. -ADpAAAAA
i 0A0ado0n 1 obdaAnoe ©.0adRO6a —4.aaanomoa &.and i i 6. ~46000000
1.00800080  1.8P00BAAR 1.09A0BBOS 1 .0BHUEEBD —4.P0EBOOOS 800 2] 92000000
CONCLUSTON: T1-J1=IX1=J1e<>HB CONCLOSTON: T1- 12T RLRgi< I
The result after iteration: [The result after iteration: @
Matrix HO: Hatrix HEO:

-2.18526316 0.78947368 B.26315789 0.26315789 B.78947368 -6.9@957554 2 45665612 @.99813165 B.99813165 2.45665612
B.78947368 —2_1P526316 B.78947368 0.26315789 B.26315789 2.45665612 —6.908957554 2.45665612 B.99813165 B.99813165
9.26315789 @.78947368 —2.18526316 @.78947368 ©.26315789 B.99813165 2.45665612 —6.9@957554 2.45665612 B.99813165
9.26315789 @.26315789 B.78947368 —2.1@526316 0.78947368 0.99813165 B.99813165 2.45665612 -6.98957554 2_45665612
B.78947368 ©.26315789 B.26315789 ©.7894V368 —2.18526316 2.45665612 B.99813165 0.99813165 2.45665612 —6.98957554

[The result after iteration:z 1 [The result after iteration: 1
Matrix HO: Matrix HA:

-9.94957289 @.33133818 ©.13894827 0.13894827 ©.33133818 -6.8986841@ 2.45269384 ©.9966P821 0.9966@821 2.45269384
9.33133818 -@.94057289 B.33133818 0.13874827 0.13894827 2.45269384 —6.8986041@ 2.45269384 0.99668821 B_99668821
B.13894827 ©.33133818 —0.94057289 0.33133818 06.13894827 B.99660821 2.45269384 —6.8986M41@ 2.45269384 B.99668821
8.13894827 (.13894827 B.33133818 -0.94957289 B.33133818 B.99660871 ©.99660821 2.45269384 -6.8986@41@ 2.45269384
9.33133818 @.13894827 B.13892827 0.33133818 —0.94057289 2.45269384 ©.99660821 0.9966M821 2.45269384 —6.89860410

[The result after iteration: 2 [The result after iteration: 2
Matrix HB: Matrix HE:

-0.43586710 0.15520898 B.06272457 ©.06272457 0.15520898 Z6.88774563 2.44884371 ©.995@2910 0.99502918 2.44884371
@.15520898 -0.43586710 A.15520898 @.86272457 0.06272457 2.44884371 —6.88774563 2.44884371 B.99502918 B.995@02910
0.06272457 @.15520898 —B.4358671@ @.15520898 ©.06272457 B.9950291@ 2.44884371 —6.88774563 2.44384371 B.99562910
8.86272457 @.B6272457 B.15520898 -B.43586710 B.15520898 #.9956291@ B.995A2918 2.44884371 —6.88774563 2.44884371
B.15520898 0.86272457 B.86272457 @.15520898 -0.43586718 2_448843 B.99582%9i@ @A.995A291@ 2.4488432°H —6.88774563

The final results after iteration: 16 The final results after iteration: 4435
Hatrlx T1—J1*IHI*\I1t -
-8.84 0.080d0123  @.086000123  0.80000364 "igrégsgl J1*131Egé§53?4 09.99891462 B.00091462 ©.AB225094
B-lﬂﬂlﬂ3l4 a o.oaooni2s 0.eaana123 0.08225094 —8.P0633112 ©.90225P94 0.00091462 ©B.BOA%1462
.60 0.00008384 @ 0123 0.09091462 ©.00225094 —0.90633112 0.00225094 ©.80091462
9.9 -0.p0apasss @ 0.08091462 ©.00091462 0.90225094 -0.00633112 ©.80225094
o’ eaganied 0.00600364 —@ 0.09225094 ©.00091462 0.900891462 0.00225094 -B.90633112
Matrix HA:
5 '33'1954 -poaazes -0.08634112 ©.80225458 ©.00091606 0. 9.88225450
- pannaz6s 0.90225450 —@.80634112 ©.P@225450 A. 0.886891606
Bt 0.00091686 ©.00225450 —9.00634112 0. 0.88871606
8o B o . @
8 bhooaLLY B:00baascs o deoaseLs o: g.pagsLcec 0.pousichc 0.puzisdso 3:3;225453 _D-poaasasa
1AL GONCLUSTON: T4~ 41=1x1 13 t-Ha P INAL. GONGLUSTOR: T4 o041 T *gL0 416

FIGURA 6.25. Primele trei iteratii pentru r := (1,1,1,1,1) si D = H(1,1); apoi pentru
r=(r,r,r,r,r), cur=0.4618 si D = H(2.46,1)

e(f,g9%), Vf € Fu,. In particular, Vo € X, 3¢° € Fuo cu f(x) =€(¢”, f) = e(f,9%), Vf € Fu,. Uneori
g” se numeste potentialul pe X de pol x.
Cum F,, latice vectoriald (in raport cu ordinea punctuald) de functii reale pe X rezulta relatiile

inf(e(f,9%),e(h,g%)) = e(f Ah,g"), V[, h € Fuy,
sup(e(f,9%),e(h,g%)) = e(f V h,g"), Vf, h € Fu,.
In continuare se va presupune cd pe X se dd metrica d datd de d(z,y) = |lg* — ¢Y||, =, y € X si ca
(X, d) complet.
Remarca importanta. Se observa faptul ca daca exista un filtru F pe X gi un punct y € X cu
y € A pentru un element A € FiarVf e F li]r__n f(z) = f(y), atunci sistemul (¢’, F', X’) dat de

=X \{v}, F ={flx fe F},e'": F' x F' — R, (flx, 9lx') := e(f, 9)

este tot o forma rezistiva pe X', deoarece orice element din F este determinat de restrictia sa la X’. Deci
este natural sa se presupuna ca are loc urmatorul tip de completitudine pe X: dacd exista un filtru F
pe X astfel incat ¥V f € F filtrul f(F) pe R converge la un numar real ¢(f), atunci se adjunctioneaza la
spatiul X punctul ¢ si se extind functiile f € F la spatiul X U{p} prin f(p) = lijrcn fx).

Daca se noteazi cu f functia pe X U {p} data de

- flz), if zeX
fly) = lim f(z), if y=¢

si se defineste forma biliniara & pe spatiul liniar F = {f| f € F} prin £(f,3) = ([, 9), V , g€ F, atunci
sistemul (£, F, X U{¢}) este din nou o forma rezistiva ce nu difera de cea initiala (¢, F, X). In continuare
se va nota

S:={s e Fyle(s,h) >0,Vh e F]}.
Evident S subcon convex, inchis al lui F,, astfel incat spatiul liniar S — S este dens In spatiul Hilbert
Fr,- Se reaminteste (a se vedea [7]-Prop.6) cii s > 0 pe X, Vs € S. Intr-adevir, utilizand proprietitile
formei rezistive se obtine

e(s_,s_)=¢(s—,—s+sy)=—¢e(s_,8) +e(s_,s54) < —e(s_,s) <0; s >0.

Se remarca ca pentru x € X, potentialul Green g* este din S si mai mult g* ”sta” intr-o raza extremala
alui S i.e. dacd s;,820 € S cu 81+ s2 = ¢g* atunci da, 0 < a <1 cu s; = ag”, = (1 — a)g”® (pentru
mai multe detalii a se vedea [7]).

Se cunoagte (a se vedea [7]-Prop.6, [8]-2.1) ca S satisface proprietatile:
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a) s1,82 €5 =51 Asg €S
b) V(s;)ier C S familie descrescitoare, functia A;crs; (datd de (Asers:)(z) = ing si(z), z € X),
€

apartine lui S si 111}1 [|si — Niersi|| = 0 (dupa filtrul sectiunii familiei (s;)ier);
3

c) YV (si)ier C S, dominatd punctual de un element f € F, , functia Ajers; (datd (Viersi)(z) =
sup s;(z), x € X), este in S si lir}l l|si — Viers:|| = 0 (dupa filtrul sectiunii familiei (s;);er);
i€l i,

d) Vs,s1,80 € Scus<sy+sg,s),8, €85 cus=s]+sh, s <sq, 85 < s9;

e) inf(a, s) € S, Vs € S, Va functie constanta pozitiva pe Xj.

Deci S H-con in sensul [8]. Mai mult, restrictia la S x S a ”energiei €” are proprietatile:

(1) Vs € S aplicatia t — e(s,t) definitd pe S este aditivd, crescitoare, pozitiv omogend, continua
la stdnga ”in ordine”, i.e. V(s;)ics crescatoare, dominatd in S, familia (e(s,s;)); creste la
(s, Viersi);

(2) V(si)ier C S, familia (e(s, s;)); descreste la (e(s, Aicrsi));

(3) Daca ¢ : S — R, aditiva, crescatoare, pozitiv omogena, atunci 3!'s, € S cu ¢(s) = &(sy, 5),
VseS.

6.6.2. Extensia formei energie. Se va nota mai departe S multimea tuturor functiilor ¢ : X :=
X\ {xo} — [0,00] cu proprietatea c&d Vs € S, t As € S, t(xg) = 0 si multimea [s < o0] este densd In X
relativ la "topologia slabd” pe X (i.e. cea mai slabd topologie pe X care face functiile f € F,, contiune).
Cum S — S dens in spatiul Hilbert F,,, pentru orice f € F,,, se poate considera (d,), C S — S cu
nILHéO [|f —dn|| = 0. Utilizdnd continuitatea operatorilor "reduite” (a se vedea [8]-pag.40, prop. 7.2.2) are

loc
lim ||R(f —dn)||=0,d, —R(f —dn) < f,VneN.
n—oo

/

Deci functia f este limita in spatiul Hilbert F,, a sirului (s,

Va rezulta atunci

— 8", pentru care s, — s! < f,VVn € N.

1
no

s), e(sh, —sih.s) <e(f,s), Vs € S.

1iern(€(s;1 — s s)=¢(f,s) =supe(s, — s "

n
Daca se considera pe S "topologia fina”, i.e. cea mai fina topologie pe S pentru care Vu € S functia pe

S dati de s = e(u, s) devine continud. Din consideratiile precedente se deduce ca V f € F,, functia pe
SsL e(f,s) este inferior semicontinud relativ la topologia fina.

PrOPOZITIA 6.6.1. Topologia find pe S coincide cu urma pe S a topologiei slabe a spatiului Hilbert
Fao-

DEMONSTRATIE. Asertiunea rezulta din consideratiile anterioare, deoarece V f € F,, f, —f sunt
inferior semicontinue in raport cu topologia fina. O

Se reaminteste faptul ca topologia find pe X este cea mai "mica” topologie pe X ce face functile s € S
continue pe X.

COROLARUL 6.6.2. Topologiile find $i slaba pe X coincid.

DEMONSTRATIE. Rezulta din definitii utilizdnd propozitia 6.6.1. ]

Se stie (a se vedea [7]-3.2.2) cd VA C X fin deschisa, aplicatia pe S data de
s — BAs:=N{s' € S|s' > s on A}

este un baleiaj pe S i.e. aditiva, pozitiv omogen, crescatoare, idempotenti, contractivi, (i.e. BAs < s,
Vs € 5), continua la stanga ”in ordine”. Mai mult, are loc

BAs=3s, on A, Vse S, e(B4s,s') =e(s, BAs), Vs,s €8,
si de aceea, Vo € X, VA C X cuxz € A are loc
e(BA¢®,s) = (g%, BAs) = BAs(z) = s(z) = (g%, 5),Vs € S,
i.e. BAg® = g*. In particular se deduce
Bl#lgr — g% vr e X
iar g% (y) < ¢*(z), Yy € X. Ultima asertiune rezultd din faptul cad Vs € S functia s A 1x apartine lui S.

PROPOZITIA 6.6.3. Orice element t € S este finit pe X.
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DEMONSTRATIE. Dacé se presupune cd y € X este cu proprietatea t(y) = +oo atunci, utilizind
consideratiile anterioare,

1 1 1
(—t) Ag¥ e s, <(_ t) /\gy> (y) = ¢¥(y), (_ t) AgY > B{y}gy = gY,
n n n

Vn € N*. Cum t este finita pe o multime fin densa a lui X, se deduce ca g¥ = 0 pe o multime fin densa
alui X i.e. g¥ =0. Dar in acest caz V f € F,, are loc f(y) =0 i.e. y = x, ceea ce contrazice faptul c&
t(y) > 0. O

Remarci. Luand in considerare propozitia precedenti, se poate considera pe S o topologie numiti
"topologia naturald”, anume cea mai slabé topologie pe S pentru care functiile definite pe S prin S >
t — t(y), Vy € X devin continue. Daca se identific orice z din X cu elementul g* din S(S C S) se obtine
0 noua topologie pe X numita din nou "topologia naturala”. Evident este mai slaba decat topologia fina
pe X. Are loc si:

PROPOZITIA 6.6.4. Dacd t : X — R, are proprietatea t Ns € S, Vs € S, t(xg) = 0 si multimea
[t < 0] e densd in X relativ la topologia naturald, atuncit € S.

DEMONSTRATIE. Presupunand contrariul, se deduce ca in propozitia 6.6.3 exis-tenta unui element
y € X, y # xo astfel incat elementul g¥ este zero pe o multime natural densa in X. Dar ¢g¥(y) > 0 si
multimea [¢g¥ > 0] este o submultime nevidd, natural deschisa a lui X. O

DEFINITIA 6.6.5. Pentru orice u,v € S se noteaza cu Z(u,v) elementul din R, dat de &(u,v) =
sup{e(s,t)|s,t € S,s < u,t < v}

Este usor de verificat ca
a) &(u,v) = e(u,v) pentru u,v € S; &(u,v) = &(v,u), Yu,v € S;
b) € crescétoare in fiecare variabild u gi v i are loc:

v <u’ e e(u,v) <e(u,v), Vv e S,

c) E(u,g%) = u(z), Vo € X, Yu € S;
d) e aditiva si pozitiv omogend in fiecare variabila.
Urmaétoarele afirmatii pot fi simplu verificate (a se vedea [7]):

a) S con convex de functii reale pozitive pe X astfel incat V (s;);c; pe S exista marginea inferioara
pe S, notatd Ajers; cu (Ajers;)(x) := in§ si(z), Vo e X.
1€
b) Pentru orice familie crescitoare (s;); din S cu sup s;(z) < oo, Vo € X (sau doar Vo € X/, X'
iel
densa in X in raport cu topologia naturala) exista marginea superioars pe S, notata Viers; cu
(Viersi)(z) == supsi(z), Vz € X.
il
c) Vs, ty, ta € S, s <ti+ty,Is1,50 € S cus=s,+sa, 51 <ty 52 <ty. Deci S este un H-con
(de functii pe X \ {zo}).

d) e este continua la stanga "1

n ordine” i.e. V (u;)ics crescitoare din S cu sup u;(z) < oo, Vo € X
iel
are loc g(u,v) = sup&(u;,v), Vv € S, unde v = Ve ru;.
i

e) Pentru orice functie # : S — R aditivi, cresciitoare, continua la stanga ”in ordine” cu propri-
etatea 0(g”) < oo,V € X, v e S cu f(u) =&(u,v), Vu € S.

In cele ce urmeazd se va presupune cd existd o submultime numarabila C in X astfel incat C este
densa tn X relativ la topologia naturala. B
Se remarca faptul cd submultimea numarabila din S notata Q4 (C), definita prin

Q+(C) = {erg“ | F C C, F finite ,r, € @+}

veF

este densa in ordine la stinga in S (a se vedea [7]-Prop.10).
Intr-adevar, pentru orice s € S si orice F' C X finita, are loc

BFs <g ZB{v}S - Z 5(v) g’ = Zavgv, a, € Ry,

veS vEF gv(’l)) vEF

unde u Rg v <= It € Scuv =u+t. Cum S este un H-con si Vv € X functia g” ”sta” intr-o raza
extremala a lui S, se deduce
BFS = Z 61}91}7

veES
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si de aici

BFsZsup{erg”FCC, Ty € Qp,0< 1y SBU,VUEF}.
veF
Mai mult, are loc evident
s = sup{B¥'s | F finite , F C X}
si de aici
s=sup{u|u € QL(C),u < s}.
De aici S este un H-con standard deoarece orice element din Q1 (C) este universal continuu (a se
vedea [7]-Prop.10, [8]-pag.97-98). Considerandu-se unitatea u; pe S data de

1, i z#a
ul(x){()’ if x=ux

se noteazi cu K,,, multimea elementelor v din S pentru care £(u;,v) < 1. Se cunoaste faptul ci K,
este o submultime compact#, convexa a lui S relativ la topologia naturals ([8]-4.1.4) si multimea tuturor
elementelor extremale ale acestui compact convex, notatd X; este o multime Gs a lui K,, relativ la
topologia naturala.

Are loc e € X1 = &(uy,e) = 1 pentru e # ¢g*° si g(ug, g*°) = 0.

In particular Vo € X, ¢ € X, i.e. daca orice element 2 din X se identificd cu elementul ¢* din S
atunci X C X;. Mai mult, cum K, este cap al conului convex S iar spatiul liniar de functii pe X generat
de S este o latice vectoriald in raport cu ordinea specifici data de S:

f=sg<=g=f+5 pentruuns e S,
se deduce ca K, este un simplex.

Utilizand faptul ca orice element u din S este supremumul minorantilor sai din Q4 (C) se deduce ca
functia @ : S — R datd de u(v) := e(u,v) v € S este inferior semicontinua relativ la topologia naturala
S. Deci orice astfel de functie @ este inferior semicontinué, pozitiva, afind pe K,,.

Utilizdnd [8] rezulta

(' Au’ v) = inf{g(u/,v") + E(u”,v") [V, 0" € S0 + 0" = v}
iar de aici, daca e € X; se deduce
2/ AU e) = inf{z(u, e),E(u”, e)} = inf{u(e),u” (e)}.
De aici, orice element u € S poate fi unic extins la o functie pe X; prin
ul(e) = ie) = (u,€), ilg") = £(u, %) = ule), Vo € X,

si de aceea S devine un H-con standard de functii pe X;. Mai mult, cum relatia de ordine intre aceste
functii este data de relatia de ordine intre restrictiile lor la X se deduce ca X densa in X; in raport cu
topologia find pe X asociatd conului S de functii pe X;. Multimea X, este aga numita saturare a lui X
in raport cu H-conul S sau S. Deci orice baleiaj B pe S sau echivalent pe S poate fi reprezentat ca o
operatie de baleiaj pe o multime de baza A din X, i.e.:

Bu=Ag{v € S|v>4u} = Blu,Vues,

A={r e X,|Bu=u,VuecS}.
Mai multe detalii se pot gasi in [8]-3.3.

PROPOZITIA 6.6.6. Fie u un element din S. Atunciu € S <= &(u,u) < co.

DEMONSTRATIE. Pentru v € S evident (u,u) = e(u,u) < oco. Se presupune Z(u,u) < oco. Se
considera familia dirijata superior (s;);ecs a tuturor minorantilor din S a functiei u. Utilizand proprietatile
extensiel energiei € se deduce ca familia (Z(s;, s;));c; de numere reale pozitive este marginita, dirijata
superior si supe(s;, s;) = €(u,u) < oo. Fie 4,5 € I astfel incat s; < s;. Atunci

il
E(Sj — 8,85 — 81) = 8(8]‘7 Sj) + 6(81', Si) — 26(8]', Si) <
< e(sj,85) +e(si,s:) — 2e(si,8) = e(sj,85) — (si, 8i)-

Din aceasta inegalitate se deduce cd Ve > 0, i, € I cu ||s; — s;|| < e, Vi,j € I, 1,5 > i. si de aici
familia (s;);er din S este convergenta la un element s € S dupa sectiunea filtrului pe I. Cum familia
(8i)ier este dirijatd superior, are loc

s(z) =sups;(z) =u(x), Ve e X
iel
ie.u=s,uecs. O
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TEOREMA 6.6.7. Fie U filtru pe S convergent la un element u € S in raport cu topologia naturald pe

S. Atunci
Z(u,u) < liminf&(v,v).
v, U

DEMONSTRATIE. Pentru orice F' € U se noteaza vp = Aycpv.

Evident familia (vg)pey de elemente din S este dirijatda superior. Utilizind [8], Theorem 4.5.2. se
deduce c& u este supremumul (in S) al acestei familii dirijate superior.

Din proprietatile energiei extinse € rezulta

Z(u,u) = sup g(vp,vr) < sup (inf (v,v)) = liminf g(v, v).
Feu Feu ver v,U
|

TEOREMA 6.6.8. Dacd existd so € S cu g®(z) < so(x), Vo € X, atunci X este semisaturata in raport
cu H-conul de functii S (sau echivalent S).

DEMONSTRATIE. Se presupune ci existd so € S cu g%(z) < so(z), Vo € X. Se va demonstra ci
multimea X;\X este polard in raport cu H-conul S al functiilor pe X; (conform cu [8]-pag.175).

Fie e un element arbitrar al acestei multimi. Daci £(e,e) < oo, din propozitia 6.6.6 se deduce ca
e € 5, e "std” intr-o razd extremald a conului S, £(u1,e) =1 gi de aceea din presupunerile initiale facute
asupra lui X se deduce ci e = ¢g¥, pentru un anumit y € X. Aceasta contrazice faptul ca e € X1\ X si de
aici rezultd (e, e) = +00. Cum multimea X este fin densd in X, existd o familie (¢%); € [ cu z; € X
convergenta la e in raport cu topologia find pe X;. De aici rezulti ca pentru orice s € S are loc

s(e) :=€(s,e) = lir}lg(&g“) = lir}l s(xq)

dupa filtrul sectiunii prin I. In particular are loc

so(e) = lim so(z;) > lim g™ (z;).

Cum familia (¢%); € I este deasemenea convergenta la e in raport cu topologia naturald pe X, din
teorema 6.6.7 se obtine:

+oo = (e, e) < liminfZ(g™, g“*) < so(e); so(e) = 0.

)

De aici sg = +0o pe multimea X7\ X i.e. aceastd multime este polard in raport cu H-conul S de
functii pe Xj. O

OBSERVATIA 6.6.9. Semisaturarea are o deosebitda importanta pentru posibilitatea constructiei ulte-
rioare a unui proces pe multimea X. Mai precis, daca X este semisaturata, atunci se poate demonstra
c& 3(X}): proces stocastic cu spatiul starilor X, astfel incat S C £((Xy)¢), unde E((X:):) sunt functiile
excesive ale procesului. Mai mult, se poate deduce ci S este solid natural in £((X:):) (pentru orice
h e &(Xt)e), Hsntn CScus, /h).

EXEMPLUL 6.6.10. Se considerd intervalul [0,1] C R si multimea F a functiilor absolut continue pe
[0,1], avand derivatele in L?(\) (A masura Lebesgue pe [0,1]). Se considera urmitoarea forma biliniara

1
epe FxF:e(f,g):= [ fgd
0

Este ugor de verificat ca sistemul (e, F, [0, 1]) este o forma rezisitiva pe X = [0, 1].

Daca se fixeazd x¢ = 0, atunci pentru orice x € [0,1] se poate verifica faptul ca distanta rezisitiva
intre doud puncte z,y din [0, 1] este chiar | x — y | iar g*(z) = z, Vz € [0,1]. Dar functia s¢ : [0,1] — Ry,
so(x) = x apartine lui S si ¢°(z) < so(z). De fapt g%(z) = so(z), Vz € [0,1]. Hence X = [0,1] este
semisaturat (chiar saturat) (pentru detalii a se vedea [8]-pag.115,175).

Dacéa se schimbi spatiul de bazid X din exemplul de mai sus, considerdndu-se X = [0, 00), functia
s0: X — Ry datd de so(w) = x, Vo € [0,00) apartine lui S, so(z) = ¢*(z), Va € [0,00). Spatiul X; in
acest exemplu este [0, o], fiind, la rAndul siu, semisaturat.

OBSERVATIA 6.6.11. Se vor considera rezultatele date de teoremele 4.2.6 si 4.9.3. Din ideile lor de
demonstratia se poate dezvolta o generalizare privind formele rezistive in sensul definitiei din aceasta
sectiune.

Se da o forma rezistiva (simetricd) (e, F, X) si o € X. Daci se considera

Fo = {fEf"f(.’I,‘o):O},
atunci, similar demonstratiei de la 4.2.6 se deduce ca (Fo, ) este un spatiu Hilbert. Deasemenea,
P. = {sE]—'ﬂs(&f)ZO,VfE]:J}

este un H-con. Deci, orice p : P. — R, aditiva, se prelungeste la o functionala continua pe Fy.
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Daca se va considera x € X arbitrar gi functionala
b:Fo— R, ®(f) = f(a), f € Fo,
atunci exista g* cu proprietatea
f(l‘) = g(gmaf), Vf € f0~

Mai mult, are loc
s € P, s(x) > g% (x) = s > g” pe X.

n
Se poate deduce ugor faptul ca orice p € P. este limita punctuald a unui sir de forma (Z aw“)
k=1 n
Deasemenea, orice element f € F; este aproximat punctual crescitor si in norma || - || de un sir

(Pn = @n)n C P — P, pp — @ > 0.

Daca R este metrica rezistiva asociata lui e, atunci se poate demonstra ca intre topologia generata
de metrica R'/?, cea generatd de Fy si cea generatd de elemente de forma {97 }sex, (numitad topologia
naturald §i notatd 7,4¢) au loc incluziunile

PROPOZITIA 6.6.12. 7({g” |z € Xo}) C 7(Fp) C 7 (R'/?).
Deasemenea, de aici se poate deduce

TEOREMA 6.6.13. a) Fy separd punctele lui Xo, deci P. — P. separd punctele lui Xo $i {9” }zex,
separa punctele lui Xg.
b) Daca topologia naturald Tna: este Hausdorff si T (Rl/z) este compacta, atunci T (R1/2) = That-
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