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Introducere

Fibratele vectoriale au format din totdeauna o parte importantd a geo-
metriei, iar studiul lor, prin importanta rezultatelor si efectelor generate, a
starnit mereu un viu interes si o asidud cercetare. In linii mari, un fibrat
vectorial poate fi privit ca un obiect ce oferd o descriere precisa a ideii de fa-
milie de spatii vectoriale. In functie de contextul geometric in care ne situdm,
putem vorbi despre fibrate vectoriale topologice, diferentiale, olomorfe sau
algebrice. Printre exemplele cele mai frecvent intalnite, putem aminti fibra-
tul tangent al unei varietdti diferentiabile, complexe sau proiective, respectiv
fibratele vectoriale plate, aflate in stransd legaturd cu sistemele locale si cu
o ampla utilizare in topologia moderna. Nu putem sa nu amintim aici de
exemplele de fibrate vectoriale ce apar iIn mod natural in fizica modernd, in
special cAnd intrd in discutie varietatea spatiu-timp ori o extindere a acesteia.
Prin urmare, nici geometria algebricd nu a fost privata de aceste transformari.
Spre exemplu, prin dezvoltarea unor tehnici de lucru cu fibrate vectoriale, au
fost construite noi clase relevante de varietdti. De asemenea, programul de
clasificare pentru varietatile proiective a fost revolutionat de solutia lui Mori
datd unei conjecturi privind fibratele vectoriale [M079]. De multe ori, in-
formatiile privind geometria unei varietati sunt codificate prin intermediul
tibratelor vectoriale care pot fi construite pe ea si care pot fi recuperate prin
analiza coomologiei, a subfasciculelor ori a spatiilor de moduli definite de
aceste fibrate.

Tinand cont de faptul ca fibratele vectoriale sunt obiecte de baza frec-
vent intalnite In geometrie, este importanta o intelegere cat mai profunda a
influentei pe care o au, precum si a interdependentei lor cu proprietdtile in-
trinseci ale varietdtilor pe care sunt definite. Din acest motiv, ne asteptam ca
proprietdtile speciale ale unor varietdti sa imprime un comportament diferit
fibratelor vectoriale definite pe acestea.

Structura tezei. Rezultate principale.

Primul capitol este conceput ca un capitol introductiv, in care am inse-
rat notiuni si rezultate clasice, ce vor fi utilizate pe intreg parcursul acestei
lucrari.
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In prima sectiune sunt aduse in prim plan conceptele generale asupra
sirurilor spectrale, urmate de cazuri particulare importante pentru dezvolta-
rea subiectelor ce vor fi abordate ulterior, cum ar fi sirul spectral Leray sau
sirul spectral al Ext-urilor.

A doua sectiune debuteaza cu o prezentare a conceptelor generale pri-
vind fibratele vectoriale, avand in vedere legdtura dintre definitia algebrica
si cea geometrica a notiunii de fibrat vectorial complex.

De asemenea, tot aici vor fi descrise metodele principale de constructie
ale fibratelor vectoriale. Aici ne referim la metoda lui Serre, respectiv la cea
a modificarilor elementare.

A treia sectiune este dedicatd unor rezultate clasice referitoare la teoria
fibratelor stabile (in sensul Mumford-Takemoto).

Al doilea capitol este concentrat pe descrierea fibratelor plate date ca
extinderi si este structurat pe trei sectiuni.

In prima sectiune sunt introduse principalele concepte privind fibratele
plate. Este facutd legdtura cu notiunile introduse in capitolul [ accentul
punandu-se, cu precadere, asupra relatiei existente intre fibratele plate si
conexiunile plate.

Tot aici vom deduce o conditie necesara si suficienta ca un fibrat sa fie
plat utilizdnd pentru aceasta extinderea unui fibrat F prin F ® Q% datad de
constructia lui Atiyah ([At57]).

A doua sectiune are ca obiectiv prezentarea principalelor rezultate pri-
vind suprafetele Inoue folosind ca referinte [In74] si [P195].

Rezultatele din primele doud sectiuni sunt concretizate in cea de a treia
prin determinarea unei conditii suficiente ca un fibrat de rang doi dat printr-
o extindere de fibrate in drepte plate s3 fie plat ([BMSO01]).

Al treilea capitol are ca scop studierea fibratelor de rang doi pe suprafete
Hirzebruch si este structurat pe patru sectiuni. Sunt utilizate tehnici precum
cea a sirurilor spectrale sau a extinderilor de fibrate vectoriale, iar legatura
dintre ele este facutd prin metode coomologice.

Prima sectiune este dedicata sirurilor spectrale Beilinson. Sunt incluse
aici rezultate generale despre varietdti cu proprietatea diagonalei. Este pre-
zentata constructia sirului spectral Beilinson pentru fibrate definite pe astfel
de varietdti, respectiv particularizarea lui pe P" si scroll-uri.

In a doua sectiune, ce face obiectul articolului [AMT1], este surprinsd o
corespondentd intre anumite tipuri de extinderi ale fibratelor de rang doi pe
suprafete Hirzebruch si sirul spectral Beilinson determinat de acestea. De
asemenea, legdtura dintre extinderi si sirul spectral Beilinson poate fi obser-
vatd si in situatia determindrii unei descrieri a fibratului trivial.
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In a treia sectiune, ale carei rezultate fac, obiectul articolului [FM11]], sunt
obtinute diferite criterii de scindare pentru anumite tipuri de fibrate de rang
doi pe suprafete Hirzebruch, prin utilizarea, cu precddere, a sirurilor spec-
trale Beilinson.

Ultima sectiune reprezinta un studiu asupra fibratelor de rang doi pe o
suprafatd Hirzebruch, avand clasele Chern egale cu ale fibratului cotangent.
Este determinata forma sirului spectral Beilinson al fibratelor de acest tip si
care satisfac o conditie suplimentara (un twist potrivit al lor nu are sectiuni
globale). Rezultatul final demonstreaza ca multimea acestor fibrate formeaza
un spatiu ireductibil (lucrare in pregatire).

In incheiere, as dori sd-mi exprim profunda recunostinta fata de condu-
catorul meu stiintific, C.S.I dr. Vasile Brinzanescu, pentru indrumarea cdtre
subiectul acestei teze, pentru sprijinul stiintific si pentru suportul moral acor-
date in timpul elaborarii ei.

As dori sa adresez multumirile mele cele mai sincere celor care au con-
tribuit la imbogdtirea bagajului meu stiintific, in special C.S.I dr. Marian
Aprodu si prof.univ.dr. Paltin Ionescu, fard de care, in mod sigur, aparitia
acestei lucrdri nu ar fi fost posibila.

Adresez multumiri domnului prof.univ.dr. Liviu Ornea si domnului
conf.univ.dr. Cristian Voica de la Universitatea din Bucuresti pentru fap-
tul cd au acceptat sd fie referenti stiintifici si membri ai comisiei de sustinere
publicd a tezei mele de doctorat.

De asemenea, adresez multumiri celor cu care, prin discutiile purtate,
am legat colabordri fructuoase. Ma4 refer aici la Radu Slobodeanu, Mihai
Fulger precum si la membrii colectivului de Geometrie Algebrica din cadrul
Institutului de Matematicd al Academiei Romane.

Nu in ultimul rand, doresc sd exprim cele mai cdlduroase multumiri fa-
miliei mele pentru extraordinarul sprijin moral de care am beneficiat pe in-
treg parcursul stagiului doctoral.



CAPITOLUL 1

Preliminarii

Acest capitol este dedicat introducerii principalelor notiuni si rezultate
necesare in celelalte capitole. Contextul in care vom lucra va fi cel al geo-
metriei complexe. Se considerd cunoscute notiunile referitoare la fascicule,
scheme, divizori, diferentiale, coomologie, curbe si suprafete, terminologia
si notatiile fiind cele utilizate de Hartshorne in [HaZ7].

In prima parte a capitolului sunt aduse in prim plan conceptele generale
asupra sirurilor spectrale, urmate de cazuri particulare importante pentru
dezvoltarea subiectelor pe care le vom aborda ulterior, cum ar fi sirul spec-
tral Leray sau sirul spectral al Ext-urilor. A doua sectiune debuteaza cu o
prezentare a conceptelor generale privind fibratele vectoriale, avand in ve-
dere legatura dintre definitia algebricd si cea geometricd a notiunii de fibrat
vectorial complex. Expunerea va continua cu descrierea metodelor princi-
pale de constructie ale fibratelor vectoriale. Aici ne referim la metoda lui
Serre, respectiv la cea a modificdrilor elementare. Ele vor fi urmate, in ultima
parte a capitolului, de o scurtd trecere in revistd a notiunilor de baza legate
de stabilitatea fibratelor.

1. Siruri spectrale

Sirurile spectrale reprezinta instrumente algebrice puternice utilizate in
studiul coomologiei. Prima parte a acestei sectiuni este dedicatd introducerii
notiunilor generale urmand calea din [GH7S]. Inadoua parte vom da cateva
exemple ce isi vor dovedi utilitatea In capitolele urmatoare.

1.1. Teoria generala. Vom considera cunoscute conceptele de baza pri-
vind teoria grupurilor. Vom introduce notiuni precum: complex graduat, co-
omologie graduatd, complex dublu, sir spectral asociat unui complex dublu.

Definitia 1.1. Prin complex se intelege o pereche (K*, d*) formatd dintr-un sir de
grupuri abeliene (K?),>q si diferentialele d : K? — KP! ce indeplinesc conditia
dP*' o d? = 0,Yp > 0. In aceasti situatie, coomologia complexului este
H*(K*) = D H"(K7),
p=>0

unde HP(K*) = Z?/BP cu ZP = kerd? si B? = Imdl~* C ZP.
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Definitia 1.2. Fie (K*, d") un complex.

(a) Prin subcomplex se intelege o pereche (J*,d*) cu proprietatea cid J* este sub-
grup al lui K? gi d’ J? C JP* pentru orice p > 0.

(b) Prin complex factor intelegem un complex (L*,d*) cu proprietatea cd existi
(K*,d*) complex si (J*,d*) subcomplex al siu astfel incit L* = K*/J*, iar
diferentialele sunt cele induse de cele ale complexului (K*,d*).

Observatia 1. In conditiile de mai sus se obtine un sir scurt exact de complexe
0—J" —K"— L"—0,
care conduce la existenta unui sir lung exact de coomologie
oo = HP(J*) — HP(K*) — HP(L*) — HPTHJY) — - -
Definitia 1.3. Un sir descrescitor de subcomplexe
K*=F'K*>F'K*>...D F'K* > F'""IK* =0,
impreund cu diferentialele d* definesc complexul filtrat (F™*K*, d*).

Spre exemplu, un subcomplex corespunde filtrdrii K* D J* D 0. Asa
cum subcomplexului i-am atasat un sir lung exact de coomologie, unui com-
plex filtrat ii vom asocia un sir spectral, care va generaliza notiunea de sir
lung exact de coomologie.

Definitia 1.4. Fie (F*K*, d*) un complex filtrat si Cr? K* "= -L2K_ Complexul
GriK* = @ Grr K™,

impreund cu diferentiala indusd, se numeste complexul graduat asociat.

Sa observam ca filtrarea F*K* induce filtrdrile F*Z*, F*B*, iar pentru
orice p = 0,nsi ¢ > 0 avem FPT1 79N [PBY = FPHL B4, Obtinem incluziunile

naturale 2202 < 2% care induc filtrarea F*H*(K*) pe coomologia lui K*
datd de
A
FPHI(K*) = 2,
FrBa

Definitia 1.5. Prin coomologia graduata asociata se intelege complexul graduat
asociat complexului filtrat (F*H*(K*), d"), adicd

Gr'H*(K*) = @ Gr"H(K™),
b, q
unde

o FPHY(KY)
GrPHU(K") = moriFragieny
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Dupd cum se va vedea in cele ce urmeazd, notiunea de grup bigraduat
std la baza definirii conceptului de sir spectral.

Definitia 1.6. Prin sir spectral intelegem un sir (E,, d,),>o format din grupurile
bigraduate
E. =HE”
b, q

impreund cu diferentialele
d, : EP1 — EPTHaTl g2 —
astfel incat
H*(E,) = E,41.

Sa observam ca la nivelul 0 diferentialele sunt orientate vertical , la nive-
lul 1 au orientare orizontald, iar la un nivel » > 2 diferentialele sunt orientate

oblic (figura [I)).

ap

q+2 +1,9+2 ap ap
o} |

q+1 H1,g+1 Equ+1 EP+1.q+1 +2,q+1 q
ol T ¥ W £
Ep'q+1 Epﬂ'q+1 1 1 \

0 0 Cf?,q

1, 2,

4 a1 fih g TS
&0 w4

0 0

] b
P

FIGURA 1. Sirul spectral la nivel de E,

In general se urmadreste construirea unui sir spectral cu proprietatea ca
E, = E,41 = ... pentrur > rp; vom nota acest grup limitd cu E,, si vom
spune in aceasta situatie ca sirul spectral (E,) converge la E.

Teorema 1.7. Fie (F*K*,d") un complex filtrat. Atunci existd un sir spectral
(Ey)r>0 astfel incat

Ey? = GrP KPHa,

EPY = HPHI(GrPK),

Epe = Gr?(HPYI(K™)),
Ultima afirmatie este notatd, de requld, cu Eo, = H*(K™).

Pe acelasi principiu vom construi in continuare sirul spectral asociat unui
complex dublu.



7

Definitia 1.8. Prin complex dublu intelegem un triplet (K**, d**, §**) format
din grupul bigraduat
KH* — @ KP4

»,q>0
impreund cu diferentialele

dra . Kp4 — Kptla
Y . Y ) +1
oPe . KPa —y KPatl

ce indeplinesc conditiile
=0, 6 =0 dé+d6d=0.
Complexul total asociat (K*, D*) este definit prin

impreund cu diferentiala
D =d+9,
care, evident, satisface conditia D* = 0.
Pe (K*, D*) se pot defini douad filtrdri naturale date prin

/ 1

'FPE" = P K, "FIK"= @ K"
p'tg=n ptq"=n
p2p q 29

Din teorema [[.7] deducem existenta a doud siruri spectrale, ('E,) si ("E,),
ambele aproximand coomologia lui K. Spre exemplu, pentru primul dintre
ele avem

+ : +1,¢-1
— Jadreax :qu+Kp =1 4 ...
0 1 Fp+l Kpta Kp+la—1_ ...
Diferentiala d% : 'EY? — 'El™*! se obtine din D = d + § prin trecere la cat.
Tindnd cont de izomorfismul de mai sus deducem ca dy = J si

B HY(EP),

unde membrul drept reprezintd coomologia in (p, ¢) a complexului

~ [P

-1 9 0
cee s KPra=1 O pepia O pepiatl oo

Diferentiala d; se obtine din D = d + ¢ pe 'E. Cum 6 = 0 pe'E; deducem cd
dl =d §1

By = (B dy) = HY(HYK)),
Ultima expresie reprezinta coomologia complexului

coo o HI(KP S S HI(KP*) S HI(KPTSS) =



In concluzie putem formula urmatoarea teorema

Teorema 1.9. Dat un complex dublu (K**,d, ), existd doud siruri spectrale, am-
bele aproximand coomologia complexului total si

{1 2 mume)
llEqu

HI(HY(K)).

1.2. Exemple. Vom evidentia in continuare, prin exemple, cateva moda-
litati de aplicare a notiunilor introduse in prima parte a acestei sectiuni.

1.2.1. Sirul spectral Leray. Datoritd numadrului mare de aplicatii, poate fi
considerat cel mai important caz particular de sir spectral. Desi poate fi de-
finit Intr-un context general, al spatiilor topologice si aplicatiilor continue
dintre ele, vom restrange discutia doar la categoria spatiilor inelate. Pentru
aceasta, fie (X, Ox) si (Y, Oy) douad spatii inelate, f : X — Y un morfism de
spatii inelate, iar / un fascicul de O x-module pe X. Pentru fiecare ¢ > 0 defi-
nim imaginea directid superioari ca fiind fasciculul pe Y asociat prefasciculului

U— Hq(f_l(U), ~/—_‘|f_1(U)>a

1112

notat cu R7f,F. In aceste conditii, se arati ca existd un sir spectral
EY* = HY(Y,R'f,.F) = H""(X,F),
numit sir spectral Leray.

Observatia 2. Daca R?f.F = 0 pentru orice ¢ > 0, atunci EY? = 0 pentru
orice p > 0siq > 0, iar Eg’o = HP(Y, f.F). In aceste conditii, la nivel de E»,
sirul spectral Leray are forma din figura 2l

Aq
0 0 0
0 0 0
E(2>,o Eg,o E,27+1,0 i

FIGURA 2. §irul spectral Leray la nivel de E»

Deducem ca dy = 0, deci E5? = EP9. In concluzie, pentru orice p > 0,
filtrarea are un singur termen, adica H*(Y, f.F) = H?(X, F).
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Observatia 3. In cazul in care Y este curbd, avem ci EY? = HP(Y, R1f,F) =0
pentru orice p > 2. Tindnd cont de forma sirului spectral Leray la nivel de Es
(figura3)), deducem cd dy = 0si E5? = EPY. Pentru p + ¢ = 1, obtinem c4

EY' = H)(Y,Rf.F) = H' (X, F),
deci filtrarea are doi termeni ce conduc la sirul exact

0— B’ = HY(X,F)— EY' =0,
unde E," = H\(Y, f.F), Ey' = H(Y, R'f, F).

da

0,1 1,1
E," | g 0
0,0 1,0
2 2 0
p
—

FIGURA 3. §irul spectral Leray la nivel de Ej

1.2.2. Sirul spectral al Ext-urilor. Pentru acest exemplu vom considera un
spatiu inelat (X, Oy) si F,G doua fascicule de Ox-module pe X. In aceste
conditii, existd un sir spectral

By = H'(X, &t'(F,G)) = Ext""(F,G),

numit sirul spectral al Ext-urilor. In plus, se deduce existenta unui sir exact

(1) 0— EM — Ext'(F,G) — B B 520 - Ext(F,G),

unde
E," = H'(X, Hom(F,G)), Ey' = H(X, &t'(F, G))

si
B2 = H*(X, Hom(F,G)).

Observatia 4. Pentru F = Ox avem ca &t/(Ox, G) = 0 pentru orice ¢ > 0 si
&xt’(Ox,G) = G. Atunci EX? = 0 pentru orice ¢ > 0si EY’ = H?(X,G). Cain
observatial2deducem ca E2¢ = EY? de unde Ext?(Ox, G) = H?(X,G). Acest
lucru este cunoscut din faptul ca functorii Hom(Ox,-) si I'(X, -) sunt egali,
deci si functorii lor derivati coincid.
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1.2.3. Imagine hiperdirectd. Un exemplu tipic de constructie a unui sir spec-
tral ce va fi folosit in cele ce urmeaza este imaginea hiperdirectd. Consideram
f M — N o aplicatie continud de spatii topologice, C* un complex de fas-
cicule pe M si L** o rezolutie injectivd a lui C*. Aplicand f, acestui complex
obtinem un complex de fascicule f,L** pe N. Coomologia complexului total
asociat acestui complex dublu se numeste imaginea hiperdirectd a lui f pe C*
si se noteaza cu R* f,.(C*).

Observatia 5. O precizare pe care o putem face in acest moment si pe care o
considerdm utild se referd la relatia existenta intre exemplele prezentate an-
terior. Legdtura dintre acestea este asigurata prin faptul ca ele nu reprezinta
altceva decat cazuri particulare ale sirului spectral Grothendieck relativ la
compunerea a doi functori.

2. Fibrate vectoriale olomorfe si metode de constructie

Dupd cum este specificat si In titlu, aceasta sectiune este dedicatd fibra-
telor vectoriale olomorfe si principalelor metode de constructie ale acestora.

In prima parte vom reaminti notiunea geometrica de fibrat vectorial olo-
morf, ca apoi, prin intermediul proprietdtilor sale, sd ajungem la descrierea
sa ca obiect algebric, anume cea de fascicul local liber. Aceastd abordare este
motivatd de utilizarea, deopotrivd, a celor doud ipostaze - geometricd sau
algebricd - urmand calea prezentidrilor ficute in [Br96], [GHZ78|] sau [Ko87].
Cadrul in care vom lucra va fi cel al varietdtilor complexe conexe si al fi-
bratelor vectoriale olomorfe, insa notiunile pe care le vom introduce pot fi
usor extrapolate in cazul spatiilor topologice conexe si al fibratelor vectoriale
complexe, respectiv al varietdtilor diferentiabile si fibratelor vectoriale dife-
rentiabile.

A doua parte este dedicatd descrierii unor modalitdti prin care pot fi con-
struite fibrate de rang doi pe varietdti proiective netede. Evident, cea mai
simpld metodd este de a considera suma directd a doud fibrate in drepte:
V = L; @ Ly. Nu ne putem astepta insd, ca pe aceastd cale, sa obtinem fi-
brate vectoriale interesante. Pasul urmator constd in a considera extinderi de
tibrate in drepte, adicd fibrate de rang doi V' pentru care existd un sir exact

0—>Ly —V — Ly, —0.

Desi in cazul in care X este curba se aratd cd orice fibrat de rang doi poate
fi obtinut pe aceasta cale, in cazul suprafetelor se dovedeste faptul ca cele
mai interesante fibrate nu au o astfel de descriere. Din acest motiv a apdrut
ideea modificarii acestor extinderi, conducand astfel la diferite metode de
constructie. Vor fi prezentate doud dintre acestea: metoda Serre si metoda
modificdrilor elementare.
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2.1. Fibrate vectoriale olomorfe. Vom introduce in continuare notiunea
de fibrat vectorial olomorf privit ca obiect geometric. Pentru aceasta, sd con-
sideram X o varietate complexa conexa.

Definitia 1.10. Un fibrat vectorial olomorf de rang r pe X este format dintr-o
familie {E, },cx de spatii vectoriale complexe parametrizate de X, impreund cu o
structurd de varietate complexi pe E := | J, .y E. astfel incat:

(1) proiectia 7w : E — X, cu fibra 7' (x) = E,, este olomorfi;
(2) existd o acoperire deschisi U = (U;);cr a lui X si aplicatiile biolomorfe
hi : Wﬁl(Ui) ;> U, x C"
de varietdti complexe care stabilesc un izomorfism de spatii vectoriale intre
E, si {x} x C" pentru orice x € U,.
Functiile (h;) se numesc trivializari locale ale fibratului E relativ la acoperirea U.
In cazul r = 1, E se numeste fibrat in drepte.

Sd observdm cd pentru orice pereche de trivializari locale h;, h; aplicatia
hij == hioh;' - (UinU;) x C" — (U;NU;) x C
este liniard pe fiecare fibra si existd aplicatiile olomorfe
astfel Incat
hij(z,v) = (z, gij(x)v).
In plus, pe U; N U; N Uy, este indeplinita conditia de 1-cociclu
(2) 9ij9jkgki = Ir,
dupa cum se poate observa si din diagrama urmatoare:

Y U; N U; N U)

(x,v) hl/ h‘j \hk

(, gri(z)v)

o / ' \ o
(Ul'ﬂUijk) x C" Togei (Ul'ﬂUjﬂUk) x C".
W
@ gij<x>gjk<x>gmhﬁ\ /h]k/
(UZ N Uj N Uk) x C"
W

(z, gjr(2) gri(x)v)

Definitia 1.11. Functiile (g;;) definite mai sus se numesc functiile de tranzitie ale
fibratului vectorial m : E — X relative la trivializdrile locale (U;, h;).
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Reciproc, dacd U = (U;) este acoperire deschisd a lui X si

sunt aplicatii olomorfe care verifica relatia (2)), atunci existd un unic fibrat
vectorial olomorf £ — X avand functiile de tranzitie (g;;). Se verifica ime-
diat faptul cd fibratul £ se obtine din reuniunea disjuncta LI(U; x C"), prin
identificarea punctelor (x,v) si (z, g;;(z)v), adicd

E = (II(U; x CT))/N,
unde

(.T, U) ~ (.T, glj(x)v)a
pentruoricex € U; N U;siv € C.

Exemplul 1. Datd o varietate complexa X de dimensiune n, existd o acoperire
(U;) si aplicatiile olomorfe ¢; : U; — C" care sunt izomorfisme biolomorfe pe
deschisi din C". Definim g;; pe U; N U; ca fiind matricea Jacobiand a aplicatiei

piow; ! i(UiNTj) — (Ui N ;).

Evident, aplicatiile (g;;) satisfac conditia (2) si atunci ele definesc un fibrat
vectorial olomorf pe X, notat cu Tx si numit fibratul tangent.

Definitia 1.12. Date doud fibrate vectoriale olomorfe E si F pe varietatea complexd
conexd X, o aplicatie olomorfi [ : E — F se numeste morfism de fibrate dacd
pentru orice x € X avem f(E,) C F, gi aplicatia f, = f/p, : E, — I, este
liniard. In plus, dacd f, este izomorfism pentru orice v € X, atunci spunem cd f
este izomorfism de fibrate.

Notdm cu Vect} ,(X) multimea claselor de izomorfism de fibrate vecto-
riale de rang r pe varietatea X. Vom ardta in continuare faptul cd existd o
corespondentd bijectivd intre aceasta multime si multimea claselor de izo-
morfism de fascicule local libere de rang r pe X. Pentru aceasta, vom defini
mai Intdi notiunea de sectiune a unui fibrat vectorial.

Fie 7 : E — X un fibrat vectorial olomorf pe varietatea complexa conexa

X si U C X un deschis arbitrar.
Definitia 1.13. O aplicatie olomorfi s : U — E cu proprietatea m o s = idy se
numeste sectiune peste deschisul U a fibratului vectorial olomorf E. O colectie
S1,...,S, de sectiuni ale lui E peste U cu proprietatea cd {s1(z),...,s.(z)} este
bazi pentru E, se numeste reper local al lui E peste deschisul U C X.

Observam cd, de fapt, un reper peste U este acelasi lucru cu o trivializare a
lui E peste U: data

By =nYU)2% Uxcr
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o trivializare, sectiunile

si(x) = hy' (x, e:)
formeaza un reper si, reciproc, dat sy = (s1, ..., s,) un reper local pe deschi-
sul U, putem defini o trivializare locald iy prin

hu(A) = (z, (A, ..., \)),

unde A\ = 3" \;si(2) in E,. In particular, dacd U = (U;) este acoperire deschisa
a lui X si pentru fiecare i notdm cu sy, un reper local pe deschisul U;, atunci
legdtura dintre reperele sy, sy, pe intersectia U; N U; este data de relatia

(3) Su; = Su,Yij,
unde g;; sunt functiile de tranzitie corespunzdtoare trivializarilor (h;) = (hy,)
definite de reperele locale (sg;,).

Notam cu I'(U, F) = {s/s : U — E sectiune}. Se obtine astfel un fascicul
coerent £ pe X considerand £(U) :=I'(U, E).
Definitia 1.14. £ se numeste fasciculul de sectiuni al fibratului vectorial E.
Se observa ca £ este local liber, adica

Ew, =0y
Reciproc, fie £ un fascicul local liber de O x-module pe X si
trivializari locale relative la acoperirea U = (U;)icr a lui X. Se obtin izomor-
fismele
90@] : OeUajﬂUj — OUiﬂUj’
unde p;; 1= ¢; o go;l, precum si aplicatiile olomorfe
Gij : Uz M Uj — GL(?", (C)
cu proprietatea
©ija(u) = gij(x)u, Vo € U;NU;.

Se aratd imediat cd este indeplinitd conditia (2)), adica (g;;) este un 1-cociclu

al acoperirii U cu coeficienti in GL(r, Ox). Deducem existenta unui fibrat
vectorial olomorf E pe X ale cdrui functii de tranzitie sunt (g;;). Am ardtat

Propozitia 1.15. Existd o bijectie intre Vect; ,(X) si multimea claselor de izomor-
fism de fascicule local libere de rang r pe X.

Acest rezultat ne permite sa nu mai facem distinctia intre fibratul vec-
torial E si fasciculul local liber asociat £. In acelasi timp, prin intermediul
trivializdrilor locale, functiilor de tranzitie si a operatiilor cu spatii vectori-
ale, putem defini operatii cu fibrate vectoriale. Spre exemplu, dacd £ — X
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este fibrat vectorial olomorf, construim fibratul dual £* — X ca fiind fibratul
vectorial olomorf care are fibrele F = (E,)*; trivializarile locale

Yu - EU — U xC"
induc aplicatiile
oy B = Ux (CY"=U xC,
care 1i conferd lui £* = UE? o structurd de varietate complexd. Raportat la

functiile de tranzitie, daca g;; si g;; reprezinta functiile de tranzitie pentru £,
respectiv £, atunci are loc relatia

g5;(x) = "gij(x)~".
In mod asemandtor se potdefini E® F, E® F, Hom(E, F), puterea exte-

rioard APE, fibratul determinant det ! = A" E, puterea simetricd SPE.

Exemplul 2. Fibratul dual fibratului tangent se numeste fibratul cotangent si
se noteazd cu Q. El reprezinti fibratul vectorial olomorf al diferentialelor.

Exemplul 3. Cu ajutorul fibratului cotangent si al puterii exterioare putem
defini fibratul p-formelor pe varietatea complexd n-dimensionald X ca fiind
fibratul olomorf Q% = APQ%. Pentru p = n obtinem fibratul

%= A"Qy = det(Qy) = wx(=Kx),
numit fibratul canonic pe varietatea X.

Definitia 1.16. Un subfibrat F' C E al unui fibrat E reprezintd o colectie de sub-
spatii vectoriale {F,, C E,},cx ale fibrelor E, ale lui E astfel incit F = UF, C E
este subvarietate complexd a lui E. Dacd F este subfibrat al lui E definim fibratul
factor E/F astfel ca (E/F), = E,/F,.

In continuare vom determina conditia necesari si suficientd ca doi 1-
cocicli cu coeficienti in GL(r, Ox) sad defineasca fibrate vectoriale izomorfe.
Pentru aceasta, fie

B, 5 X, Ey =5 X
tibrate vectoriale olomorfe pe X, de rang r;, respectiv r si ¢ : By — Ej
un morfism de fibrate. Rafindnd eventual acoperirea, putem presupune ca
existd U = (U;)ier 0 acoperire deschisd a lui X in raport cu care £ si E; au
trivializari locale (U;, h} ), respectiv (U;, h?), astfel incat aplicatia

Ui x C" i> Uz x C"
indusa de h}, h? si morfismul ¢ este de forma

(z,v) = (2, pi(z)v)
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unde
wi Ui — C"" = M,,,,(C),
dupa cum se poate observa in diagrama de mai jos:
_ v
m H(U) —— 3 (U))
1 lz zlh?
(z,v) € U; x C* ——~U; x C™2 > (z, pi(z)v) .
In plus, aplicatiile ¢; satisfac relatia
(4) 0igi; = 9iipi

pe orice U; N Uj, unde (g;;), (g;;) sunt functiile de tranzitie corespunzatoare
trivializdrilor locale considerate, asa cum putem vedea si din diagrama:

(7, 0) s (1, 9 (2)0)

~7 M Mm \\\

///(UimUj) x C" “ (UZQUJ) x C \\\
¢ \\1
; hi; | L[ hi; It
) 1
1 \

A Oéj r

\\(Ui NU;) x C" (U;NU;) x C? 3 (x,g;;(x)pi(z)v) .

) W _—

(z, gjj(x)v) ~ (7, ¢j(2)g;;(2)v)

Reciproc, pentru o colectie de aplicatii (¢;) care satisfac relatia (4), se poate
construi un morfism de fibrate vectoriale.

In cazul in care fibratele au acelasi rang (r; = ), deducem cd o conditie
necesara si suficientd ca doi 1-cocicli (g;;), (g;;) cu coeficienti in GL(r, Ox) sa
defineasca fibrate vectoriale izomorfe este sd existe aplicatiile

©; - U, — GL(?", (C)
astfel incat
95 = ignei
unde ¢; '(r) semnificd inversa matricei ¢;(r) € GL(r, C). Am obtinut
Propozitia 1.17. Existd o bijectie intre multimile Vect; ,(X) si H'(X, GL(r, Ox)).
Asa cum am afirmat si la inceputul sectiunii, notiunile introduse pot fi

utilizate si In cazul varietatilor diferentiabile cerand ca structura pe £ sa fie
cea de varietate diferentiabild, iar aplicatiile care apar sd fie de clasa C*. Se
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obtine In acest mod notiunea de fibrat vectorial diferentiabil sau C*-fibrat
vectorial complex.

2.2. Metoda Serre. Metoda Serre reprezintd principala modalitate prin
care se pot construi fibrate vectoriale pe varietdti proiective. Astfel, se ob-
tine un rdspuns partial la problema existentei fibratelor vectoriale pe dife-
rite varietati. Vom prezenta in continuare principalele rezultate referitoare la
acest subiect. O tratare amanuntitd a tematicii poate fi consultata in [OSS80]
pentru P", in pentru varietdti compacte complexe sau pentru
varietati proiective netede. Ideea de baza constd in determinarea conditiilor
in care, date L; si L, fibrate in drepte pe varietatea X, precum si o subva-
rietate Y a lui X, local intersectie completd de codimensiune doi, exista o
extindere local liberd a lui Ly ® Zy prin L.

Pentru inceput vom considera X o varietate proiectivd netedd si V' un
fibrat vectorial de rang doi pe X, iar s € H(X, V) o sectiune nenuld. Notam
cu D divizorul asociat lui s sicu V =V ® Ox(—D). Se construieste o sectiune
§ € H(X,V) astfel incat multimea zerourilor Y a lui § este de codimensiune
doi in X (sau vidd). Notam cu Zy C Oy fasciculul de ideale asociat lui Y.
Atunci Supp(Ox/Zy) = Y si (Y, Ox/Iy) este local intersectie completd in X,
de codimensiune doi, numita locul zerourilor sectiunii § € H(X, V) si care se
mai noteazi cu zero(3). Notdm cu L; = Ox(D), Ly, = det(V) @ Ox(D). Se
obtine urmatorul rezultat:

Teorema 1.18. Cu notatiile de mai sus, V' std in extinderea
(5) 0—=L;i—-V —=>Ly®Zy — 0.

Metoda Serre constd in inversarea acestei constructii: date doua fibrate in
drepte L, L, pe varietatea X si o subvarietate Y de codimensiune doi, local
intersectie completa in X, se pune problema existentei unei extinderi a lui
L2 & Zy pI‘iIl L1

0—>L1 -V —>1Ly,®Zy —0

astfel incat V' sd fie local liber. Tinand cont de faptul ca aceste extinderi sunt
clasificate de Ext' (Le ® Zy, Ly), iar V corespunde unei clase de extindere

¢ € Ext'(Ly ® Iy, L)
a cdrei imagine prin morfismul
Ext'(Ly ® Iy, L1) — H(X, &t (Lo @ Ty, Ly))

dat de sirul exact (I) din sectiunea [.2.2 este £, obtinem urmitoarea teorems
a lui Serre:
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Teorema 1.19. Extinderea corespunzitoare lui & este local liberd dacd si numai dacd
sectiunea & genereazd fasciculul Ext? (Lo ® Ly, Ly), adicd aplicatia naturald

Ox — 5$t1(L2 K Ly, Ll)
definitd de € este surjectivd.
In cazul in care X este suprafatd si Y = {pi1,po, ..., pn} este formata din

puncte distincte (reduse) se obtine urmatorul rezultat:

Teorema 1.20. Existd o extindere local liberd a lui Ly ® Zy prin Ly dacd si numai
dacd orice sectiune a lui Ly ® L} ® Kx care se anuleazi in toate punctele p; cu
exceptia unuia se anuleazd si in acesta din urmd.

Despre o multime Y = {pi, po, ..., pn} care indeplineste conditia ca orice
sectiune a sistemului liniar L = Ly®L]®K x care se anuleaza in toate punctele
pi cu exceptia unuia se anuleaza si in acesta din urmd vom spune cd are
proprietatea Cayley-Bacharach relativ la L.

2.3. Modificari elementare. O altd modalitate de constructie a fibratelor
vectoriale, pe care o vom prezenta in continuare, este cea a modificarilor ele-
mentare, urmand calea din [Fr98]. Sa presupunem cd X este o varietate
proiectivd neteda regulatd, iar D este un divizor efectiv pe X. Notdm cu
j + D — X incluziunea. Fie V un fibrat de rang doi pe X, L un fibrat in
drepte pe D, V' — j.L o surjectie si W nucleul acesteia. Atunci avem un sir
exact

0—-W —=V —j3.L —0.

Vom spune in aceastd situatie ca I este o modificare elementard a lui V.

Propozitia 1.21. Orice modificare elementard este local liberd. Clasele ei Chern sunt
date de

(W) =a(V)-[D],
(W) = (V) — (V) - [D] + jeer(L).
Data o modificare elementara
0—-W —=V —j4,L—0,
surjectia V' — j,L conduce la existenta un sir exact
0—=L —=Vp—L—0,

unde L’ este fibrat in drepte pe D, definit ca nucleu al aplicatiei V|p — L.
Atunci existd o surjectie indusa W — j.L'. Cum det(W) = det(V) @ Ox(—D),
deducem ca

det(T/V|D) = det(V|D) ® OX(—D) =Ll ® Ox(—D).
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Atunci nucleul aplicatiei W|p, — L' este fibratul in drepte L ® Ox(—D). Se
arata cd daca U este dat de modificarea elementara

0—=U—=W —j.L —0,

atunci U = V ® Ox(—D). Concluzia este cd, repetand o modificare elemen-
tard, vom ajunge in punctul din care am plecat.

$i aceastd metodd de constructie poate fi inversatd dupa cum urmeaza:
dat W fibrat de rang doi pe X si fibratul in drepte L pe divizorul D C X, ne
putem pune problema construirii extinderii V' a lui j.L prin W. Insd aceste
extinderi sunt clasificate de

Ext'(j.L,W) = H(D,(W ® Ox(D))p ® L™").

Pe de alta parte, daca W este o modificare elementara a lui V, atunci V, sau
echivalent V*, se poate obtine ca o modificare elementara

0—= V"= W*"—= (L") ®0O0x(D) =0,
iar aceste extinderi sunt clasificate de

Hom(W*, j.(L™") ® Ox(D)) = H(D, (W ® Ox(D))p ® L™).

3. Stabilitate

In aceastd sectiune vom defini notiunea de stabilitate si vom da cateva
proprietdti elementare legate de aceasta, urmand calea descrisa in [Fr98].
Pentru o tratare mai detaliata a subiectului in cazul spatiului proiectiv, se
poate consulta [OSS80].

Consideram X o varietate proiectiva netedd de dimensiune n si H un
fibrat in drepte pe X, amplu.

Definitia 1.22. Fie V' un fascicul coerent firi torsiune pe X. Definim panta (sau
gradul normalizat) p (V') al lui V' in raport cu H numdrul
1

(6) pa(V) = — (er(V)- H').

Observatia 6. Dacd D este divizor efectiv pe X, atunci
pi(Ox(D)) = deg(D).

Observatia 7. Dacd V este un fascicul coerent, fard torsiune, de rang r pe P,
atunci multimea singularitatilor S(V') are codimensiune cel putin doi. Putem
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alege o dreapta L C PP" care nu intersecteaza S(V'). Atunci
ViL =2 O(a1) ® Oa) ® --- @ O(ay),
alV)=a +a+--+a,,

1
pr(V) = ;(al +ay+---+a).

Dintre proprietdtile pantei amintim cea de convexitate in raport cu sirurile
exacte si cea referitoare la subfascicule de acelasi rang, enuntate in propozitia
urmadtoare si ale caror demonstratii pot fi gasite in [Fr98].

Propozitia 1.23. Fie X o varietate proiectivi netedd de dimensiune n, V un fascicul
fard torsiune pe X si H un fibrat in drepte amplu pe X. Notam cu p = py gradul
normalizat in raport cu H.

(i) Daca V', V" sunt fascicule nenule pe X, fird torsiune, astfel incit
0=V -V -=V"-0

este sir exact, atunci

min(p(V'), w(V")) < p(V) < max(u(V'), p(V")).
Egalitdtile au loc dacd si numai dacid p(V') = p(V") = p(V
(ii) Dacd W este un subfascicul al lui V' cu rang(W') = rang(V'), atunci

pW) < (V).
In plus, dacd V si W sunt fibrate vectoriale, atunci ori (W) < (V) ori
W=V.

Vom da in continuare definitia stabilitdtii Mumford-Takemoto si pe care

o vom numi in cele ce urmeazd, simplu, stabilitate.

Definitia 1.24. Fie V, X, H, i ca in propozitia

(a) V se numeste H-stabil dacid u(W) < p(V'), pentru orice subfascicul W al lui V
cu 0 < rang(W) < rang(V).

(b) Spunem cid V este H-semistabil dacd u(W) < u(V'), pentru orice subfascicul
Wallui V cu 0 < rang(W) < rang(V).

(c) V se numeste instabil dacd nu este semistabil si strict semistabil dacd este se-
mistabil, dar nu este stabil.

(d) Un subfascicul W al lui V cu 0 < rang(W) < rang(V') se numeste destabili-
zant dacd p(W) > (V).

~—

Observatia 8. Fibratele in drepte sunt stabile, neexistand subfibrate de rang
strict mai mic.

Observatia 9. Stabilitatea si semistabilitatea depind numai de clasa de echi-
valentd numericd a lui H.
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Observatia 10. Daca X este curbd atunci panta lui V' este independentd de
alegerea lui H si ug (V) = 1 (V).

Vom enunta, in continuare, conditii echivalente ca un fascicul fara tor-
siune sd fie stabil (respectiv semistabil) si ale caror demonstratii pot fi gasite,

spre exemplu in [Fr98] sau [OSS80].

Propozitia 1.25. Fie V un fascicul fird torsiune pe o varietate proiectivi netedd X.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) V este stabil (semistabil).
(ii) (W) < u(V') (respectiv (W) < u(V')), pentru orice subfascicul coerent W
al lui V, cu 0 < rang(W') < rang(V') si V//W fird torsiune.
(iii) p(Q) > (V) (respectiv (W) > nu(V')), pentru orice cat fard torsiune Q al lui
V,cu 0 < rang(Q) < rang(V).

(iv) V* este stabil (semistabil).

Atunci cdnd dorim sa studiem stabilitatea unui fascicul fara torsiune, pe
langd proprietdtile enuntate in propozitia .25, sunt utile si rezultate ce pre-
cizeazad acest lucru atunci cand este cunoscutd stabilitatea altor fascicule. Un
exemplu il constituie propozitia urmatoare, a cdrei demonstratie se bazeaza
pe proprietdtile pantei din propozitia si poate fi consultatd, spre exem-
plu, in [Fro8].

Propozitia 1.26. Fie
0=V =2V -=>V"=0

un sir exact de fascicule nenule fard torsiune avind pantele egale. Atunci V nu este
stabil, dar este semistabil dacd si numai dacid V' si V" sunt semistabile. In particular,
dacd V' si V" au rangul 1, atunci V' este semistabil.

O conditie necesara ca un fascicul fara torsiune sa fie stabil este aceea de
a fi simplu, adicd singurele sale endomorfisme sunt omotetiile. Acest rezultat
reprezinta o consecinta a unuia mai general care spune

Propozitia 1.27. Fie Vi si V5 doud fascicule fird torsiune, semistabile, de aceeasi
panti si f : Vi — Vo un omomorfism nenul. Atunci f este injectiv. In particular,
dacd Vi = V4, sau Vi, V; sunt fibrate vectoriale atunci f este izomorfism.

Douad consecinte ale acestei propozitii sunt
Corolarul 1.28. Daci V este stabil atunci V' este simplu.

Corolarul 1.29. Fie V; si V;, doud fascicule semistabile. Atunci V, & V nu este
stabil. Este semistabil dacd si numai dacd (V1) = u(Vs).
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DEMONSTRATIE. Deoarece V; @ V52 nu este simplu rezulta din corolarul
cd nu este nici stabil.
(=) Ardtdm cd daca V) @ V; este semistabil atunci (V1) = p(V2). Din pro-
pozitia precum si din faptul ca fiecare din fasciculele V; poate fi privit in
acelasi timp atat ca un subfascicul, dar si ca un cat al lui V; & V5, deducem ca
p(Vi) = p(Va) = p(Vi & Va).
(<) Se aplica propozitia[[.26 sirului exact 0 - V; — V; & Vo — V5 — 0. O

Notiunea de stabilitate este legata de cele mai multe ori de problema
clasificdrii fibratelor vectoriale si de conceptul de spatiu de moduli. Privit
la modul grosier, un spatiu de moduli pentru o colectie de obiecte A si o
relatie de echivalentd ~ este un spatiu cu proprietatea ca fiecarui punct al
sdu 1i corespunde exact o clasd de echivalentd. Ca multime de puncte, poate
fi identificat cu A/ ~, insd este Inzestrat si cu o structurd algebrica.

Din momentul in care este stabilitd existenta spatiului de moduli apar
intrebdri despre structura sa locald sau globala. Cum aratd ca varietate al-
gebricd? Este conex, ireductibil sau neted? Cum arata ca spatiu topologic?
Care este geometria sa?

Un rdspuns general la aceste intrebdri nu se cunoaste inca, dar putem
da ca exemplu o clasa de fibrate vectoriale ce admite o structura algebrica
frumoasa. Provine din G.I.T. si este data de clasa fibratelor vectoriale stabile,
iar notiunea de (semi)stabilitate este exact ingredientul care ne asigurd cd
multimea fibratelor vectoriale ce dorim a o parametriza este suficient de mica
pentru a fi parametrizata de o schema de tip finit.

In sectiunea @ din capitolul 3 vom ardta cum se pot construi spatii de
parametri pentru anumite clase de fibrate vectoriale si vom demonstra ire-
ductibilitatea acestora, fard a face apel la conceptul de stabilitate.



CAPITOLUL 2

Fibrate plate

Acest capitol este structurat pe trei sectiuni. In prima parte vom intro-
duce principalele concepte privind fibratele plate. Vom face legdtura cu no-
tiunile introduse in sectiunea2.Ildin capitolul (I} referindu-ne cu precadere la
relatia care existd intre fibratele plate si conexiunile plate. Vom deduce o con-
ditie necesard si suficientd ca un fibrat sa fie plat utilizdnd pentru aceasta ex-
tinderea unui fibrat £ prin F ® 2}, datd de constructia lui Atiyah ([At57]). In
a doua parte vom prezenta principalele rezultate privind suprafetele Inoue
folosind ca referinte [In74] si [PI95]. Utilizdnd materialul din primele doua
sectiuni, vom studia In a treia parte a acestui capitol fibratele vectoriale de
rang doi plate, date prin extinderi de fibrate in drepte ([BMSO01]).

1. Teoria generala

Aceasta sectiune este dedicatd prezentdrii principalelor notiuni legate de
teoria fibratelor vectoriale plate. In prima parte vom introduce notiunea de
conexiune intr-un fibrat si vom stabili o legdtura intre conexiunile plate si
fibratele plate, avand model prezentarile ficute in [GH78] si [Ko87]. A doua
parte se referd la expunerea constructiei lui Atiyah asa cum apare in
si o descriere a fibratelor plate dedusa din aceastd constructie.

1.1. Conexiuni in fibrate vectoriale. O functie netedd pe o varietate X cu
valori in R¥ poate fi privitd ca o sectiune a fibratului trivial X x R*. Teoria
conexiunilor a apdrut, astfel, din dorinta de a generaliza notiunea de derivata
dupa o directie a unei functii si de a putea fi aplicat acest nou concept sectiu-
nilor in fibrate. Desi in sectiunea 2.1] din capitolul anterior ne-am referit, cu
precddere, la fibratele vectoriale olomorfe, pentru introducerea notiunii de
conexiune si studierea proprietdtilor acesteia vom considera categoria fibra-
telor vectoriale complexe diferentiabile in locul celei a fibratelor vectoriale
olomorfe, care este prea micd si prea rigidd din acest punct de vedere. Pen-
tru o tratare mai amanuntitd a subiectului pot fi consultate referintele
sau [Ko87].

Sd consideram E un fibrat vectorial complex diferentiabil, de rang r, pe
varietatea diferentiabila reala n-dimensionala M. Facem urmatoarele notatii:
22
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AP(M) = fibratul p-formelor complexe de clasa C* pe M

AV(E) = E® AP(M).
Definitia 2.1. O conexiune in E este un omomorfism peste C

D: A"E) - AYE)
cu proprietatea cd satisface requla lui Leibniz:
7) D(fo) = odf + f Do,
pentru orice f € A°(M) gioc € A°(E).
Fie s = (s1,...,s,) un reper local al lui E pe deschisul U C M. Atunci exista
o matrice de 1-forme w = (w;;) cu w;; € A'(U), astfel incat
(8) Ds=s-w.
Definitia 2.2. Matricea w definitd mai sus se numeste forma de conexiune a [ui
D in raport cu reperul s.
Dacd o este o sectiune arbitrard a lui £ pe deschisul U si notam tot cu o
vectorul coloand al coordonatelor sale in reperul s atunci
Do = do + wo.

Definitia 2.3. Numim Do derivata covarianta a [ui o.
Considerand un alt reper local s = (s,. .., s.) pe deschisul U si exprimand
fiecare s; in reperul s/, obtinem o matrice a : U — G'L(r, C) cu proprietatea ca

S=S5 -a.

Dacd notdm cu w’ forma de conexiune a lui D in raport cu reperul s’, atunci

(9) w=a'Wa+alda,

relatie ce face legdtura intre cele doua forme de conexiune la o schimbare de
reper.

Pasul urmitor este de a extinde conexiunea D : A%(E) — A'(F)la o
aplicatie C-liniara

D : AP(E) — APTY(E),
pentru orice p > 0, impunandu-i sd satisfaca conditia
D(oy) = (Do) A p + adyp,
pentru orice 0 € AY(F) si ¢ € AP(M).
Definitia 2.4. Definim curbura R a conexiunii D ca fiind
R=DoD: A"E) — A*E).
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Se aratd imediat cd R este AY(M)-liniard, deci R este o 2-forma pe M cu valori
in End(F). Pentru a utiliza scrierea matriceald, definim matricea 2 astfel
incat, in raport cu un reper local s, are loc egalitatea

Rs = s().

Definitia 2.5. Matricea ) definitid mai sus se numeste forma de curburd a cone-
xiunii D in raport cu reperul local s.

Tinand cont de relatia R = D?, de exprimarea matriceald a conexiunii D si de
definitia conexiunii deducem ca

Q=dw+wAw.

Daca (2 si Q' sunt formele de curbura ale conexiunii D in raport cu doud
repere locale s, respectiv s/, cu s = s’ - a, atunci legdtura dintre ele este data
de relatia

Q=a'Q%a.
In particular, dacd & = (U;) este o acoperire deschisd a lui M si (sy) sunt
repere locale intre care existd legdtura sy, = sy,g;; data de relatia (3), atunci

-1
unde )y, este forma de curburd a conexiunii D relativa la reperul local sy,.

Definitia 2.6. Spunem ci o conexiune D intr-un fibrat E este platd dacd curbura
sa R este zero.

Pentru a introduce notiunea de fibrat plat considerdam E un fibrat vecto-
rial complex diferentiabil, de rang r, pe varietatea diferentiabila reald ). Fie
U = (U;) o acoperire deschisd a lui M si (sy,) repere locale corespunzatoare
acestei acoperiri (cu notatiile din sectiunea 2.1}, capitolul I). Daca (g;;) sunt
functiile de tranzitie, atunci din relatia (3) avem ca

Su; = SU;9ij-

Definitia 2.7. O structurd plata pe E este definitid de o acoperire U = (Uj;) si
reperele locale (sy;,) pentru care functiile de tranzitie (g;;) sunt matrice constante in
GL(r,C). Un fibrat vectorial inzestrat cu o structurd platd se numeste fibrat plat.

Un fibrat plat admite in mod natural o conexiune plata. Intr-adevér, data
o structurd plata pe F definitd de acoperirea si reperele locale (U, sy,), atunci
conexiunea este data de relatiile

(10) Dsy, = 0,

ce au loc pentru orice i. Cum functiile de tranzitie (g;;) sunt toate constante,
conditiile Dsy, = 0 si Dsy, = 0 sunt compatibile pe U; N U; si conexiunea D
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este bine definitd. Sd observam ca ecuatia (10) este echivalenta cu

(11) wy. = 0,

3

datoritd relatiei (8). Oricare din egalitatile (10) sau (I1) conduce la faptul ca
R = 0, adica D este conexiune plata.

Reciproc, un fibrat vectorial £ cu o conexiune platd D admite in mod
natural o structurd plata (U;, sy,). Pentru a ardta acest lucru, trebuie sa con-
struim reperele locale sy, care sd indeplineasca conditia (I0). Vom porni cu
un reper local arbitrar s;; si vom cauta o functie a : U; — G L(r, C) astfel incat
reperul sy, := sy, - a verificd relatia (IT). Daca wy; este forma de conexiune a
lui D relativa la reperul s;;, atunci conditia wy, = 0 este echivalentd, conform
relatiei (9), cu

a 'wya+a 'da = wy, = 0.

Aceastd egalitate reprezintd un sistem de ecuatii diferentiale, in care wy; este

cunoscutd si vrem si determindm a. Inmultind cu «a si diferentiind ecuatia
rezultatd, obtinem conditia de integrabilitate

Va =0,

care nu semnificd altceva decat anularea formei de curbura 2’ = 0.

In general, daci s si s’ sunt doud repere locale ce indeplinesc conditia
Ds = Ds' = 0, atunci existd o matrice constantd a € GL(r, C) astfel ca s = sa.
Acest fapt rezulta din relatia (9), in care tinem cont ca formele de conexiune
w si W' se anuleaza. Drept urmare, dacd Dsy, = Dsy, = 0, atunci g;; este
matrice constantd. In consecinta, o conexiune platd D pe fibratul E duce la
aparitia unei structuri plate (U, sy,) pe E.

Am dedus astfel o echivalentd intre multimea fibratelor plate si cea a
tibratelor ce admit conexiuni plate. Un rezultat mai general, demonstrat spre
exemplu in [Ko87], este urmatorul:

Propozitia 2.8. Fie E un fibrat vectorial complex de rang r pe varietatea M. Ur-
mdtoarele conditii sunt echivalente:

(i) E este fibrat vectorial plat;
(i1)) E admite o conexiune platid D;
(iii) E este definit de o reprezentare a grupului fundamental p : m;1 — GL(r, C).

1.2. Constructia lui Atiyah. Vom prezenta in continuare constructia lui
Atiyah prin care vom obtine o extinderea a unui fibrat vectorial £ prin F@Q}
avand ca scop gdsirea unei conditii necesare si suficiente ca F sa fie plat.

Fie X o varietate complexd compactd si £ un fibrat vectorial olomorf de
rang r peste X. Vom identifica £ cu fasciculul local liber al sectiunilor sale
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(ca in sectiunea 2.Ildin capitolul [I)). Definim
D(E) = E @ (E® Q%),

unde suma directd este o suma directa de C-module.
Pentru fiecare x € X, f € O, sia=s@® [ € D(E), definim

fa=fs@(fB+s®df)

unde d : Ox — QL, f — df. Se obtine astfel o structurd de Ox-modul pe
D(E). In consecintd vom avea un sir exact de Ox-module (care scindeaz ca
sir exact de C-module)

(B(E)) 0= E®QL 5 DE)L E -0,
unde i(8) = 0@ Bsip(s®B) =s,pentruf e Ex 0L, s® 3 € D(E).
Observatia 11. Extinderea lui Atiyah datd de defineste un element
b(E) € H' (X, Hom(E,E® Q%)) = H' (X, End(E) ® Q%)
si scindeaza ca sir exact de Oy-module dacéa si numai dacad b(F) = 0.
Fie
(") 0—-F —-E—FE —0,
un sir exact de fibrate vectoriale pe X. Vom avea sirul exact
0 — Hom(E", E') — Hom(E", E) — Hom(E", E") — 0
si sirul lung exact de coomologie asociat
0 — HYX,Hom(E" E")) — H"(X, Hom(E", E)) —
— HY(X,Hom(E",E")) > HY(X,Hom(E",E')) — ...

Atunci (idg») corespunde exact extinderii ([]). Pentru o acoperire deschisa
convenabilda ¢/ = (U;) a lui X vom avea ca E', F, E” sunt local triviale, iar
restrictia extinderii (') la fiecare U; scindeaza. Notam cu E; = Ely, E; =
E'y,, El' = E"|y, sicu h; - E'! — E; morfismul de scindare. Atunci (h; — h;)
este un 1-cociclu Cech reprezentand elementul

6(idgr) € HY(X, Hom(E", E")).

Vom da in continuare o formuld explicitd pentru elementul
b(E) € H'(X, Hom(E, E ® QX))

in functie de 1-cociclul (g;;) definit de trivializdrile locale ale fibratului vec-
torial olomorf E.
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Fie U = (U;) o acoperire deschisd a lui X si trivializarile locale
ui: Oy — Ej,

unde u; = ;' dupé notatiile din sectiunea 2.1 a capitoluluill Notdm cu

w; @ idq : TU®Q[1] %EZ@)QlU
izomorfismele induse. Din izomorfismele

Yij = uito Uj - Tl}imUj — O?JimUj
se obtin aplicatiile olomorfe

gij - UiNnU; — GL(r, C),

cu proprietatea cd

(12) pij(v) = gij - v, Vv € Oy,

In plus, (g;;) este 1-cociclul acoperirii U, cu coeficienti in GL(r, C), definit de
fibratul vectorial olomorf E.
Fie
d:O0p — Q)
morfismul de C-module dat prin

(S, fr) = (dfr, -, dfy).
Definim morfismul de C-module
di: B, — E;@Q, di = (y;®idg) odou; ',
si fie
Vi By — D(E);, i(s) = s @ di(s).

Se obtine ca aplicatiile 1); sunt morfisme de Ox-module si p; 0 ¢;(s) = s, unde
pi = p|u, sunt proiectiile pe prima componentd. In plus, morfismele ); dau
scindarile locale ale sirului exact|B(FE), In consecinta

(¥ = ¥i)(s) = s © dj(s) = s  di(s) = 0D (dj — di)(s),

ceea ce conduce la faptul cd elementul b(E), care determind extinderea |[B(E)
este dat prin 1-cociclul (b;;), unde b;; = d; — d;.
Prin calcul direct se aratd ca (b;;) verifica egalitatea

(13) (Ul_l X ldQ) @) bz’j ou; = Gij d(gﬂ)
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Intr-adevir,

(u; ® zd)odouj*loul-—(ui@id)od:

= (u; ® zd)odogpji—(ui@)id)od,

w 't ®id)obyou; = (u; P ou; ®id odowi — (u lou®id)od=

7 J 7 J J

(gom(X)Zd)OdOgOﬂ—d

bz’j oCu; =

Considerand v arbitrar in Oy, si tinand cont de relatia (I12) obtinem

((u; ' @id) o byj o w;)(v) = (pij @ id)(d(ji(v)) — dv = gij(d(gsi - v)) — dv =
= i5(d(gji) - v + gji - dv) — dv = g;;d(g;i) - v,

ceea ce demonstreaza egalitatea (13).

Revenind la problemd, cum b(E) = 0 dacd si numai daca b;; = 0, dedu-
cem din relatia (I3) cd b(E) = 0 dacd si numai dacd d(g;;) = 0. Pe de alta
parte, un fibrat vectorial olomorf £ este plat daca si numai daca functiile de
tranzitie (g¢;;) sunt constante, sau echivalent, dacd si numai daca d(g;;) = 0.
In concluzie, putem enunta urmatorul rezultat

Propozitia 2.9. Un fibrat vectorial olomorf E este plat dacd si numai daci b(E) = 0.

Desi aceasta propozitie exprima o conditie necesara si suficienta ca un
tibrat vectorial sd fie plat, prezinta dezavantajul de a fi mai dificil de verificat.
In sectiunea @ a acestui capitol vom gasi o conditie suficientd ca un fibrat de
rang doi dat printr-o extindere de fibrate in drepte sa fie plat.

2. Suprafete Inoue

Asa cum am afirmat anterior, obiectivul acestui capitol consta in determi-
narea unei conditii ca un fibrat de rang doi dat printr-o extindere de fibrate in
drepte plate sa fie, la randul sdu, plat. Conditia se va dovedi doar suficientd,
un contraexemplu care sd infirme necesitatea fiindu-ne oferit de un anumit
tip de fibrate de rang doi existent pe o suprafatd Inoue. Pentru a intelege
acest contraexemplu este utila o scurtd prezentare in care ne vom concentra
atentia atat asupra suprafetelor Inoue, avand drept model prezentarea aces-
tora din [Br96], cat si asupra unor anumite tipuri de fibrate existente pe aceste
suprafete. Pentru inceput vom reaminti cateva lucruri despre dimensiunea
algebricd, respectiv dimensiunea Kodaira a unei varietati.

Fie X o varietate complexa compactd conexa si notam cu M fasciculul
de functii meromorfe pe X. Dintr-o teoremd a lui Siegel (vezi [Sg55]) stim
cd H°(X, M) este corp finit generat peste C, al cdrui grad de transcendenti
peste C nu depdseste dimensiunea lui X.
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Definitia 2.10. Gradul de transcendentd al corpului functiilor (global) meromorfe
HY(X, M) peste corpul C se numegte dimensiunea algebrica a varietitii X si se
noteazi cu a(X).

Spre exemplu, daca X este suprafati complexi (adicd dimensiunea lui X
este doi) atunci a(X) poate lua valorile 0, 1, sau 2. In plus, dupa dimensiunea
algebricd pot fi recunoscute suprafetele complexe algebrice (anume cele care se
pot scufunda intr-un spatiu proiectiv P""). Amintim in acest sens urmatorul
rezultat al lui Chow si Kodaira ce poate fi consultat in [CK52]:

Teorema 2.11. Fie X o suprafati complexd. Atunci a(X) = 2 < X este algebricd.

Drept urmare, o suprafatd complexa cu dimensiunea algebricd 0 sau 1
nu este algebricd. In plus, avem

Teorema 2.12. Fie X o suprafatid nealgebricd. Atunci a(X) = 1 < X este elipticd.

Reamintim cd o suprafatd X se numeste eliptici dacd admite o fibrare
elipticd, adica exista un morfism surjectiv 7 : X — B pe o curbd nesingulara
B a cdrui fibrd genericd este curbd eliptica neteda.

Interesant este cd, dimensiunea algebricd a unei suprafete poate fi core-
lata cu "numadrul de curbe" de pe suprafata respectivd. Spre exemplu, daca
a(X) = 2, atunci X este proiectiva si, In consecintd, prin fiecare punct trec o
infinitate de curbe situate pe suprafata respectiva. Dacd a(X) = 1 se arata cd
pentru orice curba ireductibild a lui X exista o fibrd care o contine, iar fibra-
rea este unicd (sd nu uitdm cd in acest caz X este elipticd). $i nu in ultimul
rand, in cazul unei suprafete nealgebrice cu a(X) = 0 se aratd cd pe suprafata
X existd cel mult (X)) + 2 curbe, unde A1 (X) = dime H(X, QL).

Fie X o varietate complexa compacta si considerdm Ky fibratul canonic
pe X (vezi sectiunea 2.1l din capitulul ). Definim

R(X):=C® ) H'(X,K{"

m>1
care, dupd cum se poate vedea in [Ue75], are o structurd de inel comutativ
cu gradul de transcendentd peste C finit, notat cu tr(R(X)).

Definitia 2.13. Datd varietatea complexd compacti X, definim dimensiunea Ko-
daira a lui X ca fiind

—00, dacd R(X)=C
Al = { tr(R(X)) — 1, iflcraest.

O legdturd cu dimensiunea algebricd este datd prin inegalitatile

(X)) < a(X) < dim(X).
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Fie P,,(X) := h%(X, K{™), pentru orice m > 1. Acest numdr se numeste
plurigenul de ordin m al lui X (spre exemplu P;(X) coincide cu genul geo-
metric p,(X) al lui X). Legdtura dintre dimensiunea Kodaira si plurigenuri
este sugerata de urmadtoarea teoremd, a cdrei demonstratie poate fi gasita in

[Ue75].

Teorema 2.14. Fie X o varietate complexd compactd. Atunci:

k(X)=—00 & P,(X) = 0pentruoricem > 1;

k(X)=0 & Pu(X)e{0,1}siexisti N cu Py(X) = 1;

k(X)=k & existiunintregl <k <dim(X) si o, 8 > 0 astfel ca
am® < P, (X) < fmF pentru orice m suficient de mare.

Observatia 12. In particular, dacd X este suprafati atunci k(X) < 2.

In continuare ne vom concentra atentia numai asupra suprafetelor de
clasa VII, printre ele gasindu-se suprafetele Inoue. Mentiondm cd o tratare
detaliatd asupra clasificdrii suprafetelor poate fi consultata in [Br96].

Definitia 2.15. O suprafatd X cu dimensiunea Kodaira k(X) = —oo si primul
numdr Betti b1 (X) = 1 se numeste suprafata de clasa VII. Multimea suprafetelor
minimale de acest tip formeazi clasa VII,.

De fapt, pentru suprafetele cu k(X)) = —oo, dimensiunea algebrica a(X)
poate lua valorile 0, 1, sau 2. Cele cu a(X) = 2 sunt algebrice si se dovedesc
a fi suprafetele riglate. Modelele minimale ale suprafetelor ramase formeaza
clasa VIIj, despre care putem afirma ca sunt nealgebrice (chiar non-Kédhler
avand b; = 1). Dintre acestea, suprafetele cu dimensiunea algebrica a(X) =1
sunt suprafete Hopf (au acoperirea universald analitic izomorfa cu C* \ {0}).
Rdman in atentia noastrd, din acestd clasd, suprafetele minimale cu dimen-
siunea algebricd a(X) = 0. Clasificarea acestora se face in continuare dupa
al doilea numadr Betti, care poate fi zero sau nenul. Desi problema clasifica-
rii suprafetelor din clasa VII avand b, > 0 este inca deschisd, mentionam ca
exemple suprafetele Inoue-Hirzebruch. Acestea au fost introduse de Inoue in

si reprezinta suprafete complexe fard functii meromorfe (vezi, de ase-
menea [Nk84]). Ramén in discutie suprafetele de clasd VIIj cu a(X) = 0 si
ba(X) = 0. Acestea se impart in doud categorii: care contin cel putin o curba
si cele care nu contin nici o curba. Kodaira a ardtat in cd suprafetele
din prima categorie sunt suprafete Hopf. Si astfel am ajuns la suprafetele de
clasa VIl avand a(X) = 0, by(X) = 0 si care nu contin nici o curbd. Inoue
a construit in [In74] trei familii de suprafete apartinand acestei ultime ca-
tegorii. Mai mult, a ardtat cd dacd o suprafata de clasa VI, cu a(X) = 0,
be(X) = 0 si care nu contine curbe admite un fibrat in drepte L cu propri-
etatea ca spatiul (1,0)-formelor olomorfe cu valori in L este netrivial atunci
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ea face parte din una din cele trei familii construite de el. Ulterior, Bogomo-
lov in si printr-o metodd mai simpla Li, Yau si Zheng in [LYZ90], au
demonstrat cd un astfel de fibrat in drepte intotdeauna exista. In concluzie,
familiile construite de Inoue sunt singurele exemple de suprafete din aceasta
ultima categorie si pe care le vom numi in continuare suprafete Inoue. Ele sunt
caturi ale lui H x C, unde H este semiplanul superior al planului complex.
Factorizarea se face prin grupuri de transformadri afine, care actioneaza pro-
priu, discontinuu si fard puncte fixe asupra lui H x C, iar suprafetele obtinute
sunt notate cu Sy, Sy si Sy. Vom prezenta in continuare un singur tip din
cele trei construite in [In74] de Inoue, anume suprafata de tip Sy;.

Fie M = (m,;;) € SL(3,Z) o matrice unimodulard avand valorile proprii
a,B3,Bcua > 1siB # B. Spre exemplu, putem considera matricea

0 1 0
M = n 0 1
1 1—-n 0

cun € Z. Avand matricea M fixatd, alegem (a4, as, ag) un vector propriu real
al matricei M corespunzdtor valorii proprii «, respectiv (b, be, b3) un vector
propriu corespunzitor lui 3. Cum (ay, as, a3), (by, by, b3) si (by, be, b3) sunt li-
niar independenti peste C, deducem ca

(14) (a1, b1), (ag, b2), (as, bs) sunt liniar independenti peste R.

In plus, « este irational si

3
(15) (aaj, Bb)) = ijk(ak, br) pentru j = 1,2, 3.
k=1

Notdm cu H semiplanul superior al planului complex si cu G, grupul auto-
morfismelor analitice ale lui H x C generate de

gO(w7Z) = (OZ’UJ,BZ),
gi(w,z) = (w+a;, z+b;), pentrui = 1,2, 3.

Relatiile (14) si (I5) implica faptul ca G, actioneaza propriu si discontinuu,
fard puncte fixe, pe H x C. Se aratd ca S); = H x C/G), este o suprafata
complexd compactd, avand k(Sy) = —oo, bi(Sy) = 1, bo(Sy) = 0 si nu
contine nici o curba (deci a(X) = 0).

Incheiem aceasta sectiune prin a enunta un rezultat al lui Plantiko, a ci-
rui demonstratie poate fi gasitd in [PI95] si care ne oferd o descriere a fi-
bratelor vectoriale olomorfe indecompozabile, de rang doi, cu ¢, = 0, pe o
suprafatd Inoue:
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Teorema 2.16. Fibratele vectoriale olomorfe indecompozabile de rang doi cu c; = 0

pe o suprafatd Inoue pot fi impdrtite in urmdtoarele clase:

(A) Fibratele de tipul Fy ® L, unde F este dat prin extinderea Ox — Fy — K%
si L este fibrat in drepte. Fibratele din aceastd clasd sunt filtrabile si simple, dar
nu sunt semistabile.

(B) Fibratele de tipul F, @ L, unde F, este dat prin extinderea Ox — F; — Ox si
L este fibrat in drepte. Fibratele din aceastd clasd sunt filtrabile si semistabile,
dar nu sunt simple.

(C) Fibratele olomorfe asociate unei reprezentdri liniare ireductibile de grad doi a
grupului fundamental. Fibratele din aceastd clasd sunt stabile si nefiltrabile.
In particular, aceste fibrate nu contin subfascicule netriviale de rang strict mai
mic. Mai mult, dacd suprafata este de tipul Sy, atunci orice fibrat din clasa (C)
este imaginea directd a unui fibrat in drepte printr-o doi-acoperire neramificatdi
a suprafetei.

Vom utiliza acest rezultat in sectiunea urmadtoare pentru ardta ca exista
fibrate de rang doi plate care nu apar ca extinderi de fibrate in drepte plate.

3. Fibrate plate date ca extinderi

In aceastd sectiune vom determina o conditie suficient ca un fibrat de
rang doi dat printr-o extindere de fibrate in drepte plate sa fie plat. Un prim
pas in stabilirea acestui fapt va fi determinarea formei 1-cociclului asociat
unui fibrat de rang doi dat printr-o extindere de fibrate in drepte. In final
vom oferi un contraexemplu prin care vom justifica de ce conditia gasita
nu este si necesard. Mentiondm ca acest material face obiectul articolului
BMSO1]].

Fie X o varietate complexd conexd. Vom studia 2-fibratele vectoriale olo-
morfe E peste X date prin extinderi de tipul

() 0L, SES Ly =0,
unde L, L, sunt fibrate in drepte. Notam tot cu 7 elementul din
HY(X, Hom (Lo, L)) = HY(X, Ly' @ Ly)

corespunzator extinderii date.
Fie U = (U;) o acoperire deschisd a lui X, trivializdrile locale

Wwj : OUl- — LM, V; OUl- — LQZ',
si morfismele locale de scindare

hi : Lgi — Ei;
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unde Ly; = Ly, Lai = Loy, Ei = Ejy, (ca in sectiunea .2 a acestui capitol).
Pentru 1-cociclii (g;;), (g;;) asociati fibratelor in drepte L1, L; au loc egalitatile

1 1

2 o —
©Wj, gij = U~ O Uy,

gilj = w;
iar 1-cociclul (h; — h;) = n;; reprezintd elementul n € H'(X, Ly ® Ly).

Lema 2.17. Cu notatiile de mai sus, 1-cociclul acoperirii U definit de 2-fibratul
vectorial E are forma
1 ~
(9 Y
Gij < 0 9223> ’

unde §;; este determinat de trivializdrile locale w;, v; si 1-cociclul 7;;.
DEMONSTRATIE. Definim trivializarile locale ale 2-fibratului vectorial £
u; : Oy, @ Oy, 5 L1;® Ly; — F;
prin
ui(s' @ s") = a(wi(s') + hi(vi(s")).
Notdm cu o' inversa aplicatiei

a:L; — Im(a) C E,

sicu
sz = wi_l o Oz_l o (h] — hl) 0 v;.
Atunci
uj ((gz'lj(sl> + gij(s")) ® ggj(su)) =
= a(wi(g5;(s") + 3ij(s"))) + hi(vi(g5;(s"))) =
= oz(wj(s’) +ato(hj—hy)o vj(s”)) + h; (vj(s”)) =
= a(w;(s") + hy(v;(s") = hi(v;(s") + hi(v;(s")) =
=uj(s' ®s").
Obtinem
(u; touy) (s @ s") = (g5;(5") + Gis(s")) ® g (s"),
de unde rezulta concluzia. O

Lema 2.18. Fie X o varietate complexi conexdi cu proprietatea cd aplicatia
HY(X,C) — HY(X,Ox)

este surjectivd. Atunci orice 2-fibrat vectorial olomorf E dat prin extinderea

(n) 0—-0x —>FEF—0x—0

este plat.
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DEMONSTRATIE. DinlemaR.17, pentrul/ = (U;) o acoperire deschisd con-
venabild a lui X, 1-cociclul fibratului vectorial E este dat prin

s
Ggij = <0 1j> )

unde g;; = n;; este 1-cociclul corespunzitor elementului n € H'(X, Ox).
Din ipoteza de surjectivitate deducem ca exista un cociclu (¢;;) dat prin
constante si care reprezintd un element in H'(X, C) astfel ca

Gij = Gij + (6h)i; = & + hj — hi.

1 &, 1 h;
() 0 1 9 2 0 1

h;lc@-j hj = 4gij-

Fie

Prin calcul obtinem

Deducem cd 2-fibratul vectorial olomorf E este definit de 1-cociclul (¢;;) cu
functiile de tranzitie constante, deci este plat. O

Teorema 2.19. Fie X o varietate complexd conexd cu proprietatea cd aplicatia
HY(X,C) — HY(X,Ox) este surjectivid. Atunci orice 2-fibrat vectorial olomorf
E dat printr-o extindere de forma

O—+L—F—L—Q0,
unde L este fibrat in drepte plat, este plat.
DEMONSTRATIE. Din ipoteza rezultd sirul exact
050y =>EQL "= 0Oy —0.

Aplicand lema 2.18| obtinem c& fibratul vectorial £ ® L~! este plat. Cum
EF~ (E® L") ® L siun 1-cociclu pentru E este constant deoarece este dat
de produsul Kronecker dintre cociclii corespunzitori fibratelor £ ® L' si L
(care sunt constanti), deducem cd £ este plat. O

Observatia 13. Surjectivitatea aplicatiei H(X,C) — H(X, Ox) este satisfa-
cutd de cdtre orice varietate Kdhler conexa compacta si de catre orice supra-
fata complexa compacta (vezi [BPV84], Cap. IV).

Observatia 14. Se cunoaste faptul cd, pentru un fibrat vectorial plat, clasele
Chern sunt elemente de torsiune.

Observatia 15. Din si orice 2-fibrat vectorial plat E' peste un
tor complex este dat de o extindere

0O—L—FEF—L—Q0,
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unde L este un fibrat in drepte plat. Apare astfel intrebarea daca reciproca
teoremei este adevadratd. Raspunsul este negativ, iar un contraexemplu
este oferit, pe suprafete Inoue, de fibratele din clasa (C') ale teoremei

Intr-adevar, un fibrat vectorial din clasa (C) este asociat unei reprezentari
(ireductibile de grad doi) a grupului fundamental, iar conform propozitiei
este plat. Pe de altd parte, tot din teorema 2.16] aceste fibrate nu contin
subfascicule netriviale de rang strict mai mic, deci nu sunt date de extinderi
si constituie contraexemple pentru intrebarea formulata.

Observatia 16. Ne putem intreba, de asemenea, dacd se poate formula un
enunt asemandtor pentru fibrate de rang doi £ date prin extinderi ale lui L,
prin L;, unde L; si L, sunt fibrate in drepte plate distincte. Raspunsul la
aceastd Intrebare poate constitui subiectul unei viitoare teme de cercetare.



CAPITOLUL 3

Fibrate vectoriale pe suprafete Hirzebruch

Acest capitol este structurat pe patru sectiuni. Prima dintre ele este dedi-
catd sirurilor spectrale Beilinson. Am inclus aici cateva idei despre varietdtile
cu proprietatea diagonalei, urmate de constructia sirului spectral Beilinson
pentru fibrate definite pe astfel de varietdti, respectiv particularizarea lui pe
IP" si scroll-uri.

In a doua sectiune vom surprinde o corespondent intre anumite tipuri
de extinderi ale fibratelor de rang doi pe suprafete Hirzebruch si sirul spec-
tral Beilinson determinat de acestea. De asemenea, vom putea observa din
nou legdtura dintre extinderi si sirul spectral Beilinson in momentul deter-
mindrii unei descrieri a fibratului trivial.

In partea a treia, prin utilizarea tehnicilor cu siruri spectrale Beilinson,
vom obtine diferite criterii de scindare pentru anumite tipuri de fibrate de
rang doi pe suprafete Hirzebruch.

Ultima sectiune reprezinta un studiu asupra fibratelor de rang doi pe o
suprafatd Hirzebruch, avand clasele Chern egale cu ale fibratului cotangent.
Vom determina forma sirului spectral Beilinson al fibratelor de acest tip si
care satisfac o conditie suplimentara (un twist potrivit al lor nu are sectiuni
globale). Rezultatul final demonstreaza ca multimea acestor fibrate formeaza
un spatiu ireductibil.

Avand in vedere faptul cd cea mai mare parte a capitolului se refera la
tibrate vectoriale pe suprafete Hirzebruch, vom face in introducere o scurta
prezentare a acestor suprafete cu scopul de fixa de la inceput anumite notatii.

Fie e > 0. Notam cu X, suprafata rationald riglatd determinata de fibratul
vectorial de rang doi £ = Op1 @& Opi(—¢) pe P'. Dacd 7 : X, — P! este
morfismul de proiectie, atunci cei doi generatori ai grupului Picard a lui X ii
notam cu C = Oy, (1) pentru sectiunea negativa si cu F' = 7*Op:1(1) pentru o
fibra a riglarii. Avem

Pic(3.) =Z-Co B Z- F
si sunt indeplinite relatiile de intersectie:
C2=—e, Cp.F=1, F?*=0.
In aceste conditii, divizorul canonic K7y, si cel relativ K, /pt sunt

KZ = —200 - (6 + Q)F, Kze/]pl = —200 —ekF.

€
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1. Siruri spectrale Beilinson

Sirurile spectrale Beilinson reprezintad principala tehnica pe care o vom
utiliza pe parcursul acestui capitol. Din acest motiv consideram utild o scurta
prezentare a acestor notiuni. Este descrisa constructia generald a sirului spec-
tral Beilinson in cazul varietatilor cu proprietatea diagonalei, nu fdrd a avea,
in prealabil, o scurti prezentare a acestora. In final sunt evidentiate doua
situatii particulare: sirul spectral Beilinson pentru P", respectiv sirul spectral
Beilinson pentru scroll-uri.

1.1. Varietati cu proprietatea diagonalei. Studiul proprietdtilor subsche-
mei diagonale a unei varietdti si-a dovedit de multe ori utilitatea, oferind
rdspuns unor intrebari dintre cele mai variate. Spre exemplu, putem men-
tiona clasica "reducere la diagonald" utilizatd in [Fu98] pentru a rdspunde
la Intrebadri ce tin de teoria intersectiei sau, faptul cd, prin cunoasterea clasei
fundamentale a diagonalei unei varietati, se face un pas important in directia
determinarii claselor fundamentale ale tuturor subschemelor varietatii res-
pective, asa cum se poate vedea in [Gr97], [Pr96] sau [PR97]. De asemenea,
o rezolutie potrivitd a fasciculului structural al diagonalei unei varietati X
peste fasciculul structural al lui X x X poate conduce la o descriere a cate-
goriei derivate D(X) a lui X (conform [Ka88]]) sau poate fi utila in studiul
K-teoriei algebrice a spatiilor omogene ori a twist-urilor lor (conform
sau [LSW89)).

Interesul nostru va fi concentrat asupra construirii unui sir spectral Be-
ilinson in cazul varietdtilor ce au proprietatea diagonalei, notiune ce o vom
introduce in cele ce urmeaza, urmand calea din [PSP08].

Fie X o varietate netedd. Notdm cu Ay C X x X subschema diagonals,
adicd imaginea scufundarii

0: X — X x X,
datd prin §(z) = (=, x).
Definitia 3.1. Spunem ci varietatea X are proprietatea diagonalei daci existi
un fibrat vectorial £ pe X x X avind proprietatile: rang(€) = dim(X) si existd o
sectiune s a lui £ astfel incit Ax coincide schematic cu zero(s), schema zerourilor
sectiunii s.

O intrebare care apare in mod natural se referd la existenta unor astfel de
varietiti, care si aiba proprietatea diagonalei. In cazul suprafetelor, Pragacz,
Srinivas si Pati folosesc un argument rezultat din metoda Serre de constructie
a fibratelor de rang doi, impreund cu dualitatea Serre pentru a face legatura
dintre "proprietatea diagonalei” si existenta sau absenta fibratelor in drepte
coomologic triviale. In acest sens, rezultatul principal din [PSP08] este
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Teorema 3.2. Fie X o suprafatd proiectivi netedd peste un corp algebric inchis.

(a) Existd un morfism birational Y — X astfel incit Y are proprietatea diagonalei.

(b) Daci Y — X este un morfism birational, X are proprietatea diagonalei si
Pic(X) este finit generat, atunci Y are proprietatea diagonalei.

(c) X are proprietatea diagonalei dacd este birationald cu una din urmiditoarele su-
prafete: riglati, abeliand, K3 cu doud curbe rationale disjuncte, fibrare eliptici
cu o sectiune, produs de doud curbe, Enriques complexd sau hiperelipticd.

(d) Presupunem ci Pic(X) = Z astfel incat generatorul amplu al lui Pic(X) are o
sectiune nenuli si X are proprietatea diagonalei. Atunci X = P2, In particular,
nici suprafetele algebrice K3 foarte generale, nici hipersuprafetele X C P3 de
grad > 4 foarte generale, nu au proprietatea diagonalei.

In aceeasi lucrare este demonstrat urmatorul rezultat pentru varietdti de
dimensiune superioara:

Teorema 3.3. Fie X o varietate proiectivi netedd cu Pic(X) = 7Z, astfel incdt ge-
neratorul amplu Ox (1) are o sectiune nenuld. Dacd X are proprietatea diagonalei
atunci existd r > 2 astfel ca wy = Ox(—r), i.e. X este varietate Fano de index > 2.

1.2. Siruri spectrale Beilinson. Vom prezenta in continuare constructia
generald a sirului spectral Beilinson pentru varietatile cu proprietatea diago-
nalei. Ideea de baza este cea a constructiei clasice conform si [OSS80].

Fie X o varietate complexd d-dimensionald care are proprietatea diago-
nalei (ca in sectiunea [L.T). Existd atunci un fibrat vectorial V' de rang d pe
X x Xsiu€ H'(X x X, V) o sectiune ce se anuleaza exact pe diagonala Ay,
i.e. zero(u) = Ay schematic. Notand cu V* dualul lui V, deducem existenta
unui complex Koszul exact:

(16) 0= AV =i 5 A2V 5 V' = Oxux — Oa, — 0,
care prin trunchiere conduce la un complex:
0— AWV = oo 5 A2VF 5 V= Oxux — 0.

Fie M un fibrat vectorial pe X. Notam cu p;,ps : X x X — X proiectiile
pe primul, respectiv al doilea factor si consideram

Cy =psM,Cy =V @psM, ..., Cyf = ANV* @ psM.
Obtinem un complex de fascicule pe X x X,
0= Oy == Oyt = O =0,
astfel incat H'(C';;) = 0 cu exceptia H'(C;;) = (psM)|ay, i-e.
H(Cyy) = M
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via identificarea X = Ax. Vom avea doua siruri spectrale cu aceeasi limita

Byt = HP(Rip1(Chy)) = RFpL(Ch)
"By = Rpu(HY(Chp)) = RpL(Chy),

in baza teoriei prezentate in sectiunile [[.1lsi[I.2.3]din capitolul Il Tinand cont
cad”EY9 = 0 cu exceptia " Ey" = M, obtinem

M dacap+q=0
I P,q
= { 0 altfel
in plus, 'EP? = Rip.(C;) = 0dacdp > 1saup < —d — 1saugq < —1 sau
q>d+1.
Definitia 3.4. Cu notatiile de mai sus, sirul spectral (' E,) se numegte sirul spectral
Beilinson al lui M asociat datelor (V, ). Va fi notat in continuare cu (E,).

Observatia 17. O distinctie intre diferite (V,u) este necesard, atat timp cat
aceasta pereche care sd descrie diagonala prin ecuatii nu este, in general,
unicd. De cele mai multe ori, pentru o varietate arbitrard X, existenta lui
(V,u) nu este satisfdcuta. Toatd constructia se bazeazd, de fapt, pe presupu-
nerea existentei unei astfel de perechi.

Observatia 18. Folosind formula de schimbare a bazei, putem simplifica cal-
culele daca toate puterile exterioare ale lui V' sunt produse externe, adica
N"PV* este de tipul pjA_, ® p;B_, pentru orice p. Cu aceastd presupunere
avem E}"?! = HY(X,B_,® M) ® A_,. Se poate aplica atunci cand X este
spatiu proiectiv, [Be78], [OSS80], sau un scroll rational, Corolarul

1.3. Sirul spectral Beilinson pentru P". Aplicand observatia [18 in cazul
X = P", construim un complex Koszul pornind de la sirul lui Euler si V' =
piTen(—1) @ p5Opa(1). Gasim A PV* = piQpt (—p) @ p5Opn(p). Obtinem
Teorema 3.5. (Beilinson). Fie M un fibrat vectorial pe P". Atunci existd un sir
spectral £ avand primul termen

EY® = H(P", M(p)) © Qpn (=),
care converge la
i _ M, dacii=0
| 0, altfel ’

a‘dicd Egéq = 0 pentrup+ q # 05i P,_, EI" este fasciculul graduat asociat unei
filtraria lui M.

Pentru ilustrarea modului in care poate fi aplicatd aceastd teorema si sta-
bilirii unei legdturi mai stranse cu sectiunea 3, vom da un exemplu (vezi
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[OSS80]) in care vom determina 2-fibratele stabile pe P? ce indeplinesc anu-
mite conditii asupra claselor Chern utilizand sirul spectral Beilinson.

Propozitia 3.6. Fie M fibrat stabil de rang doi pe P2, cu c¢1(M) = —1, co(M) = 1.
Atunci
M = Q. (1).

DEMONSTRATIE. Pentru a arata acest lucru vom determina termenii siru-
lui spectral Beilinson dati de teorema 3.5, anume

EP = HY(P?, M(p)) ® Q31 (—p).
Deoarece M este stabil si normalizat deducem ca
H(P*, M) = 0,

de unde
H(P* M(—1)) = H'(P?, M(-2)) = 0.
Cum M = M* ® det(M) obtinem

si aplicind dualitatea Serre gasim
H*(P*, M) = H*(P*, M(—1)) = H*(P*, M(-2)) = 0.

Atunci
Ef’o = Ef’Q =0, pentrup € {0, —1, —2}.

Drept urmare, diagrama la nivel de £ are forma celei din figurall,

g

0 0 0
21| 11 0.1
E, E, E,
0 0 0 P

FIGURA 1. Sirul spectral la nivel de F;

iar diferentialele @*'? : EV¢ — EP*"% dau complexul
_ 11 b
BN S IV S BV

Fie K = kera, L = kerb/Ima si H = cokerb. Diagrama la nivel de E, este
prezentatd in figura 2l
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FIGURA 2. Sirul spectral la nivel de E,

Diferentialele ¢4 ? : E'¢ — EL™* 9! sunt toate nule si atunci
EX =K EM =L E% =01
Din teorema 3.5 deducem ca
K=H=0 si L=M.
Acest fapt nu semnificd altceva decat ca
0— B0 S prit S g0
este 0 monadd, a carei coomologie este M. Dar
B = HY(P?, M(=2)) ® Op2(—1)
si
BN = HY(P?, M) ® Ops.
Din formula Riemann-Roch aplicata pentru M obtinem
h'(P?, M) = h' (P>, M(—2)) =0 si R'Y(P* M(-1)) = 1.
Atunci
M= H' (P* M(—1)) @ Qpa(1) =2 Qpa(1).
L]

1.4. Sirul spectral Beilinson pentru scroll-uri. O altd situatie in care se
poate aplica observatia [18 o reprezintd cazul scroll-urilor. Pentru prezenta-
rea notiunilor importante ce privesc sirurile spectrale Beilinson pe scroll-uri,
vom urma calea descrisd in [AB09].

Considerdm C' o curba proiectivd, netedd, ireductibild peste C, £ un fi-
brat vectorial de rang d pe curba C'. Fie X = P(£*) = Proj(Sym(€)) fibratul
proiectiv asociat lui £ sinotamcun: X — C,p: X x X — C x C proiectiile
naturale. Consideram Ox(H) = Op+(1) si Ox(R,) = 7 (Oc(y)), unde R,
este fibra lui 7 peste un punct oarecare y € C.
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In aceastd situatie avem un sir Euler relativ:
(17) 0= Ox(—H) = (&) = Txjc(—H) =0,

unde Ty | reprezintd fibratul tangent relativ. In particular, pentru fibratul
canonic relativ avem

(18) 0% = Ox(—dH) @ 7" (det(€)).

Cum Ac C C x C este divizor, existd un fibrat in drepte L pe C' x C' si
o sectiune globald s¢ € H°(C x C, L) astfel incat L = O¢yc(Ac) si Ac este
schema zerourilor sectiunii s¢. Notam cu

Y=XXxgXCXxX

imaginea inversd a lui A¢ prin p si care este, la randul ei, schema zerouri-
lor sectiunii globale p*(s¢) a fibratului in drepte p*(L). Pentru orice = € X,
notand y = n(z) si identificand X, := {z} x X = X, avem

p(L)]x, = Ox(R,).
Considerdam fibratul vectorial derang d — 1 pe X x X

(19) F=pi(Txio(=H)) @ py(Ox(H)).

Sa observam ca, desi fibratul vectorial /' se modifica atunci cand tenso-
rdm £ cu un fibrat in drepte, restrictia sa la Y rdmane aceeasi.

Orlov a observat cd, lucrand pe Y, la fel ca in cazul spatiilor proiective,
existd o sectiune globald o a lui F}y a cdrei schemd a zerourilor este exact Ay,
[Or92, p. 855]. Din complexul Koszul, a obtinut o rezolutie a lui O, peste
Oy, care, eventual, conduce la sirul spectral Beilinson [Or92].

In cele ce urmeazi vom avea nevoie de un rezultat a cirui demonstratie
apare in si al carui enunt este urméatorul

Lema 3.7. Fie Z o varietate netedd, ireductibild, Y un divizor efectiv pe Z, ' un
fibrat vectorial pe Z si o € H'(Y, Fyy). Dacid V reprezintil fibratul vectorial pe Z
dat de extinderea

0—F —V —0zY)—0,

ce corespunde lui o prin morfismul canonic H'(Y, Fly) SH Y Z, F(-Y)), atunci
existi u € H'(Z, V) astfel incit upy = o. In particular, se obtine ci

zero(u) = zero(o) C Y.

In plus, dacd H'(Z, F(—Y)) = 0 si extinderea nu este triviald, atunci u este unic.
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Vom construi o rezolutie a lui Ox , peste Ox . x dupd cum urmeazd. Apli-
cand lema[3.7] obtinem un fibrat vectorial V, de rang d, dat de o extindere:
(20) 00— F —V —p(L)—0,
si 0 sectiune globald v € H*(X x X, V) astfel incat zero(u) = Ay, dupd care

putem aplica (16).
Rezultatul principal al acestei sectiuni, asa cum apare in [ABQ9], este:

Teorema 3.8. Notatiile sunt cele introduse anterior. Pentru orice fibrat vectorial M
pe X, existd un sir spectral, ce depinde de E:

E?Y = Rip1, (NPV* QpsM) = { Wt dtlp=ru =0

0 altfel ’
ai cdrui termeni pot fi determinati dintr-un sir lung exact:
(21) = Rip (p(L7) @ oM ((p+ 1) H)) @ Qe (=(p + 1 H) —

-
— EP? — HY(X,M(pH)) ® QX|C( pH) —
— R p, (p* (L) @ psM((p+ 1) H)) ® Qe (—(p+ 1) H) = B — ..
In plus,
(22) E™ = HY(X, M) ® Ox,
si
(23)  By"1 = Ripy, (p"(LY) @ psM((—d + 1) H)) ® Ox(—H) @ 7*(det(€))
pentru orice q.

DEMONSTRATIE. Existenta sirului spectral E7"? este justificatd de rezulta-
tele din sectiunea[1.3]
Pentru a gési sirul lung exact 21, dualizdm si ludm puterile exterioare
in (2Q), obtinand sirul scurt exact indus

(24) 0= APIF*@p* (L") = APV = APF* — 0,

pentru toti intregii negativi p.
Se ajunge apoi la sirul exact (21) aplicAnd p;. lui (24), tensorat mai intai
cu psM, si tindnd cont de identificarile

(25) Rip. (p'L* @ NP F @ pyM) =
= Rip. (p'L* @ psM((p+ 1) H)) @ Q0 (= (p+ 1) H),
respectiv
(26) Rip1 (NTF* @ pyM) = H'(X, M(pH)) ® Qo (—pH).
Ultima afirmatie rezulta imediat din 1) si (A8). ]
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Observatia 19. Aplicand teorema de semicontinuitate, avem
Ripr. (p" (L") @ pyM((p+ 1) H)) = 0
daca
HYX,M((p+1)H — R,)) =0,
pentru orice y.

Observatia 20. Se poate obtine o altd variantd a teoremei 3.8/ prin schimbarea
factorilor in (19) si pornind cu

F = pi(Ox(H)) @ p3(Txjc(=H)).
Termenii noului sir spectral F se determind dintr-un sir lung exact asemana-
tor cu (21)
27)  R'p. (p*(L*) @ ps (M @ Q. (—(p+ 1)H))> ®Ox((p+1)H) —
— BV — HI(X, M ® Q;(Ifc(—pH)) ®Ox(pH) — ...

Observatia 21. Faptul ca sirul spectral depinde de £ reprezintd un avantaj,
atat timp cat putem inlocui pe £ cu un twist, cu scopul de a anula cati mai
multi termeni ai sirului spectral, asa cum se va vedea in sectiunile urmatoare.
Pentru spatiile proiective, e util cateodatd sa tensordm fibratele M cu scopul
de a obtine o descriere printr-o monada, Ch. II, Section 3.2].

Cu notatiile din teorema 3.8 avem

Corolarul 3.9. Fibratul M este global generat daci si numai dacd E- PP = 0 pentru
orice p > 1.

DEMONSTRATIE. Observdm ca aplicatia obtinutd prin compunerea
HY (X, M)® Ox = B} - E% — M

coincide cu morfismul de evaluare, deci M este global generat daca si numai
dacd se anuleaza toti ceilalti termeni ai filtrdrii indusi de sirul spectral. ]

In cazul C = P!, sirul spectral Beilinson are o forma simplificata. Fie
H = Ox(1) si Ox(R) = 7*Op:(1) cei doi generatori ai grupului Picard al lui
X. Cu notatiile de mai sus, avem
p'(L) = p1Ox (R) ® pOx(R),
deci
Ripr. (p* (L") @ po(M((p + D H))) = H'(X, M((p + DH — R)) @ Ox(=R).

Aplicand teorema [3.8] obtinem, prin comparatie cu Sectiunea 1],
urmadtoarea consecinta:



45

Corolarul 3.10. Fie £ — P! un fibrat vectorial de rang d cu deg(€) = n. Conside-
ram X = P(E*), H = Ox(1) si R clasa unei fibre a riglirii. Atunci, pentru orice
fibrat vectorial M pe X, existd un sir spectral,

M dacip+q=0
P, q
= { 0 altfel ’
ai cdrui termeni se gdsesc intr-un sir lung exact:
(28) -+ = HYX,M((p+1)H - R))® Q;(ﬂ;ll(—(p +1)H — R) — EV? —

— HY(X, M(pH)) ® Qyip (—pH) —
— HN(X, M((p+ 1)H — R)) @ Qlp (~(p+ 1)H — R) — ...
In plus, pentru orice q, avem
EP1 > HY(X, M) ® Oy,
si
E{%~ HY(X, M((—d+1)H — R)) ® Ox(—H + (n — 1)R)).

Cu notatiile din si aplicand corolarele [3.9] se obtine un criteriu
coomologic suficient pentru global generare.

Corolarul 3.11. Fibratul M este global generat daci
HY(X, M((p+ 1)H — R)) = H*(X, M(pH)) = 0,
pentru orice p > 1.
Suntem interesati de forma sirului spectral pentru fibrate pe suprafete
Hirzebruch. Vom aplica corolarul 3.10 pentru fibratul £ de rang d = 2 si grad
deg(€) = —e pentru a obtine cd X este suprafata Hirzebruch ¥.. Folosind no-

tatiile introduse la inceputul capitolului pentru cei doi generatori ai grupului
Picard, Cy si F, precum si faptul ca Qﬁﬂpl(C’o) = Ox(—Cy — eF’) obtinem

Corolarul 3.12. Fie M un fibrat vectorial de rang arbitrar pe suprafata Hirzebruch
X = X.. Existd un gir spectral convergent la M:

me= {0
cu proprietatea ci
EVT =0, daci (p,q) ¢ {—2,—1,0} x {0,1,2},
iar pentru orice g € {0, 1,2} avem:
B} = HUX, M)® Oy,

(29) E; %1 = HUX, M(~Cy— F)) @ Ox(—Cy — (e + 1)F),
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si B, " poate fi determinat din sirul exact
(30) HY(X, M(—F)®Ox(—F) — E; " — HY(X, M(—C))®@0Ox(—Cy—eF).

Observatia 22. O concluzie care se poate formula in acest moment este aceea
cd utilizarea sirului spectral Beilinson ar trebui sd conducd la determinarea
completd a unui fibrat vectorial in cazul in care se cunoaste coomologia unor
twist-uri potrivite ale fibratului precum si anumite morfisme de fibrate (este
vorba despre diferentialele sirului spectral). Vom aplica aceastd observatie
in sectiunile urmadtoare pentru a ardta cd, in cazul fibratelor de rang doi ce
indeplinesc anumite conditii, poate fi determinatd forma sirului spectral la
primul nivel si, eventual, fibratul respectiv.

2. Corespondenta intre sirul spectral Beilinson si extinderi

Continutul acestei sectiuni face obiectul articolului [AMT1]. In literaturi,
doud metode constructive sunt utilizate cu precadere pentru studiul fibrate-
lor vectoriale pe o suprafata Hirzebruch. Pe de o parte, este vorba de metoda
Serre si modificdri elementare, care descriu prin extinderi, in mod canonic,
fibratele de rang doi (vezi [BS84], [BS82], [Br96], [Br83], [Fr98]), iar pe de
altd parte, avem un sir spectral de tip Beilinson (vezi sau sectiunea
din acest capitol). Mai precis, sirul spectral Beilinson indicd modalitatea
prin care un fibrat poate fi recuperat din coomologia twist-urilor sale si anu-
mite morfisme de fascicule (diferentialele sirului spectral). In cadrul acestui
capitol vom ardta cd extinderea canonica a unui fibrat de rang doi poate fi
dedusa din sirul spectral Beilinson a unui twist potrivit, numit normalizat. In
final vom evidentia un criteriu coomologic pentru ca un fibrat vectorial to-
pologic trivial pe o suprafata Hirzebruch, sa fie trivial. Vom demonstra acest
criteriu pe doud cdi diferite, tocmai pentru a sublinia legaturile si diferentele
dintre cele doua metode constructive mentionate anterior.

2.1. Extinderi si siruri spectrale Beilinson. Vom compara in cele ce ur-
meazd doud metode constructive, utilizate frecvent in studiul fibratelor vec-
toriale pe o suprafata Hirzebruch: extinderi si siruri spectrale Beilinson.

2.1.1. Fibrate de rang doi date prin extinderi. In afara claselor Chern, orice fi-
brat vectorial M, de rang doi pe o suprafatd Hirzebruch X, are doi invarianti
numerici ce il descriu, intr-un mod canonic, printr-o extindere (vezi [BS84],

[BS82], [Bro6]], sau [BrOT])). Primul invariant d,; este definit de tipul de
scindare pe o fibrad generalad F'. Daca
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atunci

d M — d.
Al doilea invariant 7, este obtinut dintr-o imagine directd. Sd observam ca
(M (—dCy)) este ori de rang 1, ori de rang 2, dupda cum d > d' sau d = d'.
Dacd d > d', definim

ry =1 = deg(m, (M (—dCy))).
Daca d = d’, atunci
T (M(—dCy)) = Opi(r) ® Opi(s), r>s
si definim
Ty OI=T.
Intregul s reprezints un invariant in plus pentru fibratele cu d = d’ (sau de

tip "egal", dupa terminologia din [Br83]).
Fibratul M se exprimad printr-o extindere

(31) 0—>OX(d00+TF)—)M—)Ox(d/CO—l—T/F)@Zg—)O,

unde ( C X este o subschema zero-dimensionald, iar aceasta extindere este
unicd dacd orid > d', orid = d' si s < r. Twistul M (—dCy — rF) este numit
normalizatul lui M, iar M se numeste normalizat dacd d = r = 0. In concluzie,
extinderea (B1]) este unica dacd si numai daca spatiul sectiunilor globale ale
normalizatului este unu-dimensional.

Lungimea lui ¢ este gradul de uniformitate al lui M. Mai exact, M are
acelasi tip de scindare peste toate fibrele lui 7 (i.e. este uniform) dacd si numai
daca ( este vida (vezi [AB96]]). Invariantul » masoara stabilitatea lui M (vezi
[AB97]).

Discriminantul lui M se calculeaza cu formula:

c1(M)?*
4

In particular, dacd d = d’, atunci A(M) = 4/(¢) > 0. De asemenea, in cazul
d = d’, M poate fi descris ca o modificare elementara a unui fibrat proiectiv

plat de rang 2 (vezi [Br83], [Fr98]):
(33) 0 — 7" (m.M(—dCy))(dCy) - M — Q — 0

unde Q(—dCy) are suportul pe fibre (posibil multiple) ce trec prin ¢, este de
grad —/(¢) si nu are sectiuni globale. Observam ca

W*(W*M(—dCb))(dC@) = O)((dC() + TF) SP) Ox(dC() + SF)

si, in particular, orice fibrat vectorial M, cu scindarea de tipul Or(d)** pe
tiecare fibra a lui 7, este decompozabil.

32) LA = ex(M) = 1(Q) ~ (A~ &) (eld — d) ~ 2" ~ 1)
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Propozitia 3.13. Cu notatiile de mai sus avem:
(1) Daci d > d sau d = d' si s < r, atunci fibratul Ox(dCy + rF) coincide cu
imaginea aplicatiei de multiplicare:
HY(X, M(—dCy—rF)) @ Ox(dCy+ rF) — M.

(2) Dacid d = d' si s = r, atunci fibratul 7 (7, M (—dCy)) (dCy) coincide cu imagi-
nea aplicatiei de multiplicare:

H(X, M(—dCy—rF)) @ Ox(dCy+ rF) — M.
DEMONSTRATIE. Din formula de proiectie avem
7 (1 M (—dCy — rF)) (dCy + rF) = 7" (7. M (—dCp)) (dCy),

si, dupd o tensorare potrivitd, putem presupune ca M este normalizat, i.e.
d = r = 0. In acest caz, este suficient sa identificim imaginea morfismului
de evaluare H'(m,(M)) ® Op — w .M. Dacd d = ¢ (M) - F < 0 atunci
(M) = Op. Dacd ¢; (M) - F = 0 atunci 7. (M) = Op: & Op1(s), deci imaginea
morfismului de evaluare este Op: sau O dupd cum s < 0 sau s = 0. O

Reducerea la normalizat, folositd in demonstratia propozitiei anterioare,
va fi Intalnitd din nou in cele ce urmeazd, legat de sirurile spectrale Beilinson.

2.1.2. Siruri spectrale Beilinson. Dupd cum am mai afirmat, prin utilizarea
sirului spectral Beilinson, orice fibrat vectorial ar putea fi complet determi-
nat de coomologia unor twist-uri potrivite ale sale si anumite morfisme de
fibrate vectoriale (diferentialele sirului spectral). Pentru a ilustra acest prin-
cipiu vom ardta cd in cazul fibratelor de rang doi, extinderile din sectiunea
anterioard pot fi recuperate din sirurile spectrale Beilinson ale normalizate-
lor. Pentru simplitate, vom presupune ca fibratul in cauza este deja norma-
lizat, situatie in care va avea h’ = 1 sau h’ = 2, in concordanta cu cele doud
cazuri ale propozitiei
Teorema 3.14. Fie M un fibrat vectorial de rang doi, normalizat, pe o suprafati
Hirzebruch X.

(1) Dacid h°(X, M) = 1, atunci ori E. "' = 0, ori EZ.*? = 0 si filtrarea obtinutd

din sirul spectral Beilinson coincide cu extinderea canonicd (31).

(2) Dacia h°(X, M) = 2,i.e. M este o modificare elementari de-a lungul fibrelor a fi-

bratului trivial, atunci E** = 0 si filtrarea obtinutd din sirul spectral Beilinson
coincide cu sirul definit de modificarea elementard (33).

DEMONSTRATIE. Sd observam pentru inceput cd aplicatia naturala
BN~ H(X M)® Ox - E* c M

coincide cu aplicatia de evaluare.
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Presupunem ci h°(X, M) = 1. Aplicand propozitia B.13, deducem ca
BN~ B0~ Oy

este primul termen al sirului (B1). Dupa forma sirului spectral,
E2X?C By =2 HY(X,M(=Cy— F)) ® Ox(—Cy — (e + 1)F),

deci E>? este ori de rang 1, fara torsiune, ori este zero.
Dacd E_*? = 0, atunci filtrarea Beilinson se reduce la

0= EY - M- E M -0,

si cum E%0 = Oy, iar h°(X, M) = 1, deducem c& acest sir exact coincide cu
extinderea (B1). Observam cd aceastd situatie apare dacd ¢;(M) - F' = 0, cat
timp E| >? = 0 1n acest caz.

Dacd E_** este de rang 1, fard torsiune, atunci el este un cat al lui M
printr-un subfascicul de rang 1, deci E_! trebuie si fie zero si filtrarea Bei-
linson se reduce la sirul

0—EY - M- E* -0,

care coincide din nou, {indnd cont de ipoteza si propozitia 3.13] cu extinde-
rea (3I). Aceastd situatie apare, spre exemplu, daca M = Ox ® Ox(—Cy— F)
pe X =P! x PL.

Cazul h(X, M) = 2 se rezolvi intr-un mod asemanitor. Intr-adevar, din
propozitia si ipotezd deducem ca

0,0 ~v 70,0 ~v D2
BV~ BV > 02

Din considerente de rang, deducem cd E** = 0 si filtrarea Beilinson se re-
duce la sirul

0—=EY - M- EM -0,

care coincide, tindnd cont de ipotezd si propozitia 3.13, cu extinderea (33).
O

Observatia 23. Asa cum am mentionat deja, daca M este un fibrat de rang
doi, normalizat, cu h°(X, M) = 1, atunci extinderea canonicd (3I) este unica
si atunci, depinde numai de M. Dacd h’(X, M) = 2, i.e. M este o modifi-
care elementard de-a lungul fibrelor a fibratului trivial, unicitatea extinderii
(B1) nu este realizatd, in schimb, este unic sirul (33) definit prin modificarea
elementara.
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2.2. Descrierea coomologici a fibratului trivial. In aceasta sectiune vom
da un criteriu coomologic ca, pe o suprafatd Hirzebruch, un fibrat topologic
trivial s fie trivial. Reamintim cd, pentru suprafetele Hirzebruch, trivialita-
tea topologica este echivalenta cu anularea claselor Chern.

Teorema 3.15. Notatiile sunt cele de mai sus. Un fibrat vectorial M, topologic
trivial pe X, de rang r > 2, este trivial dacd si numai dacd

ROU(X, M(—Cp)) = h*(X, M(—F)) = h'(X, M) = h*(X, M(—Cy — F)) = 0.

DEMONSTRATIE. (rang arbitrar, folosind sirul spectral Beilinson) Este clar
cd fibratul trivial satisface cele patru conditii de anulare.
Reciproc, presupunem cd fibratul )M satisface conditiile

(X, M(—Cy)) = R)(X, M(—F)) = h*(X, M) = h*(X,M(—Cy — F)) =0

si vom demonstra ca este trivial. Pentru aceasta, vom utiliza sirul spectral
Beilinson. Din trivialitatea topologica, clasele Chern ale lui M se anuleazs,
iar din Riemann-Roch, obtinem

VM) =7, X(M(=Cy)) = X(M(=F)) = x(M(~Cy — F)) = 0.

Deducem, folosind ipoteza, relatiile (29), (30) si dualitatea Serre ca E; 20—
si By " = 0 pentru orice ¢. Pe de alti parte, £}’ = 0% si E)'' = E)* = 0.
Deci EP: = ( pentru orice (p, q) # (0,0). Atunci M = E%0 = O%. O

DEMONSTRATIE. (rang 2, folosind extinderea canonicd) Demonstram ca
M este normalizat. Folosind formula (32)), vom deduce cd M este trivial.
Mai intdi, verificam cd dj; = 0. Presupunem d,; = d > 0. Din extinderea
D) si din conditia h°(M(—Cj)) = 0 rezultd ryy = r < 0. Cum h'(M) = 0,
sirul lung de coomologie implica faptul ca ' (Ox(dCy + rF)) = 0, de unde
r > de — 1. Acest lucru este posibil numai daca e = 0 si r = —1. Pe de
alta parte, formula (32) implica d(2r — de) = —2d > 0, ceea ce reprezintd o
contradictie. Deci dj; = 0 si extinderea (31)) este de tipul

0= Ox(rF)— M — Ox(—rF) — 0,

unde r = ry;. Din definitia lui rj; deducem ca r > 0. Cum h'(M(—F)) = 0,
r trebuie sd fie < 0. Atunci 7y = 0. Am folosit doar trei din cele patru
conditii din ipoteza. Observam cd, in acest caz, M = M* si atunci conditia
h*(X, M(—Cy — F)) = 0 se obtine din celelalte trei si dualitatea Serre. O]

Observatia 24. In enuntul teoremei B.15, pentru cazul fibratelor de rang doi,
nu a fost facutd nici o presupunere asupra tipului de scindare al lui M pe
fibre, dar, oricum, fibratul este normalizat. Se deduce de asemenea, din de-
monstratie, cd un fibrat de rang doi topologic trivial este analitic trivial daca
si numai daca este normalizat.
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Observatia 25. Sirul spectral Beilinson clasic pentru P? ne oferd un criteriu
similar de trivialitate. Mai precis, un fibrat vectorial plat, de rang > 2 pe P*
este trivial dacd si numai dacd h°(M(—1)) = hl(M(—-2)) = 0. Rezultate ase-
madndtoare pot fi demonstrate pentru fibrate pe scroll-uri rationale (folosind
[ABQ9]) si pe spatii proiective de dimensiune superioara.

3. Criterii de scindare

Tema acestei sectiuni isi are rdddcinile In urmatoarea intrebare generala:
data o varietate proiectivda complexa si un fibrat vectorial olomorf £ pe X, se
poate determina dacd F este sau nu scindat doar din analiza coomologiei lui
E si a unor twist-uri potrivite ale sale?

Pentru spatii proiective problema a fost rezolvata de Horrocks in [Ho64],
ardtand cd un fibrat este scindat exact atunci cand se anuleazd coomologia
intermediard a tuturor twist-urilor sale. In 1981, Evans si Griffith simplifica
acest criteriu pentru fibratele de rang r < n pe P", dupd cum poate fi vazut
in [EGS81]. Ottaviani isi aduce si el o contributie privind aceastd problema,
prezentand in 1989 criterii de scindare pentru fibrate vectoriale pe Grassman-
niene si cuadrice [Ot89]. In 2000 Kumar si Rao obtin un criteriu diferit de cele
anterioare pentru fibratele de rang doi pe P", pentru n > 4. In 2003, Kumar,
Paterson si Rao rafineaza criteriul lui Horrocks pentru fibrate de rang r < n
pentru n par si rang r < n — 1 pentru n impar [KPR03]. In 2005, Costa si
Miré6-Roig extind criteriul lui Horrocks la spatiile multiproiective [CMRO5].
Recent, Malaspina a generalizat aceste rezultate in si a optimizat re-
zultatele lui Ottaviani pentru cuadrice in [Ma09].

Toate aceste eforturi sunt conectate la o problema actuald in geometria
algebricd. Ne referim aici la conjectura lui Hartshorne care stipuleaza cd orice
fibrat vectorial de rang doi pe un spatiu proiectiv de dimensiune cel putin
sase este scindat.

In cele ce urmeaza, ne vom axa pe determinarea unor conditii necesare
si suficiente de scindare pentru anumite fibrate vectoriale de rang doi pe o
suprafatd rationald riglata. Vom utiliza tehnica sirurilor spectrale Beilinson,
tdcandu-se legdtura cu exemplul dat in sectiunea[l.3din acest capitol. Situa-
tiile pe care le vom trata completeaza cazul abordat anterior in teorema
Acestea se vor concretiza in final prin rezultatele exprimate in teorema
constituind obiectul articolului [FM11]. Pentru calculul termenilor sirului
spectral Beilinson, vom aplica corolarul 3.12.

Lema 3.16. Fie X o varietate proiectivid netedd, D un divizor efectiv pe X si M
un fibrat vectorial pe X cu H*(X, M) = 0. Atunci H*(X, M(—D)) = 0, unde
M(=D) =M ® Ox(—=D).
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DEMONSTRATIE. D fiind divizor efectiv avem sirul scurt exact
0— Ox(—D)— Ox - Op — 0.

Prin tensorare cu M, trecerea la sirul lung de coomologie si utilizarea ipotezei
HY(X, M) = 0 deducem c4 fibratul M (—D) nu are sectiuni globale. O]

Lema 3.17. Fiee > 0, X = ¥, o suprafatd Hirzebruch si a,b € 7Z. Atunci

HY(P', @, Opi(ke + b)), dacia < —2
HY (X, Ox(aCy+ bF)) = 0, daciia=—1 .
HY(P, P _ Opi(ke —b—2)), dacia >0

DEMONSTRATIE. Din sirul spectral Leray (vezi obs 3, sec[.2.T] cap[Il) apli-
cat morfismului f = 7 : X — P! si fasciculului F = Ox(aCy + bF), deducem
existenta sirului exact

0 — H'(P', 7, F) = H(X,F) = H (P, R'n,F) — 0.

Dar
R'7,F = R'1,0x(aCy) @ Op1(b)
sl cum
R'7,0x(aCy) = (7.0x((—a — 2)Cy))* @ det(E)
gasim
R'm.F = (m.0x((—a—2)Cy))" @ Opi(e +b),
si

T F = W*O)((CLCQ) 0% O]pl(b)
Pe de altd parte,

S(€), dacaa >0
(34) W*Ox(&co) = Opl, dacaa =0 ,
0, dacaa <0

unde

SYUE) = S (Op & Opr(— @oﬂm —ke).

Sa observam ca, daca a < —2 atunci 7, F = 0 si obl;mem
H'(X, F) = H'(P', (r.0x((—a — 2)C4))" ® Opi(e +b)).
Pentru o = —a — 2 in (34) gdsim

—a—2

W*Ox(( a—2 C() @ O]pl ke
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si atunci

—a—2
(m.Ox((—a—2)Cp))" ® Opi(e +b) = €D Op((k+ 1)e+b).
k=0
In concluzie, dacd a < —2 avem ci
—a—1
H' (X, F) = H(P', ) Opi (ke +1)).
k=1

Daci a > 0 deducem din (34) cid R'w, F = 0si
HY (X, F) = H' (P, n.F) =2 H (P, wp ® (1, F)%).
Aplicand (34) pentru a = a obtinem ca
m.F = @D Opi (ke +b),
k=0
si
wpr @ (1, F)" = EP Opi (ke — b —2),

k=0

finalizand astfel cazul a > 0.

Pentru a = —1 deducem din (34) ca m.F = 0si R'n,.F = 0, de unde
HY(X,F) = 0. O

In continuare vom determina conditiile necesare si suficiente ca un fibrat
vectorial de rang doi sd fie scindat In cinci situatii diferite.

Propozitia 3.18. Fie X = X, o suprafatid Hirzebruch si M un fibrat vectorial de
rang doi pe X cu clasele Chern c;(M) = 0, co(M) = 0. Atunci

M= 0Ox & Ox
dacd si numai dacd sunt indeplinite conditiile
(35) W (M(=Co)) = B (M(~F)) = h'(M) = 0.

DEMONSTRATIE. (=) Dacd M = Ox & Ox atunci h'(M ® L) = 2h'(L),
pentru orice L € Pic(X) sii = 0,2. Gasim imediat c&

hU(M) = 211 (Oy) = 2h0(Opi (—2)) = 0,

hY(M(=Cp)) = 2h°(Ox(=Cy)) = 0,
h(M(—=F)) = 2h°(Ox(—F)) = 0.
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(<) Vom arata cd dacd sunt indeplinite conditiile din (35), atunci

ho( ) =2,h*(M) =0,

ae  MOM(=Co)) = (M (=Cy) = 0,
W (M (=F)) = (M (=F)) =
WM (=Cy = F) = B (M(=Cy = F)) = I(M(~Cy — F)) = .

Pentru aceasta, vom calcula clasele Chern ale fibratelor M (—Cj), M (—F) si
M(—Cy — F), tinand cont ca ¢; (M) = 0, co(M) = 0. Obtinem

Cl(M(—C())) = —20(), CQ(M(—O())) == —e,
ci(M(—F)) = —2F, co(M(—F)) = 0,
Cl(M(—O()—F)) = —2Cy— 2F, CQ(M(—O()—F)) = —e+ 2.

Aplicand Riemann-Roch gdsim

(M) =2, V(M (~Cy)) =
(57) V(M (~Cy— F)) =0, x(M(~F))=0.

F)
Cum ¢ (M) = 0 rezultd cad det(M) = Ox, de unde M* = M. Atunci
(=2

) = hY'(M*(K)) = h°(M(—2C, — (€+2)F))

(—=Cy)) = RO(M*(K + Cp)) = h*'(M(=Cy — (e + 2)F)),

(— )) h(M*(K + F)) = h’(M(— 200 —(e+1)F)),

(=Co— F)) = h'(M*(K + Co + F)) = i°(M(—Cy — (e + 1) F)).

Aplicand lemaB.16 pentru fibratul M (—Cj) cu h°(M(—Cy)) = 0 si divizorul
De{Cy+ (e+2)F,Co+ (e+1)F,(e+2)F,(e+ 1)F, F}

h*(M
h*(M
h*(M
h*(M

deducem
W (M) = h*(M(=Cy)) = h*(M(=F)) =0,
h*(M(—Cy — F)) = h°(M(—-Cy — F)) = 0.

Tinand cont de (33),(37) si (B8) se obtin si celelalte patru relatii din (36)).

Vom determina in continuare termenii E}"? ai sirului spectral Beilinson
pentru fibratul M. Cei care conteazad sunt termenii cu p € {—2,—-1,0} si
q € {0, 1, 2}. Pentru aceasta, tindnd cont de relatiile (29) si (30) avem ca

(38)

EYY = HUX, M)® Oy,

(39) ET 2 HYX, M(—Cy— F)) @ Ox(—Cy — (e + 1)F),

. 1 .
iar pentru £ 7 avem sirul exact

— HY(X,M(—F))® Ox(—F) —» E{"? -

(40) — HY(X, M(~Cy)) ® Ox(~Cy — eF) —
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Din conditiile (35)), (36) si (39) obtinem

B =2 HYX M)® Ox = Ox @ Oy,

EY = HY(X,M)® Ox =0,

E)? =~ H2(X, M) ® Ox =0,

E;Q’q = Hq(X, M(—CO — F)) @ O)((—C() — (6 =+ 1)F) =0, (V)q < {07 172}'

Din sirul exact Q) si H1(X, M (—Cy)) = HY(X, M(—F)) = 0 deducem
E; " =0,(V)q € {0,1,2}.

Astfel, sirul spectral la nivel de E; are reprezentarea din figura 3l

g

oo | o
oo o

0,0
0o | o |g b

FIGURA 3. §irul spectral Beilinson la nivel de F;

Cum E2Y = M pentrup + ¢ = 0si E2? = E7"? deducem ca
M= E" >~ 05 @ Ox.
]

Corolarul 3.19. Fie M un fibrat vectorial de rang doi pe suprafata Hirzebruch
X = %, avind clasele Chern c¢;(M) = 0,co(M) = 0 si care indeplineste condi-
tiile h* (M) = (M (—Cy)) = h°(M(—F)) = 0. Atunci M este strict semistabil
fatd de orice fibrat amplu pe X.

DEMONSTRATIE. Se aplicd propozitia 3.18/si corolarul [1.29. O

Propozitia 3.20. Fie M un fibrat vectorial de rang doi pe suprafata Hirzebruch
X = X, avind clasele Chern ¢y (M) = —Cy — (e + 1) F, co( M) = 1. Atunci

M =0Ox(—F)® Ox(—Cy — eF)
dacd si numai dacd

(41) hO(M) = 0.
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DEMONSTRATIE. (=) Implicatia directa este evidenta.
(<) Vom arita cd daca este indeplinita conditia (&I)) din ipotezd, atunci

B(M) = R2(M) = 0,

hO(M(—Cy)) = h*(M(—Cp)) = 0, h'(M(-Cy)) = 1,
W(M(=F)) = h*(M(-F)) = 0,h' (M(-F)) =1,

W (M(=Cy— F)) = h'(M(=Cy — F)) = h*(M(~Cy — F)) = 0.

Pentru aceasta, vom calcula clasele Chern ale fibratelor M (—Cj), M (—F) si
M(—Cy — F), tinand cont ca ¢; (M) = —Cy — (e + 1) F, co(M) = 1. Obtinem

(42)

Cl(M(—C())) = —-3C,— (6 + 1)F, CQ(M(—C())) = 2—e,

ci(M(—F)) = —Co—(e+3)F, co(M(—F)) = 2,

Cl(M(—C()—F)) = —30()— (6+3)F, CQ(M(—C()—F)) = b—e.
Aplicand Riemann-Roch gasim

V(M(=Cy— F) =0, \(M(~F)) = —1.
Lema aplicatd fibratului M cu h(M) = 0 si divizorului
D e {Cy, F,Cy+ F}
conduce la
(44) (M (=Cy)) = W'(M(=F)) = h*(M(~Co — F)) = 0.

Cum (M) = —Cy — (e + 1)F rezulta ca det(M) = Ox(—Cy — (e + 1)F), de
unde M* = M(Cy + (e + 1)F). Atunci

W2(M) = hO(M*(K)) = h*(M(=Co = F)) =0,

2 (M(—Co)) = h’(M*(K + Cy)) = h°(M(—F)) =0,

WA(M(=F)) = h(M*(K + F)) = h°(M(-Cy)) =0,

R*(M(—Cy— F)) = h°(M*(K + Cy+ F)) = k(M) = 0.

Din (@1),#3), 44) si (43) se obtin si celelalte patru relatii din (42).

Vom determina termenii E7"? ai sirului spectral Beilinson pentru fibratul
M,cupe {-2,—1,0}siq € {0,1,2}. Din relatiile (39), Q) si (42) obtinem
EYY = HUX M)® Ox =0,
E 2 2 (X, M(—Cy— F)) ® Ox(—Cy — (e + 1)F) =0,

(45)

pentru orice ¢ € {0, 1,2}. Pentru F; "¢ avem sirul exact

— Hqil(X, M(—Cg)) X OX(—C() — BF) — Hq(X, M(—F)) X O)((—F> —
B
— Hq(X, M(—C()>> X OX(—C() —_>€F> —>;[>q+1(X, M(—F)) X OX(—F) — .
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Cum h'(M(=Cp)) = h*(M(=F)) = 0, K" (M(—Cy)) = h'(M(=F)) = 1 din
@2) deducem ci E; "' se gaseste in sirul exact

(46) 0— Ox(—F) = E;"' = Ox(=Cy — eF) — 0.
Dar extinderile de acest tip sunt parametrizate de
Ext'(Ox(=Cy — eF),Ox(—F)) = H' (X, 0x(Cy + (e — 1)F)).
Aplicand lema (3.17) avem cd
HYX,0x(Cy+ (e —1)F)) = H' (P, Opi (—e — 1) @ O (—1)) = 0,
deci sirul exact (46) scindeaza si, prin urmare,
BV 2 Ox(—F)® Ox(~Cy — eF).

Astfel, sirul spectral la nivel de E; are reprezentarea din figura @l

g

o [£"*] o
0 E;“ 0
-1,0
0 [E, 0 p

FIGURA 4. §irul spectral Beilinson la nivel de E;

Cum E%? = M pentru p+ g = 0si E:¢ = E7"? deducem cd
M= E " 2 Ox(=F) @ Ox(—Cy — eF).
L]

Corolarul 3.21. Daci M este fibrat vectorial de rang doi pe suprafata Hirzebruch
X =Y., avind clasele Chern c;(M) = —Cy — (e + 1) F, co(M) = 1 i h°(M) = 0,
atunci M este instabil fatd de orice fibrat amplu pe X.

DEMONSTRATIE. Se aplicd propozitia 3.20/si corolarul [1.29. O

Propozitia 3.22. Fie M un fibrat vectorial de rang doi pe suprafata Hirzebruch
X = X, avind clasele Chern ¢y (M) = —F, co(M) = 0. Atunci

M=0x D Ox(—F)
dacd si numai dacd

(47) Y (M(=Cy)) = h'(M(~F)) = h'(M) = 0.
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DEMONSTRATIE. (=) Deoarece M(—Cj) = Ox(—Cy) ® Ox(—Cy —
M(—F) = Ox(=F) @ Ox(—2F) rezulta cd h°(M(—Cy)) = hO(M (- F))
Pe de altd parte, din lema B.I7 rezultd cd H'(X,Ox) = H°(P!, Op1(—2)) =
si HY(X,Ox(—F)) = H(P!, Op:(—3)) = 0, ceea ce conduce la h'(M) = 0.
(<) Pentru inceput vom ardta cd daca este indeplinita conditia (7)) atunci

(M) = 1,() =0

e

si
0.
0

(48) h'(M(=Cy)) = h*(M(—Cy)) =
W (M(=F)) =1, (M(-F)) =0,
W (M(=Cy — F)) = h"(M(~Cy — F)) = h*(M(~Cy — F)) = 0.

Stiind cd ¢ (M) = —F, co(M) = 0, putem determina clasele Chern ale fibrate-
lor M (—Cy), M(—F) si M(—Cj — F'). Obtinem

(—

(=

( O())) = —20() — F, CQ(M(—O())) = 1- e,
ci(M(—F)) = —3F, co(M(—F)) = 0,
( ( O() )) = —200 —3F, CQ(M(—O()— F)) = 3—e.
Aplicand Riemann-Roch gdsim
xX(M) =1,

(M(=Cp)) =0,
W(M(=Co = F)) = 0, x(M(=F)) = —1.

Lema [3.T6 aplicata fibratului M (—Cp) cu h°(M(—Cp)) = 0 si divizorului
D € {Cy+ (e + 1)F, (e + 1)F,Cy + eF, eF}

(49)

conduce la
50 RO (M(—2Cy — (e + 1)F)) = h°(M(—Cy — (e + 1)F)) = 0,
OO po(M(=20) — eF)) = WM (—Cy — eF)) = 0.
Cum ¢ (M) = —F rezultd ca det(M) = Ox(—F), de unde M* = M(F).
Atunci, din dualitatea Serre si relatiile (5Q) rezulta
hQ( ) = hO(M*(K)) = h(M(-2Cy — (e + 1)F)) =0,
51) h?(M(—Cy)) = B°(M*(K + Cp)) = h*(M(=Co — (e + 1)F)) = 0,
OV p2(u (F) = HOI(K + ) = POIC2C) - eF) =
W (M(=Cy — F)) = hY(M*(K + Co + F)) = hO(M(~Cy — eF)) = 0.
Din @7),d9), (Hﬂ) si (51)) se obtin si celelalte patru relatii din (48).

Vom determina termenii E}"? ai sirului spectral Beilinson pentru fibratul
M,cupe {-2,—1,0}siq € {0,1,2}. Din relatiile (39), (40Q) si (48) obtinem
E%O = OX7
El_l,l g(QX(_F’)?
EPT = 0,9(p,q) ¢ {(0,0), (=1, 1)}.

Astfel, sirul spectral la nivel de E; are reprezentarea din figura 5l
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0,0

p

FIGURA 5. §irul spectral Beilinson la nivel de E;

Cum ELY = M pentrup + g = 0 si E2? = EV% deducem c3 avem extin-
derea
0—>0x > M— Ox(—F)—0,
care scindeazd deoarece
Ext'(Ox(—F),0x) =2 H'(X, Ox(F)) = H'(P*, Op1(—3)) = 0

(ultimul izomorfism se obtine din lema 3.17).
In concluzie, M = Ox ® Ox(—F).
[]

Corolarul 3.23. Fie X = X, o suprafatd Hirzebruch si M un fibrat vectorial de
rang doi pe X, avind clasele Chern c1(M) = —F,co(M) = 0 si care indeplineste
conditiile h'(M (—Cy)) = h®(M(—F)) = h'(M) = 0. Atunci M este instabil fat
de orice fibrat amplu pe X.

DEMONSTRATIE. Se aplica propozitia3.22]si corolarul [1.29 O]

Propozitia 3.24. Fie M un fibrat vectorial de rang doi pe suprafata Hirzebruch
X = 3. avind clasele Chern ci(M) = —Cy — (e + 2)F, co(M) = 1. Atunci

M = Ox(—F) S5 O)((—C() — (6 + 1)F)
dacd si numai dacd
(52) (M) = h'(M(—Cy — F)) = h*(M(—F)) = 0.

DEMONSTRATIE. (=) Se demonstreaza imediat prin calcul direct, duali-
tate Serre si lema B.17.
(<) Primul pas constd in a ardta cd dacd au loc egalitatile din (52) atunci

W (M) = h3(M) = 0,

(53) BO(M(=Ch) = ' (M (=Co)) = h*(M(=Cp) =0,
(M (=F)) = 0,h1(M(=F)) = 1,
WO(M(—Cy— F)) = 0, R2(M(—Cy — F)) = 1.
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Pentru aceasta, determindm mai intai clasele Chern ale fibratelor M (—Cj),
M(—F)si M(—Cy — F). Obtinem

Cl(M(—C())) = —-3C,— (6 + 2)F, C2<M(_CO)) = 3 —e,

a(M(—F)) = —Co—(e+4dF, co(M(—-F)) = 2,

a(M(—=Cy—F)) = =3Cy—(e+4)F, co(M(—Cy—F)) = 6—e,
Aplicand Riemann-Roch gdsim

(M (=Co— F)) =1, x(M(~F)) = —1.
Lema aplicatd fibratului M cu h(M) = 0 si divizorului
D € {Cy,F,Cy+ F}
conduce la
(55) W (M(=Cy)) = h'(M(=F)) = B (M(=Cy — F)) = 0.
Cum ¢ (M) = —Cy — (e + 2)F rezulta ca det(M) = Ox(—Cy — (e + 2)F), de
unde M*(K) = M(—C)). Atunci, din dualitatea Serre si relatiile (55) rezulta
h2(M) = h®(M*(K)) = h*(M(-Co) =0,
hA(M(—Cy)) = RO (M*(K + Cp)) = h°(M) = 0.
Din (52),(54), (BY) si (56) se obtin si celelalte patru relatii din (53).

Vom determina termenii E7"? ai sirului spectral Beilinson pentru fibratul
M,cupe {-2,—1,0}siq € {0,1,2}. Din relatiile (39), Q) si (53) obtinem
Efl,l = OX(_F)7
E % = Ox(=Cy— (e+1)F),
E?q =0,¥(p,q) € {(—1,1),(-2,2)}.
Astfel, sirul spectral la nivel de E; are reprezentarea din figura[6l

(56)

|9

Eiz,z 0 0
-1,1
0 | & 0
0 0 0 P

FIGURA 6. §irul spectral Beilinson la nivel de E;

Cum ELY = M pentrup + g = 0si E2? = EV"? deducem cad avem extin-
derea
0= Ox(—F)—> M — Ox(—Cy—(e+1)F) =0,
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care scindeaza deoarece
Ext'(Ox(—Cy — (e + 1)F),Ox(—F)) =2 H' (X, Ox(Cy + eF))
si, din lema[3.17,
HY(X,0x(Cy+eF)) = H' (P!, Opi(—e — 2) @ Op (—2)) = 0.

In concluzie, M = Ox(—F) ® Ox(—Cy — (e + 1)F).
[

Corolarul 3.25. Fie X = X, o suprafati Hirzebruch si M un fibrat vectorial de
rang doi pe X, avind clasele Chern ci(M) = —F, co(M) = 0 si care indeplineste
conditiile h°(M(—Cy)) = h°(M(—F)) = h*(M) = 0. Atunci M este instabil fati
de orice fibrat amplu pe X.

DEMONSTRATIE. Se aplicd propozitia3.24si corolarul [1.29. ]

Propozitia 3.26. Fie M un fibrat vectorial de rang doi pe suprafata Hirzebruch
X = 3. avind clasele Chern ¢y (M) = —Cy — (e + 1) F, co(M) = 0. Atunci

M=0x ®Ox(—Cyo—(e+1)F)
dacd si numai dacd
(57) W(M(=Cy)) = h*(M(~F)) = h'(M) = 0.

DEMONSTRATIE. (=) Implicatia directa se obtine imediat prin calcul di-
rect, dualitate Serre si lemaB3.17
(<) Reciproc, vom ardta mai intdi ca daca este indeplinitd conditia (57)) atunci

hO(M) = 1,h*(M) = 0,

(M(
G p(M(=F)) = R(M(~F)) =0,
RO (M(—=Cy— F)) =h(M(—Cy— F)) =0,h*(M(—=Cy — F)) = 1.

Cum ¢; (M) = —Cy— (e+ 1)F,co(M) = 0, deducem ca

Cl(M(—C()>> = —-3C)— (6 + 1)F, CQ(M(—C()>> = 1—e,

cl(M(=F)) = —Co—(e+3)F, c(M(-F)) = 1

Cl(M(—C() - F)) = —300 - (6 + S)F, CQ(M(—CO - F)) = 4 —e.
Aplicand Riemann-Roch gasim

X(M(=Cy—F)) =1, x(M(=F)) = 0.
Lema[3.16aplicata fibratului M (—Cy)) si divizorului D = F conduce la
(60) R (M(—Cy— F)) = 0.
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Cum ¢ (M) = —Cy — (e + 1)F rezultd ca det(M) = Ox(—Cy — (e + 1)F), de
unde M* = M(Cy + (e + 1)F). Atunci, din ipoteza, dualitate Serre si relatia

60) rezulta

(M) = KM (K)) = H(M (~Co— F)) =0,
@ MOCO) = ROL(K + Co) = BOI-F) =0,
WM (=F)) = KM (K + F)) = K(M(~Cy)) =
RI(Co - F)) = (K + Gy + ) = 1800 =0

Din (&7),(®9), (€0) si (61) se obtin si celelalte patru relatii din (G8).
Relatiile (39), @0) si (58) dau termenii E}"? ai sirului spectral Beilinson:

E%O = OX7
E7? 2 0x(=Ch— (e +1)F),
EPT =0,¥(p,q) ¢ {(0,0),(-2,2)}.

In figura [ este reprezentatd forma sirului spectral Beilinson la primul nivel.
Cum E2?= M pentrup + q = 0si E:? = E"? deducem ca M se gdseste
in extinderea

0—=>0x —>M—Ox(—Cy—(e+1)F)—0,
care scindeaza deoarece
Ext'(Ox(—Cy — (e + 1)F), Ox) & HY(X, Ox(Cy + (e + 1)F)),
iar din lema 3.7 avem
HY(X,0x(Co+ (e +1)F)) = HY (P, Opi(—e — 3) ® Op:1(—3)) = 0.
In concluzie, M = Ox ® Ox(—Cy — (e + 1)F).

|9
Ei2,2 0 O
o|lo | o
o | o |£&° )

FIGURA 7. §irul spectral Beilinson la nivel de F;

]

Corolarul 3.27. Fie X = X, o suprafatd Hirzebruch si M un fibrat vectorial de
rang doi pe X, avind clasele Chern ¢;(M) = —Cy — (e + 1) F, co(M) = 0 si care
indeplineste conditiile h°(M(—Cy)) = h°(M(—F)) = R} (M) = 0. Atunci M este
instabil fatd de orice fibrat amplu pe X.
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DEMONSTRATIE. Se aplicd propozitia3.26lsi corolarul [1.29. ]

Observatia 26. Mentionam cd acestea sunt singurele cazuri care pot fi obti-
nute din analiza primului nivel al sirului spectral Beilinson. Pentru a obtine
alte situatii se impune o analizd mai find, implicdnd In aceasta si diferentia-
lele sirului spectral.

Reunind rezultatele obtinute in propozitiile B.18|, B.20, 3.22, 3.24], 3.2,

putem enunta urmatoarea teorema:

Teorema 3.28. Fie X = ¥, o suprafatd Hirzebruch si M un fibrat vectorial de rang
doi pe X. Atunci
(i) M = Ox & Ox dacd si numai dacd
ci(M) =0, c3(M) = 05i K*(M(=Cy)) = h*(M(-F)) = h'(M) = 0.
(ii) M = Ox(—F) ® Ox(—Cy — eF') dacd si numai dacd
Cl(M) = —CO — (6 = 1)F, CQ(M) =1 §l hO(M) = 0.
(iii) M = Ox @ Ox(—F) dacd si numai daci
(M) = —F,co(M) = 0si h°(M(—Cp)) = h®(M(—F)) = h'(M) = 0.
(iv) M = Ox(—F) & Ox(—Cy — (e + 1)F) dacd si numai dacd
Cl(M) =—Cpy— (6 = Q)F, CQ(M) =1 §l
hO(M) = h*(M(—=Cy — F)) = h*(M(—F)) = 0.
(v) M = Ox ® Ox(—Cy — (e + 1)F) dacd si numai dacd
Cl(M) =—Cy— (6 -+ 1)F, CQ(M) = O§l
RO(M(=Cy)) = KO(M(=F)) = k(M) = 0.

4. Fibrate vectoriale cu clase canonice

In aceastd sectiune vom studia cateva proprietati ale fibratelor vectori-
ale de rang doi pe suprafete Hirzebruch, avand clasele Chern egale cu ale
fibratului cotangent Q%. Vom studia, pentru inceput, forma sirului spectral
Beilinson pentru Q) si vom ardta cd QY reprezintd coomologia unei monade.
Vom determina apoi o conditie necesard ca un fibrat cu clasele Chern cano-
nice sd reprezinte coomologia unei monade de acelasi tip cu cea determinatd
de %, iar spatiul fibratelor ce Indeplinesc aceastd conditie necesard il vom
nota cu V(Q%). Vom gisi apoi care dintre monadele implicate in aceasta co-
respondentd conduc la fibrate izomorfe. Mentiondm cd tehnicile cu monade
sunt frecvent folosite pentru descrierea diverselor spatii de moduli de fibrate
vectoriale (vezi, spre exemplu, [Ho77], sau [OSS80]). In final vom de-
monstra ca spatiul V(Q2}) este ireductibil, ardtand ca orice fibrat al siu este
prioritar.

Vom defini, mai intai notiunile de fibrat cu clase canonice si monada.
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Definitia 3.29. Si considerdm X = X, o suprafatid Hirzebruch si V un fibrat vec-
torial de rang 2 pe X. Vom spune ci V este fibrat cu clase canonice pe X dacd are
clasele Chern egale cu ale fibratului cotangent, adicd

Cl(V) = Cl(Q}() = KX = —200 — (6 + 2)F,

C2<V> = CQ(Q}() = 4.

Monadele au fost introduse pentru prima datd de Horrocks, aratand ca
orice fibrat vectorial pe P reprezintd coomologia unei monade de tipul

0— @Z’OPS(CLZ') — @j@pﬁ(bj) — @kOIPB(Ck) — 0.

Au aparut in diferite contexte in geometria algebricad si sunt foarte utile atunci
cand se doreste construirea unor fibrate vectoriale cu anumiti invarianti pre-
cum rang, determinant sau clase Chern.

Definitia 3.30. Fie X o varietate compacti complexd.
(a) Numim monada pe X un complex

05 ASBYC S0

de fibrate vectoriale, care este exact in A si C, iar Im(a) este subfibrat al lui B.
(b) Fibratul vectorial
V = ker(b)/Im(a)
se numegte coomologia monadei.
(c) Prin morfism de monade se infelege un morfism de complexe.

De asemenea vom avea nevoie de extinderea naturald a lui Q7
(62) 0 — Ox(=2F) = QY — Ox(—2Cy — eF) — 0.

Observatia 27. Extinderea (62) coincide cu extinderea (31) din sectiunea2.1.11
Intr-adevir, din extinderea (62) deducem ca Qﬁ( IF = Opt @ Op1(—2), deci
d = 0sid = —2. Prin aplicarea lui 7, aceleiasi extinderi si tindnd cont ca
1.0x(—2F) & Op(—2), respectiv m.Ox(—2Cy — eF') = 0, obtinem m,. Q% =
Op1(—2). Atunci r = deg 7,.Q% = —2, iar ' = —e din calculul claselor Chern.

Reamintim din sectiunea .4 cd dacd V' este fibrat vectorial de rang arbi-
trar pe X obtinem un sir spectral convergent la V:

V dacap+q=0

P4
(63) B = { 0 altfel,

unde E}"? = 0 dacd p ¢ {—2,-1,0} sau ¢ ¢ {0, 1,2}, iar pentru orice ¢ €
{0,1, 2}, ceilalti termeni ai sirului spectral sunt dati prin:
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(64) EY9~ HYV)® Oy,
(65 E;= HI(V(—Cy— F)) @ Ox(=Cy — (e + 1)F),
(66) HIV(—=F))® Ox(—F) = E; " — HY(V(=C))) ® Ox(—Cy — eF).

Mentiondm cd, pentru simplificarea scrierii, notdim cu H'(F) := H'(X, F)
pentru coomologia unui fascicul F pe suprafata Hirzebruch X. Dacd va fi
vorba de coomologia pe un alt spatiu, acesta va fi specificat.

Pentru determinarea termenilor sirului spectral in cazul V' := Q} vom
tine cont cad V' = V* ® Kx si vom utiliza extinderea (62). Cum

H(Ox(—2F)) = H'(Ox(-2Cy — eF)) = 0,
deducem din (62) c& H'(V) = 0, iar apoi
H* (V)2 HY(V* @ Kx) = HY(V) = 0.

Din (64) rezulti £ = E}"* = 0. Prin tensorarea cu Ox(—Cy — F) a sirului
exact (62) obtinem

0= Ox(—=Cy—3F) = V(=Cy—F)— Ox(=3C; — (e+1)F) — 0.
Cum H°(Ox(—Cy — 3F)) = H°(Ox(-3Cy — (e + 1)F)) = 0, deducem c&
H(V(=Cy — F)) = 0. Folosind (65) gisim E; >’ = 0. Pe de alti parte,
H*(V(-Cy—F))=H(V*®@Kx®Ox(Cy+ F)) = H'(V(Cy+ F)). Tensorand
in (62) cu Ox(Cy + F) obtinem sirul exact

O%OX(CO—F) — V(00+F> —>Ox(—Co— (6— 1)F> — 0.

Dar H(Ox(—Cy — (e — 1)F)) = 0 = H*(Ox(Cy — F)) (ultima egalitate are
loc deoarece (Cy — F)* = —e — 2 < —¢), de unde H*(V(Cy + F)) = 0. Atunci
H*(V(=Cy—F)) = 0, deci E; >* = 0. Pentru calculul termenilor E; "’ si E; '
tinem cont cé se afla in sirurile exacte (conform (66)

H(V(=F)) ® Ox(~F) = E; " = H'(V(=Cy)) © Ox(=Cy — eF),
respectiv

HX(V(=F)) ® Ox(—F) = E; "> = HX(V(=Cy)) ® Ox(—Cy — eF).
Se arata la fel ca in cazurile tratate cd

H(V(=F)) = H'(V(=Cy)) = H*(V(=F)) = H*(V(~Cy)) = 0,
de unde rezulti ci F; ¥ = E;"? = 0. Ca o scurti recapitulare, am obtinut
pana acum
EPY = EP? = 0,¥p € {—2,—1,0}.
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Pentru calculul lui E)' =
PIX), 129(X) = ()
Rezultd "' = 0F2.
Pentru calculul lui E; *' = HY(V(=Cy— F)) ® Ox(—Cy— (e+1)F) tinem cont
de faptul cd °(V(=Cy — F)) = h*(V(—=Cy— F)) = 0si x(V(—=Cy — F)) = —e
(prin calcul). Obtinem E; > = Ox(—Cy — (e + 1)F)®°
Pentru calculul lui ;"' tinem cont de (6) si de faptul cd H'(V(—Cp)) =
H*(V(—F)) = 0. Deducem ci E; "' se gaseste in sirul exact
(67)
0— HY(V(=F))® Ox(~F) — B "' — HY(V(~Cp)) ® Ox(—Cy — eF) — 0.
Prin calcul obtinem x(V(—F)) = =2 si x(V(—-Cy)) = —e — 2. Deoa-

rece W(V(=F)) = ROV (=Cy)) = W*(V(=F)) = h*(V(=Cy)) = 0, rezultd
RY(V(=F)) =2si h}(V(=C))) = e + 2. Pe de altd parte

Ext! (H'(V(=Cp)) © Ox(=Co — eF), H'(V(~F)) ® Ox(~F)) =

= H'(V(=Cy)) @ H'(V(~F)) @ Ext' (Ox(~Co — eF), Ox(~F)).

Cum Ext'(Ox(—Cy — eF),Ox(—F)) = HY(Ox(Cy + (e — 1)F)) si aplicand
propozitiaB.I17 pentrua = 1si b = e — 1, deducem ca

Eth(Ox(—C() - €F), O)((—F)) = 0.
Inseamnd ci sirul (67) este scindat, deci
B 2 Ox(=F)P2 @ Ox(—Cpy — eF)™et?),

Drept urmare, diagrama la nivel de E; are forma celei din figura [§] iar dife-

H! ( ) ® Ox tinem cont cd h'(V) = rl(Q}) =
= 0si B?%(X) + hHH(X) + BP3(X) = bo(X) = 2.

g

0 0 0
21| 11 01
E, E, E,
0 0 0 p

FIGURA 8. Sirul spectral la nivel de F;

rentialele ¢ : EP'¢ — EP™1% dau complexul
1 1 1 P
B 11 b
B S BV S ED

Fie K = kera, L = kerb/Ima si M = cokerb. Diagrama la nivel de E, este
prezentatd in figura [0l
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p

FIGURA 9. Girul spectral la nivel de E,

Diferentialele @5 ¢ : E'9 — EZ™ 9! sunt toate nule si atunci

E*'=K EM =L, E% =M.

oo

Din (63)) deducem ca
K=M=0 si L=V

Acest fapt nu semnifica altceva decat ca
_ 1,1 b
0—E ' S EM S EN S50

este 0 monadd, a carei coomologie este V.
Am obtinut astfel urmatorul rezultat

Propozitia 3.31. Q% reprezintii coomologia unei monade

(M) 05A%BAC =0,

unde A = Ox(~Co — (e + DF)*, B = Ox(~F) @ Ox(~Cy — eF)**,
C =0

Notdm cu M (Q}) multimea monadelor de tipul celei din propozitia B.31]
Conditia necesard ca un fibrat vectorial V' de rang doi pe X, cu clase Chern
canonice si reprezinte coomologia unei monade din M(Q},) este exprimata
in propozitia urmadtoare:

Propozitia 3.32. Fie V un fibrat de rang doi, cu clase canonice pe X, astfel incit
HY(V(Cy+ F)) = 0. Atunci V reprezintd coomologia unei monade din M ().

DEMONSTRATIE. Pentru a obtine concluzia e suficient sa aratam ca terme-
nii sirului spectral £} pentru fibratul V' sunt aceeasi cu cei gasiti in demon-
stratia propozitieiB.3Tpentru Q. Acest lucru este echivalent cu a demonstra
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urmatoarele anulari:

HOV) = HX(V) =0,

H'(V(-Cy—F)) = H*(V(-C, — F)) =0,
H'(V(-Cy)) = H*(V(-Cy)) = 0,
HY(V(=F)) = H*(V(-F)) =0,

HO(V(CO + F)) = 0.

Vom ardta cd ipoteza H*(V(Cy + F)) = 0 le implicad pe toate celelalte. Sa
observam pentru inceputca V = V*(Kx).

Din sirul exact 0 - Ox — Ox(Cy + F) — ..., prin tensorare cu V si
trecere la girul lung de coomologie obtinem 0 — H°(V) — HY(V(Cy+ F)) —,
care conduce la H°(V) = 0.

Din dualitatea Serre,

H* (V)= H(V*(Kx)) = H(V) = 0.
Din sirul exact
0— Ox(—C() — F) — OX — OCO—i—F — 0,

prin tensorare cu V, trecere la sirul lung de coomologie si H'(V) = 0, dedu-
cem cd H(V(—Cy — F)) = 0.

ApOi, H%V(—Cg — F)) = HO(V*(KX + Co + F)) = HO(V(C() + F)) = 0.

Din sirul exact 0 — Ox(—Cy) — Ox — O¢, — 0, prin tensorare cu V'
si trecere la sirul lung de coomologie, deducem cd H°(V(—Cj)) = 0. Analog
HY(V(=F))=0.

Dinsirulexact0 — Ox(—F) - Ox — Op — 0, prin tensorare cu V (—Cj)
si trecere la sirul lung de coomologie obtinem sirul exact

— H*(V(=Cy— F)) = H*(V(-=Cy)) = H*(V(=Co)r) — -

Cum H*(V(—Cy — F)) = H*(V(—Co)|p) = 0, deducem H?*(V(—Cy))) = 0.
Analog se aratd cd H*(V(—F))) = 0, ceea ce incheie demonstratia.
]

Pentru a stabili care dintre monadele din M (%) conduc la fibrate izo-
morfe avem nevoie de urmadtoarea lemd, a carei demonstratie poate fi gasitad

in [OSS80].

Lema 3.33. Fie £ = H(M), E' = H(M’) fibrate ce reprezintd coomologia a doud
monade

(M) : 05ASBSHC—=0

M)+ 0-ASB Lo o
peste o varietate complexi X. Aplicatia

h : Hom(M, M") — Hom(FE, E')
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care asociazd fiecarui omomorfism de monade omomorfismul indus intre coomologiile
lor este bijectivd dacd urmdtoarele ipoteze sunt satisficute:

Hom(B, A") = Hom(C, B") = 0,
HY(X,B*® A') = H\(X,C* © B)
HY (X, C*® A) = H*(X,C*® A

0,
0.

Vom aréta cd pentru monadele din M () sunt indeplinite ipotezele le-
mei. Considerdm doud monade (M) si (M’) din M(Q)

(M) © 05A%5B5C—=0
M)« 0-A5BSC o0,
unde
A= Ox(—Co — (6 + 1)F>®e,
B = Ox(—F)® @ Ox(~Cy — eF)®+2),
C =0
Cum

HOIH(OX(—F), Ox(—C() — (6 + 1)F)) = HO(O)((—CO — QF))
HOIH(OX(—C() — QF), O)((—C() — (6 + I)F)) = HO(OX(—F))
respectiv

9

0
0

9

HOIH(OX, O)((—F)) = HO(O)((—F)) = O,
HOHl(O)(, Ox(—C() — QF)) = HO(O)((—CO — BF)) = 0,

deducem ca
Hom(B, A) = Hom(C, B) = 0.
In fiecare dintre fibratele B* ® A, respectiv C* ® B, apar exact doud compo-
nente distincte (aceleasi in ambele situatii): Ox(—Cy — eF') si Ox(—F). Cum
HO(Ox(—O() - GF)) = HO(O)((—F>) = O,
HQ(O)((—CO - BF)) = HO(O)((—CO - QF)) = 0,
HQ(O)((—F)) = HO(O)((—2C() — (6 + I)F)) =0,
X(Ox(—=Cy—eF)) = 5(=Cy — eF)(Cy+ 2F) + 1 =0,
X(Ox(—=F)) =3(-F)(2Cy+ (e+ 1)F)+ 1 =0,
obtinem ca
HY (X, B*® A) = H'(X,C*® B) = 0.
Fibratul C* ® A are o componenta distinctd: Ox(—Cy — (e + 1)F). Cum
HO(O)((—CO — (6 + I)F)) =0,
H*(Ox(=Cy — (e + 1)F)) = H*(Ox(=Cy — F)) =0,
X(Ox(=Co— (e + 1)F)) = 5(=Co — (e + NF)(Co+ F) + 1 =0,
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gasim ca

HY (X, C*® A)= H*(X,C*® A) =0,
ceea ce incheie verificarea ipotezelor lemei. In concluzie, avem
Propozitia 3.34. Aplicatia

h : Hom(M, M") — Hom(E, E)

care asociazd fiecdrui omomorfism de monade din M(QL,) omomorfismul indus intre
coomologiile lor este bijectivi.

Notam cu V() spatiul fibratelor vectoriale V de rang doi pe suprafata
Hirzebruch X, cu clase canonice si avand proprietatea H°(V(Cy + F)) = 0.
Faptul ca acest spatiu este nevid este surprins in urmadtoarea propozitie:

Propozitia 3.35. QL. € V(QL). In particular, V(QL) # 0.

DEMONSTRATIE. Nu avem de arédtat decat cd H(X, QL (Cy + F)) = 0.
Pentru aceasta utilizam sirul exact (62)

0 — Ox(=2F) = QY — Ox(—2Cy — eF) — 0.
Prin tensorare cu Ox (Cy + F), trecere la sirul lung de coomologie si faptul ca
HO(X,0x(Co — F)) = 0= H(X, Ox(~Cy — (e — 1)F))
(prima egalitate avand loc deoarece (Cy — F)? = —e — 2 < —e), deducem c&
HY(X,Q%(Co+ F)) = 0.
O

De asemenea, vom ardta cd V(2% ) este spatiu ireductibil demonstrand c&
orice fibrat al siu este prioritar. Ireductibilitatea lui V(2}) va rezulta imediat
dintr-un rezultat al lui Walter, pe care il vom enunta in cele ce urmeaza si
a cdrui demonstratie poate fi gasitd in [Wa93]. Reamintim intai notiunea de
tibrat prioritar:

Definitia 3.36. Un fibrat V se numeste prioritar daci Ext*(V,V(—F)) = 0.
Rezultatul lui Walter este urmatorul:

Propozitia 3.37. Fie 7 : S — C o suprafatd birationald riglatd. Presupunem
cir > 2, ¢4 € NS(S) si co € Z sunt dati. Atunci stack-ul Priorg(r, c1,c2) al
fasciculelor pe S, prioritare, de rang r si clase Chern c;, ¢ este neted si ireductibil.

Cu ajutorul acestei propozitii putem demonstra teorema:

Teorema 3.38. Spatiul V(QY) al fibratelor vectoriale V' de rang doi pe suprafata
Hirzebruch X, cu clase canonice gi avind proprietatea H(V (Cy + F)) = 0 este
ireductibil.
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DEMONSTRATIE. Vom ardta ci orice fibrat din V(2}) este prioritar. Con-
cluzia rezultd apoi din propozitia 3.37. Din sectiunea 2.1.1lrezultd existenta
invariantilor numerici d si r, precum si ( C X local intersectie completa 0-
dimensionald astfel incat V' se gdseste in extinderea

(68) 0=L =V =>L®I —0,

unde Ly = Ox(dCy+rF), Ly = Ox(—(d+2)Coy—(e+2+7)F) sid > —(d+2),
adica d > —1. Pentru ¢ avem sirul exact

(69) 0—=Zr = Ox = O — 0.
Din (68) obtinem, pe de o parte, sirul lung al Ext-urilor
(70)  — Ext}(Ly @ I¢, V(—F)) — Ext*(V, V(= F)) — Ext*(Ly, V(—F)) -,
iar prin tensorare cu Ox(—F) sirul exact

0— Li(—F) = V(=F) = Ly(—F)®Z; — 0,
care conduce la sirul exact al Ext-urilor
(71) — Ext*(Ly, Li(=F)) — Ext*(Ly, V(=F)) = Ext*(Ly, Lo(—F) @ I;) — .
Cum

Ext*(Ly, L1(—F)) = H*(X,0x(—F)) = H(X, Ox(—2Cy — (e + 1)F)) = 0
gasim ca
(72) Ext?(Ly, Li(—F)) = 0.
Din (&9) prin tensorare cu Ly(—F) obtinem sirul scurt exact
0— Ly(—F)®@Z; = Lo(—F) = Or — 0,
care conduce la sirul lung al Ext-urilor
(73)  — Ext'(L1,0;) = Ext*(Ly, Lo(—F) @ Ip) — Ext?(Ly, Lo(—F)) — .
Dar
Ext'(L;,0;) = H' (X,0:) =0

si

Ext?(Ly, Lo(—F)) = H*(X, L' @ Ly(—F)) =

>~ HY(X, Ox(2dCy + (2r + 1)F)) = 0,
deoarece 2r + 1 < 0 (r < —2). Intr-adevir, prin tensorare in 68) cu Ox(Cy +
F), trecere la sirul lung de coomologie si H*(X,V(Cy + F)) = 0 obtinem
HY(X,O0x((d+1)Cy+ (r +1)F)) = 0. Cum d + 1 > O rezultd r + 1 < 0. Din
@3) rezultd Ext*(Ly, Lo(—F) ® Z;) = 0 si combinat cu (72) si (ZI) deducem ca

(74) Ext?*(L, V(—F)) = 0.
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Din (&9) prin tensorare cu Ly obtinem sirul scurt exact
O—>L2®Ic—>L2—>OC—>O,

care conduce la sirul lung al Ext-urilor

(75) — Ext?*(Ly, V(=F)) = Ext*(Ly @ I, V(= F)) — 0,
pentru care stim ca
(76) Ext*(Ls, V(—F)) = H*(Ly' (-F) ® V).

Din (68) prin tensorare cu L, '(—F) obtinem sirul scurt exact
0= Li®@Ly(—F) = V®L(~F)— I,(-F) = 0,
care conduce la sirul lung exact de coomologie
(77) — H*(X,Li@Ly (=F)) —» H* (X, VL, (=F)) = H*(X,T,(-F)) — .
Dar
(78) H*(X, L1 ® Ly (—F)) =2 H'(X, Ox(—(2d + 4)Cy — (2e + 7+ 3)F)) = 0,
iar din (69) prin tensorare cu Ox(—F') rezultd sirul scurt exact
0—=Z(—F) = Ox(—F) = O = 0,
care conduce la sirul lung de coomologie
— HY(X,0) = H* (X, Io(—F)) = H*(X,Ox(—F)) — .

Cum H!(X, O¢) =0si H*(X,0x(—F)) =2 HY(X,0x(—2Cy — (e + 1)F)) =0
deducem

(79) H*(X,Z:(—F)) = 0.

Tinand cont de (72), (78), (Z9) deducem cd H*(L,'(—F)®V) = 0, care impre-
und cu (Z6) conduce la Ext*(Ly, V(—F)) = 0. Combinat cu (75) gasim

(80) Ext?(Ly ® Z¢, V(—F)) = 0.

Din (70), (Z4), (80) obtinem Ext*(V,V(—F)) = 0, adica V este prioritar.
[]

Corolarul 3.39. Fibratul cotangent Q% este prioritar.

DEMONSTRATIE. Se obtine imediat din propozitia 3.35 si teorema [3.38
O]

Observatia 28. Stiind ca spatiul V(QY) este ireductibil si prin prisma rezulta-
tului dat de propozitia [3.34, ne-am putea pune intrebari asupra structurii de
varietate sau a dimensiunii sale, constituind astfel directii noi de cercetare.
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