Teza de doctorat “Reprezentare gradient pentru ecuatii integrale,
continue si cu salturi” cuprinde patru capitole, reunind un numar de
rezultate privind hamiltonieni stochastici, principiul variational global
asociat cu sisteme gradient de control stochastic, precum si un studiu
asupra comportdrii asimptotice si reprezentdrii gradient a solutiilor cad-lag
asociate cu ecuatii diferentiale cu impulsuri.

Capitolul 1

Cuprinde notiuni generale privind sistemele gradient asociate cu
algebre Lie finit dimensionale, notiuni de teoria proceselor stochastice si
intregralei stochastice. Sunt prezentate, de asemenea, rezultate cunoscute de
ecuatii diferentiale stochastice—rezultate clasice privind existenta si
unicitatea solutiei folosind integrale stochastice de tip It sau de tip Fisk-
Stratonovici.

Se considera sistemul:
00 T
D—y: Xl-(y),z: 1,m
(1.1) o .
1p(0)= xI VD R
Definitia 1.1.1. a) Prin solutie pentru problema (1.1) se intelege o functie

G( p;x) :D, xV + R" de clasd C', care satisface problema (1.1) pentru

04, 0

orice p:=(t..t,)=7iq 0D,= |'| (-a,a;) si xDV O R", V o mulfime
i
deschisa.

(b)  Sistemul din (1.1) este complet integrabil daca pentru orice
xo 0 R" exista o vecinatate V( xo) 0 R" §i o solutie unica a problemei (1.1),
fie aceasta G(p;x), (P,X)D D, * V(xo), solutie care satisface conditia
G(0;x) = x, x[0 V(xo),

Teorema 1.1.1. (Frobenius in F,). Fie X;0 F,, i=1,m. Sistemul

(1.1) este complet integrabil daca §i numai daca:
HX, X H=0,(0) 4,0 Lm,



S50, 5)- S
plus, orice solutie locala G(P;X), pl D,, xU V(Xo) este data de
G(p;X) - Gl(tl) o...on(tm)(x), unde Gi(I)(x) ese curentul local generat
de X, (F,= C (R".R)),

In numeroase demonstratii se va considera urmitoarea aplicatie :

Fie X un camp vectorial si G(#x) difeomorfismul ce reprezinta

unde BX;, X ;E= X;(y) este paranteza Lie. In

curentul local generat de X, ¢0 (-a.a),y0 D cu D multime deschisa din R".

0y G, 0

Notam H (t; y) e HE(“ y)H . Atunci aceasta aplicatiec este solutia

urmatorului sistem de ecuatii:
0dH D¢
o—I\t,y)=-H(t,y| —|G|t;y)|,t0 | -a,a|,y0 D
. )= -1 2 6(152)) 10 -
HH(0;y) = I,
Cum G('I;G(f;y)) =y si G(sx): G(t;G('t;G(t;X))), prin derivare in
raport cu x se obtin identitatile H(t;y)H('t;G(t;y)) =1,
Alte proprietati ale acestei aplicatii sunt prezentate in:

Lema 1.1.1. Fie date cdmpurile X.X,X,0C (R"R") si G(t,x)
curentul local generat de X,tU (-a;a),y0D, cu D multime deschisa in R".
Atunci sunt adevarate relatiile:

(c1) H{ty)[X%.X](G(ny)) = f (60 x,(G(n]). # (] X, (G(£)E(y) ;
(c2) H{sy)X(G[6))= X(y);
(c3)  H(-:y) X,(G[-1.y)) = (expradX) X,(y).
def def M
Definitia 1.1.2. Fie p = (#,...,t,)0 D,, = |'| (-aa;), yOVDR"
i1
si fie Xj(p;y) 0 R" de clasa C' pentru j=1,....m _ Prin definitie Xj(p;y)

, J=Lm defineste un sistem gradient (sau indeplineste conditia de

integrabilitate a lui Frobenius) daca:
0X; X

(1.7) a—ti’(p;y)- atj"(p;y)= X (s 0., (p0B(»), (0) 4,0 {1,...,m)

unde:



OZ
0y

Teorema 1.1.2. Fie ¥;0 C2(R";R"|, x,0 R", j= Lim, fixati. Atunci

—2(y)Z,(») (paranteza Lie).

exista D, |-| a;,a;), V(xg) 0D R" i Xj(pj;y)D]R”, plD,,

yD V(xo) de clasa Cl, p; = (tl,...,l‘j_l), Xl = YI, astfel incat

d 0 0
(Cl) ﬁ:Yl(y), 0); Xz(tlay)"“’at);:Xm(tl’“"tm‘l;y)
Dox . .0
este un sistem gradient Hv(p],y) HXi(PiQE)an(PiQE)H(J’)a” J% Si

(c,)  G(psx)= Gy(ty)e...0G,(2,,)(x), PO D, y=V(x)
este solufie pentru (1) cu condifia Cauchy ¥(0)= x0V(x)) unde G;(t)x
este curentul local generat de ;.

Am observat inainte ca orice compunere finita de campuri
y(p)=Gt)o...0G,(t,)(x) poate fi asociatd cu un sistem gradient

LR (0], 32 Xl td) s Xy tstyeir), (0] = x5,

4 0, q¢

st solutia sa locala.

Atat solutia cat si sistemul gradient sunt in mod esential legate de

m

n a n n a n
. - R . A m .
proprietatea ca —— ,..., —— sa fie derivari comutative in Der(R ) s
¢ ¢,
n n
aceasta poate fi reconsideratd dacd — , = l,...,m sunt inlocuite de

0t

i
— n o— —_— L P . .
g Der(R ) , (sau g; = g1l F,,i=1,m| necomutativi.
Observatie: Deoarece in capitolul 4 reprezentarea campurilor ce
definesc un sistem gradient va necesita probarea convergentei seriilor

formale 1n topologia determinata de orbitele asociate cu o algebra Lie, este

util sa considerdm algebre Lie de un anumit tip, anume algebrele de tip finit
(local).

Definitie: O algebra Lie A 0 C° (R",R") este de tip finit daca exista

{¥,...Y) O A astfel incat fiecare YO A se poate reprezenta sub forma:



Y(»): flaj(y)Yj(y),

J:
unde a,;0 C* (Rn, R) , j0{L...M} depinzand de y. Multimea { ¥, .., Y};} se
numeste sistem de generatori.
Un caz particular este acela al algebrelor Lie finit generate peste R

( f.g.r sau finit dimensionale), unde ¢; in definintia de mai sus sunt

constante reale.
Definitia 1.2.1. Prin definitie o algebra Lie reala \ se numeste finit

generata peste R ( f .g.r) daca exista [Yl,-.-,Y M} U Ny astfel incat orice
M
YO N admite reprezentarea Y :z a;Y; cu a;0R unic determinati,
7
depinzind de Y ;{ Y,...Y M} un sistem de generatori.
Cum s-a vizut deja, o algebrd Lie A finit dimensionald, A U F}

(sau DGT(R")) poate fi asociatd cu algebra Lie a campurilor vectoriale

analitice. In general, noua algebrad Lie nu mai este finit dimensionala, dar
poate fi caracterizatd folosind un sistem global de generatori cu conditia ca
spatiul R al coeficientilor sa fie inlocuit cu spatiul functiilor analitice

c*(R™:R|.
Prin orbita a algebrei A intelegem doar o compunere finita de curenti
locali.

Defintia 1.3.1. Fie N U F), o algebra Lie si fie x,0 R", fixat. Prin
orbita cu originea in Xy a lui \ se intelege functia

G(pixo) = Gi(1)) °---°fk(’fk)(xo)’

pr (tl,...,tk)D D, = |-| (-al-,al.),
i=1

unde Gi(t)(x) , t0 (-ai,ai), x] V(Xo) este fluxul local generat de un
anumit ;O N .

Definitia 1.3.2. Spunem ca N U F, este finit generatd in raport cu
orbitele in x,0 R"( f.g.0;xy) daca exista {Y,,...Yy} O N astfel incat orice
YO N de-a lungul unei orbite arbitrare G( p;Xo) , PU Dy poate fi scrisa
sub forma:



M
Y(G(pixy)) = z a,(P)Y;(G( pixo) ]
i
cu a;l] C*(Q ) depinzind de Y si G(pixy), pO Dy; {X,..Xy) se
numeste un sistem de generatori.
Observatia 1.3.1. Se vede usor ca {gl,---,gm} 0 F, in involutie,

m
adica, Hg;.g Hx)= Z ai(x) g (x) cu a0C" (Rn), determind algebra
21
Lie A (gl,---,gm) care este finit generati pe orbite. In particular orice
algebrd Lie f-g.7 este o f-g-0 algebri Lie cu un sistem de generatori fixat
independent de originea Xy.

In cele ce urmeazi originea x,0 R” a orbitelor este fixati si pentru
orice sistem de generatori {Y,.-,Yy) in algebra Lie A (f g O;XO)
consideram sistemul gradient general asociat algebrei Lie. Aceasta revine la
a spune cd, pentru G;(¢)(x), t0(-a;a;), x0V(x,), curentul local generat
de Y;, scriem:

-1

(3.1) [—[l.(t;y) = Ead_(j(t;y)ﬁ JVie1 = Gi(-ti;yl-) IEy, e Ll M- 1,

Apoi definim campurile de vectori:
X, (y)= ()

X, (1) = Hl(_tl;yl)Yz(Gl(_tl;yl))

Xt eestyroi3y) = Hy(=t30) ¥ Hy(=ty30) % X Hyro (= tars a1 ) Yar (Ve ) »
M

unde x0 V(xy) si p= (#, sty ) 0 Dy = |'| (-a;a).
71

Campurile vectoriale din (3.2) determina un sistem gradient (a se
vedea Teorema 1.1.2):

d d d
(3.3) L X, () 2= Xz(ﬁ;y),---,%: Xyg (b styroi39)

"0t v

pentru p0 Dy, si y0 V(x,), si orbita cu originea x,0 R",

(3.4) y(p)= Git) oG,y (ty) 00 Gy (tas)(%0), P = (11 stns) 0 Dy,
satisface (3.3).



Lema 1.3.1. Fie N 0 F, o (f.g.0:%)) algebra Lie si x,0 R", fixat.
Se considera sistemul gradient (3.3) asociat cu sistemul fixat de generatori
{ Y, .. ,YM} 0 N . Atunci orbita (3.4) este solutia sistemului gradient (3.3) si

exista matricele nesingulare, de tip (MX M), Z, (t] Eisene tM),

J= L., M -1 astfel incat campurile vectoriale Xj(pj;y) din (2), pentru
y=y (P) dat de (3.4) satisfac:
Xﬁl(pﬁl;y(p)) - lYl(y(p))’""YM (y(p))} Z (13t sty ) X
XZ, (3t ety €,

unde ey, ... ey [l RM este baza canonicd Si Zj este de clasa C° in pl Dy,
si satisface ecuatiile diferentiale liniare:

dz .
d_tj: ZB(t; ttsseityy) s Z5(0) = Ly

In paragraful 2 sunt prezentate rezultate din teoria ecuatiilor
diferentiale; rezultate clasice privind existenta si unicitatea solutiei unei
ecuatii diferentiale stochastice date in teorema 4.1, 4.2 si 4.3.

Un rol important in analiza stochastica il are Regula de diferentiere
stochastica.

Avem urmatoarea versiune multidimensionala a regulei It0:

Teorema 2.1. (Formula lui I1t) Fie (M,) = (Mt(l)w»Mt(d) un

)OS t<T
vector cu componentele martingale locale, continue si (B,) = (B,“),...,Bf")) un
vector cu componentele procese F, - adaptate si cu

variatie marginita, cu B,= 0. Fie X, = X+ M, + B,,0<¢< T 'unde X, este F|, -

misurabild cu valori in R?. Fie de asemenea f(#.x):[0,0 Jx R = Ro aplicatie
de clasa C'*. Atunci are loc formula:

flux)= rlo.x,)+ Igf(SX ds + ZI 2L (5,x,) Bl

+f "l( "+%f Zdj A Xx)dw“),M“)Ds,a.s.w (0)os ¢< T

e 0x, : o Oaxax

Observatia 2.1. Formula lui [t6 precizeaza faptul ca o functie de
clasa C'? ce depinde de un semimartingal este tot un semimartingal si ne
furnizeaza si scrierea corespunzatoare.

Corolarul 2.1. Fie ( )0< T a(Yt )0S «r doud semimartingale continue.



Xz - X0+ Mt+ BﬁYt - YO+ Nt ¥ CI,OS t<T unde (Mz) si (Nt) sunt
martingale locale continue iar (B,) si (C,) sunt procese continue, F, -

adaptate cu variatie marginita si B, C,© a.s. Este adevarata formula de
integrare prin parti:
J'thde = XY - X,Y,- IIY*'dX*' IM,NT,(0)0< < T, unde
0 ’ (U ’

[[X,dv,= [ X, am,+ [ X,aB,

. t
(o formuld asemanatoare are loc si pentru J'O Y, dX,).

Observatia 2.2. Aceastd formula difera de formula de integrare prin
parti clasica, din cazul determininst, prin termenul de corectie 1M, NI, . O
metoda de a elimina acest termen este de a-l ,,absorbi” in definitia integralei,
obtinandu-se astfel un nou tip de integrala stochastica care este mai utila
atunci cand calculul ordinar se intersecteaza cu calculul stochastic. Aceasta
noud integrald se numeste integrala Fisk-Stratonovich si se defineste astfel:

Fie (X.)ocrer 81(¥)serr doud semimartingale continue ca si in

corolarul precedent. Atunci integrala Fisk-Stratonovich a lui Y in raport cu

X este:

J'Ot){vodXséI;KdMs+J'0thBy+ %DM,NDZ,OS (<T .

Capitolul 2

In acest capitol este introdusd notiunea de diferentiald stochastici
(hamiltonaian stochastic). Sunt analizati hamiltonieni stochastici asociati cu
ecuatii diferentiale stochastice si valoare finala nenetedd, precum si
hamiltononieni stochastici asociati cu filtre neliniare finit dimensionale si
valoare finala neneteda.

Capitolul contine rezultate originale publicate in Revue Roumaine de
mathematiques pures et appliquees (a se vedea referinta [13] din
bibliografie) la care s-au addugat si unele rezultate din referinta [17].

Cu ajutorul diferentialei stochastice se obtine un control optimal
asociat cu probleme de control stochastic si este descrisa o strategie
admisibila sub forma de feedback implicata in piata financiara.

Pentru o functie Lipschitz continud ¢ (x):R? - R care admite gradient

in sens slab 0.4 (x):R’- R’ asociem variabila aleatoare ¢ (x(7)), unde



x(7),10[0,T] | este solutia sistemului diferential stochastic cu coeficienti
functii Lipschitz continue si coeficientii de difuzie functii continue
diferentiabile de ordinul 1. Aceasta aratd ca variabila aleatoare ¢ (x(7))
poate fi reprezentatd ca valoare finald S(7.x(7))=¢ (x(7)) utilizind functia
continud  S(#x):[0,7T]xR’ - R  care admite gradient in sens slab
0,8(6.x):[0.7]x R - R i S(tx(¢)).t0[0,7] satisface un sistem de ecuatii
diferentiale stochastice de ordinul 1 ( diferentiala stochastica 4, HS (I,X(f))H=
hamiltonian stochastic).

Consideram sistemul markovian:

dx= floa]der g, () dwy(1),60 [0,7] x0 R
(1.1) I k1

HX(O) =X
unde w(#) = (wi(#)....w, (7)) este un process Wiener standard m-dimensional
peste spatiul probabilitate filtrat {Q2, F, P; {F.} 1 } si f(60.g(2.0.k0{1,...m}
sunt functii Lipscitz continue pe R¢.

Fie n(x):R’- Ro functie Lipschitz continud si pentru o solutie

x(#),¢0]0,7] , a lui (1.1) consideram functionala:

(1.2) J(x(T)) = n( (7))

ca variabild aleatoare. Problema care se pune este de a reprezenta
functionala din (1.2) ca valoare finald S(7.x(T))= h(x(T)) utilizand o functie
S(z,x):[0.T]x R -~ R diferentiabild in sens slab astfel incat procesul stochastic
S(t.x(¢)), t0]0,7], este obtinut din urmitoarea ecuatie diferentiala stochastica
liniara de ordinul 1:

S(t,x(t)) S S(O,xo) + J'(;<0xS(s,x(s)),f(s,x(s))>ds+

+ kzm J‘(:<0xS(s,x(s)),gk(s,x(s))>dwk(s), t[ [O,T]

1

(1.3)

Ecuatia din (1.3) poate fi asociatd cu functia valoare ¥ (¢),70[0,7],
scrisd pentru o strategie admisibila 1n piata financiara, si pentru exprimarea
principiului Pontryagin de optimalitate pentru probleme de control stochastic



unde driftul f(%x)depinde de parametrul ©0Q implicat in functiile de
control.
Rezultatele principale sunt cuprinse in lema 2.2.1 si in teorema 2.2.1.

Lema 2.2.1. Fie h(x):R? - R g g (t.x) :[0.T]xR? - R*.k0{L...m} functii
continue date, care se supun ipotezelor (@), (@), (&) . Atunci existd o unica
solutie neteda S0 Cl’z([O,T K Rd) satisfacand ecuatia Kolmogorov
retrograda :

0 1,007 S 000
0o ,S* (z,x +—TrD (£,x g (t,x)| g (t.x)] 0= 0
(2.18) % S HZ (e i )] 0

08 (t,x) = h, (x),xD Rd,tD [0,7],>0

si poate fi reprezentatd ca S (t,x)= Eh, (yf,x(T )) unde versiunea netedd *, (|)
este datd in (2.1) si procesul stochastic ¥i.(s).s0[tT], este solutia

urmatoarei ecuatii :

dy:= f g (s.y)dw(s), sO[t.T]

pentru fiecare 1l [0, 7],
Ipotezele (a) -(4) sunt:
H|h )| L(x),(0)x0 R
() @|h x+ z) - h(x)|s L()|2],(0) =0 B(0,1) 0 R

N . . -
unde L(x)<C (1+ [ ) pentru orice x0 R? §i N2 1 un numar natural fixat.

Presupunem urmitoarele : cAmpurile vectoriale de difuzie g (%x),k0{1,...m
sunt functii continue in ambele variabile si continuu diferentiabile de ordinul
1 in raport cu x0 R astfel incat :

(a,)  [pgi(e.x)|< M, (0)(£,x)0[0.7]x RY, unde 34 (£.x) = %(t,x),iﬂ {1,....d} .

(#s) Existd o functie masurabild Borel #'(x:z),z0 B(0,1),x0 R? astfel incat

}i{%h(x+ Ej) Al h'(x;z) pentru fiecare x0 R? si z0 B(0,1)0 R”.




Teorema 2.2.1. Fie h(x):R? - R si f(t.x),g.(t.x):[0,T]x R kO {L,...,m}
date astfel incdt presupunerile (a),(a),(a)sunt satisfacute. Scriem
S(6.%)= En{ (7)), pentru (1.x)0[0.7]x R”.

Atunci :

(2.19) h(x(T)) = S(T,x(T)) = S(O,xo) + J'0T<0XS(t,x(t)),dlx(t)>

unde x= x(1),t0]0,T] este solutia ecuatiei:
h, (x) = J h(x+ z)wf (z)dz: J h(y)a)‘E (y- x)dy= J' h(y)we (y- x)dy
R RY

B(x,s)

si gradientul in sens slab 0.S(t:x)=1imd . S*(t.x) este calculat in acord cu

' (t) = B0 4, (7)) 57 0,(e) = BB b, (7)) 0,0, (7).
In sectiunea 2.3 este datd o aplicatie si asfel motivim considerarea
ecuatiei retrograde Kolmogorov.

Sectiunea 2.4 cuprinde hamiltonieni stochastici asociati cu filtre
neliniare finit dimensionale si valoare finald neneteda.

O cunoastere incompletd a stirii x(¢),20[0,7], a unui sistem neliniar
diferential stochastic implicd media conditionata E[¢ (X(T )) IyT} a variabilel
aleatoare ¢ (x(7)] datdi de observatiile trecute »"={»(s):0¢s<7} unde
¢ (x):R" - Reste functie local Lipschitz continui. Utilizind o noui masura
probabilitate P,(4)= J,(T)P(4) si un nou sistem dinamic stochastic care
descrie evolutia [(;c,v(t),fy(t))ﬂ R””;tD[O,T]] , reprezentam E{¢ (x(7)) 1y} ca
¢(;Cy(T))HeXpy(T)Dh(;y(T))ny(T)] pentru fiecare functie ()0 C([0.7]:R?)
cu »(0)=0. In plus, functia continud S(t.x:y(0):[0.7]xR" - R este construitd
astfel incat S(7.xy(])= ¢ (x)exp(y(7)0(x)) si €,(0) |65 (e):x(]).10]0.7), sa
satisfacd o ecuatie diferentiald stochasticd de ordinul 1 care permite definirea
strategiei admisibile sub formd de feedback asociata cu o piatd financiara
sau cu o problema de control stochastic sub cunoasterea incompletd a
variabilei de stare.

Teoremele principale ale acestui paragraf sunt continute in sectiunea

2.6, in timp ce calculele auxiliare implicate In reprezentarea solutiei in sens
slab sunt adunate in sectiunea 2.5.

Teorema 2.6.1. Fie h0 Ci[R"R?|40C[R"R) si f.g,0C[R"R"| date
astfel incdt presupunerile(5.a)-(5.c). Notam

E,

10



S(t,x;y([)) = Ef (Zt’x(T)) Hexp(y(T)) Dh(zm,(T))H%expjfe(y(s),zt’x(s))dsg

pentru fiecare ()0 6([O,T];]Rd) fixat §i (t.x)0[0.T]xR", unde z.(s).s0[t.T],

este solutia asociata ecuatiei (5.4). Atunci S(f,X;y(E)):[O,T]XR“ R este
functie continua satisfacand :

S(T,x;y(q) =9 (x) exp(y(T) Dh(x)),xD R"
Si

6.1y [S(exy(@)s colie "), 020 R, 0[0.7], unde C0> 0 depinde de ¥(J ;

(6.2) exista un gradient in sens slab masurabil Borel
q.S (t,x;y([)) 0,7]x R" - R” satisfacand conditia de crestere polinomiala

0.8t p(0)[< C;(1+ |x|N),DxD R",¢0[0,7]

6.3) & ls[em(0):v(0)= s{0xspld) + [o(&, (s)8,8[ 5 (s)s0(0]dm ()

pentru orice 11 [0.7], unde x,(t).t0]0,T], este solutia asociata urmatorului
sistem:

(1) = FlEale))dee Y g (3] a1
ax(0)= x,, xOR", (0]0,7]
Si:

pentru e(v.x) datd de:
E{9 (x(0)) /') = Eo{o [%(1) Dexp y(e) 0n{ 5, 1) | Fexp
si fiecare y(go 6([O,T];Rd) fixat.
¢ (x):R" - R satisface :
@|¢ (x]]s 2(x)< c[1¢ 5], Dx0R", N numar natural

(5.2)

A (x+ z) - ¢ (x)|< L(x) 2,020 B(0,1),x0 R”

11



Campurile vectoriale / (x).g;(x), k0{12,....m} sunt functii continue si continuu
diferentiabile de ordinul 1 astfel incét :

(5.b) 0./ (x)]:|0:2¢(x)|< M pentru orice x0 R”,

¢ .
unde ;= E’ID [1,2,...,m) .

(5.c) existd o functie masurabild Borel ¢'(x:z), x0 R",z0 B(0,1) astfel incat

161313¢ [xt gj) 29 () ¢'(x;z) pentru fiecare (x:z)0 R"x B(0,1)

Teorema 2.6.2. In aceleasi ipoteze ca in teorema 2.6.1, existd o
strategie admisibild [(9&'(I),9y(t))ﬂ R™':¢0]0,T ]] asociatd cu functia valoare

[ng(t),tD[O,T” astfel 1incat 9y(l‘)=fy(l‘)axS(t,)/c;(t);y(g),tD[O,T], si 6(0)
satisface  V:(0)=65(0)+ (67(0).%)2 S[0.x;:¥(]), unde functia continud

S(t.x:y(]) este definitd in teorema 2.6.1.

Capitolul 3

Cuprinde rezultate originale publicate in Revue Roumaine de
mathematiques pures et appliquees (a se vedea referinta [10] din
bibliografie) la care s-au adaugat rezultate obtinute in lucrarea [18] din
bibliografie.

In prima parte este prezentat principiul variational global in cazul
deterministic, iar in partea a doua principiul variational global in cazul
stochastic.

In cazul deterministic sistemele de control sunt considerate asociind
un sistem gradient de control utilizand control in sens slab. Sistemul original
de control este analizat folosind solutiille unor ecuatii Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB) care apar ca intregrale prime de-a lungul unor solutii
admisibile.

De obicei, starea reald a unui sistem de control este restrictionata la
variabila principald x0 R”, in timp ce functiile de control admisibile sub
forma de feedback sunt aplicatii netede. Acest subiect a fost tratat pe larg in
mai multe randuri $i noi ne rezumadm la a mentiona analiza stochastica
continuta in referintele [14]-[18].

Aici, complexitatea sistemului de control este datd de variabila
principald  extinsd  (x.p)0R"xRYgi  transformarea de coordonate
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x=G(p)|y].x.yOR", pentru fiecare p0B(0,2p)0 R” astfel incat campul
vectorial de control care depinde de x0 R" este exprimat ca derivata Lie a lui
x= G(p)[y] de-a lungul campului vectorial de control care depinde de
p0 B(0,2p). Constructia aplicatiei netede x=G(p)[y|si a inversei ei
y=8G(p)d () este sursa principald pentru generarea unui sistem gradient de
control si a integralelor prime de-a lungul unei perechi admisibile

(;(t),;?(l)) |¢0 [O,T]} . Ideea de baza a acestei analize a aparut in [7], unde a

fost utilizatda o algebrd Lie finit dimensionald pentru a descrie un sistem
gradient stochastic.

In cazul deterministic, constructia sistemului gradient de control
implica algebra Lie finit dimensionala (de tip finit) si, in plus, este introdus
un control feedback special (feedback in sens slab).

Functiile de control feedback in sens slab admisibile sunt functii
Lipschitz in a doua componentd p0 B(0,2p)0 R pastrand in mod necesar
dependenta neteda a solutiei n raport cu x0 R” cand este implicatd o ecuatie
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB).

Rezultatele principale privind constructia sistemului gradient de
control sunt date in teorema 3.2.2. Teorema 3.2.1 contine principiul
varational global legat cu principiul Pontryagin si cu ecuatiile HIB.
Observatia 3.2.2. prezinta un algoritm pentru constructia unui §ir ca solutie
optimala generalizata.

Consideram sisteme de control neliniare de forma:

0dx
_:f x,u
@.1) el
Hx(O) = X, xUR",u0 UL RY,¢T0 [O,T]

unde campul vectorial controlat /U C” (R” X Rd;R") este un polinom in u0 R?
si, UD R?este fixat. Notdim prin { g} 0 C” (R”;R") campurile vectoriale
care apar ca si coeficienti ai polinomului /(x]. Definim algebra Lie reald
L= L(ggg,)0 C” (R";R") generatd de campurile vectoriale {8} si

presupunem ca L este de tip finit. Atunci poate fi asociat un sistem gradient
de control ca in teorema 3.2.1.
Un sistem gradient de control extins este definit astfel:
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Definitia 3.2.1. Fie bila fixata B(0,2p)0 RY . Spunem ca perechea de
cGmpuri vectoriale netede (2.4),g0 C* (B(0,20)x R"x RY;R") ,q0 C* R x R';RY |
defineste un sistem gradient de control asociat cu (2.1) daca exista
difeomorfismul x= G(p)[y].x.yOR" aplicatie netedd pentru fiecare p0 B(0,2p
astfel incat GO C” (3(032P)X R”;R”) a carei inversi y=y(p.x)=8G(p)g’
admite derivate partiale de ordinul 1 marginite si
@) Go)[y]=,

(ii) 3,G(p)@ (p.x)Ba(p.u)= g(p.xu) ;
(iii) q( pu) = 0 pentru p0 B(0.2p),ul R’ gj
g(p,G(p)[xo],u) = f(G(p)[xo],u),pD B(0.p) unde x,0 R" este fixat.

in acord cu definitia 3.2.1 putem considera sistemul extins de control:

E%— g(p,x,u),x(O) = X,
2.2) i
EE: q( p.u).p(0)= 0,

unde p0 B(0,2p),u0U I R ,:0[0,7] si ¢(p.u)=0 pentrupd B(0,2p).

Definitia 3.2.2. Spunem ca sistemul de control (2.1) cu
foc (R"X Rd;R") poate fi extins la sistemul gradient de control (2.2) cu
ghc (3(0,20 Jx R" x R”I;R"),qﬂ c (RM X Rd;RM), cu conditia sa existe aplicatia
netedd x= G(p)|y]:B(0,20)xR" -~ R" astfel incdt sd fie satisfacute conditiile
(i)-(iii) din definitia 3.2.1.

Presupunand campul vectorial f(xu) ca fiind un polinom in 0 R?,
construim 1n teorema 3.2.1 sistemul gradient care depinde de x,0 R" fixat.

Formularea problemei si rezultatul din teorema 3.2.1 se bazeaza pe
urmatoarea ipoteza:

Ipoteza 3.2.1. Sistemul de control (2.1) cu /0 C (R" X Rd;R”)poateﬁ

extins la sistemul gradient de control (2.2), unde:
gl C° (B(o,zp)x R” X Rd;R”),qD o (RM X Rd;RM),
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Teorema 3.2.1. Presupunem ca ipoteza 3.2.1 este satisfacuta de (2.1)
si asociem sistemul gradient de control (2.2). Fie (&,;))D Wa* P perechea
optimald si definim functia valoare V(t,x),10[0,a],x0 R" ca in (2.4).

Atunci ecuatiile HIB:

0,7 (62) + (0,7 (1.4) g p(e) (1)) )= 0,

ﬁ(a,x) =4 (x),xD R”

(2.5)

7{3).4(1))

(1),
au loc pentru fiecare t0]0,a], unde u s) ( ;7 )SD[O al este o functie

(2.6) max<0 V(tx(t)) f(;c(t),u)>=<0 I//\'(t

ulU

continud.

Definitia 3.2.3. Multimea W.. a feedback-urilor de control in sens
slab consta in toate functiile marginite u(t,p):[0,T]x B(0,2p) -~ U care sunt
functii de t0]0,T] continue pe portiuni si functii Lipschitz de p0 B(0,2p), unde
U0 R este o multime inchisa fixata.

P reprezintd multimea constand din toate solutiile satisfacand sistemul
de control auxiliar (2.2) pentru orice control feedback in sens slab u0 ,,.

Observatie: Concluziile teoremei 3.2.1 depind de ipoteza 3.2.1 care
specifica existenta sistemului gradient de control (2.2). In teorema urmitoare
vom construi sistemul gradient de control (2.2) implicat.

Teorema 3.2.2. Consideram sistemul de control (2.1) unde

foe (R"X R"’;R") este un polinom in ulR’. Fie {g-g.)0C (R";R”)
campurile vectoriale corespunzatoare care sunt coeficienti ai polinomului
f(x0 si presupunem cd algebra Lie reald L(g.8-g,)0 C° (R";R”) este de
tip finit. Atunci sistemul (2.1) poate fi extins la sistemul gradient de control

(2.2).

Observatia 3.2.2  Ecuatille HJB din teorema 3.2.1. sugeraza
urmitorul algoritm pentru obtinerea unui candidat optimal 0 w,,. Pornim
din u,0W,si definim po(?):[0.7] - B(0.20) ca solutie corespunzatoare a
sistemului  de control auxiliar (2.2). Alegem functia valoare
Vo(t,x) =9 (G(po(a))) Hﬂ (po(t),x)H,tD [O,a],xD R" unde 0<as<T este primu] timp
de iesire al lui », din bila B(0,p)0 RY. Gasim « 0 W,, astfel incat:

max (3., (.G( p)|x]). £(G(p)[x].u))= (0 V(.G (p)[%]). £[G(p)[ %] (1.p)))

15



pentru orice (%p)0[0,a]x B(0,p). Atunci definim #(¢):[0.7] - B(0,2p) ca solutie
a lui (2.2) corespunzatoare lui v, 0 W, si fie

hiex) =0 (G(pila))| B (p(r).x)B.00 0.0] O R,

functia valoare corespunzdtoare, unde 0< a< 7 este primul timp de iesire a
lui 7 din bila B(0,2p)0 RY  Gasim u,0 W, astfel incat ecuatia (2.5) scrisd cu
V=, este satisficutd. In acest mod producem un sir { ¥, (6x).u,(6.p)} ., astfel

incat orice punct limiti [ﬁ(t,X) ,Zt(t,p)] poate fi viizut ca o solutie generalizati
a ecuatiei HJB din teorema 3.2.1.

In cazul stohastic, un sistem complet de control stochastic este dat de o
multime finitd de cdmpuri vectoriale de control [ﬁ](xﬁu)ﬁﬁ(x’u) f(xu)]
unde f, defineste driftul iar /.-, sunt cAmpurile vectoriale de difuzie. In
cazul in care comenzile feedback admisibile sunt aplicatii netede in x0 R”
putem sda asociem ecuatia Kolmogorov corespunzatoare sau ecuatia
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), ecuatii care descriu evolutia unei anumite
functionale cost.

Suportul bibliografic al acestui subiect este semnificativ si bine
reprezentat ; ne marginim sa mentionam referintele [1, 14, 19] din
bibliografie. In acest caz, sistemul extins GSCS, clasa de comenzi
admisa (comenzi in sens slab sub forma de feedback) si chiar functionalele
sunt definite in conformitate cu o transformare netedd de coordonate
x= G(p)[y],x,yOR" pentru orice pUB(0,2p)0 R"  astfel incat campul
vectorial care depinde de x0 R" poate fi scris ca o derivatd Lie a lui
x= G(p)[x].p0 B(0,2p). Se introduce o variabildi de stare extinsa

(x.p)IR"xR" i se construieste o aplicatie netedd x= G(p)[y] a carei
. o -1 4 ey o o . . . o
inversd y= BG(p)g = ¢ (p,x) utilizeaza o algebra Lie de tip finit, generata de

campurile vectoriale de control originale.
Ideea de bazd a acestei analize a aparut in [7] si a fost aplicatd la
anumite SPDE 1n [3] considerand algebre Lie finit-dimensionale. Folosind

comenzile in sens slab sub forma de feedback (40 W,,) ca functii Lipschitz
de p0 B(0,2p)0 R functionala cost poate fi descrisd folosind ecuatiile

Hamilton-Jacobi corespunzdtoare campurilor vectoriale aleatoare in raport
cu x0 R". Desi campurile vectoriale de difuzie depind de comenzile »U W,
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se obtine o descriere a optimalitdtii cu ajutorul unui principiu variational
global. Principalele rezultate sunt date in teorema 3.3.1 in care se stabileste
principiul variational global si in teorema 3.3.2 in care se construieste un
GSCS in care /fy. /1>, sunt presupuse a fi polinoame in raport cu variabila
de control »0 R?. In sectiunea 3.4 este dat un algoritm care se bazeazi pe
principiul variational global GVP dat in Teorema 3.3.1.

Consideram sistemul neliniar de control de forma urmatoare :

0 m
dx= fy|xu)dt+ fjx,u Odwjt, t0[0,7], x(0) = x,
(3.1)§ (udir ) f(xu)odw, (i), (D]0T]. x{0

gx0 R, ul U(multime inchisa) 0 R?
unde campul vectorial neted de control /U C° (R" X IRd;R") este polinom in
raport cu ull R? pentru fiecare i0{0,1,...,m| si
wle) = (Wu(f)awz(f)a---awm(l)) DR", t0]0,T] este un proces Wiener standard
peste spatiul probabilitate complet filtrat {2, 7D {F,}, P}.

Definitia 3.3.1. Fie bila B(0.2p ) 0 R fixatd. Spunem cd multimea de
campuri vectoriale netede {(go,qo)a(gp%),---,(gm,qm)} ,q;0 C° (RMX R‘J;RM),
g0 B(0.20)x R"xR:R")  defineste un sistem gradient de control

stohastic ( GSCS) asociat cu ( 3.1 ), daca exista un difeomorfism
x= G(p)[y], x, yO R, aplicatie netedd pentru orice pU B(0.2p) astfel incat

GO C* (B(0.2p)x R";R"| si inversa sa y=EG(p)E ' (x) = (p.x) au derivatele
partiale de ordinul 1 Si 2 marginite, Si:
(1) o)y = »,
(ii) apG(p) &) (p,x)ﬁqi(p,u) = gi(p,x,u) , 10 { 0,1,...,m}
(iii) q[(p,u) = 0 pentru pll B(0,2p ) sigi(p,G(p)[xol ,u) = f[(G(p)[xol ,u) pentru
pl B(O,p ) il { 0,1,...,m} ,unde x,0 R" este fixat.

Pentru  anumite  campuri = vectoriale  controlate  netede
.0 C" (RYxRERY), g0C(B(0,2p)xR"xR,R"), i0{0,1,..,m}, definim

urmatorul sistem de control stochastic :
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dx= go(p,x,u)dt+ Zm gj(p,x,u) Odwj(t),x(O) = x,,x0 R”
Tl

(32)

m

d.p= q,(pu)dt+y g,(p.u)odw(t),p(0)=0,p0 B[0,2p]

T

|

pentru U [0,7], uD U D R?, unde integrala de tip Stratonovich este exprimata
utilizand integrala It6 astfel:

1
qj(p,u) Odwj(t) = qj(p,u) dwj(t) + Edqu(p,u) qj(p,u) dt

g (poxu)odw;(1) = g p.x.u) dw, (1) +

0 o o o

|
* B & (poxu) g, (pou)+d g, (p.xu) g, p,x,u)Bdr

pentru orice j0{0.1,....m} |

Definitia 3.3.2. Spunem ca sistemul de control stochastic (3.1) poate
fi extins la GSCS (3.2) cu conditia sa gasim o aplicatie neteda
x= G(p)|y], xyOR", p0B(0,20) 0 RY gstfel incdt conditiile (i)-(iii) din
definitia 3.3.1 sa fie satisfaute.

Observam ca integrala de tip Stratonovici ,,° ,, In ambele sisteme
(3.1) si (3.2) nu cere ca functia de comandi admisd u = u(z p) s depinda

neted de p0 B(0,2p ).

Ipoteza 3.3.1. Presupunem ca sistemul de control stochastic (3.1) cu
e (R" X Rd;R") poate  fi  extins la  GSCS (3.2) cu
g0 C ( B(0,2p)x R"x Rd;R”), q,0C (RM" R”’;RM) si 4(pu)=0 pentru
orice p0 B(0,2p),i0{0,1,...,m} .

Teorema 3.3.1. Fie (ZI,IA?)D W.*xT o solutie optimala pentru S si

presupunem cda ipoteza 3.3.1 este satisfacuta. Atunci urmatoarea inegalitate
este adevarata

0¢ E%H t,u(};(t))) - H(t,&(z))%
' %ZIE<SJ t,u(;(t))) - Sj(t,&(t)),gj(i(t),}(t),u(fo(t))) - gj(p(t),x(t),u(t))>

pentru orice u(p):B(0,20) 0 R” -~ U R*sit0[0,T],
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(S) este problema de control constand din functionala J ( ulA?) data de:
Iwp )= 2 o [p(r).5(7)

si asociatd cu GSCS (3.2) ca restrictii; ¢ [ CZ(R”;R) cu conditia de crestere
polinomiald pentru ¢ .0 6,039 .
Aici W, a comenzilor feedback in sens slab constd in toate functiile
marginite «(z,p):[0.T]x B(0,2p) - U care sunt r.p.r.c in raport cu 20[0,7]si
Lipschitz in »0 B(0.2p) .

Spunem ci u(tp) 0,7]x B(0,2p) ~ Ueste o variabild aleatoare
continua la dreapta pe portiuni (r.p.r.c) in raport cu #[ [0.7] daca multimea
finitai de timpi Markov 0<7,€7,<..<1,<T existd astfel incat u(zp)

restrictionata la fiecare [T,.T,.,) este continua.
[ este multimea constind din toate solutiile sistemului auxiliar de

control (3.2) utilizdnd ul W, .

Teorema 3.3.2. Presupunem ca sistemul de control stochastic (3.1)
este dat astfel incdt campul vectorial neted controlat f,0 C (R"" Rd;R”)
este polinom in raport cu ulR? pentru fiecare i0{Ll...m . Fie
{x,..x,}0C (R";R") campuri  vectoriale reprezentind coeficientii
polinoamelor ~ { fo.fisn [} . Presupunem c¢d  algebra reald  Lie

L(X,... X, )0 C(RSR"] este de tip finit. Atunci sistemul de control
stochastic (3.1) poate fi extins la GSCS (3.2).

O posibilitate simpld de a produce sirul {u,.p,},,,0 W,,*T care este in
acord cu principiul variational din teorema 3.2.1, este de a folosi numai
functiile scalare H(#u) care reprezinti extinderea functiei hamiltoniene
asociata cu problema optimala stochastica (S).

In acest scop, pornind cu 0 W,,, definim sirul {u,.p,} ., 0 W, xT , unde
p, satisface (3.2) corespunzator lui »,0 W, siu, UW, se determina astfel
incat:

(3.24) H”(t,ﬁm(t)) < H"(tu), (tu)D[0,T]xU
unde wii (1) = w,., (£, p, (1)), si

(3.25) H (1) = (§ 2 (1) g (1)) z Wile).g,(ple)ox, (1) )

1

19



Aici x, (1) = G(Pn(f))[xo] si ¥/ (t),i0{0,1,...m}  sunt definite astfel :

o) =B (ple).x,(1))2 0.4 (x).
(3.26) 1 D
(o) = By (1) 0) s, () B0 2 (1) 0 {1200

In plus, g (.u) este dat de:
(3.27)

giloa) = {050+ 53 8.8 (005 1)) (1 o) )

15 s 0 o)

Observam ca sistemul gradient de control asociat este definit in teorema
3.2.1 si sunt verificate ecuatiile:

s pa(e)x,(0).u) = 0,6 p, (1)) [ %] a2, (1) )

(3.28) Eaxg,-(m(f) o, (1)) =0, 8 G p, (1)) x]8q,( p,(2) u)

pentru ¢0[0,7],u0 U sii0{0,1,...m} ,n2 1.

Astfel sirul {u,.p.},, 0 W,,xT satisface (3.24) si va fi numit solutie
generalizatd a problemei de control (S).

Capitolul 4

Se refera la reprezentarea gradient si comportarea asimptotica a solutiilor
cad-lag asociate cu ecuatii diferentiale cu impulsuri.
prezentat la conferinta AMAMEF, Viena 2008. Rezultatele principale apar
in referinta [9] din bibliografie.

In prima parte este datd definitia reprezentarii gradient a solutiilor cad-lag
si sunt prezentate pe larg o serie de comentarii asupra acestei reprezentari.
Apar elemente noi fatd de reprezentarea gradient din cazul continuu ( a se
vedea sirul de probleme la frontierd).

Prin considerarea ecuatiilor diferentiale neliniare cu impulsuri au aparut
probleme dificile specifice generate de influenta componentei discontinue

20



asupra celei continue, ambele descriind solutiile cad-lag corespunzatoare
fara sa fie separate. O reprezentare gradient a solutiilor cad-lag poate fi
vazutd ca o metodad pentru a utiliza aplicatiile difeomorfism ca sa obtinem o
reprezentare integrala in care cele doua componente actioneaza separat.
Pentru realizarea acestui scop trebuie sa incepem prin a analiza partea
de salt redusd data de campuri vectoriale neliniare i unde apar toate
notiunile esentiale ale reprezentarii gradient. Apoi este prezentata teorema
corespunzatoare de reprezentare integrala unde au fost analizate doud cazuri:
campurile comuta si campurile sunt in involutie. Reprezentarea gradient
fiind obtinuta in teorema 4.4.3.1 pentru cazul in care cdmpurile comuta §i in
teorema 4.4.4.1 pentru cazul in care campurile sunt in involutie. Rezultatele
sunt prezentate in detaliu in ambele situatii ( a se vedea si teoremele 4.4.2.1

si4.4.4.2).

Ecuatiile diferentiale ordinare cu impulsuri vor contine salturi si
comutdri determinate de un proces constant pe portiuni i marginit

Meo)={y(6o).p(to))0 R" xR ()

verificand A (60)= 4 {0 ),10 8,.t,,,).72 0.4, 7 0 pentru un sir (1} o B R unde
A (t,,[) este un vector aleator J; - masurabil pe spatiul probabilitate filtrat

Q, {FiytUYF, P} Prin abuz, vom nota A(tw)=A(7] i
Mej0)=2(2).02 0,720 Solutiile (cad-lag) sunt functii continue pe portiuni
avand continuitate la dreapta (continuite a droite) si limita la stanga (limite

a gauche) la fiecare moment - /; astfel incat urmatorul sistem de ecuatii
diferentiale este satisfacut:

(1.1) Ed’z(t):ﬁ’(z(’);“(’.)) HY A=)l ) Bnl)- ol - )0 Bt g2 0
%Z(O)=x,undev(t )'hmv( ) >0

Aici cAmpurile vectoriale 4(z:p )= f;(z#),i0{0,1,...m} sunt functii continue de
(zu)IR"xR? cu valori in R”, satisfacAnd o proprietate de continuitate
Lipschitz in z0 R",

(1_2) ‘h(zn;/,l (t)) - h(Z';H (t))‘s Cl‘z“ - zv‘,Dzy,z"D R",¢2 0,unde C,>0 este o

constanta.
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Presupunand ca ipoteza (1.2) are loc, o solutie (cad-lag) unica pentru (1.1) se
construieste dupa cum urmeaza:

[Z(f,X) =z, (e),00 Byot )2 0] unde [Z_,-(f) 200 Hf_,-at,n)] este procesul continuu care
satisface urmdtorul sistem de ecuatii integrale:

(1.3) zo(t):x+J’;fo(zo(s);u(O))ds,tD[O,tl)’

z;(1) = Zj-l(t./')+ Zlﬁ(?;-l(%');lf (tj_))Hyi(tj)_ yi(tj')H+

(1.4)
t J';fo(zj(s);y (tj))ds,tﬂ A ntyn )i 2 1

def
unde Zj_l(l‘j') = limzj._l(t),jz 1.

ti;

Definitia 4.4.1.2. Spunem ca GO C;(Rm;z) , impreund cu o

pereche de procese constante pe portiuni
{(p(t),f?(t)) = (p(tj),ﬁ(tj))ﬂ B(0,R)x B(O,R):¢C Etj,tj”),jz 0] si cu
procesul continuu [2(1) - fj(f) il Htj:tj+1) s J 2 0] definesc o reprezentare

gradient pentru solutia (cad - lag) [z(t,x) = Zj(f) il Htjatj+])aj2 O}
satisfacand (1.1) daca:

Ezj(t) - G([y(tj—);éj(t)) + lszsmfk(é(j)(tj-);2j(tj)))Hyk(tj) - yk(tj-)H,tD Bt
U

ané(f’(tf');fj(fj))Hp(tf) - pl1;- ) kzlfk(é(f’(’j')321(0)))Hyk(6)' yilt-|B2 0
Z=C2(RH;RH) iar C;(Rm;z)ﬂ Cz(Rmen;Rn) este  subspatiul
functiilor G(y,z) :R"™x R" = R” indeplinind:

4.1.1) G(O,Z) =z g1 existd inversa H(y;[) = EG(y;[)ﬁ_l pentru fiecare
y0 B(0O,R) 0 R™.

22



GO C;(Rm;z ) se va fixa sub forma unei compozitii finite de curenti

globali:

R def
(4.13) G(y;2) =G (1) °...oG(3)(2). 7= (31s0r¥) D R™, 20 R"

unde Gl-( yl-) (z) ,»;0R,z0 R", reprezintd curentul generat de campul
vectorial f; U Cz(Rn;Rn) .

Restrictia semnificativa din Definitia 4.4.1.2 este c¢cd vom putea
construi Hp(l‘j) - p(tj ‘)HD R™ daca:

(4.1.4) existd cAmpurile netede [ q;(p)0 R™: pl Rm] , k0{1,...,m} , astfel

incat 9 ,G( piz) q; (p) = fk(é(p;Z)), (0)p0 R™, z0 R",1< k< m,

Presupunand (4.1.4), vom construi Hp(f j) - p(i | ')H ca solutie a

@l pl-= Y a ol ) Belo) sl 2o

4.2 Reprezentarea gradient asociata cu solutii (cad-lag)

@D Cazul{fl,---,fm} 0 CZ(R";RH) comuti

Sistemul de ecuatii diferentiale cu impulsuri va fi dat de:
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Asupra campurilor { fis--» f,,} 0 Cp (Rn;Rn) se face presupunerea ci:

(4.2.3) (fisooos ) 0 G R™R) 0 Z comuta, e,

orice paranteza Lie verifica | f;, /] = 0, i,k0{L,...,m} .

De asemenea, procesul constant pe portiuni [ y( t ) OR™:¢2 0] satisface:

def
(4.2.4) 2 )= olu]] <0 ple)= 0,10 (-10)
unde P > 0 este o constanta.

Consideram mai intai sistemul cu salturi redus:

Jdh(r2)= Y filh(t=32)) dvy(2),22 0
(4.2.7) ] 1<Fs m
Hn(0,2) = 20 R”

Solutia (cad-lag) din (4.2.7) se construieste ca un proces constant pe
portiuni Veriﬁcﬁnd[h(f;f) = h(f-;f),fu Hljatj+l)9j2 0] Si:
hf1:2) = hleyms2)+ ) f( (";Z))Hyf(tj)‘yi(’j')H’jZ 0
(4.2.8) [ lsism
h(0;2) = 20 R”
Asocierea unei reprezentdri gradient va respecta restrictiile din

Definitia 4.1.2 (vezi 4.1) si in acest sens alegem G C; ( Rm;Z) :
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(3:2) L6, () oGy () (2), 9 (oo ) 0 R

G(O,Z) = z0O R”

QD

(4.2.9)

unde Gi(¥)(z) este curentul global generat de f; [ C;f(R”;R”),
)

k1 { Prin definitie si folosind (4 2.3) avem:

def _ .

H(y)—HG y,E)H
G(y'+ ysz) = G(y;G(y;Z)) si

9,6(32) = [ A G332 oS G 332)]

De asemenea, ipoteza (4.1.4) asociata cu Definitia 4.4.1.2 a

(4.2.10)

I:II:I:II:I:II:I

(0)y0R",z0 R”

reprezentirii gradient este satisficutd dacd se presupune cd { fi»---»fon)
comutd (vezi (4.2.3)) si ca urmare obtinem g, ()= e, k0{L...,m unde
{ el,...,em} 0 R™ este baza canonicid. Aceastd observatie ne arata ci procesul
constant pe portiuni [p(t) ( )D R™:¢0 B, ]+1) ,J2 0] ca solutie din
(E1) (vezi Definitia 4.4.1.2) trebuie sa verifice:

ply)= el =)= v{t)- ot -]

(4.2.11) p(t)= y(1)= 0,0 (-4,1), /20

Ca urmare, p(f) = y(t),(D)tZ 0, si alegind 20 R” ca un proces

continuu { z ( t ) =Z:i2 0} , trebuie sd definim un proces constant pe portiuni

[ﬁ(f) - ﬁ(tj)u R™ :¢0 Htj,tj+1),j2 0] ,P(e)=0,¢0(-1.1),

astfel ca:

(4.2.12) m

o5 Aol )4

unde h(f-,f)ﬂ R" definit in (4.2.8) finlocuieste procesul continuu

Hyk(tj) - yk(tj_)H,jZ 0

[ ( ) t0 Hl‘ I ]+1)] din cadrul solutiei (cad-lag) (vezi Definitia 4.1.2) .
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Solutia unica )7(1 j') = )A/(t j-l) din (4.2.12) se obtine prin rezolvarea

urmatoarelor ecuatii:
4.2.13) G p(1)1):2) = hl1)-1:2). 2 1

care ne conduc direct la $(0)=0 si é(f/(l‘j);f) = h(l‘j;f) pentru orice
Jj2 1

Este util si presupunem ci fiecare f; 0 Cj (Rn;Rn) are urmitoarea
structura:
(4.2.16) felz) =0 (2) b, kO{L,...;m}
unde {b,...,h,,) 0 R” sunt fixati iar 0, (00 Cf(R”;R) satisface
0< 63 (]k(Z)S Ma z[] Rn

Solutia unica pentru (4.2.13) este construita ca limita unui sir Cauchy
[f’j] 20 0y in spatiul metric complet Y, unde

_ def
r=c(B(0.0)x R¥;B(0,29,)|

Lema 4.4.2.1. Consideram functia é(y;z) R"xR" o R" definita

in (4.2.9) unde campurile vectoriale {fl,,fm} i C;f (Rn;Rn) indeplinesc
conditiile (4.2.3) si (4.2.16). Asociem urmatoarele ecuatii

(E) é(_j},zz) = 22+ fk(zl)yk’ Y= (yl,,ym)D B(Oap)D R™

1Sk<m
21,2, 0 R" i necunoscuta U B(O,Zpl) 0R™, p;=
Atunci exista o singurd functie continua §i marginitd
9= flr.z,2,) : B(0,p)x R"xR" - B(0,2p,])

verificand E) si :

def
IFIAZ sup |#rzz)ls Z5s 2000(2) 50 Bl0p)

| ’ZZD Rn

Observatie: Demonstratia lemei are la baza principiul contractiei.
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Scopul rezolvarii ecuatiilor de forma (E) din Lema 4.4.2.1 este acela
de a gisi solutia ecuatiilor (4.2.13) pentru j = 2.
Aceleasi ecuatii (E) din Lema 4.4.2.1 sunt utile pentru a proba ca

ecuatiile (4.2.13) se pot rezolva pentru orice J2 | folosind un argument de
inductie.

Calculele si observatiile de mai sus, avand ca tinta sistemul redus cu
salturi din (4.2.7) cu solutia (cad-lag) datd in (4.2.8), se vor reformula sub
forma unei teoreme.

Teorema 4.4.2.1. Presupunem ca procesul constant pe portiuni

[y(t) = y(tj) ;20 Htj’tﬁl) ,j20,(0)= 0} si  cdmpurile  vectoriale
{fp---,fm} 0 CE(RH;R”)D Z indeplinesc ipotezele (4.2.3), (4.2.4) si
(4.2.16).

Atunci exista un proces constant pe portiuni §i marginit
[jz(t) y( )D R™:¢0 g, J+1),j2 O,JA/(O) = 0] astfel incdt solutia (cad-
lag) data in (4.28) se poate exprima prin:

h1;;2) = G(j;(tj—);é) '

BRCEONE
k=1

unde G ng(Rm;Z) este definit in (4.2.9) si

def

(4.2.33)

Wilty) - el =)z 0

V—'2
; 6991

Observatie: In demonstra‘gle se aplica teorema de punct fix din lema
4.4.2.1.
Proprietatea de comutare asumata in (4.2.3) ne conduce direct la

(42.34) (o) - 3oy )|s v s 2

L An 2 e e :
concluzia ca GU C, (RM;Z ) , fixat ca o compozitie finita de curenti.

A def
43D G(yz) =G(n)e...0Gy(ym)(z). ¥ = (30 v DR, 2D R,

unde G,.(yl.)(z) este curentul generat de f;[ Cf(R”;R") satisface

urmatoarele ecuatii:
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@432) 0,G(yz)+ Dﬁ(é‘(y, )) ..,fm(é(y;z))H,yDRm,zDR”,

Ecuatiile (4.3.2) ne aratd ca putem alege campurile vectoriale
auxiliare ¢;(p):R" - R”", :(p) = €, unde {e,....e,,} 0 R" este baza

canonica.
Teorema 4.4.3.1 Consideram sistemul de ecuatii diferentiale

ordinare cu impulsuri (4.2.1) unde campul vectorial fo(Z;U) satisface

ipoteza (4.2.2), iar cdmpurile {fl,,fm} D Cﬁ(R”;R”) si  procesul

constant pe portiuni [ y( l‘) 0 R™;t2 0] indeplinesc conditiile (4.2.3), (4.2.4)

si (4.2.16), unde P> 0 este suficient de mic astfel incdat (4.2.19) se
indeplineste.  Atunci  exista un proces constant pe  portiuni

A

[y(t) = j}(t]‘) rell Htjstj+1):j2 0] cu ()A/(fj) este F; —masurabil, j2 0) gi
un proces continuu.
[f(f,x) - fj(f) il Htj:tj+1)9j2 0] astfel incdt solutia cad-lag din (4.2.1)

are urmdtoarea reprezentare gradient (vezi Definitia 4.4.1.2):

2(tx) = G| (e
=Y hl 63t )s2lex)) | Bl ) - el e )

1ksm

ftx)

(4.3.32)

(0)¢C Htj,tj+1),j2 0,

4333) V;—

In plus, procesul continuu [f(f,x) - fj(l‘) 1¢[0 Htj:tj+1)aj2 0] este
solutia sistemului (4.3.30) unde cdmpul hy este dat in (4.3.31), iar

20(7) = 2(t,x) = zy(2), (D) 20 [0, ).

Observatie: Ecuatiile (4.3.32) exprima continutul reprezentarii
gradient datd in Definitia 4.4.1.2 si asociata cu ecuatii diferentiale ordinare
cu impulsuri (4.2.1).
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4.4 Reprezentarea gradient asociata cu solutii cad-lag;
(1D Cazul{fl,---,fm} 1Cp (Rn;Rn) in involutie peste R .

Sistemul de ecuatii diferentiale ordinare cu impulsuri va fi cel descris in
4.2 si pentru simplitate 1l vom rescrie:

o)z ol o) (o)) ¢

(4.4.1) E Z f( (] ))Dy,(t -yl( ))%,tﬂ Htj,tj+1),j2 0
1£i<m
HZ(O):XD R"

Asupra campurilor { fis--» f,,} 0 Cp (Rn;Rn) se presupune ci:

(4.4.3a) fiecare pereche ( 5, f3),i< k este in involutie peste R,
ile [fl-,fk] =0/, +Bf pentru 0 ,p 0 R constante;

(4.4.3b) filz) = 0 (2) b, kO {0,...m]

unde {h,...,b,,} 0 R" sunt fixati iar o, (J0 Cg(Rn;R) satisface

0<d<a,(z)s M, ;or, kDR, kO{L...,m} .
De asemenea, procesul constant pe portiuni indeplineste:

(4.4.4) defz (t) = 2le) < 05 w(e) = 0 00 (- 4.0,

unde p > 0 constanta.
Conditiile (4.4.3a) si (4.4.3b) reprezintd o rafinare a celor de comutare
asumate in 4.2, 1ar reprezentarea solutiei cad-lag

[z(t,x) = Zj(t) il Hl‘j,fj+1) 2 J 2 0} care satisface sistemul (4.4.1) este data

prin ecuatiile:
t

(4.4.5) Zo(t):x+J'fO(zO(s);p(O))ds,tD[O,tl)
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z;(1) = Zj-l(%")* Z fk(zj-l(tj'))Hyk(tf)'yk(tf')H+
(4.4.6) ‘
¥ .[fo(zj( );u(z‘j))ds,tﬂ Htj.tj+1)

def

unde Zj-l(tj-): hmzj_l(t),jz 1

tTl‘j

Reprezentarea gradient utilizatd va fi cea datd in Definitia 4.4.1.2
(vezi 4.4.1) utilizand o functie GO C g2 (Rm;Z ) fixatd sub forma:

@.47) G(p;z)= G(n)o...oG,(vu)(2), 2= (315 ¥) D R”, 20 R”
unde G;(»:)(z), ;0 R,z0 R", este curentul global generat de campul
£0 G RMR), i0{1...m)

De la inceput trebuie mentionat cd de aceastd datd neavand asumata
proprietatea de comutare a campurilor {fl,-.-,fm} nu mai sunt adevarate

ecuatiile 9 ,G( p;z) = Hfl(@(p;Z)),---,fm(é(p;z))g.

In schimb se poate proba o formuli de reprezentare algebrica
nesingulara de forma:

@48) 8,G(piz)={ fisfor Sy} |Gl 132) | A( p). (D) pO R, 20 R,

unde matricea (mx m) , A( p) este analiticd in p0 R™, superior
triunghiulari si nesingulard, iar 4(0) = 1,,.
Daca presupunem ca ecuatiile (4.4.8) au fost obtinute atunci

determinarea necunoscutelor din Definitia 4.4.1.2 (vezi 4.1) va presupune sa
fixam campurile vectoriale analitice.

(¢(p)s st p) 1 PO R} 4,0 C*[R™R")  astfel incat
(4.4.9) Al p)g;(p)=e,i0{L...,m}

unde { el,...,em} 0 R™ este baza canonica.

Ca si 1n cazul in care campurile comuta, analiydm mai intai sistemul cu
salturi redus (contine numai salturile):
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0
0

(4.4.11) E =Z fk(h(tj-;f))Ayk(tj),jEO,
0
0

wnde (o) (] 5] 2 0

Solutia cad-lag a sistemului (4.4.11) se construieste ca un proces
constant pe portiuni:

Hh(t;é) = h(tj;é),tD Htj;tj+1)

htj:2)= hl1;-:2) 4 ) fk(h(tj';f))Ayk(tj)’j21

1Sksm

(4.4.12)

i |

Hh(o,é) =20 R"
In acest caz, procesul continuu [é(t,x) il Htjatj+1) ,J2 0] invocat
in Definitia 4.4.1.2 (vezi 4.1) va fi ales procesul constant 2(#,x) = 2, 2 0.

Lema 4.4.4.1. Fie { f;»--.f,,} 0 Cp (R";Rn) astfel incdt conditiile
ipotezei (4.4.3a) sunt indeplinite.

Fie G(p;z) = Gl(yl) o...on(ym)(z),p: (yl,...ym)D R™, z0 R”
orbita definita in (4.4.7). Atunci exista o matrice (mX m),A(p),pD R™,

analitica, superior triunghiulara si nesingulara astfel incat:

6pé(p;z) = Hfl(é(P;Z)),---,fm(é(PQZ))HA(p)9

pIR" 2O R",

(4.4.13)

A(p) = {eXPBly1} [{exszyz} { eXme—lym—l} P = (yla---aym) 0R"™,

(@414 o,

Aici matricele (mx m) constante B;, il {1,---,77’1' 1} sunt superior
triunghiulare §i satisfac ecuatiile:
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(4.4.15) Bie, = 8,k0{L.... 5}, j0{L...m-1

unde { el,...,em} 0 R™ este baza canonica i § ] R™ este vectorul nul.

Observatia 4.4.4.1. Dacd { fior [} [ Ci(R”;R”) indeplinesc

conditiile ipotezei (4.4.3a) atunci concluziile Lemei 4.4.4.1 ne aratd ca
reprezentarea algebricd din (4.4.8) este adevaratd si ne conduce direct la

determinarea campurilor analitice ¢;0 C" (Rm;Rm), i0{L,....,m}  astfel
incat ecuatiile (4.4.9) sunt indeplinite.
Teorema 4.4.4.1. Considerdm ci { fise-or fin} [ C;f(R”;R”) sunt

date astfel incat conditiile ipotezei 4.4.3 sunt indeplinite. Atunci exista

o> O astfel incdt reprezentarea gradient a sistemului redus (4.4.11) (vezi
(4.4.38) si  (4.4.39)) este indeplinita  folosind un  triplet

[(y(t) p()ﬁ( ))DRme’"me;t? 0] 0o — admisibil. In plus,
p_z‘ ( ‘ 02M [

L, 15 e

Definitia 4.4.1. Spunem ca tripletul de procese constante pe portiuni
[(y(t)’p(t)ﬁ(t)) =) plt))-Ble))) 0 Byt i 0

admisibil daca urmatoarele ecuatii sunt indeplinite:
0

o)L p(1)- o[- - M( - )ty =

D ='1(ﬁ(fj-))ﬂy(fj)a120

este Po —

Si Vp=2 ‘Ap(tj)‘ $Po, unda po> 0 este o constanta.
1
Observatia 4.4.4.2. Reprezentarea gradient cuprinsd in Teorema
4.44.1 vizeaza sistemul redus (4.4.11) si solutia sa cad-lag din (4.4.12).
Aceasta reprezentare gradient se va extinde la solutia cad-lag datd in (4.4.5)
si (4.4.6) pentru sistemul de ecuatii diferentiale cu implusuri (4.4.1).
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Teorema 4.4.4.2. Consideram sistemul cu impulsuri (4.4.1) unde

campul  foU C ( R x Rd;Rn) indeplineste  ipoteza  4.4.2, iar

{fp,fm] 0 C;f(R”;R”) satisface conditiile ipotezei4.4. 3. Atunci exista

P> 0, §i {(y(t),p(t),f?(t)):tz 0} un triplet de
procese constante pe portiuni care este o — admisibil cu
def 02M [

Vf?=z Aﬁ(tj)‘ < HTHp 0 si un proces continuu
21

[ﬁ(t,x) =z t):0 Htj’tﬁl) ]2 0} astfel ~ incdat  solutia  cad-lag

{ z ( t ,X) itz 0} a sistemului (4.4.1) satisface reprezentarea gradient

z(t,x) = G| (e, -)s2(0.)] killfk Gl p(t;-):2(1)x])

bye(ty).
(4.4.92)

t[ Htj,tj+1),j2 0,
unde é(p,z), pl R"™ z0 R", este definit in (4.4.7) si satisface
reprezentarea nesingulara din Lema4.4.4.1.
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