
Teza  de doctorat “Reprezentare gradient pentru ecuaţii integrale, 
continue  şi  cu  salturi” cuprinde  patru  capitole,  reunind  un  număr  de 
rezultate  privind  hamiltonieni  stochastici,  principiul  variaţional  global 
asociat  cu  sisteme  gradient  de  control  stochastic,   precum şi   un  studiu 
asupra comportării asimptotice şi reprezentării gradient a soluţiilor cad-lag 
asociate cu ecuaţii diferenţiale cu impulsuri.

Capitolul 1
Cuprinde  noţiuni  generale  privind  sistemele  gradient  asociate  cu 

algebre  Lie  finit  dimensionale,  noţiuni  de teoria  proceselor  stochastice  şi 
intregralei stochastice. Sunt prezentate, de asemenea, rezultate cunoscute de 
ecuaţii  diferenţiale  stochastice–rezultate  clasice  privind  existenţa  şi 
unicitatea soluţiei folosind integrale stochastice de tip Itô sau de tip  Fisk-
Stratonovici.

Se consideră sistemul:

(1.1)                         
( )

( )

, 1,

0

i
i

n

y X y i m
t

y x V

∂ = = ∂
 = ∈ ⊆ ¡

.

Definiţia 1.1.1.  a)  Prin soluţie pentru problema (1.1) se înţelege o funcţie 
( ); : n

mG p x D V× → ¡  de clasă  1C , care satisface problema  (1.1)  pentru 

orice  ( ) ( )
1

1
1

: ... : ,

T
m

m m i i
i

m

t
p t t D a a

t =

 
 = = ∈ = − 
  

∏M  şi  nx V∈ ⊆ ¡ ,  V  o  mulţime 

deschisă.
(b)    Sistemul  din  (1.1)  este  complet  integrabil  dacă  pentru  orice 

0
nx ∈ ¡  există o vecinătate ( )0

nV x ⊆ ¡  şi o soluţie unică a problemei (1.1),  
fie  aceasta  ( );G p x ,  ( ) ( )0, mp x D V x∈ × ,  soluţie  care  satisface  condiţia 

( )0;G x x= , ( )0x V x∈ .
Teorema 1.1.1.  (Frobenius in  nF ). Fie  i nX F∈ ,  1,i m= .  Sistemul  

(1.1) este complet integrabil dacă şi numai dacă:
                                , 0i jX X  =  , ( ) , 1,i j m∀ ∈ ,

1



 unde ( ) ( ) ( ) ( ), ji
i j j i

XXX X y X y y X y
y y

∂∂  = −  ∂ ∂
 este paranteza Lie. În 

plus,  orice  soluţie  locală  ( );G p x ,  mp D∈ ,  ( )0x V x∈  este  dată  de 
( ) ( ) ( ) ( )1 1; ... m mG p x G t G t x= o o , unde  ( ) ( )iG xτ  ese curentul local generat  

de iX ( ( ),n n
nF C ∞= ¡ ¡ ).

În numeroase demonstraţii se va considera următoarea aplicaţie :
Fie  X  un  câmp  vectorial  şi  ( );G t x  difeomorfismul  ce  reprezintă 

curentul local generat de X, ( ), ,t a a y D∈ − ∈ , cu D  mulţime deschisă din n¡ . 

Notăm  ( ) ( )
1

1; ;
def GH t y t y

x

−∂ =  ∂ 
.  Atunci  această  aplicaţie  este  soluţia 

următorului sistem de ecuaţii: 

(1.3)                   
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

, , ; , , ,

0; n

H Xt y H t y G t y t a a y D
t x

H y I

∂ ∂ = − ∈ − ∈ ∂ ∂
 =

Cum  ( )( ); ;G t G t y y− =  şi  ( ) ( )( )( ); ; ; ;G t x G t G t G t x= − ,  prin  derivare  în 
raport cu x  se obţin identităţile ( ) ( )( ); ; ; nH t y H t G t y I− = . 

Alte proprietăţi ale acestei aplicaţii sunt prezentate în:

 Lema  1.1.1.  Fie  date  câmpurile  ( )1 2, , ,n nX X X C ∞∈ ¡ ¡  şi  ( ),G t x  
curentul local generat de ( ), ; ,X t a a y D∈ − ∈ , cu D mulţime deschisă în n¡ .  
Atunci sunt adevărate relaţiile:
(c1) ( ) [ ] ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2; , ; ; ; , ; ;H t y X X G t y H t X G t H t X G t y = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ;
(c2)    ( ) ( )( ) ( ); ;H t y X G t y X y= ;
(c3)     ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1; ; expH t y X G t y tadX X y− − = .

Definiţia  1.1.2. Fie  ( ) ( )1
1

, ... , ,
mdef def

m m i i
i

p t t D a a
=

= ∈ = −∏ ,  ny V∈ ⊆ ¡  

şi fie ( ); n
jX p y ∈ ¡  de clasă 1C  pentru 1, ... ,j m= . Prin definiţie ( );jX p y

,  1,j m=  defineşte  un  sistem  gradient  (sau  îndeplineşte  condiţia  de 
integrabilitate a lui Frobenius) dacă:

(1.7) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ; ; , ;j i
i j

i j

X Xp y p y X p X p y
t t

∂ ∂  − = ⋅ ⋅ ∂ ∂ , ( ) { }, 1,...,i j m∀ ∈ ,

unde:
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[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2 2 1,

def Z ZZ Z y y Z y y Z y
y y

∂ ∂= −
∂ ∂

 (paranteza Lie).

Teorema 1.1.2. Fie ( )2 ;n n
jY C∈ ¡ ¡ , 0

nx ∈ ¡ , 1,j m= , fixaţi. Atunci  

există  ( )
1

,
m

m i i
i

D a a
=

= −∏ ,  ( )0
nV x ⊆ ¡  şi  ( ); n

j jX p y ∈ ¡ ,  mp D∈ , 

( )0y V x∈  de clasă 1C , ( )1 1: , ... ,j jp t t −= , 1 1X Y= , astfel încât

(c1)      ( )1
1

y Y y
t

∂ =
∂ ,  ( ) ( )2 1 1 1

2
; , ... , , ... , ;m m

m

y yX t y X t t y
t t −

∂ ∂= =
∂ ∂

este un sistem gradient ( ) ( ) ( ) ( ); ; , ; ,i
j i i j i

i

X p y X p X p y i j
t

 ∂  = ⋅ ⋅ <  ∂ 
 şi

          ( )2c       ( ) ( ) ( ) ( )1 1; ... m mG p x G t G t x= o o , mp D∈ , ( )0y V x=
este soluţie pentru  (c1) cu condiţia Cauchy  ( ) ( )00y x V x= ∈  unde  ( )iG t x  
este  curentul  local generat de iY .

Am  observat  înainte  că  orice  compunere  finită  de  câmpuri 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 0: ... m my p G t G t x= o o  poate fi asociată cu un sistem gradient

( )1
1

y Y y
t

∂ =
∂ , ( ) ( )2 1 1 1

2
; , ... , , ... , ;m m

m

y yX t y X t t y
t t −

∂ ∂= =
∂ ∂ , ( ) 00y x= ,

şi soluţia sa locală.
Atât  soluţia cât  şi  sistemul  gradient  sunt în mod esenţial  legate de 

proprietatea  ca  
1

, ... ,
mt t

′′ ′′′′ ′′∂ ∂
∂ ∂

 să  fie  derivări  comutative  în  ( )Der m¡  şi 

aceasta poate fi reconsiderată dacă 
it

′′′′ ∂
∂

, 1, ... ,i m=  sunt înlocuite de

( )Der n
ig ∈r ¡ , ( )sau : , 1,i i ng g I F i m= ∈ =r

 necomutativi.
Observaţie: Deoarece  în  capitolul  4  reprezentarea  câmpurilor  ce 

definesc  un  sistem  gradient  va  necesita  probarea  convergenţei  seriilor 
formale în topologia determinată de orbitele asociate cu o algebră Lie, este 
util să considerăm algebre Lie de un anumit tip, anume algebrele de tip finit 
(local). 

Definiţie:  O algebră Lie  ( ),n nC ∞Λ ⊂ ¡ ¡  este de tip finit dacă există 
{ }1, ... , MY Y ⊂ Λ   astfel încât fiecare Y ∈ Λ  se poate reprezenta sub forma:

3



                    ( ) ( ) ( )
1

M

j j
j

Y y a y Y y
=

= ∑ ,

unde ( ) { }, , 1,...,n
ja C j M∞∈ ∈¡ ¡  depinzând de y. Mulţimea { }1, ... , MY Y se 

numeşte sistem de generatori.
Un caz particular este acela al algebrelor Lie finit generate peste ¡

(  f.g.r  sau  finit  dimensionale),  unde  ja  în  defininţia  de  mai  sus  sunt 
constante reale.

Definiţia 1.2.1. Prin definiţie o algebră Lie reală Λ  se numeşte finit  
generată peste  ( ). .f g r¡  dacă există  { }1, ... , M MY Y ⊆ Λ  astfel încât orice 

Y ∈ Λ  admite  reprezentarea  
1

M

j j
j

Y a Y
=

= ∑ ,  cu  ja ∈ ¡ ,  unic  determinaţi,  

depinzând de { }1; , ... , MY Y Y  un sistem de generatori.
Cum s-a  văzut  deja,  o  algebră  Lie  Λ  finit  dimensională,  nFΛ ⊂  

( )( )sau Der n¡  poate  fi  asociată  cu  algebra  Lie  a  câmpurilor  vectoriale 

analitice. În general, noua algebră Lie nu mai este finit dimensională, dar 
poate fi caracterizată folosind un sistem global de generatori cu condiţia ca 
spaţiul  ¡  al  coeficienţilor  să  fie  înlocuit  cu  spaţiul  funcţiilor  analitice 

( );MCω ¡ ¡ .
Prin orbită a algebrei Λ  înţelegem doar o compunere finită de curenti 

locali.
Definţia 1.3.1.  Fie  nFΛ ⊆  o algebră Lie şi fie  0

nx ∈ ¡ , fixat. Prin 
orbită cu originea în 0x  a lui Λ  se înţelege funcţia

( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 0; : ... ,k kG p x G t G t x= o o

( ) ( )1
1

: , ... , : ,
k

k k i i
i

p t t D a a
=

= ∈ = −∏ ,

unde  ( ) ( )iG t x ,  ( ),i it a a∈ − ,  ( )0x V x∈  este  fluxul  local  generat  de  un 
anumit iY ∈ Λ .

Definiţia 1.3.2.  Spunem că  nFΛ ⊆  este finit generată în raport cu 
orbitele în ( )0 0. . ;nx f g o x∈ ¡  dacă există { }1, ... , MY Y ⊆ Λ  astfel încât orice 
Y ∈ Λ  de-a lungul unei orbite arbitrare  ( )0;G p x ,  kp D∈  poate fi scrisă 
sub forma:
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                ( )( ) ( ) ( )( )0 0
1

; ;
M

j j
j

Y G p x a p Y G p x
=

= ∑
cu  ( )j ka Cω∈ Ω  depinzând  de  Y  şi  ( )0;G p x ,  kp D∈ ;  { }1, ... , MY Y  se 
numeşte un sistem de generatori.

Observaţia  1.3.1.  Se  vede  uşor  că  { }1, ... , m ng g F⊆  în  involuţie, 

adică,  ( ) ( ) ( )
1

,
m

i j k k
k

g g x a x g x
=

  =  ∑  cu  ( )n
ka C∞∈ ¡ ,  determină  algebra 

Lie  ( )1, ... , mg gΛ  care  este  finit  generată  pe  orbite.  În  particular  orice 
algebră Lie . .f g r  este o . .f g o  algebră Lie cu un sistem de generatori fixat 
independent de originea 0x .

În cele ce urmează originea  0
nx ∈ ¡  a orbitelor este fixată şi pentru 

orice  sistem  de  generatori  { }1, ... , MY Y  în  algebra  Lie  ( )0. . ;f g o xΛ  
considerăm sistemul gradient general asociat algebrei Lie. Aceasta revine la 
a spune că, pentru ( ) ( )iG t x , ( ),i it a a∈ − , ( )0x V x∈ , curentul local generat 
de iY , scriem:

(3.1)        ( ) ( )
1

; : ;i
i

GH t y t y
y

− ∂=  ∂ 
, ( )1 : ;i i i iy G t y+ = − , 1 :y y= , 1, ... , 1i M= − .

Apoi definim câmpurile de vectori:

           
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
1

2 1 1 1 1 2 1 1 1

                     

                ; ; ;

X y Y y

X t y H t y Y G t y

=

= − −
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 2 2 2 1 1  , ... , ; ; ; ... ; ,M M M M M M MX t t y H t y H t y H t y Y y− − −= − × − × × −

unde ( )0x V x∈  şi ( ) ( )1
1

: , ... , ,
M

M M i i
i

p t t D a a
=

= ∈ = −∏ .

Câmpurile  vectoriale  din  (3.2)  determină  un  sistem gradient  (a  se 
vedea  Teorema 1.1.2): 

(3.3)            ( ) ( ) ( )1 2 1 1 1
1 2

, ; , ... , , ... , ;M M
M

y y yX y X t y X t t y
t t t −

∂ ∂ ∂= = =
∂ ∂ ∂ ,

pentru Mp D∈  şi ( )0y V x∈ , şi orbita cu originea 0
nx ∈ ¡ ,

(3.4)   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 0 1... , : , ... ,M M M My p G t G t G t x p t t D= = ∈o o o , 
satisface (3.3).
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Lema 1.3.1. Fie nFΛ ⊆  o ( )0. . ;f g o x  algebră Lie şi 0
nx ∈ ¡ , fixat.  

Se consideră sistemul gradient (3.3) asociat cu sistemul fixat de generatori 
{ }1, ... , MY Y ⊆ Λ . Atunci orbita (3.4) este soluţia sistemului gradient (3.3) şi  

există matricele  nesingulare,  de  tip ( )M M× ,  ( ); , ... ,j j j MZ t t t , 

1, ... , 1j M= −  astfel încât câmpurile vectoriale  ( );j jX p y  din  (2),  pentru 
( )y y p=  dat de (3.4) satisfac:

( )( ) ( )( ) ( )( ){ } ( )
( )

1 1 1 1 1 1

1

; , ... , ; , ... , ...

                                                                       ; , ... , ,

j j M M

j j j M j

X p y p Y y p Y y p Z t t t

Z t t t e

+ +

+

= ×

×

unde 1, ... , M
Me e ∈ ¡  este baza canonică şi jZ  este de clasă C∞  în Mp D∈  

şi satisface ecuaţiile diferenţiale liniare:

                       ( )1
dZ

, , ... ,
d

j
j j j j MZ B t t t t

t += − , ( )0j MZ I= .

În  paragraful  2  sunt  prezentate  rezultate  din  teoria  ecuaţiilor 
diferenţiale;  rezultate  clasice  privind  existenţa   şi  unicitatea  soluţiei  unei 
ecuaţii diferenţiale stochastice date în teorema 4.1, 4.2 şi 4.3.

Un rol important în analiza stochastică îl are Regula de diferenţiere 
stochastică.

 Avem următoarea versiune multidimensională a regulei Itô:
Teorema 2.1. (Formula lui Itô) Fie ( ) ( ) ( )( )1

0
,..., d

t t t t T
M M M

≤ ≤
= un 

vector cu componentele martingale locale, continue şi ( ) ( ) ( )( )1 ,..., d
t t tB B B=  un 

vector cu componentele procese  t  - adaptate şi cu 

variaţie mărginită, cu B 0 0= . Fie 0 , 0t t tX X M B t T= + + ≤ ≤ , unde X 0  este  0  - 
măsurabilă cu valori în d¡ . Fie de asemenea ( ) [ ), : 0, df t x ∞ × →¡ ¡o aplicaţie 
de clasă C 1,2 . Atunci are loc formula:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

1

, 0, , ,
dt t i

t s s s
i i

f ff t X f X s X ds s X dB
t x=

∂ ∂= + +
∂ ∂∑∫ ∫

( ) ( )

1

,
d

i
s s

i i

f s X dM
x=

∂+
∂∑ + ( ) ( ) ( ) ( )

2

0
1 1

1 , , , . . 0
2

d d t i j
s s

i j i j

f s X d M M a s t T
x x

ω
= =

∂ 〈 〉 ∀ ≤ ≤
∂ ∂∑ ∑ ∫ .

Observaţia 2.1.   Formula lui Itô precizează faptul că o funcţie de 
clasă C 1,2  ce depinde de un semimartingal este tot un semimartingal şi ne 
furnizează şi scrierea corespunzătoare. 

Corolarul 2.1. Fie ( ) ( )0 0
,t tt T t T

X Y
≤ ≤ ≤ ≤ două semimartingale continue.
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0 0, , 0t t t t t tX X M B Y Y N C t T= + + = + + ≤ ≤  unde ( )tM si ( )tN sunt 
martingale locale continue iar ( )tB  şi ( )tC sunt procese continue,  t  - 

adaptate cu variaţie mărginită şi B 0 0 ,C ω= a.s.  Este adevarată formula de 
integrare prin părţi: 

( )0 00 0
, , 0

t t

s s t t s s tX dY X Y X Y Y dX M N t T= − − − 〈 〉 ∀ ≤ ≤∫ ∫ , unde 

0 0 0

deft t t

s s s s s sX dY X dM X dB= +∫ ∫ ∫
(o formulă asemănătoare are loc şi pentru 

t

s s0
Y dX∫ ).

Observaţia 2.2.  Această formulă diferă de formula de integrare prin 
părţi clasică, din cazul determininst, prin termenul de corectie , tM N〈 〉 . O 
metodă de a elimina acest termen este de a-l „absorbi” în definiţia integralei, 
obţinându-se astfel un nou tip de integrală stochastică care este mai utilă 
atunci când calculul ordinar se intersectează cu calculul stochastic. Această 
nouă integrală se numeşte integrala Fisk-Stratonovich şi se defineşte astfel:

Fie ( ) ( )0 0
sit tt T t T

X Y
≤ ≤ ≤ ≤  două semimartingale continue ca şi în 

corolarul precedent. Atunci integrala Fisk-Stratonovich a lui Y în raport cu 
X este:

0 0 0

1 , ,0  
2

t t t

s s s s s s tY dX Y dM Y dB M N t T+ + 〈 〉 ≤ ≤∫ ∫ ∫o @ .

Capitolul 2

În  acest  capitol  este  introdusă  noţiunea  de  diferenţială  stochastică 
(hamiltonaian stochastic). Sunt analizaţi hamiltonieni stochastici asociaţi cu 
ecuaţii  diferenţiale  stochastice  şi  valoare  finală  nenetedă,  precum  şi 
hamiltononieni  stochastici  asociaţi  cu filtre  neliniare finit  dimensionale  şi 
valoare finală nenetedă. 

Capitolul conţine rezultate originale publicate în Revue Roumaine de 
mathematiques  pures  et  appliquees (a  se  vedea  referinţa  [13]  din 
bibliografie) la care s-au adăugat şi unele rezultate din referinţa [17]. 

Cu  ajutorul  diferenţialei  stochastice  se obţine  un  control  optimal 
asociat  cu  probleme  de  control  stochastic  şi  este  descrisă  o  strategie 
admisibilă sub formă de feedback implicată în piaţa financiară. 

Pentru o funcţie Lipschitz continuă  ( ) : dxϕ →¡ ¡ care  admite gradient 
în  sens  slab  ( ) : d d

x xϕ∂ →¡ ¡  asociem  variabila  aleatoare  ( )( )x Tϕ ,  unde 
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( ) [ ], 0,x t t T∈ ,  este  soluţia  sistemului  diferenţial  stochastic  cu  coeficienţi 
funcţii  Lipschitz  continue  şi  coeficienţii  de  difuzie  funcţii  continue 
diferenţiabile  de  ordinul  1.  Aceasta  arată  că  variabila  aleatoare   ( )( )x Tϕ  
poate  fi  reprezentată  ca valoare finală  ( )( ) ( )( ),S T x T x Tϕ=  utilizând funcţia 
continuă  ( ) [ ], : 0, dS t x T × →¡ ¡  care  admite  gradient  în  sens  slab 

( ) [ ], : 0, d d
xS t x T∂ × →¡ ¡  şi  ( )( ) [ ], , 0,S t x t t T∈  satisface  un  sistem  de  ecuaţii 

diferenţiale stochastice de ordinul 1 ( diferenţiala stochastică  ( )( ),td S t x t  = 
hamiltonian stochastic).

Considerăm sistemul markovian: 

(1.1)                  
( ) ( ) ( ) [ ]

( )
1

0

, , , 0, ,
          

0

m
d

t k k
k

d x f t x dt g t x dw t t T x

x x
=

 = + ∈ ∈

 =

∑ ¡
 

unde  ( ) ( ) ( )( )1 ,..., mw t w t w t=  este  un process  Wiener  standard m-dimensional 
peste spaţiul probabilitate filtrat {, , P; { t } ↑ } şi ( ) ( ) { }, , , , 1,...,kf t g t k m⋅ ⋅ ∈

sunt funcţii Lipscitz continue pe d¡ .
 Fie  ( ) : dh x →¡ ¡ o  funcţie  Lipschitz  continuă  şi  pentru  o  soluţie 

( ) [ ], 0,x t t T∈ , a lui (1.1) considerăm funcţionala: 

(1.2)                               ( )( ) ( )( )J x T h x T=

ca  variabilă  aleatoare.  Problema  care  se  pune  este  de  a  reprezenta 
funcţionala din (1.2) ca valoare finală ( )( ) ( )( ),S T x T h x T=  utilizând o funcţie 

( ) [ ], : 0, dS t x T × →¡ ¡  diferenţiabilă în sens slab astfel încât procesul stochastic 
( )( ),S t x t , [ ]0,t T∈ , este obţinut din următoarea ecuaţie diferenţială stochastică 

liniară de ordinul 1:

(1.3)  
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) [ ]

0 0

0
1

                , 0, , , ,

                                      , , , , 0,

t
x

m t
x k k

k

S t x t S x S s x s f s x s ds

S s x s g s x s dw s t T
=

= + ∂ +

+ ∂ ∈

∫

∑ ∫

Ecuaţia  din  (1.3)  poate  fi  asociată  cu  funcţia  valoare  ( ) [ ], 0,V t t Tθ ∈ , 
scrisă pentru o strategie admisibilă în piaţa financiară, şi pentru exprimarea 
principiului Pontryagin de optimalitate pentru probleme de control stochastic 
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unde  driftul  ( ),f t x depinde  de  parametrul  ω ∈ Ω  implicat  în  funcţiile  de 
control.

Rezultatele principale sunt cuprinse în lema 2.2.1 şi în teorema 2.2.1.

         Lema 2.2.1. Fie ( ) : dh x →¡ ¡  şi ( ),kg t x : [ ] { }0, , 1,...,d dT k m× → ∈¡ ¡  funcţii  
continue date,  care se supun ipotezelor ( )1a , ( )2a , ( )3a . Atunci există o unică  
soluţie  netedă  [ ]( )1,2 0, dS C Tε ∈ × ¡  satisfăcând  ecuaţia  Kolmogorov 
retrogradă :

(2.18)                     
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) [ ]

2

2
1

1, , , , 0
2

, , , 0, , 0

m

t k k
k

d

SS t x Tr t x g t x g t x
x

S t x h x x t T

ε
ε ε ε

ε
ε ε

∗

=

  ∂  ∂ + =   ∂    
 = ∈ ∈ >

∑

¡

şi poate fi reprezentată ca  ( ) ( )( ),, t xS t x Eh y Tε ε
ε= , unde versiunea netedă ( )hε ⋅  

este  dată  în  (2.1)  şi  procesul  stochastic  ( ) [ ], , ,t xy s s t Tε ∈ ,  este  soluţia 
următoarei  ecuaţii : 

                           
( ) ( ) [ ]

( )
1

, , ,
   

y t

m

s k k
k

d y g s y dw s s t T

x

ε

=

 = ∈

 =

∑

pentru fiecare [ ]0,t T∈ .
Ipotezele ( )1a -( 3a ) sunt:

( )1a                     
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

h x ,

, 0,1

d

d

L x x

h x z h x L x z z B

 ≤ ∀ ∈


+ − ≤ ∀ ∈ ⊆

¡

¡

unde ( ) ( )1 NL x C x≤ +  pentru orice dx ∈ ¡  şi 1N ≥  un număr natural fixat.
Presupunem următoarele : câmpurile vectoriale de difuzie  ( ) { }, , 1,...,kg t x k m∈

sunt funcţii continue în ambele variabile şi continuu diferenţiabile de ordinul 
1 în raport cu dx ∈ ¡  astfel încât :

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2      , , , 0, ,d
i ka g t x M t x T∂ ≤ ∀ ∈ × ¡  unde ( ) ( ) { }, , , 1,...,i

i
t x t x i d

x
ϕϕ ∂∂ = ∈

∂ .

( 3a )  Există  o  funcţie  măsurabilă  Borel  ( ) ( )1 ; , 0,1 , dh x z z B x∈ ∈ ¡  astfel  încât 
( ) ( ) ( )1

0
lim ;

h x z h x
h x z

ε

ε
ε

+ −
=

]
 pentru fiecare dx ∈ ¡  şi ( )0,1 .dz B∈ ⊆ ¡  
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        Teorema 2.2.1.  Fie  ( ) : dh x →¡ ¡  si  ( ) ( ) [ ] { }, , , : 0, , 1,...,d
kf t x g t x T k m× ∈¡  

date  astfel  încât  presupunerile  ( )1a , ( )2a , ( )3a sunt  satisfăcute.  Scriem 
( ) ( )( ),, t xS t x Eh y T= , pentru ( ) [ ], 0, dt x T∈ × ¡ .

        Atunci : 

(2.19)                    ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 0
, 0, , ,

T
x th x T S T x T S x S t x t d x t= = + ∂∫

unde ( ) [ ], 0,x x t t T= ∈  este soluţia ecuaţiei:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

,

   h
d d B x

x h x z z dz h y y x dy h y y x dyε ε ε ε
ε

ω ω ω= + = − = −∫ ∫ ∫
¡ ¡

 

şi  gradientul  în  sens  slab  ( ) ( )
0

, lim ,x xS t x S t xε

ε
∂ = ∂

]  este  calculat  în  acord  cu 

( ) ( )( ),, t xS t x Eh y Tε ε
ε=  şi ( ) ( )( ) ( ){ }, ,,x y t x x t xS t x E h y T y T

∗
 ∂ = ∂ ∂  .

În  secţiunea  2.3  este  dată  o  aplicaţie  şi  asfel  motivăm  considerarea 
ecuaţiei retrograde Kolmogorov.

 Secţiunea   2.4   cuprinde  hamiltonieni  stochastici  asociaţi  cu  filtre 
neliniare finit  dimensionale şi valoare finală nenetedă.

O cunoaştere incompletă a stării  ( ) [ ], 0,x t t T∈ , a unui  sistem neliniar 
diferenţial  stochastic  implică media  condiţionată  ( )( ){ }| TE x T yϕ a variabilei 
aleatoare  ( )( )x Tϕ  dată  de  observaţiile  trecute  ( ){ }: 0Ty y s s T= ≤ ≤ ,  unde 

( ) : nxϕ →¡ ¡ este funcţie local Lipschitz continuă. Utilizând o nouă măsură 
probabilitate  µ ( ) µ ( ) ( )y yP A J T P A=  şi  un  nou  sistem  dinamic  stochastic  care 
descrie  evoluţia  $ ( ) ( )( ) [ ]{ }1, ; 0,n

y yx t t t Tξ +∈ ∈¡ ,  reprezentăm  ( )( ){ }| TE x T yϕ ca 
µ $ ( )( ) ( ) $ ( )( ) ( ){ }expy y y yE x T y T h x T Tϕ ξ ⋅   pentru  fiecare  funcţie  ( ) µ [ ]( )0, ; dy C T⋅ ∈ ¡  

cu  ( )0 0y = . În plus, funcţia continuă  ( )( ) [ ], ; : 0, nS t x y T⋅ × →¡ ¡  este construită 
astfel  încât  ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), ; expS T x y x y T h xϕ⋅ = ⋅  şi  ( ) $ ( ) ( )( ) [ ], ; , 0,yy t S t x t y t Tξ ⋅ ∈ ,  să 
satisfacă o ecuaţie diferenţială stochastică de ordinul 1 care permite definirea 
strategiei admisibile sub formă de feedback  asociată cu o piaţă financiară 
sau  cu  o  problemă  de  control  stochastic  sub  cunoaşterea  incompletă  a 
variabilei de stare.

Teoremele principale ale acestui paragraf sunt conţinute în secţiunea 
2.6, în timp ce calculele auxiliare implicate în reprezentarea soluţiei în sens 
slab sunt adunate în secţiunea 2.5.

Teorema 2.6.1.  Fie  ( ) ( )4
0 ; , ;n d nh C Cϕ∈ ∈¡ ¡ ¡ ¡  şi  ( ), ;n n

kf g C∈ ¡ ¡  date 
astfel încât presupunerile(5.a)-(5.c). Notăm 
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , ,, ; exp exp ,
T

t x t x t xt
S t x y E z T y T h z T e y s z s dsϕ   ⋅ = ⋅    ∫

pentru fiecare  ( ) µ [ ]( )0, ; dy C T⋅ ∈ ¡  fixat şi  ( ) [ ], 0, nt x T∈ × ¡ ,  unde  ( ) [ ], , ,t xz s s t T∈ ,  
este  soluţia  asociată  ecuaţiei  (5.4).  Atunci  ( )( ) [ ], ; : 0, nS t x y T⋅ × →¡ ¡  este  
funcţie continuă  satisfăcând :

( )( ) ( ) ( ) ( )( ), ; exp , nS T x y x y T h x xϕ⋅ = ⋅ ∈ ¡

şi

(6.1)  ( )( ) ( ) [ ]0, ; 1 , , 0,N n
yS t x y C x x t T⋅ ≤ + ∀ ∈ ∈¡ , unde 0 0yC >  depinde de ( )y ⋅  ;

(6.2)   există  un  gradient  în  sens  slab  măsurabil  Borel 
( )( ) [ ], ; : 0, n n

xS t x y T∂ ⋅ × →¡ ¡ satisfăcând condiţia de creştere polinomială 

( )( ) ( ) [ ]1, ; 1 , , 0,N n
x yS t x y C x x t T∂ ⋅ ≤ + ∀ ∈ ∈¡

(6.3)   ( ) µ ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) µ ( ) ( )( ) µ ( )0 0
, ; 0, ; , ; ,

t
y y y x y s yt S t x t y S x y s S s x s y d x sξ ξ⋅ = ⋅ + ∂ ⋅∫

pentru orice  [ ]0, ,t T∈  unde  µ ( ) [ ], 0,yx t t T∈ ,  este soluţia asociată următorului  
sistem:

                        
$ ( ) µ $ ( )( ) $( ) ( )
$ ( ) $ [ ]

1

0

,

0 , , 0,

m

t i i
i

n

d x t f x y t dt g x dw t

x x x t T
=

 = +

 = ∈ ∈

∑

¡
  

şi:

( ) ( ) µ ( )( ) [ ]0
, , 0,

t
y yt e y s x s ds t Tξ = ∈∫

pentru ( ),e y x  dată de:
 ( )( ){ } µ $ ( )( ) ( ) $ ( )( ) ( ) $ ( )( ){ }0
    / exp exp ,

tt
y y y yE x t y E x t y t h x t e y s x s dsϕ ϕ   = ⋅     ∫

şi fiecare ( ) µ [ ]( )0, ; dy C T⋅ ∈ ¡  fixat.
( ) : nxϕ →¡ ¡  satisface :

(5.a)            
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 , ,  numar natural

, 0,1 ,

N n

n

x L x C x x N

x z x L x z z B x

ϕ

ϕ ϕ

 ≤ ≤ + ∀ ∈

 + − ≤ ∀ ∈ ∈

¡

¡
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Câmpurile vectoriale ( ) ( ) { }, , 1,2,...,kf x g x k m∈ sunt funcţii continue şi continuu 
diferenţiabile de ordinul 1 astfel încât :

(5.b)              ( ) ( ),i i kf x g x M∂ ∂ ≤   pentru orice nx ∈ ¡ , 

unde { }, 1,2,...,i
i

i n
x
∂∂ = ∈

∂ .

(5.c)   există o funcţie măsurabilă Borel  ( ) ( )1 ; , , 0,1nx z x z Bϕ ∈ ∈¡  astfel încât 
( ) ( ) ( )1

0
lim ;

x z x
x z

ε

ϕ ε ϕ
ϕ

ε↓

+ −
=  pentru fiecare ( ) ( ); 0,1nx z B∈ ×¡ .

Teorema 2.6.2.   În  aceleaşi  ipoteze  ca  în  teorema  2.6.1,  există  o 
strategie  admisibilă  ( ) ( )( ) [ ]{ }1

0 , : 0,y y nt t t Tθ θ +∈ ∈¡  asociată  cu funcţia  valoare 
( ) [ ]{ }, 0,yV t t Tθ ∈  astfel  încât  ( ) ( ) µ ( ) ( )( ) [ ], ; , 0,y

y x yt t S t x t y t Tθ ξ= ∂ ⋅ ∈ ,  şi  ( )0 0yθ  

satisface  ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 00 0 0 , 0, ;y y yV x S x yθ θ θ= + ≥ ⋅ ,  unde  funcţia  continuă 
( )( ), ;S t x y ⋅  este definită în teorema 2.6.1.

Capitolul 3

Cuprinde  rezultate  originale  publicate  în  Revue  Roumaine  de 
mathematiques  pures  et  appliquees (a  se  vedea  referinţa  [10]  din 
bibliografie)  la  care  s-au  adăugat  rezultate  obţinute  în  lucrarea  [18]  din 
bibliografie. 

În  prima  parte  este  prezentat  principiul  variaţional  global  în  cazul 
deterministic,  iar  în  partea  a  doua  principiul  variaţional  global  în  cazul 
stochastic. 

În cazul deterministic sistemele de control sunt considerate asociind 
un sistem gradient de control utilizând control în sens slab. Sistemul original 
de  control  este  analizat  folosind  soluţiile  unor  ecuaţii  Hamilton-Jacobi-
Bellman  (HJB)  care  apar  ca  intregrale  prime  de-a  lungul  unor  soluţii 
admisibile. 

De obicei, starea reală a unui sistem de control este restricţionată la 
variabila principală  nx ∈ ¡ ,  în timp ce funcţiile de control admisibile  sub 
formă de feedback sunt aplicaţii netede. Acest subiect a fost tratat pe larg în 
mai  multe  rânduri  şi  noi  ne  rezumăm  la  a  menţiona  analiza  stochastică 
conţinută în referinţele [14]-[18].

Aici,  complexitatea  sistemului  de  control  este  dată  de  variabila 
principală  extinsă  ( ), n Mx p ∈ ×¡ ¡ şi  transformarea  de  coordonate 
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( ) [ ] , , nx G p y x y= ∈ ¡ ,  pentru  fiecare  ( )0,2 Mp B ρ∈ ⊂ ¡  astfel  încât  câmpul 
vectorial de control care depinde de nx ∈ ¡  este exprimat ca derivata Lie a lui 

( ) [ ]x G p y=  de-a  lungul  câmpului  vectorial  de  control  care  depinde  de 
( )0,2p B ρ∈ .  Construcţia  aplicaţiei  netede  ( ) [ ]x G p y= şi  a  inversei  ei 

( ) ( )1y G p x−
=     este sursa principală pentru generarea unui sistem gradient de 

control  şi  a  integralelor  prime  de-a  lungul  unei  perechi  admisibile 
$ ( ) µ ( )( ) [ ]{ }, | 0,x t p t t T∈ . Ideea de bază a acestei analize a apărut în [7], unde a 

fost  utilizată  o  algebră  Lie  finit  dimensională  pentru  a  descrie  un sistem 
gradient stochastic.

În  cazul  deterministic,  construcţia  sistemului  gradient  de  control 
implică algebra Lie finit dimensională (de tip finit) şi, în plus, este introdus 
un control feedback special (feedback în sens slab).

Funcţiile  de  control  feedback  în  sens  slab  admisibile  sunt  funcţii 
Lipschitz în a doua componentă  ( )0,2 Mp B ρ∈ ⊂ ¡  păstrând în mod necesar 
dependenţa netedă a soluţiei în raport cu nx ∈ ¡  când este implicată o ecuaţie 
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB).

Rezultatele  principale  privind  construcţia  sistemului  gradient  de 
control  sunt  date  în  teorema  3.2.2.  Teorema  3.2.1  conţine  principiul 
varaţional  global  legat  cu  principiul  Pontryagin  şi  cu  ecuaţiile  HJB. 
Observaţia 3.2.2.  prezintă un algoritm pentru construcţia unui şir ca soluţie 
optimală generalizată.

Considerăm sisteme de control neliniare de forma:

(2.1)                                
( )

( ) [ ]0

,

0 , , , 0,n d

dx f x u
dt
x x x u U t T

 =

 = ∈ ∈ ⊂ ∈ ¡ ¡

unde câmpul vectorial controlat ( );n d nf C∞∈ ×¡ ¡ ¡  este un polinom în du ∈ ¡  
şi,  dU ⊂ ¡ este  fixat.  Notăm prin  { } ( )0 ,..., ;n n

mg g C∞⊂ ¡ ¡ câmpurile  vectoriale 
care apar ca şi coeficienţi ai polinomului  ( ),f x ⋅ . Definim algebra Lie reală 

( ) ( )0 ,..., ;n n
mL L g g C∞= ⊂ ¡ ¡  generată  de  câmpurile  vectoriale   { }0 ,..., mg g  şi 

presupunem că L  este de tip finit. Atunci poate fi asociat un sistem gradient 
de control ca în teorema 3.2.1. 

Un sistem gradient de control extins este definit astfel:
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Definiţia 3.2.1. Fie bila fixată ( )0,2 MB ρ ⊂ ¡ . Spunem că perechea de  
câmpuri vectoriale netede ( ) ( )( ) ( ), , 0,2 ; , ;n d n M d Mg q g C B q Cρ∞ ∞∈ × × ∈ ×¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡

defineşte  un  sistem  gradient  de  control  asociat  cu  (2.1)  dacă  există  
difeomorfismul ( ) [ ] , , nx G p y x y= ∈ ¡  aplicaţie netedă pentru fiecare ( )0,2p B ρ∈  
astfel  încât  ( )( )0,2 ;n nG C B ρ∞∈ × ¡ ¡  a  cărei  inversă  ( ) ( ) 1

, :y p x G pψ
−

= =     
admite derivate parţiale de ordinul 1 mărginite şi 
(i)     ( ) [ ]0G y y= ;
(ii)   ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,pG p p x q p u g p x uψ∂   =  ;
(iii)   ( ), 0q p u = pentru ( )0,2 , dp B uρ∉ ∈ ¡ şi 

( ) [ ]( ) ( ) [ ]( ) ( )0 0, , , , 0,g p G p x u f G p x u p B ρ= ∈  unde 0
nx ∈ ¡  este fixat.

   În acord cu definiţia 3.2.1 putem considera sistemul extins de control:

 (2.2)                              
( ) ( )

( ) ( )

0, , , 0 ,

, , 0 0,

dx g p x u x x
dt
dp q p u p
dt

 = =

 = =


unde ( ) [ ]0,2 , , 0,dp B u U t Tρ∈ ∈ ⊂ ∈¡  şi  ( ), 0q p u =  pentru ( )0,2 .p B ρ∉

Definiţia  3.2.2. Spunem  că  sistemul  de  control  (2.1)  cu 
( );n d nf C∞∈ ×¡ ¡ ¡ poate  fi  extins  la  sistemul  gradient  de  control  (2.2)  cu 

( )( ) ( )0,2 ; , ;n d n M d Mg C B q Cρ∞ ∞∈ × × ∈ ×¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ , cu condiţia să existe aplicaţia  
netedă  ( ) [ ] ( ): 0,2 n nx G p y B ρ= × →¡ ¡  astfel  încât să fie satisfăcute condiţiile  
(i)-(iii) din definiţia 3.2.1.

Presupunând câmpul vectorial  ( ),f x u  ca fiind un polinom în  du ∈ ¡ , 
construim în teorema 3.2.1 sistemul gradient care depinde de 0

nx ∈ ¡  fixat.
Formularea  problemei  şi  rezultatul  din  teorema  3.2.1  se   bazează  pe 
următoarea ipoteză:

 Ipoteza 3.2.1.  Sistemul de control (2.1) cu ( );n d nf C∞∈ ×¡ ¡ ¡ poate fi  
extins la sistemul gradient de control (2.2), unde:
                       ( )( ) ( )0,2 ; , ;n d n M d Mg C B q Cρ∞ ∞∈ × × ∈ ×¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ .
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Teorema 3.2.1. Presupunem că ipoteza 3.2.1 este satisfacută de (2.1)  
şi  asociem sistemul gradient  de control  (2.2).  Fie  $ µ( ), adu p W P∈ ×  perechea 
optimală şi definim funcţia valoare µ ( ) [ ], , 0, , nV t x t a x∈ ∈ ¡  ca în (2.4).
Atunci ecuaţiile HJB:
 

(2.5)                       
µ ( ) µ ( ) µ ( ) $ ( )( )
µ ( ) ( )

, , , , , 0,

, ,

t x

n

V t x V t x g p t x u t

V a x x xϕ

∂ + ∂ =

= ∈ ¡

(2.6)               µ $ ( )( ) $ ( )( ) µ $ ( )( ) $ ( ) $ ( )( )max , , , , , ,x xu U
V t x t f x t u V t x t f x t u t

∈
∂ = ∂

au  loc  pentru  fiecare  [ ]0,t a∈ ,  unde  $ ( ) $ µ ( )( ) [ ]: , , 0,u s u s p s s a= ∈ este  o  funcţie  
continuă.

Definitia 3.2.3.  Mulţimea adW  a  feedback-urilor de control în sens  
slab constă în toate funcţiile  mărginite  ( ) [ ] ( ), : 0, 0,2u t p T B Uρ× →  care sunt 
funcţii de [ ]0,t T∈ continue pe porţiuni şi funcţii Lipschitz de ( )0,2p B ρ∈ , unde 

dU ⊂ ¡ este o mulţime închisă fixată.
P reprezintă mulţimea constând din toate soluţiile satisfăcând sistemul 

de control auxiliar (2.2) pentru orice control feedback în sens slab $ .adu W∈

Observaţie: Concluziile teoremei 3.2.1 depind de ipoteza 3.2.1 care 
specifică existenţa sistemului gradient de control (2.2). În teorema următoare 
vom construi sistemul gradient de control (2.2) implicat. 

Teorema  3.2.2. Considerăm  sistemul  de  control  (2.1)  unde 
( );n d nf C∞∈ ×¡ ¡ ¡ este  un  polinom  în  .du ∈ ¡  Fie  { } ( )0 ,..., ;n n

mg g C∞⊂ ¡ ¡  
câmpurile vectoriale corespunzătoare care sunt coeficienţi  ai polinomului 

( ),f x ⋅  şi presupunem că algebra Lie reală  ( ) ( )0 1, ,..., ;n n
mL g g g C ∞⊂ ¡ ¡ este de 

tip finit. Atunci sistemul (2.1) poate fi extins la sistemul gradient de control  
(2.2).
 Observaţia  3.2.2   Ecuaţiile  HJB  din  teorema  3.2.1.  sugerază 
următorul algoritm pentru obţinerea unui candidat optimal  $ adu W∈ .  Pornim 
din  0 adu W∈ şi  definim  ( ) [ ] ( )0 : 0, 0,2p t T B ρ→ ca  soluţie  corespunzătoare  a 
sistemului  de  control  auxiliar  (2.2).  Alegem  funcţia  valoare 

( ) ( )( )( ) ( )( ) [ ]0 0 0, , , 0, , nV t x G p a p t x t a xϕ ψ = ∈ ∈  ¡ ,  unde  0 a T< ≤  este primul timp 
de ieşire al lui 0p  din bila ( )0, .MB ρ ⊂ ¡  Găsim 1 adu W∈  astfel încât:
 
         ( ) [ ]( ) ( ) [ ]( ) ( ) [ ]( ) ( ) [ ] ( )( )0 0 0 0 0 1max , , , , , , ,x o xu U

V t G p x f G p x u V t G p x f G p x u t p
∈

∂ = ∂
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pentru orice ( ) [ ] ( ), 0, 0, .t p a B ρ∈ ×  Atunci definim ( ) [ ] ( )1 : 0, 0,2p t T B ρ→ ca soluţie 
a lui (2.2) corespunzătoare lui 1 adu W∈ , şi fie 

                          ( ) ( )( )( ) ( )( ) [ ]1 1 1, : , , 0, , nV t x G p a p t x t a xϕ ψ = ∈ ∈  ¡ ,

funcţia valoare corespunzătoare, unde  0 a T< ≤  este primul timp de ieşire a 
lui 1p  din bila ( )0,2 MB ρ ⊂ ¡ . Găsim 2 adu W∈  astfel încât ecuaţia (2.5) scrisă cu 
µ

1V V=  este satisfăcută. În acest mod producem un şir ( ) ( ){ } 0
, , ,n n n

V t x u t p
≥  astfel 

încât orice punct limită µ ( ) $ ( ){ }, , ,V t x u t p poate fi văzut ca o soluţie generalizată 
a ecuaţiei HJB din teorema 3.2.1.

În cazul stohastic, un sistem complet de control stochastic este dat de o 
mulţime finită de câmpuri vectoriale de control  ( ) ( ) ( ){ }0 1, , , ,..., ,mf x u f x u f x u  
unde 0f  defineşte driftul iar  1,..., mf f sunt câmpurile vectoriale de difuzie. În 
cazul în care comenzile feedback admisibile sunt aplicaţii netede în  nx ∈ ¡  
putem  să  asociem  ecuaţia  Kolmogorov  corespunzătoare  sau  ecuaţia 
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), ecuaţii care descriu evoluţia unei anumite 
funcţionale cost.
        Suportul  bibliografic  al  acestui  subiect  este  semnificativ  şi  bine 
reprezentat ;  ne  mărginim  să  menţionăm  referinţele  [1,  14,  19]  din 
bibliografie. În  acest  caz,  sistemul  extins  GSCS,  clasa  de  comenzi 
admisă (comenzi în sens slab sub formă de feedback) şi chiar funcţionalele 
sunt  definite  în  conformitate  cu  o  transformare  netedă  de  coordonate 

( ) [ ] , , nx G p y x y= ∈ ¡ ,  pentru  orice  ( )0,2 Mp B ρ∈ ⊂ ¡ ,  astfel  încât  câmpul 
vectorial  care  depinde  de  nx ∈ ¡  poate  fi  scris  ca  o  derivată  Lie  a  lui 

( ) [ ] ( )0 , 0, 2x G p x p B ρ= ∈ .  Se  introduce  o  variabilă  de  stare  extinsă 
( ), n Mx p ∈ ×¡ ¡  şi  se  construieşte  o  aplicaţie  netedă  ( ) [ ]x G p y=  a  cărei 

inversă ( ) ( )1
,

def
y G p p xψ

−
= =    utilizează o algebră Lie de tip finit, generată de 

câmpurile vectoriale de control originale.
        Ideea de bază a acestei analize a apărut în [7] şi a fost aplicată la 
anumite SPDE în [3] considerând algebre Lie finit-dimensionale. Folosind 
comenzile în sens slab sub formă de feedback ( )adu W∈  ca funcţii Lipschitz 
de  ( )0,2 Mp B ρ∈ ⊂ ¡ ,  funcţionala  cost  poate  fi  descrisă  folosind  ecuaţiile 
Hamilton-Jacobi corespunzătoare câmpurilor vectoriale aleatoare în raport 
cu nx ∈ ¡ . Deşi câmpurile vectoriale de difuzie depind de comenzile adu W∈  
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se obţine o descriere a optimalităţii  cu ajutorul  unui  principiu variaţional 
global. Principalele rezultate sunt date în teorema 3.3.1 în care se stabileşte 
principiul variaţional global şi în teorema 3.3.2 în care se construieşte un 
GSCS în care 0 1, ,..., mf f f  sunt presupuse a fi polinoame în raport cu variabila 
de control  du ∈ ¡ . În secţiunea 3.4 este dat un algoritm care se bazează pe 
principiul variaţional global GVP dat în Teorema 3.3.1.

Considerăm sistemul neliniar de control de forma următoare :

( 3.1 )      
( ) ( ) ( ) [ ] ( )

( )

0 0
1

, , , 0, , 0

,

m

t j j
j

n d

d x f x u dt f x u dw t t T x x

x u U multime inchisa
=

 = + ∈ =

 ∈ ∈ ⊂

∑ o

¡ ¡

unde câmpul vectorial neted de control  ( );n d n
if C ∞∈ ×¡ ¡ ¡  este polinom în 

raport  cu  du ∈ ¡  pentru  fiecare  { }0,1,...,i m∈  şi 
( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]1 2: , ,..., , 0,m

mw t w t w t w t t T= ∈ ∈¡  este  un  proces  Wiener  standard 
peste spaţiul probabilitate complet filtrat {,  { t }, P}.

Definitia 3.3.1. Fie bila B ( )0,2 Mρ ⊂ ¡  fixată. Spunem că mulţimea de 
câmpuri  vectoriale  netede  ( ) ( ) ( ){ } ( )0 1 1, , , ,..., , , ; ,M d M

o m m ig q g q g q q C ∞∈ ×¡ ¡ ¡  
( )( )0,2 ;n d n

ig C B ρ∞∈ × ×¡ ¡ ¡  defineşte  un  sistem  gradient  de  control  
stohastic  (  GSCS)  asociat  cu  (  3.1  ),  dacă  există  un  difeomorfism 

( ) [ ] , , nx G p y x y= ∈ ¡ , aplicaţie netedă pentru orice  ( )0,2p B ρ∈  astfel incat 
( )( )0,2 ;n nG C B ρ∞∈ × ¡ ¡  şi inversa sa ( ) ( ) ( )1

: ,y G p x p xψ
−

= =    au derivatele  
parţiale  de  ordinul  1  si  2 mărginite,  şi: 
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )

( ) { }
0

0

0 ,

, , , , , 0,1,...,

, 0 0,2 , , ,

0, , 0,1,..., , .

p i i

i i i o

n

i G y y

ii G p p x q p u g p x u i m

iii q p u pentru p B si g p G p x u f G p x u pentru

p B i m unde x este fixat

ψ

ρ

ρ

=

∂ = ∈  
= ∉ =

∈ ∈ ∈ ¡
Pentru  anumite  câmpuri  vectoriale  controlate  netede 
( ); ,M d M

iq C ∞∈ ×¡ ¡ ¡ ( )( )0,2 ;n d n
ig C B ρ∞∈ × ×¡ ¡ ¡ ,  { }0,1,...,i m∈ ,  definim 

următorul sistem de control stochastic :
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( 3.2 )            
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
1

0
1

, , , , , 0 ,

, , , 0 0, 0,2

m
n

t j j
j

m

t j j
j

d x g p x u dt g p x u dw t x x x

d p q p u dt q p u dw t p p B ρ

=

=

 = + = ∈

 = + = ∈

∑

∑

o ¡

o
 

pentru [ ]0,t T∈ , du U∈ ⊆ ¡ , unde integrala de tip Stratonovich este exprimată 
utilizând integrala Itô astfel:

             

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1, , , ,
2

, , , ,

1 , , , , , , ,
2

j j j j p j j

j j j j

p j j x j j

q p u dw t q p u dw t q p u q p u dt

g p x u dw t g p x u dw t

g p x u q p u g p x u g p x u dt

 = + ∂
 = +

  + ∂ + ∂ 

o

o

pentru orice  j { }0,1,...,m∈ .
Definiţia 3.3.2. Spunem că sistemul de control stochastic  (3.1) poate  

fi  extins  la  GSCS  (3.2)  cu  condiţia  să  găsim  o  aplicaţie  netedă 
( ) [ ] ( ), , , 0, 2n Mx G p y x y p B ρ= ∈ ∈ ⊆¡ ¡  astfel  încât  condiţiile (i)-(iii)  din 

definiţia 3.3.1 să  fie satisfăute.

Observăm că  integrala  de tip Stratonovici  ,,o  ,,  în ambele  sisteme 
(3.1) şi (3.2) nu cere ca funcţia de comandă admisă  ( ),u u t p= să depindă 
neted de ( )0,2p B ρ∈ .

Ipoteza 3.3.1. Presupunem că sistemul de control stochastic  ( 3.1) cu 
( );n d n

if C ∞∈ ×¡ ¡ ¡  poate  fi  extins  la  GSCS  (3.2)  cu 
( )( )0,2 ;n d n

ig C B ρ∞∈ × ×¡ ¡ ¡ ,  ( );M d M
iq C ∞∈ ×¡ ¡ ¡  şi  ( ), 0iq p u =  pentru 

orice ( ) { }0,2 , 0,1,..., .p B i mρ∈ ∈

Teorema 3.3.1.   Fie  $ µ( ),u p adW∈ × Γ o soluţie  optimală  pentru  S şi  
presupunem că ipoteza 3.3.1 este satisfacută. Atunci următoarea inegalitate  
este adevarată

µ ( )( )( ) $ ( )( )               0 , ,E H t u p t H t u t ≤ − +  

    µ ( )( )( ) $ ( )( ) µ ( ) $ ( ) µ ( )( )( ) µ ( ) $ ( ) $ ( )( )
1

1 , , , , , , ,
2

m

j j j j
j

E S t u p t S t u t g p t x t u p t g p t x t u t
=

+ − −∑
pentru orice ( ) ( ) [ ]: 0, 2 si 0,M du p B U t Tρ ⊆ → ⊆ ∈¡ ¡ .
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(S) este  problema de control constând din funcţionala µ( ),J u p  dată de:

                         µ( ) µ ( ) ( )( )( ), ,J u p E p T x Tϕ ψ=   

şi asociată cu GSCS (3.2) ca restricţii; ( )2 ;nCϕ ∈ ¡ ¡  cu condiţia  de creştere 
polinomială pentru 2, ,x xϕ ϕ ϕ∂ ∂ .
Aici adW  a  comenzilor  feedback  în  sens  slab  constă  în  toate  funcţiile 
mărginite ( ),u t p : [ ] ( )0, 0,2T B Uρ× →  care sunt r.p.r.c în raport cu  [ ]0,t T∈ şi 
Lipschitz în ( )0,2p B ρ∈ .

Spunem  că  ( ),u t p  : [ ] ( )0, 0,2T B Uρ× → este  o  variabilă  aleatoare 
continuă la dreapta pe porţiuni (r.p.r.c) în raport cu  [ ]0,t T∈ dacă mulţimea 
finită  de  timpi  Markov  1 20 ... N Tτ τ τ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  există  astfel  încât  ( ),u t p  
restricţionată la fiecare [ )1,i iτ τ +  este continuă.

Γ  este  mulţimea constând din toate  soluţiile  sistemului  auxiliar  de 
control (3.2) utilizând 

adu W
∧

∈ .
Teorema 3.3.2.  Presupunem că  sistemul de control stochastic (3.1)  

este  dat  astfel  încât  câmpul  vectorial  neted  controlat  ( );n d n
if C ∞∈ ×¡ ¡ ¡  

este  polinom  în  raport  cu  du ∈ ¡  pentru  fiecare  i ∈ { }1,...,m .  Fie 
{ } ( )1,..., ;n n

NX X C ∞⊆ ¡ ¡  câmpuri  vectoriale  reprezentând  coeficienţii  
polinoamelor  { }0 1, ,..., mf f f .  Presupunem  că  algebra  reală  Lie 

( ) ( )1,..., ;n n
NL X X C ∞⊆ ¡ ¡  este  de  tip  finit.  Atunci  sistemul  de  control  

stochastic (3.1) poate fi extins la GSCS (3.2).
O posibilitate simplă de a produce şirul { } 1

,n n adn
u p W

≥
⊆ × Γ  care este în 

acord  cu  principiul  variaţional  din  teorema 3.2.1,  este  de  a  folosi  numai 
funcţiile  scalare  ( ),H t u  care  reprezintă  extinderea  funcţiei  hamiltoniene 
asociată cu problema optimală stochastică (S).
       În acest scop, pornind cu 1 adu W∈ , definim şirul { } 1

,n n adn
u p W

≥
⊆ × Γ , unde 

np  satisface (3.2) corespunzător lui  1 şi n ad n adu W u W+∈ ∈  se determină astfel 
încât:

(3.24)                            ( )( ) ( ) ( ) [ ]1, , , , 0,n n
nH t u t H t u t u T U+ ≤ ∈ ×

unde ( ) ( )( )1 1 , ,n n nu t u t p t+ +=  si 

(3.25)                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0
1

, : , , , , ,
m

n n n n
j j n n

j
H t u t g t u t g p t x t uψ ψ

=

= + ∑
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Aici ( ) ( )( ) [ ]0n nx t G p t x=  si ( ) { }, 0,1,...,n
i t i mψ ∈ , sunt definite astfel :

(3.26)    
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) { }
0 0

0

, ,

, , , 1, 2,...,

n
x n n x

n n
j x j n n n

t p t x t x

t g p t x t u t t j m

ψ ψ ϕ

ψ ψ

∗

∗

  = ∂ ∂  


  = ∂ ∈ 

În plus, ( )0 ,ng t u  este dat de:
 (3.27)

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0 0
1

1

1          , : , , , , , ,
2

1           , , ,
2

m
n

n n x j n n j n n n
j

m

p j n n j n n
j

g t u g p t x t u g p t x t u g p t x t u t

g p t x t u g p t u t

=

=

= + ∂

+ ∂

∑

∑
Observăm că sistemul  gradient  de control  asociat  este  definit  în  teorema 
3.2.1 şi sunt verificate ecuaţiile:

(3.28)      
( ) ( )( ) ( )( ) [ ] ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) [ ] ( )( )
0

0

, , ,

, , ,

i n n p n i n

x i n n p y n i n

g p t x t u G p t x q p t u

g p t x t u G p t x q p t u

 = ∂


 ∂ = ∂ ∂  
 

pentru [ ] { }0, ,  şi 0,1,..., , 1.t T u U i m n∈ ∈ ∈ ≥

      Astfel şirul  { } 1
,n n adn

u p W
≥

⊆ × Γ  satisface (3.24) şi  va fi  numit soluţie 
generalizată a problemei de control (S).

Capitolul 4

 Se referă la reprezentarea gradient si comportarea asimptotică a soluţiilor 
cad-lag asociate cu ecuaţii diferenţiale cu impulsuri. 

Este în întregime nou, cu posibilităţi  de dezvoltare. Ceva incipient s-a 
prezentat la conferinţa AMAMEF, Viena 2008. Rezultatele principale apar 
în referinţa [9] din bibliografie.
     În prima parte este dată definiţia reprezentării gradient a soluţiilor cad-lag 
şi sunt prezentate pe larg o serie de comentarii asupra acestei reprezentări. 
Apar elemente noi faţă de reprezentarea gradient din cazul continuu ( a se 
vedea  şirul de probleme la frontieră). 

Prin considerarea ecuaţiilor diferenţiale neliniare cu impulsuri au apărut 
probleme dificile  specifice generate de influenţa componentei  discontinue 
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asupra  celei  continue,  ambele  descriind  soluţiile  cad-lag  corespunzătoare 
fără  să  fie  separate.  O reprezentare  gradient  a  soluţiilor  cad-lag  poate  fi 
văzută ca o metodă pentru a utiliza aplicaţiile difeomorfism ca să obţinem o 
reprezentare integrală în care cele două componente acţionează separat.

Pentru realizarea acestui scop trebuie să începem prin a analiza partea 
de  salt  redusă  dată  de  câmpuri  vectoriale  neliniare  şi  unde   apar  toate 
noţiunile esenţiale ale reprezentării gradient.  Apoi este prezentată teorema 
corespunzătoare de reprezentare integrală unde au fost analizate două cazuri: 
câmpurile  comută  şi  câmpurile  sunt  în  involuţie.  Reprezentarea  gradient 
fiind obţinută în teorema 4.4.3.1 pentru cazul în care câmpurile comută şi în 
teorema 4.4.4.1 pentru cazul în care câmpurile sunt în involuţie. Rezultatele 
sunt prezentate în detaliu în ambele situaţii ( a se vedea  şi teoremele 4.4.2.1 
şi 4.4.4.2).

Ecuaţiile  diferenţiale  ordinare  cu  impulsuri  vor  conţine  salturi  şi 
comutări determinate de un proces constant pe porţiuni şi mărginit

                                  ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , m dt y t tλ ω ω µ ω= ∈ × Λ¡ ¡

verificând ( ) ( ) )1 0, , , , , 0, 0j j jt t t t t j tλ ω λ ω += ∈ ≥ = , pentru un şir { } 0j j
t +≥

↑ ⊆ ¡ , unde 
( ),jtλ ⋅ este un vector aleator  j - măsurabil pe spaţiul probabilitate filtrat 

{,  { j }↑ ⊆ ,  P}.  Prin  abuz,  vom  nota  ( ) ( ),t tλ ω λ=  şi 
( ) ( ), , 0, 0j jt t t jλ ω λ= ≥ ≥ .  Soluţiile (cad-lag) sunt funcţii  continue pe porţiuni 

având continuitate la dreapta (continuite a droite)  şi limită la stânga (limite 
a gauche) la fiecare moment  jt t=  astfel  încât următorul sistem de ecuaţii 
diferenţiale este satisfăcut:

(1.1)  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) )

( ) ( ) ( )
0 1

1
; ; , , , 0

0 , unde lim , 0

m

t j i j j i j i j j j
i

s t

d z t f z t t dt f z t t y t y t t t t j

z x v t v s t

µ µ +
=

↑

   = + − − − − ∈ ≥  

 = − = >

∑

Aici câmpurile vectoriale  ( ) ( ) { }; ; , 0,1,...,ih z f z i mµ µ= ∈ sunt funcţii continue de 
( ), n dz µ ∈ ×¡ ¡  cu  valori  în  n¡ ,  satisfăcând  o  proprietate  de  continuitate 
Lipschitz în nz ∈ ¡ ,

(1.2)    ( )( ) ( )( )'' ' '' ' ' ''
1 1; ; , , , 0, unde C 0nh z t h z t C z z z z tµ µ− ≤ − ∀ ∈ ≥ >¡  este  o 

constantă.

21



Presupunând că ipoteza (1.2) are loc, o soluţie (cad-lag) unică pentru (1.1) se 
construieşte după cum urmează: 

( ) ( ) ){ }1, , , , 0j j jz t x z t t t t j+= ∈ ≥ unde ( ) ){ }1: ,j j jz t t t t +∈  este procesul continuu care 
satisface următorul sistem de ecuaţii integrale:

(1.3)                                 ( ) ( ) ( )( ) [ )0 0 0 10
; 0 , 0,

t
z t x f z s ds t tµ= + ∈∫ ,

(1.4)                   
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) )
1 1

1

0 1

;

                            ; , , , 1
j

m

j j j i j j j i j i j
i

t
j j j jt

z t z t f z t t y t y t

f z s t ds t t t j

µ

µ

− −
=

+

 = − + − − − − + 

+ ∈ ≥

∑

∫
                              

unde ( ) ( )
1 1lim , 1

j
j

def

j jt t
z t z t j

− −↑
− = ≥ .

Definiţia  4.4.1.2. Spunem  că  ( )2ˆ ;m
gG C R Z∈  ,   împreună  cu   o  

pereche  de  procese  constante  pe  porţiuni 

( ) ( )( ){ ( ) ( )( ) ( ) ( )ˆ ˆ, , 0, 0, :j jp t p t p t p t B R B R= ∈ × ) }1, , 0j jt t t j+∈ ≥  şi  cu 

procesul  continuu  ( ) ( ) ){ }1ˆ : , , 0j j jz t z t t t t j+= ∈ ≥
$ definesc o reprezentare 

gradient  pentru  soluţia  (cad - lag)  ( ) ( ) ){ }1, : , , 0j j jz t x z t t t t j+= ∈ ≥  
satisfăcând (1.1) dacă:

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

1
1

1

ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ; ; , ,

ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ; ; , 0

j j j k j j j k j k j j j
k m

m

y j j j j j k j j j k j k j
k

z t G p t z t f G p t z t y t y t t t t

G p t z t p t p t f G p t z t y t y t j

+
≤ ≤

=

   = − + − − − ∈  


    ∂ − − − = − − − ≥   

∑

∑
 

( )2 ;n nZ C= ¡ ¡  iar  ( ) ( )2 2; ;m m n n
gC Z C⊆ ×¡ ¡ ¡ ¡  este  subspaţiul 

funcţiilor ( ), : m n nG y z × →¡ ¡ ¡  îndeplinind:

(4.1.1)  ( )0,G z z=  şi  există  inversa  ( ) ( ) 1; ;H y G y −⋅ = ⋅    pentru  fiecare 

( )0, my B R∈ ⊆ ¡ .
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( )2ˆ ;m
gG C Z∈ ¡  se  va  fixa  sub  forma  unei  compoziţii  finite  de  curenţi 

globali:

(4.1.3)   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
defˆ ; , ,..., ,m n

m m mG y z G y G y z y y y z= ∈ ∈oKo ¡ ¡ ,

unde  ( ) ( ) , , n
i i iG y z y z∈ ∈¡ ¡ ,  reprezintă  curentul  generat  de  câmpul 

vectorial ( )2 ;n n
if C∈ ¡ ¡ .

Restricţia  semnificativă  din  Definiţia  4.4.1.2  este  că  vom  putea 
construi ( ) ( ) m

j jp t p t − − ∈  ¡  dacă:

(4.1.4)  există câmpurile netede ( ){ }:m m
kq p p∈ ∈¡ ¡ , { }1, ,k m∈ K , astfel 

încât ( ) ( ) ( )( )ˆ ˆ; ;y k kG p z q p f G p z∂ = , ( ) ,mp∀ ∈ ¡  , 1nz k m∈ ≤ ≤¡ .

Presupunând (4.1.4),  vom construi  ( ) ( )j jp t p t − −    ca  soluţie  a 
ecuaţiei:

(E1)    ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

ˆ , 0
m

j j k j k j k j
k

p t p t q p t y t y t j
=

 − − = − − − ≥ ∑ .

4.2    Reprezentarea gradient asociată cu soluţii (cad-lag)

(I)   Cazul { } ( )2
1, , ;n n

m bf f C⊆K ¡ ¡  comută
Sistemul de ecuaţii diferenţiale cu impulsuri va fi dat de: 
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(2.1)     

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

)
( )

0
1

1

d ; d ,

                                                                   , , 0

0

m

t j i j i j i j
i

j j

z t f z t t t f z t y t y t

t t t j

z x

=

+


 = µ + − − −  

 ∈ ≥ 


=



∑

Asupra câmpurilor { } ( )2
1, , ;n n

m bf f C⊂K ¡ ¡  se face presupunerea că:

(4.2.3) { } ( )2
1, , ;n n

m bf f C Z⊆ ⊆K ¡ ¡  comută, i.e.

orice paranteza Lie verifică [ ] { }, 0, , 1, ,i kf f i k m= ∈ K .

De asemenea, procesul constant pe porţiuni ( ){ }: 0my t t∈ ≥¡  satisface:

(4.2.4)    ( ) ( )1
0

def
y j j

j
V y t y t

∞

+
=

− ≤ ρ∑ , ( ) 0y t = , ( )1 1,t t t∈ − .

unde 0ρ >  este o constantă.

Considerăm mai întâi sistemul cu salturi redus:

(4.2.7)  
( ) ( )( ) ( )

( )
1

ˆ ˆd , ; d , 0

ˆ ˆ0,

t k k
k m

n

h t z f h t z y t t

h z z
≤ ≤

 = − ≥


 = ∈

∑
¡

Soluţia (cad-lag) din (4.2.7) se construieşte ca un proces constant pe 
porţiuni verificând ( ) ( ) ){ }1ˆ ˆ; ; , , , 0j j jh t z h t z t t t j+= ∈ ≥  şi:

(4.2.8) 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

1

ˆ ˆ; ; ; , 0

ˆ ˆ0;

j j i j i j i j
i m

n

h t z h t z f h t z y t y t j

h z z
≤ ≤

  = − + − − − ≥ 

 = ∈

∑
¡

Asocierea  unei  reprezentări  gradient  va  respecta  restricţiile  din 
Definiţia 4.1.2 (vezi 4.1) şi în acest sens alegem ( )2ˆ ;m

gG C Z∈ ¡ .
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(4.2.9)     
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 1
defˆ ; , , , ,

ˆ 0,

n
m m m

n

G y z G y G y z y y y

G z z

= ∈

= ∈

oKo K ¡

¡

unde  ( ) ( )k kG y z  este  curentul  global  generat  de  ( )2 ;n n
k bf C∈ ¡ ¡ , 

{ }1, ,k m∈ K . Prin definiţie şi folosind (4.2.3) avem:

(4.2.10)      

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

1

1

şi

def ˆ ˆˆ ; ; ; ,

ˆ ˆ ˆ; ; ;

ˆ ˆ ˆ; ; , , ; , ,m n
y m

H y G y G y

G y y z G y G y z

G y z f G y z f G y z y z

−  ⋅ ⋅ = − ⋅  
 ′′ ′ ′ ′′+ =

 ∂ = ∀ ∈ ∈


K ¡ ¡

 

De  asemenea,  ipoteza  (4.1.4)  asociată  cu  Definiţia  4.4.1.2  a 
reprezentării  gradient  este  satisfăcută  dacă  se  presupune  că  { }1, , mf fK  
comută (vezi (4.2.3))  şi ca urmare obţinem  ( ) { }, 1, ,k kq y e k m= ∈ K  unde 
{ }1, , m

me e ⊆K ¡  este baza canonică. Această observaţie ne arată că procesul 

constant pe porţiuni  ( ) ( ) ){ }1: , , 0m
j j jp t p t t t t j+= ∈ ∈ ≥¡  ca soluţie din 

(E1)  (vezi Definiţia 4.4.1.2) trebuie să verifice:

(4.2.11) 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 10, , , 0

j j j jp t p t y t y t

p t y t t t t j

− − = − −

= = ∈ − ≥

Ca  urmare,  ( ) ( ) ( ), 0p t y t t= ∀ ≥ ,  şi  alegând  ˆ nz ∈ ¡  ca  un  proces 
continuu ( ){ }ˆ ˆ : 0z t z t= ≥ , trebuie să definim un proces constant pe porţiuni

( ) ( ) ){ }1ˆ ˆ : , , 0m
j j jy t y t t t t j+= ∈ ∈ ≥¡ , ( ) ( )1 1ˆ 0, ,y t t t t= ∈ − , 

astfel ca:

(4.2.12)

( ) ( )( )
( )( )( ) ( ) ( )

1

ˆ ˆˆ ˆ, ;

ˆ ˆ ˆ            + ; , 0

j j

m

k j k j k j
k

h t z G y t z

f G y t z y t y t j
=

= − +

 − − − ≥ ∑
unde  ( )ˆ, n

jh t z ∈ ¡  definit  în  (4.2.8)  înlocuieşte  procesul  continuu 

( ) ){ }1: ,j j jz t t t t +∈   din  cadrul  soluţiei  (cad-lag)  (vezi  Definiţia  4.1.2)  . 
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Soluţia  unică  ( ) ( )1ˆ ˆj jy t y t −− =  din  (4.2.12)  se  obţine  prin  rezolvarea 
următoarelor ecuaţii:

(4.2.13) ( )( ) ( )1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ; ; , 1j jG y t z h t z j− −= ≥

care  ne  conduc  direct  la  ( )ˆ 0 0y =  şi  ( )( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ; ;j jG y t z h t z=  pentru  orice 
1j ≥ .

Este util să presupunem că fiecare  ( )2 ;n n
k bf C∈ ¡ ¡  are următoarea 

structură:
(4.2.16)                        ( ) ( )k k kf z z b= α , { }1, ,k m∈ K , 

unde  { }1, , n
mb b ⊆K ¡  sunt  fixaţi  iar  ( ) ( )2 ;n

k bCα ⋅ ∈ ¡ ¡  satisface 

( )0 k z M< δ ≤ α ≤ , nz ∈ ¡ .
Soluţia unică pentru (4.2.13) este construită ca limita unui şir Cauchy 

{ }
0

ˆˆ j
j

y Y
≥

⊆  în  spaţiul  metric  complet  Ŷ ,  unde 

µ ( ) ( )( )2
1

def
0, ; 0,2nY C B Bρ × ρ¡

Lema  4.4.2.1. Considerăm funcţia  ( )ˆ ; : m n nG y z × →¡ ¡ ¡  definită  

în (4.2.9) unde câmpurile vectoriale { } ( )2
1, , ;n n

m bf f C⊆K ¡ ¡  îndeplinesc 
condiţiile (4.2.3) şi (4.2.16). Asociem următoarele ecuaţii

( )E   ( ) ( )2 2 1
1

ˆ ˆ; ,k k
k m

G y z z f z y
≤ ≤

= + ∑  ( ) ( )1, , 0, m
my y y B= ∈ ρ ⊆K ¡

1 2, nz z ∈ ¡  şi  necunoscuta  ( )1ˆ 0,2 my B∈ ρ ⊆ ¡ ,  1
Mρ = ρ
δ

,  unde  0ρ > .  

Atunci există o singură funcţie continuă şi mărginită
( ) ( ) ( )1 2 1ˆ , , : 0, 0, 2n ny f y z z B B= ρ × × → ρ¡ ¡  

verificând ( )E  şi :

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2 1
,

def 2sup , , 2 , 0,
nz z

Mf y f y z z y y B
∈

≤ ≤ ρ ∀ ∈ ρ
δ¡

 

Observaţie: Demonstraţia lemei are la bază principiul contracţiei.
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Scopul rezolvării ecuaţiilor de forma ( )E  din Lema 4.4.2.1 este acela 
de a găsi soluţia ecuaţiilor (4.2.13) pentru 2j = .

Aceleaşi  ecuaţii  ( )E  din Lema 4.4.2.1 sunt utile pentru a proba că 
ecuaţiile (4.2.13) se pot rezolva pentru orice 1j ≥  folosind un argument de 
inducţie.

Calculele şi observaţiile de mai sus, având ca  ţintă sistemul redus cu 
salturi din (4.2.7) cu soluţia (cad-lag) dată în (4.2.8), se vor reformula sub 
forma unei teoreme.

Teorema  4.4.2.1. Presupunem  că  procesul  constant  pe  porţiuni 
( ) ( ) ) ( ){ }1: , , 0, 0 0j j jy t y t t t t j y+= ∈ ≥ =  şi  câmpurile  vectoriale 

{ }1, , mf f ⊆K  ( )2 ;n n
bC Z⊆¡ ¡  îndeplinesc  ipotezele  (4.2.3),  (4.2.4)  şi  

(4.2.16).
Atunci  există  un  proces  constant  pe  porţiuni  şi  mărginit 

( ) ( ) ) $ ( ){ }1ˆ ˆ : , , 0, 0 0m
j j jy t y t t t t j y+= ∈ ∈ ≥ =¡  astfel  încât  soluţia  (cad-

lag) dată în (4.28) se poate exprima prin:

(4.2.33)             
( ) ( )( )

( )( )( ) ( ) ( )
1

ˆ ˆˆ ˆ; ;

ˆ ˆ ˆ            +  ; , 0

j j

m

k j k j k j
k

h t z G y t z

f G y t z y t y t j
=

= − +

 − − − ≥ ∑
,

 unde ( )2ˆ ;m
gG C Z∈ ¡  este definit în (4.2.9) şi

(4.2.34) ( ) ( )ˆ 1
1

def 2 2ˆ ˆ 2y j j y
j

M MV y t y t V
∞

=

− − ≤ ≤ ρ = ρ
δ δ∑ .

Observaţie: În demonstraţie se aplică teorema de punct fix din lema 
4.4.2.1.

Proprietatea  de  comutare  asumată  în  (4.2.3)  ne  conduce  direct  la 
concluzia că ( )2ˆ ;m

gG C Z∈ ¡ , fixat ca o compoziţie finită de curenţi.

(4.3.1)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
defˆ ; , , , ,m n

m m mG y z G y G y z y y y z= ∈ ∈oKo K ¡ ¡ , 

unde  ( ) ( )i iG y z  este  curentul  generat  de  ( )2 ;n n
i bf C∈ ¡ ¡  satisface 

următoarele ecuaţii:
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(4.3.2) ( ) ( )( ) ( )( )1
ˆ ˆ ˆ; ; , , ; , ,m n

y mG y z f G y z f G y z y z ∂ = ∈ ∈ K ¡ ¡ .

Ecuaţiile  (4.3.2)  ne  arată  că  putem  alege  câmpurile  vectoriale 
auxiliare  ( ) : m n

iq p →¡ ¡ ,  ( )i iq p e= ,  unde  { }1, , m
me e ⊆K ¡  este  baza 

canonică.
Teorema 4.4.3.1   Considerăm  sistemul  de  ecuaţii  diferenţiale  

ordinare  cu  impulsuri  (4.2.1)  unde  câmpul  vectorial  ( )0 ;f z µ  satisface 

ipoteza  (4.2.2),  iar  câmpurile  { } ( )2
1, , ;n n

m bf f C⊆K ¡ ¡  şi  procesul  

constant pe porţiuni ( ){ }; 0my t t⊂ ≥¡  îndeplinesc condiţiile (4.2.3), (4.2.4)  
şi  (4.2.16),  unde  0ρ >  este  suficient  de  mic  astfel  încât  (4.2.19)  se 
îndeplineşte.  Atunci  există  un  proces  constant  pe  porţiuni 

( ) ( ) ){ }1ˆ ˆ : , , 0j j jy t y t t t t j+= ∈ ≥  cu ( ( )ˆ jy t  este   j  – măsurabil, 0j ≥ ) şi  
un proces continuu.

( ) ( ) ){ }1ˆ ˆ, : , , 0j j jz t x z t t t t j+= ∈ ≥  astfel încât soluţia cad-lag din (4.2.1) 
are următoarea reprezentare gradient (vezi Definiţia 4.4.1.2):

(4.3.32) 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )
1

1
1

ˆ ˆ ˆ, ; ,

ˆ ˆ ˆ           + ; ,

j

k j j k j k j
k m

z t x G y t z t x

f G y t z t x y t y t

−

−
≤ ≤

= +

 − − ∑

( ) )1, , 0j jt t t j+∀ ∈ ≥ ,

(4.3.33) ( ) ( )ˆ
1 1

def 2 2 2ˆy j j y
j j

M M MV y t y t V
∞ ∞

= =

∆ ≤ ∆ = ≤ ρ
δ δ δ∑ ∑

În plus, procesul  continuu  ( ) ( ) ){ }1ˆ ˆ, : , , 0j j jz t x z t t t t j+= ∈ ≥  este  

soluţia  sistemului  (4.3.30)  unde  câmpul  0h  este  dat  în  (4.3.31),  iar 
( ) ( ) ( ) ( ) [ )0 0 1ˆ ˆ , , 0,z t z t x z t t t= = ∀ ∈ .

Observaţie:  Ecuaţiile  (4.3.32)  exprimă  conţinutul  reprezentării 
gradient dată în Definiţia 4.4.1.2 şi asociată cu ecuaţii diferenţiale ordinare 
cu impulsuri (4.2.1).
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4.4 Reprezentarea gradient asociată cu soluţii cad-lag;
(II) Cazul { } ( )2

1, , ;n n
m bf f C⊆K ¡ ¡  în involuţie peste¡ .

      Sistemul de ecuaţii diferenţiale ordinare cu impulsuri va fi cel descris în 
4.2 şi pentru simplitate îl vom rescrie:

(4.4.1)        

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) )

( )

0

1
1

d ; d

          , , , 0

0

t j

i j i j i j j j
i m

n

z t f z t t t

f z t y t y t t t t j

z x

+
≤ ≤

 = µ +
   + − − − ∈ ≥  
 = ∈

∑
¡

Asupra câmpurilor { } ( )2
1, , ;n n

m bf f C R R⊆K  se presupune că:

(4.4.3a)   fiecare pereche ( ), ,i kf f i k<  este în involuţie peste ¡ ,
 i e⋅  [ ] 1,i k kf f f f= α + β  pentru ,α β ∈ ¡  constante;

(4.4.3b)                 ( ) ( ) { }, 1, ,k k kf z z b k m= α ∈ K

 unde  { }1, , n
mb b ⊆K ¡  sunt  fixaţi  iar  ( ) ( )2 ;n

k bCα ⋅ ⊂ ¡ ¡  satisface 

( )0 ,k z M< δ ≤ α ≤  nz ∈ ¡ , ,nk ∈ ¡  { }1, ,k m∈ K .
De asemenea, procesul constant pe porţiuni îndeplineşte: 

(4.4.4) ( ) ( )1
0

def ,y j j
j

V y t y t
∞

+
=

− ≤ ρ∑  ( ) 0,y t =  ( )1 1,t t t∈ − , 

unde 0ρ >  constantă.
Condiţiile  (4.4.3a)  şi  (4.4.3b)   reprezintă  o  rafinare  a  celor  de  comutare 
asumate  în  4.2,  iar  reprezentarea  soluţiei  cad-lag 

( ) ( ) ){ }1, : , , 0j j jz t x z t t t t j+= ∈ ≥  care satisface sistemul (4.4.1) este dată 
prin ecuaţiile:

(4.4.5) ( ) ( ) ( )( ) [ )0 0 0 1
0

; 0 d , 0,
t

z t x f z s s t t= + µ ∈∫
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(4.4.6)

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) )

1 1
1

0 1 ; d , .
j

j j j k j j k j k j
k m
t

j j j j
t

z t z t f z t y t y t

f z t s t t t

− −
≤ ≤

+

 = − + − − − + 

+ µ ∈ 

∑

∫

unde ( ) ( )1 1
def

lim , 1
j

j j jt t
z t z t j− −↑

− ≥ .

Reprezentarea  gradient  utilizată  va  fi  cea  dată  în  Definiţia  4.4.1.2 
(vezi 4.4.1) utilizând o funcţie ( )2ˆ ;m

gG C Z∈ ¡  fixată sub forma: 

(4.4.7)   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
ˆ ; , , ,m n

m m mG p z G y G y z p y y z= = ∈ ∈oKo K ¡ ¡
unde  ( ) ( ) ,i iG y z  , n

iy z∈ ∈¡ ¡ ,  este  curentul  global  generat  de  câmpul 

( )2 ; ,n n
i bf C∈ ¡ ¡  { }1, ,i m∈ K .

De la început trebuie menţionat că de această dată neavând asumată 
proprietatea de comutare a câmpurilor  { }1, , mf fK  nu mai  sunt adevărate 

ecuaţiile ( ) ( )( ) ( )( )1
ˆ ˆ ˆ; ; , , ;p mG p z f G p z f G p z ∂ =  K .

În  schimb  se  poate  proba  o  formulă  de  reprezentare  algebrică 
nesingulară de forma:

(4.4.8) ( ) { } ( )( ) ( ) ( )1 2
ˆ ˆ; , , ; , , ,m n

p mG p z f f f G p z A p p z∂ = ∀ ∈ ∈K ¡ ¡

unde  matricea  ( ) ( ),m m A p×  este  analitică  în  mp ∈ ¡ ,  superior 
triunghiulară şi nesingulară, iar ( )0 mA I= .

Dacă  presupunem  că  ecuaţiile  (4.4.8)  au  fost  obţinute  atunci 
determinarea necunoscutelor din Definiţia 4.4.1.2 (vezi 4.1) va presupune să 
fixăm câmpurile vectoriale analitice.

( ) ( ){ }1 , , : m
mq p q p p ∈K ¡ , ( );m m

iq Cω∈ ¡ ¡ , astfel încât

(4.4.9)  ( ) ( )i iA p q p e= , { }1, ,i m∈ K , 

unde { }1, , m
me e ⊆K ¡  este baza canonică.

 Ca şi în cazul în care câmpurile comută, analiyăm mai întâi sistemul cu 
salturi redus (conţine numai salturile):
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(4.4.11) 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

( )
1

def
ˆ ˆ ˆ; ; ;

ˆ                              = ; , 0,

ˆ ˆ0,

j j j

k j k j
k m

n

h t z h t z h t z

f h t z y t j

h z z
≤ ≤

 − − ∆ =


− ∆ ≥

 = ∈

∑
¡

unde ( ) ( ) ( )def
, 0j j jy t y t y t j∆ − − ≥ .

Soluţia  cad-lag  a  sistemului  (4.4.11)  se  construieşte  ca  un  proces 
constant pe porţiuni:

(4.4.12) 

( ) ( ) )
( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

1

1

ˆ ˆ; ; , ;

ˆ ˆ ˆ; ; ; , 1

ˆ ˆ0,

j j j

j j k j k j
k m

n

h t z h t z t t t

h t z h t z f h t z y t j

h z z

+

≤ ≤

 = ∈ 


= − + − ∆ ≥

 = ∈

∑
¡

În acest caz, procesul continuu  ( ) ){ }1ˆ , : , , 0j jz t x t t t j+∈ ≥  invocat  

în Definiţia 4.4.1.2 (vezi 4.1) va fi ales procesul constant ( )ˆ ˆ, tz t x z= , 0t ≥ . 

          Lema 4.4.4.1. Fie { } ( )2
1, , ;n n

m bf f C⊆K ¡ ¡  astfel încât condiţiile  
ipotezei (4.4.3a) sunt îndeplinite. 
          Fie  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

ˆ ; , , ,m n
m m mG p z G y G y z p y y z= = ∈ ∈oKo K ¡ ¡  

orbita definită în (4.4.7).  Atunci  există o matrice  ( ) ( ), , mm m A p p× ∈ ¡ ,  
analitică, superior triunghiulară şi nesingulară astfel încât:

(4.4.13) 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )1

ˆ ˆ ˆ; ; , , ; ,

                     , ,

p m

m n

G p z f G p z f G p z A p

p z

 ∂ =  
∈ ∈

K

¡ ¡
 

(4.4.14)        
( ) { } { } { } ( )
( )

1 1 2 2 1 1 1exp exp exp , , , ,

0

m
m m m

m

A p B y B y B y p y y

A I
− −= ⋅ = ∈

=

K K ¡
 

Aici  matricele  ( )m m×  constante  { }, 1, , 1iB i m∈ −K  sunt  superior  
triunghiulare şi satisfac ecuaţiile:
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(4.4.15) { } { }, 1, , , 1, , 1j kB e k j j m= θ ∈ ∈ −K K ,
 unde { }1, , m

me e ⊆K ¡  este baza canonică şi mθ ∈ ¡  este vectorul nul.

Observaţia  4.4.4.1. Dacă  { } ( )2
1, , ;n n

m bf f C⊆K ¡ ¡  îndeplinesc 
condiţiile  ipotezei  (4.4.3a)  atunci  concluziile  Lemei  4.4.4.1  ne  arată  că 
reprezentarea  algebrică  din  (4.4.8)  este  adevărată  şi  ne conduce direct  la 
determinarea  câmpurilor  analitice  ( ); ,m m

iq Cω∈ ¡ ¡  { }1, ,i m∈ K ,  astfel 
încât ecuaţiile (4.4.9) sunt îndeplinite.

Teorema  4.4.4.1.  Considerăm  că  { } ( )2
1, , ;n n

m bf f C⊆K ¡ ¡  sunt  
date  astfel  încât  condiţiile  ipotezei  4.4.3  sunt  îndeplinite.  Atunci  există 

0 0ρ >  astfel încât reprezentarea gradient a sistemului redus (4.4.11) (vezi  
(4.4.38)  şi  (4.4.39))  este  îndeplinită  folosind  un  triplet 

( ) ( ) ( )( ){ }ˆ, , : 0m m my t p t p t t∈ × × ≥¡ ¡ ¡  0ρ  –  admisibil.  În  plus, 

( )ˆ 0
1

def 2ˆp j
j

MV p t
≥

 ∆ ≤ ρ δ ∑ .

Definiţia 4.4.1. Spunem că tripletul de procese constante pe porţiuni 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ){ }1ˆ ˆ, , , : , , 0j j j j jy t p t p t y t p t p t t t t j+= ∈ ≥  este  0ρ  – 

admisibil dacă următoarele ecuaţii sunt îndeplinite:

     

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( )

1
1

1 1

def
ˆ

ˆ            = , 0

0, ,

m

j j j k j k j
k

j j

p t p t p t q p t y t

A p t y t j

p t t t t

=
−


∆ − − = − ∆ =




− ∆ ≥


= ∈ −



∑
 

şi ( ) 0
1

def
p j

j
V p t

≥

∆ ≤ ρ∑ , unda 0 0ρ >  este o constantă.

Observaţia  4.4.4.2. Reprezentarea  gradient  cuprinsă  în  Teorema 
4.4.4.1  vizează  sistemul  redus  (4.4.11)  şi  soluţia  sa  cad-lag  din  (4.4.12). 
Această reprezentare gradient se va extinde la soluţia cad-lag dată în (4.4.5) 
şi (4.4.6) pentru sistemul de ecuaţii diferenţiale cu implusuri (4.4.1).
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Teorema  4.4.4.2. Considerăm  sistemul  cu  impulsuri  (4.4.1)  unde 
câmpul  ( )0 ;n d nf C∈ ×¡ ¡ ¡  îndeplineşte  ipoteza  4.4.2,  iar 

{ } ( )2
1, , ;n n

m bf f C⊆K ¡ ¡  satisface condiţiile ipotezei4.4. 3. Atunci există 

0 0ρ > ,  şi  ( ) ( ) ( )( ){ }ˆ, , : 0y t p t p t t ≥  un  triplet  de
procese  constante  pe  porţiuni  care  este  0ρ  –  admisibil  cu 

( )ˆ 0
1

def 2ˆp j
j

MV p t
≥

 ∆ ≤ ρ δ ∑  şi  un  proces  continuu 

( ) ( ) ){ }1ˆ ˆ, : , , 0j j jz t x z t t t t j+= ∈ ≥  astfel  încât  soluţia  cad-lag 

( ){ }, : 0z t x t ≥  a sistemului (4.4.1) satisface reprezentarea gradient

(4.4.92) 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )

)
1

1

ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ, ; , ; , ,

, , 0,

m

j k j j k j
k

j j

z t x G p t z t x f G p t z t x y t

t t t j
=

+

= − + − ∆

∈ ≥

∑

unde  ( )ˆ ,G p z ,  , ,m np z∈ ∈¡ ¡  este  definit  în  (4.4.7)  şi  satisface  
reprezentarea nesingulară din Lema4.4.4.1.
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