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Rezumat

Teza se axeaza pe studiu inelelor baza asociate unor polimatroizi transversali. Polima-
troizii transversali sunt o clasa speciala de polimatroizi discreti. Polimatroizii discreti au
fost introdusi de Herzog si Hibi [2] in 2002.

Teza este structurata in patru capitole. Capitolul unu are patru sectiuni. Astfel, in prima
sectiune incepe cu o scurta excursie in geometrie convexa. In a doua sectiune prezentim
cateva proprietatii importante ale inelelor semigrupale afine. In sectiunea a treia prezentam
o scurta introducere in teoria matroizilor gi polimatroizilor. In ultima sectiune prezentam
cateva proprietati ale inelului baza asociat unui polimatroid discret.

Capitolul doi este devotat studiului modulului canonic al inelului baza asociat unui
polimatroid transversal. Determinam fatetele conului poliedral generat de multimea expo-
nentilor monoamelor ce definesc inelul baza. Acestea ne permit sa descriem modulul canonic
in functie de interiorul relativ a conului poliedral. De asemenea, acestea ne permit deter-
minarea a-invariantului. Cum inelul baza asociat unui polimatroid discret este inel normal,
atunci functia Ehrhart si functia Hilbert coincid si cunoscind a—invariantul putem foarte
simplu afla seria Hilbert. La sfarsitul capitolului prezentam urmatoarea problema deschisa:
Problema Deschisa: Fie n > 4, A; C [n] pentru orice 1 < i < n gi K[A] inelul baza

asociat polimatroidului transversal prezentat de A = {A;, ..., A, }. Daca seria Hilbert este:

1+hyt+ ... 4 hpp t*

Hya(t) = a—0r :

atunci avem urmatoarele:
1) Daca r = 1, atunci type(K[A]) = 1+ hy—o — hq.
2) Daca 2 < r < n, atunci type(K|[A]) = h,_,.

In capitolul trei studiem intersectii de inele baza Gorenstein. Acestea, deasemenea sunt
inele Gorenstein si suntem interesati cand o intersectie de inele baza Gorenstein este inel
baza asociat unui anume polimatroid transversal. Mai precis, dam conditii necesare si
suficiente pentru ca intersectia a doua inele baza sa fie inel baza asociat unui anume
polimatroid transversal.

In capitolul patru ardtdm ci polimatroizii transversali prezentatide A = {41, Ay, ..., A}
astfel incat orice multime A; sa aiba doua elemente, iar intersectia a oricaror doua consec-

utive este cel mult unu au inelul baza K|[A] Gorenstein. Folosind identitatea Worpitzky,



numaratorul seriei Hilbert are ca coeficienti numerele Euler si folosind un rezultat al lui
M. Bona si M. Ehrenborg [1] avem ca seria Hilbert este unimodala.

Mentionez ca de un mare ajutor pentru descoperirea acestor rezultate a fost numeroasele
experimente cu computerul electonic, mai precis, cu ajutorul sistemelor "NORMALIZ” si
"SINGULAR”.

Multumiri.

Doresc sa-mi exprim recunostiinta fata de profesorul meu coordonator, domnul Dorin
Popescu, pentru caldurosul sprijin acordat si pentru bunavointa placerii de a discuta toate
intrebarile si problemele mele. De asemene sunt profund indatorat sotiei mele Madalina si

parintilor mei pentru incurajari si continuul sprijin in timpul pregatirii acestei teze.



Prezentarea Tezei

Teza este structurata pe patru capitole:
1) Introducere;
2) Tipul inelului baza asociat unui polimatroid transversal;
3) Intersectii de inele baza asociate polimatroizilor transversali;
)

4) O remarca asupra seriei Hilbert asociata unor polimatroizi transversali.

Primul capitol este structurat pe patru sectiuni:
1.1) O scurta incursiune in geometrie convexa,
1.2) Inele semigrupale afine;
1.3) Polimatroizi discreti.
1.4) Inelul Ehrhart si inelul baza asociat unui polimatroid transversal.

In fiecare sectiune sunt prezentate rezultate generale.

Capitolul doi este structurat pe trei sectiuni:
2.1) Conuri de dimensiune n gi n + 1 fatete;
2.2) Tipul inelului baza asociat unui polimatroid transversal avind conul poliedral de di-
mensiune n si cu n+1 fatete;
2.3) Functia Ehrhart

In prima sectiune este prezentata descompunerea ireductibila a conului poliedral generat
de multimea exponentilor generatorilor inelului baza asociat unui polimatroid transversal.
FieneN, n>3,0€S5,, oc=(1,2,...,n) ciclul de lungime n, [n|:={1,2,...,n} si
{€;}1<i<n baza canonica a lui R™. Pentru un vector z € R", z = (z1,...,2,), vom nota
cu|x|:=x1+...+x, Dacd 2% este un monom in K[zy,...,xz,] notam log(z*) = a. Fie
A o multime de monoame, atunci log(A) este multimea exponentilor log(z®) cu z* € A.
Consideram urmatoarea multime de vectori din N™:

i n
Vgtm =-J Z €ot(k) + (n —j) Z €at (k)
k=1

k=i+1

unde o'[i] .= {c'(1),...,0%(i)} pentrutoti 1 <i<n—-21<j<n—-15i0<t<n-—2.



Remarca. Este simplu de vazut ca pentru orice 1 <i:<n—2 g 0<t<n-—2avem
v = Vo ([3])-

Daca 0 # a € R", atunci prin H, vom nota hiperplanul din R" ce contine originea si

avand ca vector normal a € R”, adica:
H,={x € R" | (x,a) = 0},
unde (, ) este produsul scalar in R”. Avem doua semispatii marginite de H, :
Hf ={z eR" | (z,a) >0} si H, ={zr e R"| (z,a) <0}.

Principalul rezultat al acestei sectiuni este Lema 2.1.1 :

Lema. Fien e N, n>3, 1<i1<n—2 sil<j<n—1 ~Consideram urmatoarele
cazuri:

a) Dacai+j <n—1, atunci fie A := {log(xj,---x;,) | ji € Ak, pentrul <k <n} C N"
multimea exponentilor generatorilor K —algebrei K[A], unde A = {4; = [n],..., 4; =
(n], Ay = [\ [, Avg = [0\ [i], Aigja = [0, An =[]}

b) Daca i+ j > n, atunci fie A := {log(z;, - - - xj,) | jx € Aj, pentru 1 < k <
n} C N™ multimea exponentilor generatorilor K —algebrei K[A], unde A = {4; = [n] \
(@], Aijon = DI\ ], Aigjonga = [0l Ai = [n], A = 0]\ i), . A =[] \ [i]}-

Atunci conul poliedral generat de A are descompunerea ireductibila:

R,A= () H,,

aeN

unde N = {l/i()[i}, ne, | 1 <k <n}.

In a doua sectiune calculam tipul inelelor baza asociate polimatroizilor transversali
pentru care conul poliedral generat de multimea exponentilor monoamelor ce definesc inelul
baza are descompunerea ireductibila prezentata in lema de mai inainte.

Astfel, principalul rezultat al acestei sectiuni (Teorema 2.2.1.) este urmatorul:
Teorema. Fie R = Klxy,...,z,| un inel de polinoame standard graduat peste un corp K

si A multimea finita de monoame din R ce verifica ipotezele lemei de mai 1nainte. Atunci:



a) Daca i+ j <n — 1, atunci tipul inelului K[A] este:

n—i—j—1 . . . .
n+i1—7+t—1\/n—1+7—1t—1
type(K[A]) =1+ ( - )( J )
— 1—1 n—i—1

b) Daca i+ j > n, atunci tipul inelului K[.A] este:

type(K[A]) = (HZJ:) (r(n _ﬁ] " 1) (Zj@t—_ll)

t=1

unde r = [%-‘ ([z] este partea intreaga superioara a lui x).
Avem doua consecinte importante (Corolar 2.2.2. gi Corolar 2.2.3.):
Consecinta. K|[A] este inel Gorenstein daca si numai daca i +j =n — 1.
VR . . . 9 —1, pentru 1+j5<n-1
Consecinta. a-invariantul inelului baza K |[A] este a(K[A]) = P , ‘7, N
—r, pentru 1+7>n

Cum inelul baza asociat unui polimatroid discret este inel normal, atunci functia
Ehrhart este egala cu functia Hilbert si cunoscind a-invariantul obtinem seria Hilbert.
Astfel, avem:

functia Hilbert este:

O i\ fnt—k4n—i—1
ht) = k nt — k ‘

k=0

pentru orice t > 1 si h(0) = 1;

seria Hilbert este:
T+hit+...4+h,, t""

1—tr ’

Higa(t) =

unde |
hy = Szi;(—ws - (7)

h(s) este functia Hilbert a lui K[A] sir = [%-‘ :
Capitolul trei este structurat pe doua sectiuni:
3.1) Intersectii de conuri de dimensiune n gi n + 1 fatete;

3.2) Cand K[A N B]J este inel baza asociat unui polimatroid transversal?



In prima sectiune demonstram ca o intersectie de inele baza Gorenstein (introduse in
capitolul doi) este inel Gorenstein. In a doua sectiune dam conditii necesare si suficiente
ca intersectia a doua inele baza sa fie inel baza asociat unui polimatroid transversal. De
asemenea, calculam a—invariantul acestor inele baza.

Fier>2,1<4,...,5,.<n—2,0=t <ty,...,t, <n—1 gi consideram r prezentari
de polimatroizi transversali: A, = {Aqx | Aoty = [0, pentru k € [ig] U {n}, A p) =
[n] \ 0%[iz], pentru k € [n — 1]\ [i2]} pentru orice 1 < s <.

Notam K[A; N...N A,], K— algebra generata de z® cu o € A; N ... N A,, unde pentru
orice 1 < s <r, A, este multimea exponentilor monoamelor ce definesc inelul baza asociat
polimatroidului transversal prezentat de As.

Astfel, principalele rezultate ale acestui capitol sunt (Lema 3.1.1. gi Teorema 3.2.1.):
Lema. K— algebra K[A; N...N A,| este inel Gorenstein.

Teorema. Fie 1 < i1,ipo < n—2,0 <ty <n—1. Consideram doi polimatroizi transver-
sali avind ca prezentari: A = {A; | Ay = [n], pentru k € [i1] U {n}, Ay = [n]\
[i1], pentru k € [n — 1]\ [i1]} si B = {By | Byary = [n], pentru k € [io] U {n}, Byuag) =
[n]\ 0™2[is], pentru k € [n—1]\ [io]} astfel incat A, respectiv B sunt multimea exponentilor
monoamelor ce definesc inelul baza asociat polimatroizilor transversali prezentati de A,
respectiv B.

Atunci, K—algebra K[A N B] este inelul baza asociat polimatroidului transversal daca si

numai daca sunt indeplinite una din urmatoarele conditii:

b) iy > 2sits = 0.

) iy > 2 ity = i.

d)iy>2, 1<ty <iy—lsiine{l,....i—t2} U{n—to,...,n—2};

e)ip >2, 11 +1<te<n—1sgiise{l,...,n—t}U{n—ta+1iy,...,n—2}.

Capitolul patru este structurat pe doua sectiuni:
4.1) Produsul Segre si inelul baza asociat unui polimatroid transversal;
4.2) Seria Hilbert
Aratam ca polimatroizii transversali prezentati de A = {Ay, As, ..., A, } astfel incat orice
multime A; sa aiba doua elemente, iar intersectia a oricaror doua consecutive este cel mult
un element, au inelul baza Gorenstein (Propozitia 4.2.12.). Folosind identitatea Worpitzky,
numaratorul seriei Hilbert are ca coeficienti numerele Euler si folosind un rezultat al lui

M. Bona si M. Ehrenborg [1] avem ca seria Hilbert este unimodala.



Propozitie. Daca |4;] = 2 pentru 1 < i < m, |4, NA| <1si A;jNA, =@ pentru
1<i<m-—1,1<j<1i—1. Notam cu B,, inelul baza asociat polimatroidului transversal
prezentat de A = {A;, As, ..., A} . Atunci seria Hilbert a lui B,, este

-1
T Alm, k4 1)tR

unde
A(m, k) = kA(m —1L,k)+ (m—k+1)A(m—1,k—1),

cu A(m,1) = A(m,m)=1and 2 <k <m— 1.
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