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INTRODUCERE

In lucrarea sa, Generalized Calabi — You manifolds, Q. J. Math. 54 (2003), no.
3, 281-308, Nigel Hitchin a introdus noi structuri geometrice care au impulsionat
deja alte cercetari in domeniul geometriei. Teoria sa unifica intr-un mod magis-
tral multe structuri clasice si aruncd o lumind noud atat in simetria in “oglinda”
(mirror symmetry) cat si in ecuatiile supersimetrice ce apar in teoria stringurilor si
supergravitatiei.

Ideea fundamentala este aceea de a gdsi o cale de unificare a geometriei com-
plexe si a geometriei simplectice prin considerarea structurilor complexe si sim-
plectice ca operatii liniare nu pe fibratul tangent 7' la o varietate, ci pe fibratul
suma directd 1" &6 T™ a fibratilor tangent si cotangent; intr-adevar, orice structura
complexa sau simplectica pe o varietate determind un subfibrat izotropic maxi-
mal al fibratului 7" @ T™. Deoarece sectiunile netede ale fibratului 7" & 7™ au o
parantezd naturald, numitd paranteza Courant, se pot da conditii de integrabili-
tate canonice pe 1" & T™; in aceste cazuri, conditia de subfibrat Courant involutiv
revine la conditiile uzuale de integrabilitate ale structurii complexe, respectiv sim-
plectice. Astfel, Hitchin a introdus notiunea de structurd complexa generalizata
ca fiind o structurd aproape complexa generalizata J pe 1" @ 1™, al carei subfibrat
propriu L corespunzdtor valorii +: este Courant involutiv. Aceastd noua structura
geometricd este, intr-un anumit sens, analogul complex al structurii Dirac, intro-
dusd de Courant si Weinstein in [7], [8], pentru a unifica geometria Poisson cu
geometria simplectica.

In teza sa de doctorat, Generalized complex geometry ([11]), Gualtieri stru-
diaza temeinic proprietdtile structurilor complexe generalizate obtinand, printre
multe rezultate importante, si descrierea teoretica a spatiului de deformari Kuran-
ishi pentru varietdtile complexe generalizate compacte.

In aceasti tezd, plecand de la structura complexi clasicd pe o suprafati Ko-
daira, studiem deformadrile acesteia in cadrul structurilor complexe generalizate.
Teza are doua capitole. Capitolul 1 are un caracter preliminar si confine atit
definitiile cat si rezultatele (fard demonstratie) cunoscute deja si necesare studiu-
lui facut in tezd: algebra liniard pe V' @ V', algebroizi Lie, paranteza Courant i
algebroizi Courant, structuri Dirac, bialgebroizi Lie si paranteza Courant, struc-



turi complexe generalizate liniare, structuri complexe generalizate pe varietati,
deformari de structuri complexe generalizate si teoreme de deformare (din teza
lui Gualtieri).

Capitolul 2 contine numai rezultate originale (vezi lucrarea [6]).

In paragraful 2.1, Suprafete Kodaira, sunt date definitiile suprafetelor Kodaira
si descrierile fibratilor tangent si cotangent la o suprafatd Kodaira.

In paragraful 2.2, Ecuatia generalizatd Maurer-Cartan, se introduce subfi-
bratul L = (T, ®T7y) ® C C (T ®T*) @ C definit de structura complexi
clasicd pe o suprafatd Kodaira si se rezolva ecuatia generalizatd Maurer-Cartan
dré + % [€,€] = 0, ale cérei solutii descriu deformarile acestei structuri in contex-
tul structurilor complexe generalizate. Dupd demonstrarea prin calcule directe a
Lemelor 2.1-2.34 se obtin cele doua rezultate principale ale paragrafului: Teorema
2.2, care stabileste anularea termenilor [, £] in ecuatia Maurer-Cartan si Teorema
2.3 care da solutiile acestei ecuatii.

In paragraful 2.3, Deformdri de structuri complexe generalizate pe suprafete
Kodaira, se obtine rezultatul principal al tezei Teorema 2.4, care da deformarile
structurilor complexe generalizate (ce depind de patru parametri complecsi). Acest
rezultat aratd ca deformarile de structuri complexe generalizate ale structurii com-
plexe standard pe o suprafatd Kodaira sunt aceleasi ca deformdrile extinse in sen-
sul lui Kontsevich, Baranikov-Kontsevich [15], [1], obtinute de Poon [20] folosind
algebrele Gerstenhaber diferentiale (vezi [9]). In particular, prin anularea a doi
parametri, se obtin deformarile clasice de structuri complexe pe suprafete Kodaira,
obtinute de Borcea [3]. Corolarul 2.1 precizeazd enuntul Teoremei 2.4 ardtand ca
familia de deformari de structuri complexe generalizate pe o suprafatd Kodaira
este o familie local completd neteda.

In paragraful 2.4, Tipurile structurilor complexe generalizate din deformdiri,
se obtine Teorema 2.5, care aratd ca tipul unei deformari din familia obtinuta este
simplectic sau complex. In cazul in care parametrul t;; = 0, dar parametrul
tso # 0 (vezi notatiile din Teorema 2.4) se obtin exemple de structuri complexe
generalizate de tip complex, dar care nu sunt structuri complexe clasice.

In lucrarea [22], aflati in stadiul de pregitire, se face studiul deformdrilor de
structuri complexe generalizate pe varietdti Kodaira in sensul din lucrarea [10];
calculele sunt extrem de laborioase.



Capitolul 1

Preliminarii

Fie V un spatiu vectorial real de dimensiune m si fie V* dualul sdau. Atunci VeV
este inzestrat cu urmatoarea forma biliniard, simetrica si nedegenerata:

1
<X+£,Y+n>:§(§(Y)—I—77(X)) cu X,YeV¢neVrn

De obicei ne referim la<, > ca la produsul interior.

Definitia 1.1 Un subspatiu L C V & V* se numeste izotropic dacd
<X,Y >=0,(V)X,Y € L.

Exemplul 1.1 Fie E C V un subspatiu si fie ¢ € A>E*. Privind ¢ ca o aplicatie
stramb simetricdi £ — E* prin X —— ixe, considerdam urmdtorul subspatiu,
analog graficului lui e:

LEe)={X+E{cEa V' {=¢X)}

Dacd X +&,Y +n € L(E,¢) severificd cd < X +&,Y +n >= 0, ceea ce aratd
cd L(E, ) este subspatiu izotropic maximal.

Definitia 1.2 Tipul unui subspatiu izotropic maximal L(E, ¢) este codimensiunea
k a proiectiei sale pe V.

Definitia 1.3 Un algebroid Lie ([Pradines], [Mackenizie], [Gualtieri]) este un
fibrat vectorial L pe o varietate netedd M, inzestrat cu o parantezd Lie | , | pe
€ (L) si o aplicatie netedd a : L — T numitd aplicatia ancord, unde T este
fibratul tangent al lui M.

Aplicatia ancord trebuie sd inducd un homomorfism de algebre Lie a : €*°(L) —
¢>°(T), adicd a([X,Y]) = [a(X),a(Y)], (V) X,Y € €¥(L) si a trebuie sd ver-
ifice regula lui Leibniz [ X, fY] = f[X, Y]+ (a(X) /)Y, V)X, Y € €>°(L), f €
€ (M) (pentru exemple vezi [Gualtieri]).
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CAPITOLUL 1. PRELIMINARII 4

Fie M o varietate neteda si 71’ fibratul sdu tangent,iar 7™ dualul sau.
Paranteza Courant este o paranteza stramb - simetrica definitd pe sectiunile netede
din 7" @ T, data de relatia

X 46V 4] = [X. Y]+ Ln — L€ — Ldlixn — iv€),

unde X + &Y +n e (T & T%).
Observam cd pe campurile vectoriale paranteza Courant se reduce la paranteza
Lie [ X, Y]. Altfel spus, dacd 7 : '@ T — T este proiectia naturald

7([A, B)) = [r(A),n(B)], (V)A, B € ¢°(T & T*).

Pe de altd parte, pe 1-forme paranteza Courant se anuleaza.

Paranteza Courant nu este un algebroid Lie din cauza termenilor exacti implicand
produsul interior < , >. Din acest motiv dacd am gasit un sub-fibrat L C
(T'® T*) ® C care sa fie involutiv (inchis la paranteza Courant) si izotropic,
termenii ce produc anomalia dispar si (L, [, |, 7) va defini un algebroid Lie.

Ideea studierii structurilor complexe generalizate apartine lui Nigel Hitchin si
a fost dezvoltata de Gualtieri in teza sa.

Definitia 1.4 O structurd complexd generalizatd pe V' este un endomorfism J pe
suma direcd V® V'™ ce satisface doud conditii:

1. J este complexd, adicd J? = —1 i

2. J este simplecticd, adicd J* = —J.

Propozitia 1.1 ([Gualtieri]) O structurd complexd generalizatd pe V' este echiva-
lentd cu specificarea unui subspatiu izotropic maximal complex L C (V®V*)®C
de index real zero, adicd L N L = {0}.

Definitia 1.5 O structurd aproape complexd generalizatd pe o varietate reald M
de dimensiune 2n este datd prin urmdtoarele conditii echivalente:

e o structurd aproape complexd [J pe ' & T™ care este ortogonald relativ la
produsul interior natural < , > .

e un sub-fibrat izotropic maximal L C (T ©T") @ C de index real zero, adicd
LN L={0}



CAPITOLUL 1. PRELIMINARII 5

Acum vom introduce conditia de integrabilitate pe structuri complexe aproape
generalizate.

Definitia 1.6 Structura aproape complexd generalizatd J se numeste integrabild
dacd fibratul propriu asociat lui +i, L C (T @ T*) ® C este Courant involutiv.
Altfel spus o structurd complexd generalizatd este o structurd Dirac complexd de
index real zero.

Exemplul 1.2 (Tipul simplectic £ = 0)
Structura aproape complexd generalizatd determinatd de o structurd simplecticd

0 —w!
= (270)

are subspatiul propriu asociat lui +1
L={X—-iwX): XeT®C},
care este Courant involutiv dacd si numai dacd dw = 0.

Exemplul 1.3 (Tipul complex &k = n)
Structura complexd generalizatd determinatd de o structurd complexd

—-J 0
are fibratul propriu izotropic maximal

L = TO,l EB T1*,07

care este Courant involutiv dacd si numai dacd J este integrabild ca structurd
complexd.



Capitolul 2

Deformari de structuri complexe
generalizate

Fie (M, J) o varietate complexid compacta, 7" fibratul sdu tangent si 7™ fibratul
cotangent.

Structura complexa generalizatd 7 este determinata de fibratul propriu asociat lui
+i, L C (T @® T*) @ C care este izotropic, satisface relatia L N L = {0} si este
inchis la paranteza Courant.

Deoarece (T T*) ® C = L @ L, folosim produsul interior natural < , > pentru
a identifica L cu L*.

Orice subspatiu izotropic maximal avand intersectia cu L zero poate fi unic descris
ca graficul unui homomorfism ¢ : L — L satisficand relatia < eX,Y > +

+ < X,eY >= 0,(V)X,Y € €°°(L) sau echivalent ¢ € ¢>°(A*L*). Noul
subspatiu izotropic este dat de L. = (1 + ¢)L.

Pentru ca structura complexd generalizatd deformatd 7 sd ramana reala trebuie
verificatd relatia L. = (1 + &) L. Observim ci L. N L. = {0} dacd si numai daci
endomorfismul definit pe L & L*

1 ¢
= (2 0)

este inversabil. Acesta este cazul pentru ¢ Intr-o mulfime deschisa in jurul lui zero.
Astfel, pentru ¢ suficient de mic, J. = A.J Agl este o noua structurd complexa
aproape generalizata si orice astfel de structuri sunt obtinute Tn acest mod.

condifia de integrabilitate pentru ¢ € €>°(A?L*) este ci J. este integrabild
dacd si numai dacd e € €>°(A%L*) satisface ecuatia Maurer-Cartan generalizati:

1
dre + 5[5,5] = 0.



CAPITOLUL 2. DEFORMARI DE STRUCTURI COMPLEXE GENERALIZATE7

2.1 Suprafete Kodaira

O suprafatd Kodaira primarda N (vezi [Kodaira], [2], [4] sau [S]) este un fibrat
analitic complex de curbe eliptice peste o curbd elipticd. De fapt, o suprafatd
Kodaira este o suprafatd complexa eliptica cu fibratul canonic trivial de forma
N = (C2/G7 unde C? este spatiul celor doud variabile complexe (z,w) si G este
un grup neabelian propriu discontinuu de transformari afine, generat de patru ele-
mente g;,7 = 1, 2, 3, 4, satisfaicand urmadtoarele relatii:

9i9;9; 'g; " =id

pentru toate cuplurile (7,5),i < j, (i,) # (3,4) si gsgags ‘9, = g5*,pentru m
numdr Tntreg pozitiv.

Acoperirea universali a lui N este complex analitic izomorfi cu C2, spatiul celor
doud variabile complexe (z,w) astfel incat g; privit ca transformare de acoperire
(G este grupul fundamental al lui N), are forma:

gj(Z7UJ) = (Z‘i‘Oéj,’UJ‘i‘Oé_j—f'ﬁj),j: 17273747

undea1 = (9 :0§i()é_3'044—06_4'053 :m'ﬁg.
Vom identifica C? cu R?, spafiul a patru variabile reale (z,y, u, v) , prin

z=x+ 1, w=u-+1v.

Din punctul de vedere al structurii diferentiale (sau chiar al structurii real-analitice)
o suprafata Kodaira este o varietate paralelizabila.

Fie X,Y,Usi Vcampurile vectoriale globale pe N generate de %, %, a% si %
respectiv. Atunci, fibratul tangent 7y este generat global de {X, Y, U, V'}. Endo-
morfismul structurii complexe J actioneaza pe 7'y prin

JX=Y,JY =-X,JU=V,JV =-U.
Singura parantezi Poisson nenula este [ X, Y] = U.

Introducem urmatoarele notatii:

1 _ 1
T=5(X—i¥).T=g(X+iY)

(U—z’V),W:l(Uﬂ'V). 2.1)

W= 2

N | —



CAPITOLUL 2. DEFORMARI DE STRUCTURI COMPLEXE GENERALIZATES

Atunci fibratul tangent Tval suprafetei Kodaira este generat de {7, W, T, W},
iar T%; dualul siu (fibratul cotangent) este generat de 1-formele {w, p,w, p} .

Avem urmadtoarele relatii:

1 1
JT =5 (Y +iX) = iT, JW = 5 (V +iU) = W,

1 _
JT = = (Y —iX) = —iT, JW =

5 (V —ilU) = —iW.

DN —

Rezultd ci subfibratele Ty, si 71 ale lui Ty sunt generate global de {T, W},
respectiv de {7, W} .
Observim cd dualul 77, este global generat de {w, p} .

2.2 Ecuatia generalizata Maurer - Cartan

Structura complexad a unei suprafete Kodaira (primard) poate fi privita ca o structrd
complexd generalizatd luand subfibratul L C (T & Ty ) ® C de forma

L= {T, W,w, ,O}N = (To,l 7] Tl*,O) ® C.
Luand subfibratul L = {T, W, 0,5}~ C (Tx © T}) ® C avem:
L(\L = {0}

si B
LeL=(TvaTy)®C

Lema 2.1 Subfibratul L este izotropic, adica:
(X,)Y)=0,X,Y €€~ (L).

Observatia 1 Deoarece dime €>°(L) = 4 = § dime (Ty & Ty) ® C, rezultd cd
L este subfibrat izotropic maximal.

Lema 2.2 Subfibratul L este involutiv (adicd inchis la paranteza Courant).

Teorema 2.1 Diferentiala di ¢ din ecuatia Maurer-Cartan are forma:

- )
(dré) (Xo, X1, Xo) = <tig (aufBrug — a1 faus — aoBiug+ aofsur + oy Botig — aafouy) .
2



CAPITOLUL 2. DEFORMARI DE STRUCTURI COMPLEXE GENERALIZATE9

Pentru rezolvarea ecuatiei Maurer-Cartan vom calcula in continuare [€, .
Putem scrie omomorfismul € sub forma:

€= tggT* /\W* — tllT* Aw* — tle* /\,0* — th* Aw* — tggW* /\,0* +t14w* /\p*.
(2.2)
Teorema 2.2 [, &] =0, £ € (N L™).

Obtinem acum solutiile ecuatiei generalizate Maurer-Cartan, ceea ce reprezinta
rezultatul principal al acestui paragraf:

Teorema 2.3 Solutiile ecuatiei generalizate Maurer-Cartan sunt date de

£ = t23T* N W* — tllT* VAN w* — tng* N p* — tQQW* A ,0* + t14w* N p*,

sau, echivalent, de

E=4(tsw ANp—tnW AT =ty w AW —toop AW + t1, T ANW)

sau incd, echivalent, de

0 32 —tu —ta
~ 1 —t32 0 0 _t22
L — L, M: = -

SETEMETSl 0 0ty
top e —tiy O
Putem acum sd ddm rezultatul principal al tezei:

Teorema 2.4 Deformdrile de structuri complexe generalizate pe o suprafatd Ko-
daira sunt date de

2’;:tgzw/\ﬁ—tuw/\T—tggp/\w+tl4T/\VV,

cu (tsz, tr1, a2, t14) € CA

Observatia 2 Rezultatul obtinut in Teorema 2.4 aratd cd deformdrile de structuri
complexe generalizate ale structurii complexe standard pe o suprafatd Kodaira
sunt aceleasi ca deformdrile extinse (in sensul lui Kontsevich [13], Kontsevich —
Barannikov [1]) obtinute de Poon in [18] folosind algebrele Gerstenhaber difer-
entiale. In particular, ludnd tsy = 0 i t14 = 0, obtinem deformdrile clasice de
structuri complexe pe suprafete Kodaira obtinute de Borcea [3].



CAPITOLUL 2. DEFORMARI DE STRUCTURI COMPLEXE GENERALIZATE10

Urmatorul rezultat precizeaza enuntul Teoremei 2.4:

Corolarul 1 Familia de deformdri de structuri complexe generalizate pe o suprafatd
Kodaira datd de

E=1t30 ANp—tnnw AT —toop AW + 1t T AW, cu (tgg, ti1, tao, t14) S 04,
este o familie local completd netedad.

Teorema 2.5 Pentru o suprafatd Kodaira tipul structurii complexe generalizate
date de o deformare € (adicd de subfibratul L.) este k. = 0 (tip simplectic) sau
k. = 2 (tip complex).

Observatia 3 Dacd in cazul t14 = 0 avem §i t3o = 0, obtinem, conform rezultat-
ului din [Borcea], chiar deformari de structuri complexe clasice, ceea ce este in
concordantd cu rezultatul din teorema 2.5.

In cazul in care t14 = 0, dar ts» # 0, avem deci exemple de structuri complexe
generalizate de tip complex, dar care nu sunt structuri complexe clasice.
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