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1 Introducere

Primul sistem de logica dinamica propozitionala a fost introdus de M.J. Fischer si
R.E. Ladner in [FL], urmand idei ale lui V. Pratt din [P].

Scopul logicii dinamice este de a constitui o baza matematica pentru analiza pro-
gramelor. Logica dinamica reprezinta o extensie a logicii modale, in care programele
apar in enunturi. Structurile corespunzatoare logicii dinamice sunt inspirate de mo-
delele Kripke pentru logica modala. Programele sunt vazute ca relatii binare pe stari.
Intuitiv, o pereche de stari s gi ¢ sunt puse in relatie printr-un program a daca executia
lui @ poate conduce din starea s in starea t. Operatorii specifici logicii dinamice sunt
[a] si <a>. Enuntul [a]p este adevarat daca orice executie a lui @ conduce la o stare
in care enuntul p este adevarat. Dual, <a>p este adevarat daca exista o executie
a lui a care conduce la o stare in care p este adevarat. In prezent exista numeroase
sisteme de logica dinamica [H2]. In mod deosebit sunt studiate sistemele in care
programele sunt expresii regulate peste o multime de programe atomice si teste.

Lucrarea de fata isi propune sa prezinte cateva rezultate importante din logica
dinamica propozitionala, precum si realizarea unui sistem de logica dinamica bazat
pe logica trivalenta a lui J. Lukasiewicz.

In capitolul al doilea sunt prezentate definitii si rezultate de baza din logica modala
propozitionala, avand ca punct de plecare [C]. Este demonstrata teorema de com-
pletitudine a lui S. Kripke pentru sistemele K, T', S4, B, Sb.

Capitolul al treilea studiaza logica trivalenta definita de J. Lukasiewicz in 1920.
Este prezentata axiomatizarea data de M. Wajsberg si este demonstrata teorema de
completitudine [GLW]. Pentru o prezentare mai detaliata se pot consulta [BFGR] si

Capitolul al patrulea este consacrat logicii dinamice propozitionale. Sunt unifi-
cate sistemele de logica dinamica propozitionala definite de K. Segerberg in [S] si
D. Harel in [H2]. Sunt prezentate doud demonstratii ale teoremei de completitudine
care sunt inspirate de demonstratiile lui K. Segerberg si D. Harel. Demonstratia
lui K. Segerberg este extinsa pentru a include operatorul 7. Ea foloseste o metoda
standard in logica modala, si anume, tehnica bazata pe modele canonice si filtrare.
Demonstratia lui D. Harel are un caracter constructiv si este deosebit de laborioasa.

In lucrare sunt detaliate aceste rezultate. Am considerat necesara prezentarea am-



belor demonstratii deoarece cele doua abordari sunt diferite si pot constitui surse de
inspiratie pentru cercetari ulterioare.

In ultimul capitol al lucrarii propunem un sistem de logica dinamica trivalenta
propozitionala. Ideea elaborarii unui astfel de sistem a fost inspirata de [B]. In
lucrarea respectiva autorul prezinta o logica dinamica trivalenta care nu urmeaza
linia sistemelor traditionale de logica dinamica. Sistemul propus in lucrarea de fata
este abordat in maniera clasica prezentata in capitolul anterior. Definirea sa este o
combinatie a ideilor din logica dinamica, logica trivalenta, precum si din logica modala
n-valenta definita de P. Ostermann in [O1], [O2]. Dupa ce prezentam limbajul, sin-
taxa si semantica acestui sistem, definim notiunile de deductibilitate si consistenta
si demonstram proprietati importante ale acestora. Sunt investigate modelele cano-
nice si filtrarile. Rezultatele principale ale acestui capitol sunt Lema adevarului si
Teorema de filtrare, care reprezinta variante trivalente ale rezultatelor cunoscute din
logicile modale si dinamice.

Aceste rezultate sunt pasi spre demonstrarea unei teoreme de completitudine a
sistemului propus, care constituie principalul obiectiv al unor investigatii ulterioare.

O problema de studiat in continuare este algebrizarea sistemului prin definirea
unor algebre Lukasiewicz-Moisil trivalente dinamice. O alta abordare a teoremei de
completitudine este constituita de demonstrarea unei teoreme de reprezentare pentru
aceste structuri.

Definirea unor sisteme de logica dinamica bazate pe logicile n-valente si cu o in-

finitate de valori reprezinta o alta directie de cercetare in acest domeniu.



2 Logica modala propozitionala

In acest capitol este prezentata logica modala propozitionala, avand ca punct de
plecare [C]. Sunt amintite sistemele K, T', 54, B, S5 si este demonstrata teorema de

completitudine pentru fiecare din aceste sisteme.

2.1 Sintaxa si Semantica
2.1.1 Sintaxa

Limbajul logicii modale propozitionale este format din:
(i) o multime numarabila V' de variabile propozitionale,
(ii) conectorii calculului propozitional:—=, —,
(iii) operatorul necesitate O,
(vii) parantezele: (, ), [, ].
Multimea E a enunturilor este cea mai mica multime care satisface urmatoarele
proprietati:
(i) daca p este variabila propozitionala, atunci p € E |
(ii) daca p si ¢ sunt in E |, atunci —p,p — ¢ € E |
(iii) daca p € E , atunci Op € E .
Operatorul posibilitate se introduce prin urmatoarea abreviere:
Op = ~0O-.
De asemenea, folosim abrevierile standard din calculul propozitional:
pVq:i=-p—q,
pAg:=—(=pVg),
peqi=(p—aq)A(q—Dp).
Printr-o logica peste limbajul dat intelegem orice multime £ de enunturi care satisface
urmatoarele conditii:
(i) £ contine toate tautologiile calculului propozitional,
(ii) £ este inchisa la modus ponens,
(iii) £ este inchisa la substitutie .
Printr-o logica modala normala intelegem o logica L care satisface urmatoarele
conditii:

(iv) L contine orice enunt de forma



(40) B(p —q) — (Bp — Do),

(v) L este inchisa la necesitate: daca p € £, atunci Op € L.
Spunem ca un enunt, p este deductibil in logica L dintr-o multime de enunfuri ¥ (si
scriem X . p) daca exista un numar finit de enunturi qo, - - -, g,—1 € X astfel incat

QoA N1 —p€EL.
Aplicand (A0) si inchiderea la necesitate se demonstreaza imediat ca pentru orice
logica modala normala L:

(A1) D(pAgq) < (BpADg) € L.
Spunem ca o multime de enunturi X este £ -consistenta daca exista enunturi care
nu sunt deductibile in £ din ¥. O multime L-consistenta ¥ se numeste mazximal
L-consistenta daca pentru orice enunt p,

Y U {p} este L-consistenta implica p € X.

Lema 2.1.1 Fie ¥ o multime de enunturi. Atunci ¥ este L-consistenta daca si

numai daca orice submultime finita a sa este L£-consistenta.

Demonstratie: Rezulta imediat din definitia deductibilitatii din 3. O

Lema 2.1.2 Daca X este o multime de enunturi £-consistenta, atunci exista w € W,

astfel incat ¥ C w.

Demonstratie: Deoarece multimea V' a variabilelor propozitionale este numarabila,
rezulta ca multimea F a enunturilor este numarabila. Fie pg,- -, ps, -+ 0 enumerare

a enunturilor. Definim inductiv urmatorul sir de multimi:

Y, U{p,} dacad X, U{p,} este L-consistenta

Sy = %, Doy =
’ - {zn altfel

Evident, pentru orice n € N, ¥,, este L-consistenta.

Fie w = U,>0 Xn.

Demonstram ca w este L-consistenta. Presupunem ca nu este. Atunci exista
Digs Pirs -+ Dip_, € w astfel Incat {p;,,pi,, -, pi,_, } este L-inconsistenta. Fie n =
max{ig, i1, -, ik—1}. Rezulta ca {piy, pir, -, Pir_, } € Lnt+1. Obtinem ca X, este
L-inconsistenta, ceea ce este o contradictie.

Demonstram ca X este maximal L-consistenta. Fie p,, € E astfel incat p,, ¢w. Din



constructia lui w rezulta ca X, U {p,,} este L-inconsistenta. Deoarece %, U {p,} C
w U {pm}, obtinem ca w U {p,,} este L-inconsistenta. O
Prezentam fara demonstratie cateva proprietati generale ale multimilor £-consistente
si maximal L-consistente:
- o multime maximal £-consistenta ¥ contine L,
- daca X este o multime maximal L-consistenta si p,q € E atunci

(i) (p — q) € ¥ daca si numai daca p € ¥ implica ¢q € %,

(ii) p € ¥ daca si numai daca —p ¢X,

(iii) pV ¢ € ¥ daca gi numai dacd p € ¥ sau g € X,

(iv) pA g € ¥ daca si numai daca p € X giq € X,

(V)(p < q) € ¥ daca si numai daca (p € ¥ daca si numai daca ¢ € %).

Este evident ca intersectia oricarei clase de logici modale normale este de asemenea
o logica modala normala. Notam cu K (de la Kripke) intersectia tuturor logicilor
modale normale. Definim logicile modale T', S4, B, S5 ca fiind intersectiile tuturor
logicilor modale normale ce contin logicile si enunturile specificate mai jos:
T: Op—p,
S4: T,0p— OOp,
B: T,—p— O-0Op,
S5: T,—0Op — O-0Op.

In cele ce urmeaza toate logicile sunt logici modale normale.

2.1.2 Semantica

Printr-o structura modala (Kripke) intelegem o pereche D = (W, R), unde W este o
multime si R este o relatie binara pe W. Elementele lui W se numesc lums posibile
sau stari. Relatia R se numeste relatia de accesibilitate. Pentru s,t € W, daca sRt
spunem ca t este accesibila din s.
Spunem ca o structurda modala D = (W, R) este reflexiva, simetrica, tranzitiva, de
echivalenta daca gi numai daca R este, respectiv, relatie reflexiva, simetrica, tranz-
itiva, de echivalenta.
Printr-un model M bazat pe o structura D intelegem un triplet (W, R, I), unde

(i) D = (W, R),

(ii) I : Ex W — Ly = {0, 1} este o functie care satisface:



(a) I(=p,s)=—I(p,s),
(b) I(p —q.s) =1(p,s) — (g, s),
(©) 1(0p.3) = NI(p, )| s},
pentru orice p, ¢ € E si s € W.
Functia I se numeste interpretare in structura modala D. Exista o corespondenta
bijectiva intre multimea interpretarilor in D si multimea functiilor definite pe V- x W
cu valori in Ly. Prin urmare, pentru a da o interpretare I in D este suficient sa
definim I pe V- x W.
Fie M = (W, R, I) un model si p un enunt. Definim:
- p este adevarat in starea s € W gi scriem M, s = p daca I(p,s) =1,
- p este M-valid sau valid in M si scriem M |= p daca M, s |= p pentru orice
stare s € W.
Daca D = (W, R) este o structura modala, spunem ca p este D-valid sau valid in D
daca p este M-valid, pentru orice model M bazat pe structura D. Daca K este o
clasa de structuri modale, p este K-valid daca este valid in orice structura modala din
clasa K. Spunem ca un model (o structurad modalad) este model (structura modala)
pentru un enung (o multime de enunturi) daca enuntul (orice membru al multimii de
enunturi) este valid in model (structura modala).
O clasa K de structuri modale determina sau caracterizeaza o logica £ daca pentru
orice enunt p
p € L daca si numai daca p este K-valid.

O logica caracterizata de o clasa de structuri modale se numeste completa.

Teorema 2.1.3 (i) Orice structura modala este structura modala pentru K.

(ii) Orice structura modala reflexiva este structura modala pentru T.

(iii) Orice structura modala reflexiva gi tranzitiva este structura modala pentru
S4.

(iv) Orice structura modala reflexiva si simetrica este structura modala pentru B.

(v) Orice structura modala de echivalenta este structura modala pentru S5.

Demonstratie: Demonstratia lui (i) consta in a arata ca tautologiile calculului
propozitional i O(p — ¢q) — (Op — Og) sunt valide in toate structurile si ca modus

ponens, substitutia si necesitatea pastreaza aceasta validitate.



Pentru a demonstra (ii)-(v) trebuie sa mai stabilim validitatea axiomelor particulare

logicilor T', S4, B, S5, ceea ce se verifica imediat. O

2.2 Teorema de completitudine

In acest paragraf se demonstreaza teorema de completitudine pentru logicile K, T,
S4, B, S5. In continuare demonstram cateva rezultate preliminare.
Fie £ o logica modala normala. Prin model canonic al lui £ intelegem tripletul
M= (Wg,Re, ), unde:
(i) W, este multimea tuturor multimilor de enunturi maximal £ -consistente,
(ii) pentru orice u, v € W,
uR,(a)v dacad gi numai daca pentru orice p € E , daca Op € u atunci p € v,
(iii) pentru orice variabila propozitionala p € V' si pentru orice u € W,
Ir(p,u) =1<p € u.
Pentru orice multime de enunturi ¥ definim multimea I(X) astfel:
I(X) ={p|Op € Z}.

Lema 2.2.1 Daca X este L-consistenta, atunci pentru orice enunt p astfel incat
-0Op € X, I[(X) U {—p} este L-consistenta.

Demonstratie: Presupunem ca I(X) U {—p} nu este L-consistenta. Rezulta ca
exista po, -, pn_1 € I[(X) astfel incat

(Po A+ App1) = pEL.
Aplicand necesitatea si (A0) obtinem

O(po A~ App1) — Bpe L,
prin urmare, folosind (A1),

(OpoA---AOp,_1) — Op € L.

Rezulta
ca {Opy,---,0p,_1, "Op} este L-inconsistenta. Dar, {Opy,---,Op,_1,70Op} C X.
Obtinem ca ¥ este L-inconsistenta, ceea ce contrazice ipoteza. O

In continuare demonstrim unul din cele mai importante rezultate ale logicii

modale propozitionale, cunoscut gi sub numele de Lema adevarulus.



Lema 2.2.2 Daca L este o logica modala normala, atunci pentru orice u € Wy si
orice enunt p,

M, u l=p daca gi numai daca p € u.

Demonstratie: Prin inductie dupa enuntul p.

Cazurile in care p € V| p este —¢ sau p este ¢ — r sunt imediate. Demonstram numai
cazul:

- p este Og

(=) Presupunem ca Og du. Obtinem —Og € u. Aplicand lema precedenta rezulta
ca I(u) U{—q} este L-consistentda. Din Lema 2.1.2 obtinem ca exista w € W astfel
incat

(1) I(u) U{~g} Cw.

Din (1) rezulta uR,w si ¢ ¢w. Aplicand ipoteza de inductie obtinem ca Mg, w Hq.
Deoarece uR,w, rezulta ca Mg, u HOg.

(<) A demonstra cd M ,u = Og este echivalent cu a demonstra ca pentru orice
v € W, daca uR v atunci Mg, v = ¢. Folosind definitia lui R, si faptul ca Og € u
obtinem ca pentru orice v € W, daca uR v, atunci ¢ € v. Aplicand ipoteza de

inductie obtinem rezultatul dorit. O

Lema 2.2.3 Daca L este o logica modala normala, atunci p € £ daca si numai daca

p este M -valid.

Demonstratie: (=) Daca p € L, atunci p este element al oricarei multimi maximal
L -consistente, deci, din Lema adevarului, este M, -valid.

(<) Presupunem ca p ¢L. Atunci {—p} este L-consistenta. Rezulta ca exista o
multime maximal L-consistenta w € W, astfel incat —p € w. Din Lema adevarului
obtinem ca M, w = —p, deci p nu este M -valid. O

Suntem In masura sa demonstram teorema de completitudine.

Teorema 2.2.4 (i) K este caracterizata de clasa tuturor structurilor modale.

(ii) T este caracterizata de clasa tuturor structurilor modale reflexive.

(iii) S4 este caracterizata de clasa tuturor structurilor modale reflexive si tranzi-
tive.

(iv) B este caracterizata de clasa tuturor structurilor modale reflexive si simetrice.

(v) S5 este caracterizata de clasa tuturor structurilor modale de echivalenta.
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Demonstratie: (i) Conform Teoremei 2.1.3.(i) orice enunt din K este valid in orice
structura modala. Reciproc, fie p un enunt valid. Presupunem ca p ¢ K. Din Lema
2.2.3 rezulta ca p nu este M g-valid, ceea ce contrazice faptul ca p este valid.

(ii) Este suficient sa aratam ca My este structura modala reflexiva, deoarece conform
Teoremei 2.1.3.(ii) orice structurda modala reflexiva este structura modala pentru 7'
Fie u € Wr si p un enunt astfel incat Op € u. Folosind Op — p € T si faptul ca u
este multime maximal T-consistenta rezulta p € u. Am obtinut uRru pentru orice
u € Wy, deci Ry este reflexiva.

(iii) Din Teorema 2.1.3.(iii) rezulta ca este suficient sa aratam ca Mgy este structura
modala reflexiva si tranzitiva. Reflexivitatea se demonstreaza ca la (ii). Fie u,v,w €
Wy astfel incat uRg4v si vRgyw. Fie p un enunt astfel incat Op € u. Din faptul ca
Op — O0Op € S4 rezulta O0Op € u. Din uRg4v obtinem Op € v si din v Rgyw rezulta
p € w. Obtinem uRg 4w, deci Rgy este tranzitiva.

(iv) Din Teorema 2.1.3.(iv) rezulta ca este suficient sa aratam ca Mp este structura
modala reflexiva gi simetrica. Reflexivitatea se demonstreaza ca la (ii). Fie u,v € Wg
astfel incat uRpv. Fie p un enunt astfel incat Op € v. Presupunem ca p u, prin
urmare —p € u. Folosind —p — O-0Op € B rezulta O-0Op € u. Deoarece uRpgv,
obtinem —0Op € v, ceea ce contrazice faptul ca v este B-consistenta. Prin urmare
p € u, de unde rezulta ca vRgu. Deci, Rg este simetrica.

(v) Rezulta imediat din (iii) si (iv) si Teorema 2.1.3.(v). O

Teorema de mai sus poate fi reformulata astfel:

Teorema 2.2.5 (Teorema de completitudine) Logicile K, T', S4, B, S5 sunt

complete.



3 Logica propozitionala trivalenta

Primul sistem de logica propozitionala trivalenta a fost definit de J. Lukasiewicz in
1920. In acest capitol prezentam axiomatizarea logicii propozitionale trivalente data

de Wajsberg in 1931. Pentru o tratare mai detaliata se poate consulta [BFGR].

3.1 Sintaxa si Semantica
3.1.1 Sintaxa

Limbajul logicii propozitionale trivalente este format din:
(i) o multime numarabila V' de variabile propozitionale,
(ii) conectorii logici: —, —,
(vii) parantezele: (, ), [, ].
Multimea E a enunturilor este cea mai mica multime care satisface urmatoarele
proprietati:
(i) daca p este variabila propozitionala, atunci p € F,
(ii) daca p si ¢ sunt in E, atunci —p,p — q € E.
Definim urmatoarele abrevieri:
pVag:=(p—q — 9,
pAg:==(=pVq),
peq:=(p—q) Alg—p),
p+q:=-p—q,
p-q:=-(=p+q),
pi=p— D,
f ==(po — po), unde py este un enunt, fixat.
Scriem pq in loc de p - ¢ si p* in loc de p - p.
Printr-o logica propozitionala trivalenta intelegem orice multime £ de enunturi care
satisface urmatoarele conditii:
(i) £ contine orice enunturi de forma
(AO) p—(q—p)
(A1) (p—q) = ((g—1) = (p— 1)),
(A2) ((p— —p) —p) —p,
(A3) (=p— —q) = (¢ —p),

10



(i) £ este inchisa la modus ponens,

(iii) £ este inchisa la substitufie .
Fie ¥ o multime de enunturi si p un enunt. O demonstratie a lui p din X este un sir
finit de enunturi pg,---,p,—1 = p astfel incat pentru orice ¢ < n — 1 avem una din
urmatoarele posibilitati:

(a) p; este o instanta a uneia din axiomele (A0) — (A3),

(b) p; € X,

(c) exista j, k < i astfel incat py este enuntul p; — p;.
Spunem ca un enunt, p este deductibil in logica £ din 3 (si scriem ¥ b, p) daca exista
o demonstratie a lui p din ¥. Daca p, ¢ sunt enunturi astfel incat {¢} F, p, scriem
simplu ¢ F, p.
Scriem F, p pentru ) Fz p. Un enunt p € E se numeste teoremd a lui £ daca b, p.
Se observa imediat ca p este teorema a lui £ daca ¢i numai daca p € L.
Spunem ca o multime de enunturi 3 este L-consistenta daca nu exista nici un enunt, p
astfel incat ¥ . p si X F, —p. Multimea X se numeste L-inconsistenta daca nu este
L-consistenta. O multime L-consistenta Y se numeste mazimal L-consistenta daca
pentru orice enunt, p,

Y U {p} este L-consistenta implica 3 -, p.
Este evident ca intersectia oricarei clase de logici propozitionale trivalente este de
asemenea o logica propozitionala trivalenta. Notam cu W intersectia tuturor logicilor
propozitionale trivalente.

In continuare dam cateva proprietati sintactice ale lui W.

Lema 3.1.1 Urmatoarele enunturi sunt teoreme ale lui W:

(t1) p— (¢ —p),

(t2) (p—q)—g—r)—(p—r1)),
(t3) (»—p) —p,

(t4) p— (g — (r —p)),

(t5) w—(@—r)—=(¢g—P@—r))
(t6) (g—r)—=((p—q) — (p—r1)),
t7) @—a —@—=(g—r)—r1),
(t8) —p— (p— ),

(t9) —=p < p,

11



t10 (—|p—>—|q) PN (q—>p)7
tll) p — p,
t12) —(p — q) — p,

-+
—_
w

=(p—q) — g,

p— (=g — = —q),
p— D

(p—p) — b,

p— (¢ — (p—q),
(pA(gAT) = ((PAg AT),

+ &+ At
_ = = = =

t19) (pAq) < (¢ A p),

t20) (pAq) — p,

t21) (pVi(gVvr)) < ((pVae) Vr),
(pVaq) < (¢Vp),

t23) p—(pVaq),

t24) (p—q) = (pAT) = (gAT),

t25) (p—q) = (pVr) —(gVr),

—+
\)
(=}

p—(g— (pNq),
~(pAq) = (p— —q),

q— (=(pANgq) — —p),

(pq) < (qp),

((pg)r) < (p(ar)),

(p—q) — (pr — qr),

pq — p,

(p—(¢g—r)) < (pg—r),
(pVa) — +a).

& et et et T T e+
W W W W NN NN
w NN = O © o

o~ o~~~ o~~~ o~~~ o~~~ o~~~ o~~~ o~~~ o~~~
-t -t
P~ (N}
N N e o v e v v e o T T o v e o T T T T N N N N

Demonstratie: [BFGR], lema 1.5, pag. 461, lema 1.6, pag. 465; [O2], pag. 371;
[O1], pag. 346. O

Lema 3.1.2 Fie ¥ o multime de enunturi si p,q € E.

(i) Daca X Fw p, atunci Y’ Fw p pentru orice multime de enunturi ¥’ care include
3.

(ii) Dacd X Fw p, atunci existi o submultime finita ¥’ a lui ¥ astfel incat X' Fw p.
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(iii) Daca ¥ Fw p si ¥ Fw p — ¢, atunci ¥ Fw ¢.

(iv) Daca X U {p} Fw ¢, atunci ¥ Fw p — (p — q).

(v) Daca X este L-inconsistenta, atunci ¥ Fw r pentru orice enunt, r.
(vi) X este L-inconsistenta daca si numai daca X Fw f.
(vii) Daca ¥ U {p} este L-inconsistenta, atunci X Fv p.

(

viii) Daca ¥ U {p} este L-inconsistenta, atunci ¥ Fw p.

Demonstratie: [BFGR], lema 1.7, pag. 465. O

3.1.2 Semantica

Enunturile logicii propozitionale trivalente sunt interpretate in Lg = <{O7 %, 1}, -, —>>,

unde — gi — sunt definite iIn modul urmator:

z\y |0 & 1 x|
0 1 1 1 011
1 |1 1|1
3 |z U1 3|2
1o 11 110
r—Y

O interpretare a lui W este o functie v : F — L3 care satisface:

(a) v(=p) = —w(p),

(b) v(p — q) =v(p) — v(a),
pentru orice p, g € E.
Exista o corespondenta bijectiva intre multimea interpretarilor lui W gi multimea
functiilor definite pe V' cu valori in L3. Prin urmare, pentru a da o interpretare v
este suficient sa definim v pe V.
Fie ¥ o multime de enunturi i p un enunt. Definim:

- p este valid si scriem |= p daca v(p) = 1 pentru orice interpretare v,

-YS este realizabila daca exista o interpretare v astfel incat v(p) = 1 pentru orice
pE .
Daca v(p) = 1 pentru orice interpretare v astfel incat v(X) = {1}, atunci scriem
Y Ep.
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3.2 Teorema de completitudine

Propozitia 3.2.1 Orice multime W-consistenta ¥ este realizabila.

Demonstratie: Deoarece multimea V' a variabilelor propozitionale este numarabila,
rezulta ca multimea E a enunturilor este numarabila. Fie pg,-- -, pn, -+ 0 enumerare

a enunturilor. Definim inductiv urmatorul sir de multimi:

Y, U{p,} daca X, U{p,} este W-consistenta
- E, En_;’_l -
Yin altfel

Evident, pentru orice n € N, X,, este W-consistenta.

Fie ¥ = U0 Zn.

Folosind Lema 3.1.2.(ii), obtinem c& Y este W-consistentd: daci existd un enunt p
astfel incat ¥ Fw p si ¥ Fw —p, atunci existd un n € N suficient de mare astfel
incat X, Fw p si X, Fw —p, ceea ce contrazice faptul ca Y, este W-consistenta.
Demonstram ca X este maximal W-consistentd. Presupunem ca exista un enunt p;
astfel incat X U {p;} este W-consistentd si nu avem X Fw p;. Rezultd cd p; ¢, deci
¥ U {p;} este W-inconsistenta. Deoarece 3; U {p;} C X U {p;}, rezultd cid X U {p;}
este W-inconsistents, ceea ce este o contradictie. Prin urmare, ¥ este maximal W-
consistenta.

Fie v urmatoarea interpretare:

1, daca X Fwp
v(p) =% 0, daca ¥ Fw —p

%, altfel

pentru orice variabila propozitionala p.
Demonstram prin inductie ca pentru orice enunt p:
(i) ¥ Fw p implicd v(p) = 1,
(ii) X Fw —p implica v(p) = 0,
(iii) dacé nici ¥ Fw p, nici ¥ bw —p, atunci v(p) = 3.
-p este variabila propozitionala
Rezulta imediat din definitia lui v.
-p este —¢g

(i) Dacid ¥ Fw —g¢, atunci din ipoteza de inductie pentru ¢ obtinem v(q) = 0, deci
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v(p) = —v(g) = 1.

(ii) Dacd ¥ Fw =g, atunci, din (t9) obtinem ¥ Fw ¢, deci, din ipoteza de inductie
v(q) = 1. Rezulta ca v(p) = —w(q) = 0.

(iii) Dacd nu avem nici 3 Fyw —¢, nici 3 Fyw ——¢, atunci aplicim (t9) pentru a obtine

c& nu avem ¥ Fw ¢. Din ipoteza de inductie pentru ¢ rezultd v(g) = 3. Prin urmare,

v(p) = —w(q) = 3.

-p este g — 71

(i) Avem urmatoarele cazuri posibile:

(i1) ¥ Fw ¢. Din ¥ Fw ¢ — r obtinem ¥ Fw r. Din ipoteza de inductie pentru
q sir rezulta v(q) = 1 si v(r) = 1. Obtinem v(g »r)=1—1=1,

(i2) ¥ Fw —¢. Din ipoteza de inductie pentru ¢, obtinem v(q)=0. Rezultd
v(ig—r)=0—v(r)=1,

(i3) ¥ Fw 7. Din ipoteza de inductie pentru r rezulta ca v(r) = 1, deci v(q —
r) =1,

(i4) 3 bw —r. Folosind ¥ Fw ¢ — 7 si (t10) rezultd cd ¥ Fw —¢. Obtinem, din
ipoteza de inductie, ca v(q) = v(r) = 0. Prin urmare, v(q¢ — r) = 1,

(i5) Nici unul din enunturile ¢, ~q, 7, =r nu este deductibil din ¥. Din ipoteza de
inductie pentru ¢ i r obtinem v(q) = v(r) = % Prin urmare, v(q — r) = % — % =1.
(ii) Din ¥ Fw —(q — 7), (t12) si (t13) rezultd ¥ Fw ¢ $1 ¥ Fw —7. Din ipoteza de
inductie, obtinem v(q) =1 i v(r) = 0. Prin urmare, v(¢ - r)=1— 0= 0.

(iii) Presupunem c& nu avem nici X Fw ¢ — 7, nici 3 Fw —(¢ — 7). Observam ci
v(q) # 0, deoarece v(q) = 0 implicd ¥ Fw —gq si, folosind (t8), rezultd ¥ Fw g — .
De asemenea, v(r) # 1, deoarece v(r) = 1 implicd ¥ bw 7 si, din (t1), X Fw ¢ — 7.

Avem urmatoarele cazuri:

(iiil) v(q) = 1. Prin urmare, ¥ Fw ¢. Atunci v(r) # 0, deoarece v(r) = 0 implica

Y Fw —r. Folosind (t14) rezultd ¥ bw (g — 7). Deci, v(¢q) = 1 si v(r) = 3. Rezultd

v(qer):1—>%:%.

(iii2) v(¢) = 3. Rezultd c& nu avem ¥ w ¢. Din faptul cd ¥ este maximal W-

consistentd obtinem c& ¥ U {q} este W-inconsistentd. Din Lema 3.1.2.(vii) rezulta

c& X Fw p. Dacd v(r) = 3, atunci nu avem ¥ bw —r, deci, ¥ Fw —r. Aplicand

(t17) obtinem ¥ Fw ¢ — r. Deci, v(r) # 5. Din v(q) = § si v(r) = 0 rezultd
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—

v(g—r)= 3

0
Din (i) si ¥ C ¥ rezultd c& v(p) = 1 pentru orice p € 3. Prin urmare, ¥ este

[N

realizabila. O

Aceasta propozitie are doua consecinte importante.

Teorema 3.2.2 (Teorema de completitudine extinsa)[WM] Pentru orice
multime de enunturi X si orice enunt p,

Y Fw p daca gi numai daca X = p.

Demonstratie: (<)Daca ¥ = p, atunci ¥ U {p} nu este realizabila, deoarece
v(X) = {1} implica v(p) = 1, deci v(p) = v(p) — v(-p) =1 — 0 = 0. Din
Propozitia3.2.1 rezulta ca ¥ U {p} este W-inconsistenta. Aplicand Lema 3.1.2.(viii)
obtinem X Fw p.

(=) Fie v o interpretare astfel incat v(X) = {1} si po,- -, pn—1 = p 0 demonstratie a
lui p din ¥. Demonstram prin inductie ca v(p;) = 1 pentru orice i € {0,---,n — 1}.
]

Teorema 3.2.3 (Teorema de completitudine a lui Wajsberg) Pentru orice
enung p,

Fw p dacd si numai dacd = p.
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4 Logica dinamica propozitionala

In acest capitol este prezentat sistemul logicii dinamice propozitionale (PDL), avand
ca punct de plecare [S], [H1], [H2]. Dupa definirea sintaxei gi semanticii PDL sunt de-
taliate demonstratiile lui K. Segerberg si D. Harel pentru teorema de completitudine.
Se observa ca definirea structurilor corespunzatoare PDL este inspirata din mode-
lele Kripke pentru logicile modale propozitionale. In demonstratia lui K. Segerberg
este folosita o metoda standard in logica modala si anume, tehnica bazata pe modele

canonice si filtrare. Demonstratia lui D. Harel are un caracter constructiv.

4.1 Limbajul, sintaxa si semantica
4.1.1 Limbajul

Limbajul logicii dinamice propozitionale este format din:
(i) o multime numarabila ®y de variabile propozitionale,

(ii) o multime numarabila I1y de programe atomice,
(iii) conectorii calculului propozitional: =, —,
(iv) operatorul [ |,
(v) operatorii program: U, -, *,
(vi) operatorul 7,
(vii) parantezele: (, ), [, ].
Notam cu p, q,r, - - - elementele lui ®¢ si cu «, 3,7, - - - elementele lui [15. Din & si I,
construim recursiv multimea ® a enunfurilor si multimea Il a programelor compuse:
(i) o C @,
(ii) daca p € ® si ¢ € , atunci —psi (p — q) € P,
(iii) daca p € ® §i a € 1, atunci [a]p € P,
(iv) Iy C 11,
(v) daca o € T i B € I, atunci a U 3, o - (51 o* €11,
(vi) daca p € @, atunci p? € II.
Deci, pentru fiecare program compus « exista un operator propozitional unar [«].
Operatorul propozitional unar <« > se introduce prin urmatoarea abreviere:
<a>p = =[a]p.

In cele ce urmeaza folosim abrevierile standard din calculul propozitional: V, A gi <.
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De asemenea, scriem a3 in loc de « - 3.
Definim

[a]’p == p,

[a]""p = [a]([a]"p)-

4.1.2 Sintaxa

Printr-o logica peste limbajul dat intelegem orice multime £ de enunturi care satisface
urmatoarele conditjii:

(i) £ contine toate tautologiile calculului propozitional,

(ii) £ este inchisa la modus ponens,

(ili) £ este inchisa la substitutie .
Printr-o logica normala intelegem o logica L care satisface urmatoarele conditii:

(iv) £ contine orice enunt de forma

(A0) [a](p — q) — ([elp — [alq),

(v) L este inchisa la a-necesitate, pentru orice a € II: daca p € L, atunci [a]p € L.
Printr-o logica dinamica intelegem o logica normala care contine toate enunturile de

urmatoarea forma:

(Ala) [aUBlp — [alp,

(A1) [a U Blp — [Op,

(Ale) [alp — ([Blp — [ U Blp),
(A2a) [af]p — [a][Alp,

(A20) [o][B]p — [aBlp,

(A3a) [a*]p — p,

(A3b) [a*]p — [a]p,

(A3¢) [a*]p — [a*][a*]p,

(Ad) [p?g < (p — a),

(45) p — ([2*](p — la]p) — [a"]p).
Se observa ca [a*] este o modalitate S4.
Daca folosim conectorii derivati, atunci (Ala - ¢) pot fi inlocuite printr-o singura

schema

(A1) [aUBlp < (lalp A [Blp),
(A2a, b) prin schema
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(A2) [af]p < [o][Blp
si (A3a - ¢) prin schema

(43) [a7]p < (p A [e]]e]p).
O importanta deosebita are schema (A5), care se numeste si schema inductie.
Spunem ca un enunt, p este deductibil in logica L dintr-o multime de enunfuri ¥ (si
scriem X k. p) daca exista un numar finit de enunturi qo, - - -, g,_1 € X astfel incat

(@A ANgn1) = p €L
Scriem F, p pentru ) . p. Un enunt, p € ® se numeste teoremd a lui £ daca k. p.
Se observa imediat ca p este teorema a lui £ daca si numai daca p € L.
Spunem ca o multime de enunturi ¥ este £ -consistenta daca exista enunturi care
nu sunt deductibile in £ din ¥. O multime L-consistenta > se numeste maximal
L-consistenta daca pentru orice enunt p,

Y U {p} este L-consistenta implica p € X.
Proprietatile multimilor £-consistente si maximal £-consistente prezentate in primul
capitol pentru logica modala propozitionala sunt valabile si in orice logica normala.
Demonstratiile acestor proprietati sunt imediate.

In continuare prezentam alte proprietati sintactice.

Lema 4.1.1 Daca L este o logica normala, atunci pentru orice program compus «
si orice enunturi p,q € ¢

(46) Fc [a](pAq) < ([a]p A lo]q),

(A7) Fr<a>(pVq) < (Ka>pV <a>q).

Demonstratie: Dint,pAq¢— psitz pAg— g, aplicand a-necesitatea si (A0)
obtinem k¢ [a](p A q) — [a]p si b [a](p A ¢) — [a]g. Prin urmare,
(1) FelalpAg) — ([elp Aa]g).

Din k. p — (¢ — p A q), aplicand a-necesitatea si (A0) obtinem
(2) Felalp—lelle—pAa).

Folosind (A0) rezulta

3) Felalla—pAg) — ([alg — [a](p A ).

Din (2), 3) sitz (p — ¢) — ((¢ = r) — (p — r)) obtinem

(4) Fclalp — ([edg — [alp A g).

Din (4)sitz (p— (g — 1)) < (pAqg— 1) rezulta

(5) tc lalp A lalg — [)(p A g).
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Din (1) si (5) obtinem (A6).
(A7) se demonstreaza imediat din (A6). O

Lema 4.1.2 Daca L este o logica dinamica, atunci pentru orice program compus «
si orice enunturi p,q € ®

(A8) Fr<aUpB>p < (<a>pV<B>p),
(A9) k. <af>p«— <a><f>p,
(A10) k. <a*>p« (pV <a><a*>p),
(A11) Fr <p?>q < (pAQ),
(A12) F¢ [a"](p — [a]p) — (p — [']p),
(I) Daca b, p — [a]p, atunci 2 p — [a*]p,
(D) Daca b, p — ¢, atunci ¢ [a]p — [a]g,
(

D) Daca b p — ¢, atunci -, <a>p — <a>q.

Demonstratie: Schemele (A8) — (A10) rezulta imediat din (A1) — (A3). Din (A4)
obtinem F, [p?]—q < (p — —q), deci Fr <p?>q < —(p — —q), de unde rezulta
(A11). Pentru a obtine (A12), folosim (A5) sitz (p — (¢ — 7)) — (¢ — (p — 7).
Pentru a demonstra (D) se aplica (A0). Din (D) rezulti imediat (D). Demonstram
in continuare (/). Din . p — [a]p, aplicand a*-necesitatea si (A12), obtinem
Fep—[a]p. O

Este evident ca intersectia oricarei clase de logici dinamice este o logica dinamica.

Notam cu PDL intersectia tuturor logicilor dinamice.

4.1.3 Semantica

Printr-o structurd intelegem un triplet D = (W, R, V), unde:

(i) W este o multime,

(ii) R = {R(«)}aen este o familie de relatii binare pe W, adica R(a) C W x W
pentru orice program compus o,

(ili) V : & x W — Ly = {0, 1} este o functie care satisface:

(a) V(=p,s)=-V(p,s),

(b) V(p—q,5)=Vp,s) = Vig,s),

(¢) V(lalp,s) = AN{V(p,t)|sR(@)t},

pentru orice p, g € ¢, s € W si a € 1.

20



Multimea W se numeste domeniul structurii, iar elementele sale se numesc stari.
Pentru orice a € I, R(«) se numeste relatia de accesibilitate corespunzatoare lui a.
Faptul ca sR(«)t poate fi interpretat in modul urmator: executia lui a poate conduce
de la starea s la starea t. Functia V' se numeste valuarea structurii.
In definitia valuarii V' trebuie sa se faca distinctie intre enuntul —p si =V (p, s), care
este element al algebrei Boole Ls.
Urmatoarele proprietati ale unei valuari V' sunt consecinte imediate ale definitiei:
(d) VipVvag,s)=V(p,s)VV(gs),
() VipAng s)=V(p,s)AV(g,s),
(f) V(p < qs)=Vps) < Vigs),
(8) V(<a>p,s)=V{V(p,)|sR(a)t},
pentru orice p, g € ¢, s € W si a € II.
In continuare punem in evidenta modul in care se construiesc valuarile. Daca
v:®Pyx W — Ly este o functie oarecare, atunci exista si este unica o functie
V:® x W — Ly cu proprietatile:
V(p,s) = v(p, s) pentru orice p € ®y gi s € W,
V(=p,s) = =V(p,s),
Vip—4q,5) =V(p,s) = V(g s),
V(lalp,s) = M{V(p,t)| sR(a)t}.
Aceste relatii arata modul recursiv in care este definita V.
Se numeste structura dinamica o structura D = (W, R, V) care satisface urmatoarele:
() R?) = {(s,5)|V(p,s) = 1},
(ii) R(aU ) = R(a) UR(p),
(i) R(ad) = R(a) o R(3),
() R(a®) = (R(a))".
In (iii) (R(«))* reprezinta inchiderea reflexiva si tranzitiva a relatiei R(«).
Observam ca in cazul unei structuri dinamice este suficient sa definim R(«) pentru
orice o € Ily.
Fie D = (W, R, V) o structura si p un enunt. Definim:
- p este adevarat in starea s € W si scriem D, s |= p daca V(p, s) =1,
- p este D-valid si scriem D = p daca D, s |= p pentru orice stare s € W,
- p este D-realizabil daca exista s € W astfel incat D, s = p.

Daca p este D -valid pentru orice structura dinamica D spunem ca p este valid si
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scriem |= p. Enuntul p este realizabil daca exista o structura dinamica D astfel incat

p este D -realizabil. Evident, p este valid daca gi numai daca —p nu este realizabil.

4.2 Teorema de completitudine
In acest paragraf se demonstreaza teorema de completitudine pentru logica PDL.

Teorema 4.2.1 Pentru orice enunt p,

Fppr p dacd si numai daci = p.

O implicatie a acestui rezultat este usor de stabilit: faptul ca orice teorema a
lui PDL este valida se demonstreaza aratand ca toate tautologiile si toate instantele
schemelor (A0 — A5) au aceasta proprietate si ca modus ponens si a-necesitatea o
pastreaza.

In cele ce urmeazi demonstram implicatia inversa: orice enunt valid este teorema
a lui PDL.

4.2.1 Demonstratia lui K. Segerberg

Demonstratia prezentata in continuare extinde demonstratia teoremei de completi-
tudine data de K. Segerberg ([S]) prin includerea operatorului 7. Teorema de filtrare

este rezultatul principal pe care se bazeaza demonstratia teoremei de completitudine.

Modele canonice. Fie £ o logica normala. Prin model canonic al lui £ intelegem
tripletul My = (W, Rz, V), unde:
(i) Wy este multimea tuturor multimilor de enunturi maximal £ -consistente,
(i) pentru orice program compus « si orice u, v € Wp,
uR,(a)v daca gi numai daca pentru orice p € @, daca [a]p € u atunci p € v,
(iii) pentru orice variabila propozitionala p € ®, si pentru orice u € W,
Ve(p,u) =1 daca gi numai daca p € u.
Pentru orice multime de enunturi ¥ si orice program compus « definim multimea
I(3, a) astfel:
I(Z,0) = {p|lalp € T}.

Lema 4.2.2 Daca X este L-consistenta si « € II, atunci pentru orice enunt, p astfel

incat —[alp € ¥, 1(3, a) U {—p} este L-consistenta.
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Demonstratie: Presupunem ca I(X, a) U {—p} nu este L-consistenta. Rezulta ca
exista po, - -+, pn_1 € I(X, «) astfel incat

Fe (Po A App—1) = P
Aplicand a-necesitatea si (A0) obtinem

Fe [a](po A= A paa1) = [a]p,
prin urmare, folosind (A6),

Fe ([edpo A -+ Aalpa—1) — [a]p.
Rezulta ca {le]po, - -+, [@]pn—1, ~]a]p} este L-inconsistenta.
Dar, {[a]po, -+, [a]pn_1, 7[a]p} € X. Obtinem ca ¥ este L-inconsistenta, ceea ce
contrazice ipoteza. O

Urmatorul rezultat generalizeaza Lema 2.2.2; de la logica modala propozitionala.

Lema 4.2.3 (Lema adevarului) Daca L este o logica normala, atunci pentru orice
u € W, si orice enunt, p,

M, u = p daca si numai daca p € u.

Demonstratie: Prin inductie dupa enuntul p
- p este variabila propozitionala
Din definitie, obtinem:
MeulEpe Velpu)=1<peu.
- p este g
Obtinem:
MeubEpe MeouHge q¢u s —q €
-pesteq—r
Obtinem:
MeulEqg—re MepukEqg=MepuEr e (@eu=reusqg—reu
- p este [a]q
(=) Presupunem ca [a]¢ €u. Obtinem —[alq € u. Aplicand Lema 4.2.2 obtinem
I(u, &) U{—q} este L-consistenta. Rezulta ca exista w € W astfel incat
(1) I{w,0)U{~g} Cw.
Din (1) rezulta uR,(a)w si ¢ ¢w. Aplicand ipoteza de inductie obtinem ca M., w =
/q. Deoarece uR,(a)w, rezulta ca Mg, u H|[alg.

(<) A demonstra ca M ,u = Og este echivalent cu a demonstra ca pentru orice
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v € W, daca uR.(a)v atunci My, v |= ¢q. Folosind definitia lui R.(«) si faptul ca
Og € u obtinem ca pentru orice v € W, daca uR,(a)v atunci ¢ € v. Aplicand

ipoteza de inductie obtinem rezultatul dorit. O

Teorema 4.2.4 Daca L este o logica normala, atunci p este teorema a lui £ daca si

numai daca p este M -valid.

Demonstratie: (=) Daca b, p atunci p este element al oricarei multimi maximal
L -consistente, deci, din Lema adevarului, este M, -valid.
(<) Daca p nu este teorema a lui £, atunci {—p} este L-consistenta. Rezulta ca
exista o multime maximal L-consistenta x € W, astfel incat —p € z. Din Lema
adevarului obtinem ca M, x = —p, deci p nu este M, -valid. O

Modelul canonic exista si Lema adevarului este satisfacuta de orice logica nor-
mala, in particular i de PDL. Din teorema anterioara rezulta ca daca Mppy, ar fi o

structura dinamica, problema completitudinii lui PDL ar fi rezolvata.

Lema 4.2.5 Daca L este o logica dinamica, atunci pentru orice «, 3 € II,
Re(aUB) = Re(a) U Re(B).

Demonstratie: (2) Presupunem ca uR,(«)v. Daca [aU S]p € u, aplicand (Ala)
obtinem [a]p € u. Deoarece uR,(a)v, rezulta ca p € v. Am obtinut astfel R.(aUB) D
R (). Folosind (A1b) se demonstreaza analog ca Re(aU ) 2 Re(5).
(C) Sa presupunem ca uR,(aUS)v i ca nu avem nici uR,(a)v, nici uRz(5)v. Atunci
exista enunturile p si g astfel incat

[a]p € usip ¢v,

(8l € usiq ¢o.
Rezulta ca [a](pVq) € usi [B]l(pVq) € u. Aplicand (Alce) obtinem [a U S](pV ¢q) € wu.
Pe de alta parte, p ¢v si ¢ ¢v implica p V g ¢v. Prin urmare, nu avem uR,(a U 3)v.
Am obtinut o contradictie. Rezulta ca Ry(aU ) C Re(a) U Re(5). O

Lema 4.2.6 Daca L este o logica dinamica, atunci pentru orice «, 3 € II,
Re(af) = Re(a) o Re(f).

Demonstratie: (D) Presupunem ca uR,(a)oR.()v. Atunci exista z € W, astfel
incat uRz(a)z si 2R, (6)v. Fie p un enunt astfel incat [af]p € u. Aplicind (A2a)
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obtinem [o][B]p € u. Din uR,(a)z si [o][B]p € u rezulta ca [B]p € z. Din zR.(06)v si
[B]p € z obtinem p € v. Prin urmare, uR,(af)v.

(C) Presupunem ca uR.(af)v. Fie ro,r1,-++, 7y, -+ 0 enumerare a enunturilor
din v. Definim un nou sir de enunturi astfel:

90 =70, Gn+1 = qn N\ Tni1-
Prin inductie dupa n se demonstreaza imediat ca
(1) ¢, € v, pentru orice n € N.
De asemenea, folosind . a A b — a, obtinem
(2)  {gn+p} Fr gn, pentru orice n, p € N.
Consideram multimea

A = {p|lalp € u} U{=[B]~gn|n € N}.
Afirmam ca A este £ -consistenta. Presupunem ca A nu este £ -consistenta. Atunci
exista o submultime finita a lui A care este £ -inconsistenta, deci exista enunturile
Do, ,Pm—1 Sl numerele naturale i, - - -, 4,1 astfel incat
(3) lafpo, -+ [a]pm-1 € u,
(4) {po, s Pm-1, 0] Gy, - - -, [B) ¢, _, } este L -inconsistenta.
Fie k = max{ig, - ,in_1}. Atunci din (2) i (4) rezulta ca {po, -+, Pm—1, 7[6]-qk}
este £ -inconsistenta. Obtinem ca

Fe (po A A1) = [B] g
Aplicand « -necesitatea, (A0) si (A6) obtinem

Fe (ledpo A+ Aalpm-1) — [a][B] gk
Aceasta, impreuna cu (3), conduce la [a][f]—gr € w. Prin urmare, din (A2b),
[af]-qx € u. Deoarece uR(af3)v, obtinem —g; € v. Din L -inconsistenta lui v
rezultd ca g ¢v, ceea ce contrazice (1). Deci A este L -consistenta.

Rezulta ca exista o multime maximal £ -consistenta x € W, astfel incat A C x.
Demonstram in continuare ca
(5) uRg(a)x si xRe(B)v.
Fie p un enunt astfel incat [a]p € u. Rezulta din definitia lui A ca p € A C z, deci
p € x. Prin urmare, uR,(a)z. Presupunem ca [G]p € x. Daca p ¢v, atunci —p € v,
deci exista ¢ € N astfel incat —p = r;. Din =[3]—g; € A, obtinem —[8]=(g;i_1 A —p) €
A, deci =[f](gi-1 — p) € A. Folosind « -necesitatea, (A0) si tautologiile calculului
propozitional rezulta —[f]p € A C z. Am obtinut —[5]p € x si [B]p € z, ceea ce

contrazice faptul ca = este L -consistenta. Deci p € v. Am demonstrat astfel ca

25



xR (P)v.
Din (5) rezulta ca uRz(a) o Re(B)v. O

Lema 4.2.7 Daca L este o logica dinamica, atunci pentru orice «, g € 1II,

Re(a) 2 (Re(a))”

Demonstratie:  Presupunem ca u(Rg(a))*v. Atunci exista £k € N si
Ty = U,r1,- -, Tp_1,Tp = v astfel incat z; Ry (a)x;11 pentru orice 0 <i < k — 1.

Fie p un enunt astfel incat [o*]p € u. Prin inductie dupa n se demonstreaza, folosind
(A3a —¢), ca

(1) k¢ [a*]p — [a]"p, pentru orice n € N.

Din (1) si faptul c& [a*]p € u obtinem ci [o]"p € u. Deoarece uR,()zy, rezulti ci

]k_lp € x1. Aplicind acest procedeu de k—1 ori obtinem [a]p € x4 si 2x_1 R (a)v,

[
prin urmare p € v. Am obtinut astfel ca uR(a*)v. O
Aratam in continuare ca reciproca lemei anterioare nu este adevarata . Fie p o
variabila propozitionala si 7 un program atomic. Consideram multimea
I'={[r]"p|n € N} U {-[r"]p}.
Pentru orice n € N fie D,, = (N, R, V,,) o structura dinamica, unde N este multimea
numerelor naturale, R(7) este functia succesor si
Va(p,i) =1 daca si numai daca i < n.
Daca I este o submultime finitd a lui T, atunci existd j € N astfel incat [W]j peT s,
pentru orice k, [ﬂ]jJrkp ¢I". Se demonstreaza usor ca pentru orice ¢ € I'', D;,0 |= q.
Prin urmare, I"" este realizabils, deci L-consistent. Deoarece orice submultime finits
a lui I' este L-consistenta, rezulta ca ' este L-consistenta. Atunci I" poate fi extinsa la
o multime maximal L-consistenta x € W,. Din faptul ca —[7*|p € x rezulta, aplicand
Lema adevarului, ca exista y € W, astfel incat xR, (7*)y si p ¢y. Pe de alta parte, nu
avem (R (m))*y (daca exista n € N astfel incat x(Rz(7))"y, din faptul ca [7"|p € z

obtinem p € y). Prin urmare, reciproca Lemei 4.2.7 nu este adevarata.

Filtrari. Multimea subenunturilor unui enunt dat p este cea mai mica multime
de enunturi X care satisface urmatoarele conditii:

() pex,

(ii) daca —q € X, atunci g € &,
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(iii) daca ¢ — r € X, atunci ¢, r € X,
(iv) daca [a]g € X, atunci g € 2.
Se observa imediat ca conditia (iv) din definitia precedenta este echivalenta cu
(v) daca <a>q € ¥, atunci q € X.
Fie £ o logica normala. Orice multime de enunturi ¥ induce o relatie de echivalenta
pe W, astfel:
u=vesunv =vnNVw.
Notam cu |u| clasa de echivalenta a lui u. Se observa ca = i, prin urmare, |u| depind
de ¥ chiar daca scrierea noastra nu reflecta acest lucru.
Fie U o multime de enunturi inchisa la subenunturi. Spunem c& un model M =
<W, R, V> este o filtrare prin ¥ a modelului canonic M, daca:
(i) W= {|ul|u € Wc},
(i) pentru orice program compus « care apare in ¥, dacad uR,(«)v, atunci
lul R(e) o],
(iii) pentru orice program compus « care apare in ¥, daca |u| R(«) |v]|, atunci
pentru orice enunt p,
[a]lp € uN ¥ implica p € v,
(iv) pentru orice variabila propozitionala p care apare in ¥,
V(p,u]) =1 daci si numai dacd V(p,u) = 1.
Urmatoarea teorema este o generalizare a unui rezultat cunoscut din logica

modala.

Teorema 4.2.8 (Teorema de filtrare) Pentru orice u € W, si orice enunt p € ¥,

M, |ul = p dacd si numai dacd p € u.

Demonstratie: Prin inductie dupa enuntul p.
- p este variabila propozitionala
Din definitie, obtinem:
M uEpe Vipu)=1&V:(pu) =1&peu.
- p este —¢q
Deoarece ¥ este inchisa la subenunturi si 7q € ¥ rezulta ca g € ¥, deci putem aplica
ipoteza de inductie pentru ¢g. Obtinem:

Mg M, |[uHq & qdus —q € u.

27



-pesteq—r
Deoarece W este inchisa la subenunturi si ¢ — r € W rezulta ca ¢, »r € ¥, deci putem
aplica ipoteza de inductie pentru ¢ si r. Obtinem:
M, lulEq— 1 e (M,
- p este [a]q

uEgq= MulEr)e (@eu=reu) & (¢g—r)€u.

Deoarece ¥ este inchisa la subenunturi si [a]g € ¥ rezulta ca ¢ € U, deci putem
aplica ipoteza de inductie pentru q.
(=) Demonstram ca M, |u| = [a]q implicaA M/, u |= [a]g. Fie v € W, astfel incat
uRz(a)v. Din (ii) rezultd cd |u| R(a) |v]. Din M, |u| = [a]q si |u| R(«) |v| obtinem
M, |ull= q. Aplicand ipoteza de inductie rezultd ¢ € v, ceea ce este echivalent,
conform Lemei adevarului, cu Mg, v = q. Deci Mg, u | [a]g. Aplicand din nou
Lema adevarului obtinem [a]q € u.
(<) Fie v € W, astfel incat |u| R(a) |v|. Deoarece [alg € u N ¥, aplicand (iii)
obtinem ¢ € v. Din ipoteza de inductie rezulta M, |v| = ¢. Deci, M, |u| = [a]q.O

In Teorema de filtrare nu s-a presupus nimic despre cardinalul lui W. Totusi, daca

U este finita, atunci W este finitd. De fapt, dacd card¥ = n, atunci cardW < 2".

Demonstratia completitudinii. Prin inchiderea Fischer-Ladner a unei multimi
de enunturi ¥ intelegem cea mai mica multime de enunturi ¥ care satisface
urmatoarele conditjii:

i) v C,
ii) 3 este inchisa la subenunturi,
iii) daca [ U f]p € X, atunci [a]p, [G]p € %,

iv) daca [af]p € ¥, atunci [o][f]p € X,

(
(
(
(
(v) daca [o*]p € X, atunci [a[a*]p € &,
(vi) daca [p?]q € 3, atunci p € 3.
Se observa imediat ca conditiile (iii)-(v) din definitia de mai sus sunt echivalente cu:
(vii) daca <aUf>p € ¥, atunci <a>p, <f>p € X,
(viii) daca <af>p € X, atunci <a><f>p € X,
(ix) daca <a*>p € ¥, atunci <a><a*>p € ¥,

(x) daca <p?>q € X, atunci p € X.

Notam cu FL(V) inchiderea Fischer-Ladner a multimii ¥. Spunem ca o multime de
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enunturi este inchisa la conditiile Fischer-Ladner daca coincide cu propria inchidere

Fischer-Ladner.

Lema 4.2.9 Pentru orice enunt p, F'L({p}) este finita.

Demonstratie: Se demonstreaza imediat prin inductie dupa enuntul p. O

O consecinta imediata a acestei leme este urmatorul rezultat.

Lema 4.2.10 (Lema Fischer-Ladner) Daca ¥ este o multime finita de enunturi,
atunci F'L(V) este finita.

Fie ¥ o multime inchisa la subenunturi. Fie M! = <W, RT,V> o structura di-
namica astfel incat pentru orice program atomic 7 care apare in W,

lu| RT(7) [v| daca si numai dacd existd uy = u si vo = v astfel Incat ugR.(7)vp.

In cele ce urmeazi considerdam ¥ o multime de enunturi finita, inchisa la conditiile

Fischer-Ladner si £ o logica dinamica.

Lema 4.2.11 Pentru orice program compus « care apare in W, daca uR,(«)v, atunci
Jul B () [v].

Demonstratie: Prin inductie dupa programul compus a.

- «v este program atomic
Alegem 1y = u si vg = v in definitia lui R,

-« este p?
Din uR.(p?)v obtinem u = v si Vz(p,u) = 1. Rezultd |u|=|v| i, din definitia lui V,
V(p, [u|) = 1. Prin urmare, u| RT(p?) |v].

- o este fU 7y
Din uR. (8 U~)v obtinem aplicand Lema 4.2.5 uR.(3)v sau uR,(y)v. Din ipoteza de
inductie rezultd |u| RT(3) |v] sau |u| R(7y) |[v]. Deoarece MT este structura dinamica
obtinem |u| RT(BU~) |v].

- « este By
Din uR.(6vy)v obtinem aplicand Lema 4.2.6 uRz(3) o Rz(y)v. Deci, exista © € W,
astfel incat uR,(B)x si xRz(y)v. Din ipoteza de inductie rezultd |u| RY(3) |z] si
2] RT(7) [v|, deci |u] RT(8)o R'(7) |v|. Deoarece M este structurd dinamica obtinem

[ul RY(67) v
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- « este 3*
Presupunem ci uR,(3*)v si cd nu avem |u| RT(3*) |v]. Conform [S], deoarece W este
finita este posibil sa gasim o combinatie Booleana B de enunturi din ¥ astfel incat
(1) pentru orice w € W, B € w daci si numai daca |u| RT(3*) |v].

Deoarece M1 este logica dinamica, RT(3*) este reflexivd. Din (1) rezultd cd B € u.

Mai mult, din faptul cd nu avem |u| RT(3*) |v] si (1) obtinem ci B gv. Deoarece

uR(B*)v rezulta ca

(2) [67]B ¢u.

Cum L este o logica dinamica putem aplica (A5) pentru a deduce din B € u si (2) ca
(3) [671(B — [4]B) ¢u.

Din (3), aplicand Lema adevarului, rezulta ca exista =,y € W, astfel incat

(4) B ez,

(5) xRc(B)y,

(6) B ¢y.

Din (1) si (4) obtinem

(7) ful RT(B*) Iy
Aplicand ipoteza de inductie pentru 3, din (5) rezulta ca

(8) lal RY(B) Iyl-

Deoarece M este structurd dinamica, (7) si (8) implica |u| RT(3) |y|. Aplicand (1),

obtinem B € y, ceea ce contrazice (6). Prin urmare, |u| RT(5*) |v]. O

Lema 4.2.12 Pentru orice program compus « care apare in ¥, daca |u| Rf(a) |v],
atunci pentru orice enunt p,

[a]p € uN ¥ implica p € v.

Demonstratie: Prin inductie dupa programul compus «a.

-« este program atomic
Fie p astfel incat [a]p € uNV. Deoarece |u| R () |v], rezulta ci exista ug = usgivg = v
astfel incat uoR(a)vg. Din [alp € uN W g1 up MW =« N ¥ obtinem [a]p € ug N V.
Din faptul ca ugRz(a)vy rezulta ca p € vy. Multimea ¥ este inchisa la conditiile
Fischer-Ladner si [a]p € ¥, prin urmare p € U. Am obtinut p € vo NW¥ = v N ¥, de
unde rezulta ca p € v.

-« este ¢7

Fie p astfel incat [¢?]p € u U W. Deoarece |u| RT(q?) |v|, rezulta ci |u|=|v| si V (g, |u|
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) = 1.Din Teorema de filtrare obtinem ¢ € u. Multimea W este inchisa la conditiile
Fischer-Ladner gi [¢?]p € W, prin urmare ¢ € W. Am obtinut ¢, [¢7]p € uUV =0 UV,
deci ¢, [q?]p € v. Folosind (A4) obtinem p € v.

-a este f U7y
Fie p astfel incat [ U y]p € unW. Deoarece [ U ~v|p € U gi ¥ este inchisa la conditiile
Fischer-Ladner, obtinem [SG]p, [y]p € W. Folosind (Ala,b), obtinem [S]p, [7]p € wu.
Deci, [B]p, [v]p € uN ¥, de unde rezulta ca putem aplica ipoteza de inductie pentru
B sty

Deoarece M este logica dinamica si [u| RT(3U~) |v|, rezulta ca fie [u| RT(5) |v]
fie [u| RT(v) |v|. Aplicand ipoteza de inductie obtinem p € v.

-« este Oy
Fie p astfel incat [By]p € uw N V. Folosind (A2a) si faptul ca U este inchisa la
conditiile Fischer-Ladner obtinem [3][y]p € uN¥. Deoarece M este logica dinamica
si |u] RT(By) |v], rezultd cd existd x € W, astfel incat |u| RT(B) |x| si |z| RT(7) |v].
si [B][Y]p € uN ¥ obtinem

si

Aplicand ipoteza de inductie pentru 3, din |u| RY(8) |«
[Y]p € . Din [f][y]p € ¥, folosind din nou faptul ca ¥ este inchisa la conditiile
Fischer-Ladner rezultd ci [y]p € V. Prin urmare, |z| R'(7y) |[v] si [y]p € ¥. Aplicand
ipoteza de inductie pentru ~ obtinem p € v.

-« este 3%
Fie p astfel incat [§*]p € uN ¥. Afirmam ca pentru orice x,y € W:
(1) pentru orice n € N, daca |z| (RT(3))" |y, atunci [3*]p € x implica [3*]p € v.
Demonstram aceasta afirmatie prin inductie dupa n. Daca n = 0, atunci |z |
(RY(/3))°ly| este echivalent cu |z|=]y|, deci cu z N ¥ = y N ¥. Deoarece [3*]p € ¥, din
[6%]p € x obtinem [*]p € NV = yN ¥, deci [f*]p € y. Presupunem ca afirmatia
este adevarata pentru n si ca
(2)  fof (RN(B))™" [yl
Presupunem [3*]p € z. Folosind (A3b,c) obtinem F. [3*]p — [3][F*]p. Obtinem
[B][6*]p € x. Din [§*]p € ¥ i faptul ca ¥ este inchisa la conditiile Fischer-Ladner
rezulta ca [5][3*]p € V. Prin urmare,
3) [BlFlpexny.
Din (2) rezulta ca exista z € W, astfel incat
(4) |al RY(B) |2,
(5) Izl (RY(B))" [y-
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Folosind ipoteza de inductie pentru (3, din (3) si (4) obtinem [5*|p € z. Prin urmare,
din (5) i ipoteza de inductie pentru n rezulta ca [5*]p € y. Demonstratia afirmatiei
(1) este incheiata.

Deoarece M este logicd dinamica si |u| RT(5*) |v] rezulta ca existd i € N astfel
incat |z| (RT(3))" |y|. Din (1) si [3*]p € u obtinem [3*]p € v. Aplicand (A3a) rezultd
capew. O

Teorema 4.2.13 Fie £ o logica dinamica si ¥ o multime finita de enunturi inchisa

la conditiile Fischer-Ladner. Atunci M7 este o filtrare prin ¥ a lui M .

Demonstratie: Din cele doud leme anterioare rezulta cd R' satisface conditiile (ii)
si (iii) din definitia filtrarii. O

Acum putem incheia demonstratia completitudinii PDL.

Teorema 4.2.14 Pentru orice enunt, p, daca |= p, atunci Fppy, p.

Demonstratie: Presupunem ca p nu este teorema a lui PDL. Atunci, din Teo-
rema 4.2.4 rezulta ca exista « € W, astfel incat p €. Conform Lemei 4.2.10,
inchiderea Fischer-Ladner ¥ a multimii {p} este finitd. Fie M structura dinamica
corespunzatoare lui ¥, construita ca mai sus. Din Teorema 4.2.13 rezulta ca M7 este
o filtrare. Aplicand Teorema de filtrare obtinem c& M7, |x|E/p, deci p nu este MT

-valid. Acest fapt contrazice ipoteza ca p este valid. O

4.2.2 Demonstratia lui D. Harel

In acest paragraf prezentam demonstratia teoremei de completitudine data de D.
Harel ([H2]) pentru PDL.

Fie p € ® un enunt, fixat §i F'L({p}) inchiderea Fischer-Ladner a multimii {p}.
Definim —=FL({p}) astfel:

~FL({p}) = {ql—q € FL{p})} U{~qlq € FL({p}) si ¢ nu este de forma —r}.
Notam —FL({p}) U FL({p}) cu Z. Conform Lemei 4.2.9, FL({p}) este finita. Se
observa ca | =FL({p}) |<| FL({p}) |, prin urmare Z este finita.
Un atom este o submultime A a lui Z care satisface urmatoarele conditii:

(i) daca —q € Z, atunci ¢ € A daca si numai daca —q ¢A,

(ii) daca ¢ — r € Z, atunci ¢ — r € A daca si numai daca ¢ € A implica r € A,
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(ili) daca [af]q € Z, atunci [af]q € A daca si numai daca [o][Glg € A,

(iv) daca [ U flg € Z, atunci [« U flg € A daca si numai daca [a]g € A si
[Blq € A,

(v) daca [a*]q € Z, atunci [a*]g € A daca si numai daca q € A si [a[a*]q € A,

(vi) daca [q7]r € Z, atunci [¢?]r € A daca si numai daca ¢ € A implica r € A.
Se observa imediat ca conditiile (iii)-(vi) din definitia de mai sus sunt echivalente cu:

(vii) dacad <aff>q € Z, atunci <aff>q € A daca gi numai daca <a><[>q €
A,

(viii) dacd <a U f>q € Z, atunci <a U f>q € A daca gi numai daca <a>q € A
sau < f3>q € A,

(ix) daca <a*>q € Z, atunci <a*>q € A daca si numai daca ¢ € A sau
<a><a*>q € A,

(x) daca <q?>r € Z, atunci <q?>r € A daca si numai daca ¢ € Agir € A.
Notam multimea atomilor pentru p cu At(p).
Deoarece, in continuare, suntem interesati numai de enunturile legate direct de p,
putem presupune fara a restrange generalitatea ca @ si Il sunt alcatuite numai din
variabilele propozitionale si enunturile atomice care apar in p. Construim urmaéatorul
sir de structuri dinamice:
Dy = (Wy, Ry, Vi) este definita prin:

- Wo = At(p),

- pentru orice variabila propozitionala ¢ si orice atom A

Vo(g, A) =1 daca si numai daca ¢ € A,

- pentru orice program atomic « si pentru orice A, B € At(p), (A,B) € Ro(«)

daca si numai daca

(i) exista <a>q € A cu q € B,

(ii) daca [a]q € A, atunci q € B.
Pentru orice n > 0, D,y 1 = (Wyi1, Rui1, Viy1) este definita prin:

- Wy = {A| A € W, si pentru orice <a>q € A exista B € W, astfel incat
(A,B) € R, (a) §i ¢ € B}, unde R, (a) coincide cu R, («), cu exceptia cazului cand
a=q? cuqe Z (inacest caz, R, (¢7) = {(4,A)|q € A}),

- pentru orice variabila propozitionala ¢ si orice A € W11

Vat1(q, A) = Valg, 4),

- pentru orice program atomic «
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Ropi(a) = Rp(a) U (Wipy X Wiga).
Din faptul ca Z este finita rezulta ca At(p) este finita. Observand ca {D;}i>o este
un sir descrescator de submultimi ale lui At(p) rezulta ca exista iy € N astfel incat
D; = D,, pentru orice j > ig. Notam D = (W, R, V) = D;, = (W,,, Ri,, Vi,)-

Lema 4.2.15 Pentru orice Ae W, a €Il siqe P,
(i) daca [a]q € FL{p}, atunci
[a]lg € A daca gi numai daca pentru orice B € W, (A, B) € R(«) implica
q € B,
(i) daca ¢ € FL{p}, atunci
q € A daca si numai daca D, A | q.

Demonstratie: Prin inductie simultana dupa enuntul ¢ si programul compus «a.
-q este variabila propozitionala
D AEqe V(g A)=1qge A
-q este —r
Deoarece —r € F L{p}, rezulta ca r € FL{p}, deci putem aplica ipoteza de inductie
pentru r. Obtinem:
DAE-reV(-rA)=1V(rA)=0&D AHror¢A s —re A
-q ester —t
Deoarece r — t € FL{p}, rezulta ca r,t € FL{p}, deci putem aplica ipoteza de
inductie pentru r gi . Obtinem:
DAEr—teVir—-tA) =1 V@rA)=1=VtA) =1 (D AEr=
DAEt)e(reA=ted)er—teA
-q este [a]r
Deoarece [a]r € FL{p}, rezulta ca r € FL{p}, deci putem aplica ipoteza de inductie
pentru r. Aplicand si ipoteza de inductie pentru « obtinem:
D, A |= [a]r < pentru orice B € W, (A, B) € R(«) implica V(r, B) = 1 < pentru
orice Be W, (A, B) € R(«) implica D, A = r @ pentru orice B € W, (A, B) € R(a)
implica r € A 10} [ar € A.
-« este program atomic
(=) Fie B € W astfel incat (A, B) € R(«). Deoarece R(a) = Ro(«) si [a]g € A
rezulta din definitia lui Ry ca g € B.
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(<) Presupunem ca [a]q ¢A. Deoarece —[ajq € Z, rezulta din definitia atomilor ca
—lalg € A, deci <a>—q € A. Din constructia lui W rezulta ca exista B € W astfel
incat (A, B) € R (a) si ¢ € B. Obtinem c& existda B € W astfel incat (4, B) € R(«a)
i g B, ceea ce contrazice ipoteza.

-a este S U7y
(=) Fie B € W astfel incat (A, B) € R(6U~). Deoarece R(5U~) = R(3) U R(y)
rezulta ca (A, B) € R(f) sau (A, B) € R(7). Din [fU~]q € A obtinem [f]g € A si
[v]qg € A. Aplicand ipoteza de inductie pentru 3 si v obtinem ¢ € B.
(<) Presupunem ca [fU~|qg §A. Deoarece =[fU~|q € Z, rezulta din definitia
atomilor ca —[fU~]q € A, deci <U~vy>—q € A. Din constructia lui W rezulta ca
existd, B € W astfel incat (A, B) € R (8U~) si ~¢ € B. Obtinem ca exista B € W
astfel incat (A, B) € R(BU~) si ¢ ¢B, ceea ce contrazice ipoteza.

-« este (v
(=) Fie B € W astfel incat (A, B) € R(f7). Deoarece R(57y) = R(3) o R(7) rezulta
ca exista C' € W astfel incat (A, C) € R(B) si (C, B) € R(y). Din [87]q € A obtinem
1Bllvlg € A. Aplicand ipoteza de inductie pentru § obtinem [y]¢ € C. Aplicand
ipoteza de inductie pentru ~ obtinem ¢ € B.
(<) Presupunem ca [37y]q¢ ¢A. Deoarece =[37]q € Z, rezulta din definitia atomilor
ca —[By]q € A, deci <fy>—q € A. Din constructia lui W rezulta ca exista B € W
astfel incat (A, B) € R (8y) si ¢ € B. Obtinem ci exista B € W astfel incat
(A, B) € R(7) si q ¢B, ceea ce contrazice ipoteza.

-« este 3%
(=) Fie B € W astfel incat (A, B) € R((*). Deoarece R((*) = (R(3))*, rezulta
ca exista k > 0 astfel incat (A, B) € (R(B))*. Din [3*]q € A obtinem ¢ € A si
[B][5*]lg € A. Daca k = 0, atunci B = A si ¢ € A. Daca k > 0, atunci exista
A = By, By, -+, By_1, B, = B astfel incat (B;, Biy1) € R(S) pentru orice 0 < i <
k — 1. Aplicand ipoteza de inductie pentru 3 obtinem [3*]¢ € By, deci ¢ € B si
[8][6%]q € B:i. Repetand acest procedeu de k ori obtinem ¢ € B.
(<) Presupunem ca [5*]¢ ¢A. Deoarece —[3*|]q € Z, rezulta din definitia atomilor
ca —[f*]q € A, deci <f*>—q € A. Din constructia lui W rezulta ca exista B € W
astfel incat (A, B) € R(3*) si ~¢ € B. Obtinem ca exista B € W astfel incat
(A, B) € R(*) si q ¢B, ceea ce contrazice ipoteza.

- este r?
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(=) Fie B € W astfel incat (A, B) € R(r?). Rezulta ca B = Asi D, A |=r. Aplicand
ipoteza de inductie pentru r obtinem r € A. Deoarece [r?]qg € A gi r € A rezulta
qge A

(<) Presupunem ca [r?)q ¢A. Deoarece —[r?|q € Z, rezulta din definitia atomilor
ca —[r?lg € A, deci <r?>-q € A. Din constructia lui W rezulta ca exista B € W
astfel incat (A, B) € R (r?) si ~q € B. Folosind ipoteza de inductie pentru r obtinem
R(r?) = {(C,0)|V(r,C) =1} = {(C,C)|D,C = r} = {(C,O)|r € C} = R(r?).
Am obtinut ca (A, B) € R(r?) si ¢ ¢B, ceea ce contrazice ipoteza. O

Corolar 4.2.16 Pentru orice A € W, gi orice <a>q € FL{p},
<a>q € A daca si numai daca exista B € W astfel incat (A, B) € R(«) si
qeB.

Pentru orice multime finitd de enunturi A definim enuntul A = A{¢|q € A}.

Lema 4.2.17 Fie A C Z astfel incat pentru orice ¢ € Z, ¢ € A daca si numai daca
—q ¢A. Daci A ¢At(p), atunci Fppr, —A.

Lema 4.2.18 Pentru orice ¢ € Z si E C At(p),

(1) I_PDL q < V{A|A € At(p)vq € A}7
(ii) Fppr V{A|A € EY — AN{~B|B € At(p) — E}.

Demonstratie: Fie V ={A|A C Z, pentruorice ¢ € Z, ¢ € A daca si numai daca
—q ¢A}. Atunci rezultd imediat Fppr, ¢ — V{A| A € V,q € A}. Conform lemei
anterioare, daca A € V — At(p), atunci Fppr, —A. Prin urmare, Fppr, q < V{fl |A €
At(p),q € A}. Demonstratia lui (ii) este similara. O

Lema 4.2.19 Fie A € At(p) si <a>q € A. Atunci
Fppr A — [a](V{B| B € At(p),q ¢B} v V{C|C € At(p),q € C, (A, C) € Ry(a)}).

Demonstratie: Prin inductie dupa programul compus «a.

-a este 17
Din <r?>q € A obtinem ¢, € A. Din definitia lui Ry(r?) obtinem {C | C' €
At(p),q € C,(A,C) € Ry(r?)} = {A}. Prin urmare, V{C|C € At(p),q € C,(A,C) €
Ry(a)} = A. Deoarece Fppr, A — r si Fppr A — (V{B| B € At(p),q ¢B} v A),
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rezulta
(1) FeoL A — (r— V{B| B € At(p),q ¢B} V A).
Folosind (A4) obtinem teorema dorita.
-a este f U7y
Din <fU~y>q € Aobtinem <(3>q € Asau <y>q € A. Presupunem ca <(3>q € A.
Aplicand ipoteza de inductie pentru 3 rezulta
(2) Feor (A — [B(V{B| B € At(p),q B} v V{C | C € At(p),q € C,(A,C) €
By(B)}).
Deoarece Ry(3) C Ry(3U "), rezulta
(3) FeoL V{C | C € At(p).q € C,(A,C) € Ry(B)} — V{C | C € Atlp),q €
C,(A,C) € Ry(BU)}.
Prin urmare, obtinem
(4) Feos, [IV{B] B € At(p),q ¢B} vV V{C|C € At(p),q € C,(4,C) € Ry(B)}) —
[BI(V{B|B € At(p),q ¢B} v V{C|C € At(p),q € C,(A,C) € Ry(BU)}).
Din (1) si (4) obtinem
(5) Feor A — [BI(VIB | B € At(p),q B}V V{C| C € At(p).q € C,(A,C) €
Ry(BU}).
Daca <vy>q € A, se obtine analog
(6) FeoL A — WI(V{B|B € At(p),q B} v V{C|C € At(p),q € C,(A,C) €
Ry(BU)}).
Din (5), (6) si (Alc) obtinem rezultatul dorit.
Daca <vy>q ¢A, atunci =<y >q € A, deci [y]=q € A. Prin urmare,
(7) FeoL A — [
Din Lema 4.2.18 obtinem
(8) Fppr ~q — V{B|B € At(p),q ¢B}.
Din (7) si (8) rezulta
(9) FeppL A— V{E|B € At(p),q ¢B}.
Folosind (D) obtinem (6). In continuare se procedeaza ca mai sus.
-« este (v
Din <fy>q € A obtinem <f><y>q € A. Aplicand ipoteza de inductie pentru 3
rezulta
(10) Feor A — [BI(V{B | B € At(p),<y>q ¢B} VV{C | C € At(p),<v>q €
C,(A,C) € Ry(B)}).
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Notam cu r enuntul

V{B|B € At(p), <y>q ¢B} vV V{C|C € At(p),<v>q € C,(A,C) € Ry(3)})
si cu t enuntul

V{B| B € At(p),q ¢B} v V{C|C € At(p),q € C,(A,C) € Ry(7)}).
Demonstram in continuare
(*) FporL T — [t
Pentru aceasta, aratam ca
(11) Fppr B — [yt si
(12) Feor C — [,
pentru atomii B gi C' din disjunctiile lui r.
Din <7 >q ¢B rezulta ca =<7y >q € B, deci [y]-¢ € B. Prin urmare,
(13) FepL B — Y=g
Aplicand Lema 4.2.18.(i) obtinem
(14) FpprL —~¢ < V{D|D € At(p),q ¢D}.
Din (13) si (14) rezulta
(15) FpprL B — V{D|D € At(p),q ¢D}.
Din (15), folosind (D) rezulta (11).
Din <y>q € C si (A, C) € Ry(B) obtinem, aplicand ipoteza de inductie pentru ~,
(16) Fppr C — RI(V{B| B € At(p),q B} VV{D| D € At(p),q € D,(C,D) €
Ry(7)})-
Deoarece (A,C) € Ry(B) si (C,D) € Ry(y) rezulta (A, D) € Ry(B7). Prin urmare
(C, D) € Ry(7) de mai sus poate fi inlocuit cu (A, D) € Ry(37), care doar slabeste
disjunctia . Obtinem astfel (12).
Din (11) si (12) rezulta imediat (*). Din (*) si (10), folosind (D) rezulta
(17) Feor A — [F]H]t.
Aplicand (A2b), din (17) se obtine rezultatul dorit.

-« este 3%

Notam cu r enuntul

V{B|B € At(p), <" >q ¢B} v V{C|C € At(p), <" >q € C,(A,C) € Ry(5*B)}
si cu t enuntul

V{B|B € At(p),q B} vV V{C|C € At(p),q € C,(A,C) € Ry(6")}
Demonstram

(**) l_PDL A — [ﬁ]?‘
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Din <f*>q € A rezulta g € A sau <(3><(3*>q € A. Dedi,

(18) A — (qV <pB><p3*>q).

Avem doua cazuri:

(i) <B><*>q € A. Din ipoteza de inductie pentru 3 obtinem

(19) Feor (A — [BI(VIB| B € At(p), <6 >q ¢B} v V{C| C € At(p), <" >q €
C,(A,C) € Ry(A)}))-

Deoarece Ry(3) C Ry(3*3), rezulta

(20) V{C'|C € At(p),<B*>q € C,(A,C) € Ry(B)} — V{C'|C € At(p),<f*>q €
C,(A,C) € Ry(3°B)}-

Din (20) rezulta

(21) (V{B| B € At(p),<p*>q §B} VV{C | C € At(p),<f">q € C,(A,C) €
Ry(B0))) — (VB | B € Atlp).<B*>q &/B} v V{C | C € At(p),<f">q €
C,(A,C) € Ry(8°P)})-

Aplicand (D) obtinem (**).

(il) <fB><f*>q ¢A. Deoarece ~<[><[*>q € A, rezulta ca ~<[><[*>q € A,
deci [f]-< *>q € A. Obtinem

(22) Fpow A — (=<5 >

Din Lema 4.2.18.(i) rezulta

(23) FppL ~<3*>q < V{B|B € At(p), <3*>q ¢B}. Deoarece Fppr, V{B|B €
At(p), < *>q ¢B} — r, rezulta

(24) FpprL 7<f*>q — r. Folosind (D), din (24) obtinem

(25) Fepr [B*]2<B">q — [8"]q.

Din (22) si (25) rezulta (**).

In continuare, demonstram

(***) FppLr — [B]t.

Aratam ca

(26) Fppr B — [B]t si

(27) Fepr C — [,

pentru atomii B si C' din disjunctiile lui .

Din < 3* >q ¢B rezulta ca <(3>< [*>q ¢B, deci [f]-<* >¢q € B. Obtinem ca mai
sus ca

(28) Fepr B — [B]V{D|D € At(p), <" >q ¢D}.

Adaugand disjunctii la (28) rezulta (26).
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Din < *>q € C'si (A, C) € Ry(*3) obtinem ca in cazul (i) al demonstratiei lui (**)
(29) Feor C — [BI(V{B| B € At(p),<p*>q ¢B} VV{D | D € At(p),<f*>q €
D, (C,D) € Ry(5B)}.

Folosind faptul ci (A, C) € Ry(5*3), (C, D) € Ry(5*F) de mai sus poate fi inlocuit
cu (A, D) € Ry(*B), care doar slabeste disjunctia . Rezulta astfel (27). Din (26) si
(27) obtinem (***).

Am demonstrat astfel (**) gi (***). Din (***), folosind (I) si (D) obtinem

(30) Fepr [B]t — [B][B%]r.

Din (**) si (30) rezulta

(31) Fppr A — [8][3]r.

Deoarece < [(*>q &B implicd ¢ B si V{C' | C € At(p),<B*>q € C,(A,C) €
Ry(3*3)} CV{C|C € At(p),q € C,(A,C) € Ry(3*)}, rezulta

(32) FppLr —t.

Aplicand (D), din (32) obtinem

(33) Feou [B][6°]r — [BI[B7]t.

Din (31) si (33) rezulta

(34) Fppr A — [B][6]t.

Deoarece (A, A) € Ry(3*), rezulta imediat, din faptul ca <3*>q € A,

(35) Fppr A —t.

Din (34), (35) si (43) obtinem Fppr, A — [#*]t. O

Lema 4.2.20 Pentru orice A € At(p), dacd A ¢W atunci Fppy, —A.

Demonstratie: Prin inductie dupa pasul la care A a fost eliminat din Wy = At(p).
Daca A a fost eliminat la primul pas, atunci A € Wy si A ¢W;. Prin urmare,

existid <a>q € A astfel incat pentru orice B € At(p), ¢ B sau (A, B) € Ry(a).

Rezulta ca

(1) {C|C € At(p), q € Csi (A,C) € Ry(a)} = 0.

Deoarece <a>q € A, putem aplica Lema 4.2.19 si din (1) obtinem

(2) FeoL A — [a] V{B| B € At(p),q ¢B}.

Deoarece B este atom, g ¢B daca si numai dacd —¢ € B. Din Lema 4.2.18.(i) si (D)

rezulta

(3) Feor [a]-g < [a] V{B|B € At(p),~q € B}.

Din (2) si (3) obtinem
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(4) FpprL <a>q — —A.
Deoarece <a>q € A,
(5) FppL A— <a>q .
Din (4) i (5) obtinem Fppy, A — —A. Folosind Fppy, (A — —A) — —A, rezulti
Fppr —A.
Presupunem ca pentru orice atom C' care a fost eliminat la un pas < n,
(6) Fppr —C.
Fie A un atom eliminat la pasul n+ 1. Rezulta ca A € W, si A ¢W,, 1. Prin urmare,
exista <a>q € A astfel incat
(7) pentru orice C' € W,, avem ¢ ¢C sau (A, C) ¢R,(a).
Deoarece <a>q € A, putem aplica Lema 4.2.19. Obtinem
(8) FeoL A — [a](V{B| B € At(p),q B}V V{C|C € At(p),q € C,(A,C) €
Ry(a)}).
Din (8), folosind —[a]r = <a>-r si tautologiile calculului propozitional, rezulta
(9) Fppr <a>(A{-B|B € At(p),q B} AN{-C | C € At(p),q € C,(A,C) €
Ry(@)}) — -4
Daci C' € At(p) astfel incat ¢ € C'si (A,C) € Ry(«a), atunci C' ¢W,. Intr-adevir, in
caz contrar, rezulta ci ¢ € C'si (4,C) € Ry(a) = R, (), ceea ce contrazice (7). Prin
urmare, C' a fost eliminat la un pas < n. Rezulta, conform (6),
(10) Fppr A{~C|C € At(p),q € C,(A,C) € Ry(a)}.
Aplicand Lema 4.2.18.(i) obtinem
(11) Fppr ¢ < V{B|B € At(p),q € B}.
Din (11) si Lema 4.2.18.(ii) rezulta
(12) FppL g« /\{_‘B‘B € At(p),q ¢B}.
Folosind (D"), din (10) si (12) obtinem
(13) Fppr <a>q — <a>(A{-B| B € At(p),q §B} AN{-C | C € Al(p),q €
C,(4,0) € Ry(a)}) -
Din Fppr, (A — <a>¢q),(10)si (13) rezulta Fppr, A — —A. Rezulta ca mai sus
Fppr, —A. O

Lema 4.2.21 Enuntul p este realizabil daca si numai daca exista A € W astfel

incat p € A.

Demonstratie: («<)Daca exista A € W astfel incat p € A, atunci din Lema 4.2.15
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obtinem D, A = p, deci p este realizabil.

(=) Reciproc, presupunem ca A ¢ pentru orice atom A astfel incat p € A. Aplicand
Lema 4.2.20, obtinem Fppr, -A pentru orice atom A astfel incat p € A. Rezulta
FpDL /\{—A | A € At(p),p € A}, deci FppL \/{fl | A € At(p),p € A}. Din Lema
4.2.18 obtinem Fppy, —p, deci |= —p, ceea ce contrazice faptul ca p este realizabil. O

Acum putem incheia demonstratia completitudinii PDL.

Teorema 4.2.22 Pentru orice enunt, p, daca |= p, atunci Fppy, p.

Demonstratie: Daca = p, atunci —p nu este realizabil. Aplicand lema anterioara
rezulta ca pentru orice A € W, -p ¢A. Din Lema 4.2.18.(i) obtinem
FeppL —p < \/{A|A € (At(p) = W),—p € A}.
Prin urmare,
FppL p < A{~A|A € (At(p) — W), —p € A}.
Aplicand Lema 4.2.20, obtinem Fppy, p. O

42



5 Logica dinamica trivalenta propozitionala

In acest capitol propunem un sistem de logica dinamica trivalenta propozitionala
3PDL. Prezentam limbajul, sintaxa si semantica acestui sistem. Definim notiunile
de deductibilitate si consistenta si demonstram proprietati importante ale acestora.
Sunt investigate modelele canonice si filtrarile. Rezultatele principale ale acestui
capitol sunt Lema adevarului si Teorema de filtrare. Aceste rezultate sunt pasi spre

demonstrarea unei teoreme de completitudine a sistemului propus.

5.1 Limbajul, sintaxa si semantica
5.1.1 Limbajul

Limbajul logicii dinamice trivalente propozitionale este format din:
(i) o multime numarabila ®y de variabile propozitionale,

(i) o multime numarabila Il, de programe atomice,

(iii) conectorii calculului propozitional trivalent: —, —,

(iv) operatorul | |,

(v) operatorii program: U, -, *,

(vii) parantezele: (, ), [, |.

Notam cu p,q,r,--- elementele lui ®y si cu «, 3,7, -- elementele lui Il;. Din
® si Il construim recursiv multimea ® a enunturilor si multimea II a programelor
compuse:

(i) @0 € D,

(ii) daca p € P 5i g € @, atunci -p€ P sip — q € P,

(iii) daca p € ® si o € I1, atunci [a]p € P,

(iv) Iy C 11,

(v) daca o € I si B € I1, atunci a U B, o - B 5 o* € 1.

Definim urmatoarele abrevieri:

pVag:=(p—q —q),

pAq:==(-pVq),

peq=({p—qN(q—p)

p+q:="p—q,

p-q:=-(=p+-0q),

43



ﬁ =p— p,
f = —(po — po), unde py este un enunt, fixat,
<a>p:= —[a]-p.

Scriem pq in loc de p - ¢ si p? in loc de p - p. De asemenea, scriem a3 in loc de o - 3.

5.1.2 Sintaxa

Printr-o logica peste limbajul dat intelegem orice multime £ de enunturi care satisface
urmatoarele conditjii:

(i) £ contine toate tautologiile calculului propozitional trivalent,

(ii) £ este inchisa la modus ponens,

(iii) £ este inchisa la substitufie .

Printr-o logica normala trivalenta intelegem o logica L care satisface urmatoarele
conditii:

(iv) £ contine orice enunturi de forma
(A0) [a](p — q) — ([elp — [alq),

(A1) ([alp + [e]q) — [a(p + @),
(A2) [ol(p +p) — ([a]p + [a]p),
(A3) (<a>p+<a>p) — <a>(p+p),

(v) L este inchisa la a-necesitate, pentru orice a € II: daca p € L, atunci [a]p € L.
Printr-o logica dinamica trivalenta intelegem o logica normala trivalenta care contine
toate enunturile de urmatoarea forma:

(A4) [aUBlp < [a]p A [Blp,

(45) [aB]p < [o][Blp,

(A6) [a*]p < p A [o][e’]p.

Spunem ca un enunt, p este deductibil in logica L dintr-o mulfime ¥ de enunfuri (si

scriem X . p) daca exista un numar finit de enunturi qo, - - -, g,—1 € X astfel incat
(@*q% - gn?) = pE€ L.

Definirea notiunii de deductibilitate folosind conectorul A (ca in logica dinamica

propozitionala) nu conduce la rezultate consistente.

Scriem F, p pentru ) -, p. Un enunt, p € ® se numeste teoremd a lui £ daca k. p.

Se observa imediat ca p este teorema a lui £ daca si numai daca p € L.

Spunem ca o multime de enunturi X este £-consistenta daca nu exista nici un enunt, p
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astfel incat ¥ k. p si X F, —p. Multimea Y se numeste L-inconsistenta daca nu este
L-consistenta. O multime L-consistenta 3 se numeste maximal L-consistenta daca
pentru orice enunt p,

Y U {p} este L-consistenta implica p € ¥.
In continuare prezentam cateva proprietati sintactice ale unei logici normale trivalente
L. In demonstratia urmatoarelor leme folosim tautologiile calculului propozitional

trivalent, amintite in Propozitia 3.1.1.

Lema 5.1.1 Fie ¥ o multime de enunturi, o € Il gi p,q € ®.

(i) Daci ¥k p, atunci ¥’ b, p pentru orice multime de enunturi ¥ care include

Y.

ii) Daca X b, p, atunci exista o submultime finita Y alui ¥ astfel incat X' . p.
iii) Daca X bz psi ¥ bz p — ¢, atunci X, q.
iv) Daca X U {p} Fr ¢, atunci X -,z p — (p — q).

(
(
(
(v) Daca X este L-inconsistenta, atunci 3 . r pentru orice enunt; 7.
(vi) X este L-inconsistenta daca si numai daca X F, f.
(vii) Daca 3 U {p} este L-inconsistenta, atunci ¥ k. p.

(

viii) Daca ¥ U {p} este L-inconsistenta, atunci X b p.

Demonstratie: (i) si (ii) se demonstreaza imediat din definitia deductibilitatii in
logica £ din X.

(iii) Exista Wy = {rg, -+, rn_1}, Vo = {to, -, tm-1} C X astfel incat

(1) Fe(ro? - rai?) = p,

(2) Fz (to® - tma®) = (p = a).

Din (2) si (t33) obtinem

(3) ke (to® - tm-®p) = .

Din (1) si (t34) rezulta

(4) bz (ro® - 1®te?  tm1?) — pto?® -+t

Folosind comutativitatea lui - si (t2) obtinem

(5) Fr (1o - rp_1?te® - tm1?) — q.

Prin urmare, > F, q.

(iv) Exista ¥ = {ro, -+, 7,1} C 2 U {p} astfel incat k. (ro* - r,_1%) — ¢. Avem

doua cazuri:
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p gV
Rezulta ca ¥ b, ¢. Folosind faptul ca b, ¢ — (pp — ¢) i (iii), obtinem ¥ F, pp — q.
Din (t33) si (iii) rezulta X -z p — (p — q).

-pe Vv
Deoarece, conform (t29) - este comutativa, putem presupune ca p = ro. Aplicand
(t33) obtinem
(6) Fz(ri?-1u?) = (p° — q).
Din (6), folosind din nou (t33) si (t2), rezulta
(7) Fe(ri? - mai®) = (0 — (0 — )
Prin urmare, ¥ -z p — (p — q).
(v) Daca exista p € @ astfel incat X F, p si ¥ F, —p, atunci folosind (t8) rezulta ca
Y kg —p— (p—r). Aplicand de doua ori (iii) obtinem X . r.
(vi) Daca ¥ este L-inconsistenta, atunci din (v) rezulta ca ¥ . f. Reciproc, daca
Y b, f, atunci din (t11) obtinem si ¥ k. py — po. Deci, ¥ este L-inconsistenta.
(vii) Daca ¥ U {p} este L-inconsistenta, atunci rezulta din (v) ca XU {p} -, —p. Din
(iv) obtinem ¥ . p — p. Aplicand (t16)si (iii), rezulta X . p.
(viii) Daci ¥ U {p} este L-inconsistents, atunci folosind (vii) obtinem ¥ k. p. Din
(t15) si (iii) rezulta ¥, p. O

Lema 5.1.2 ¥ este L-consistenta daca si numai daca orice submultime finita a sa

este L-consistenta.

Demonstratie: (=) Daca exista o submultime finita ¥ a lui ¥ care este L£-
inconsistenta, atunci folosind Lema 5.1.1. (vi) rezulta ca ¥ F, f. Din Lema 5.1.1.(i)
obtinem X . f, deci X este L-inconsistenta.

(<) Presupunem ca X este L-inconsistenta. Rezulta ca ¥ k. f. Aplicand Lema
5.1.1.(ii), exista U C 3, finita astfel incat ¥ . f. Din Lema 5.1.1.(vi) obtinem ca ¥

este L-inconsistenta, ceea ce contrazice ipoteza. O

Lema 5.1.3 Orice multime L-consistenta X se extinde la o multime maximal L-

consistenta.
Demonstratie: Deoarece multimea &, a variabilelor propozitionale este
numarabila, rezulta ca multimea ® a enunturilor este numarabila. Fie pg,---,pn, -

o enumerare a enunturilor. Definim inductiv urmatorul sir de multimi:
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Y, U{p,} dacad X, U{p,} este L-consistenta

S =%, Doy =
’ - {zn altfel

Evident, pentru orice n € N, ¥, este L-consistenta.

Fie w = U,>0 Xn.

Demonstram ca w este L-consistenta. Presupunem ca nu este. Atunci, folosind Lema
5.1.1.(ii),rezulta ca exista p;,, pi,, - - - Pi,_, € w astfel incat {pi,, pi,, -, pi,_, } este L-
inconsistenta. Fie n = max{ip, i1, -+, ik—1}. Rezulta ca {pi,, piy, - Dip_} € L1
Obtinem ca 3,11 este L-inconsistenta, ceea ce este o contradictie.

Demonstram ca X este maximal L-consistenta. Fie p,, € ® astfel incat p,, ¢w. Din
constructia lui w rezulta ca X, U {p,,} este L-inconsistenta. Deoarece ¥, U {pn} C

w U {pm}, obtinem ca w U {p,,} este L-inconsistenta. O

Lema 5.1.4 Fie ¥ o multime maximal L-consistenta si p € ®. Daca X F, p, atunci

pE 2.

Demonstratie: Presupunem ca p ¢¥. Rezulta ca SU{p} este L-inconsistenta, prin
urmare, folosind Lema 5.1.1.(vii), ¥ k. p. Din ¥ F, p si 0 . p obtinem ¥ F, —p.

Am obtinut ca ¥ este L-inconsistenta, ceea ce este o contradictie. O
Corolar 5.1.5 Daca ¥ este maximal L-consistenta, atunci £ C ..

Lema 5.1.6 Fie X o multime maximal L-consistenta gi p,q € P.
(i) Daca (p — ¢) € %, atunci p € ¥ implica ¢ € X,

ii) p € ¥ daca gi numai daca p ¢X.

iii) pV g € X daca gi numai daca p € ¥ sau q € %,

(

(

(iv) pAq € ¥ daca gi numai daca p € ¥ gi g € X.

(v) Daca (p «» q) € X, atunci p € ¥ daca si numai daca g € 3.
(

vi) pg € ¥ daca gi numai daca p € ¥ gi g € 3.
Demonstratie: (i) Presupunem p — ¢ € ¥ gi p € ¥. Rezulta ca Xz p — ¢ €

Y b, p. Folosind Lema 5.1.1.(iii) obtinem ¥ b, ¢. Din Lema 5.1.4 rezulta ¢ € X.
(ii) Daca p,p € X, atunci p,p — —p € X. Din (i) rezulta ca p, —p € X. Prin urmare,
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Y. este L-inconsistenta, ceea ce contrazice ipoteza. Daca p ¢, atunci X U {p} este L-
inconsistenta. Din Lema 5.1.1.(vii) rezulta ca ¥ F, p. Aplicand Lema 5.1.4 obtinem
p € X. Analog se demonstreaza ca daca p ¢X, atunci p € 3.
(iii) (<) Presupunem ca p € ¥. Conform (t23), 2 p — (pVq) si aplicand (i) obtinem
pVqel.
(=) Presupunem ca p 3. Din (ii) rezulta ca p € 3, deci p — —p € ¥. Deoarece
Fe (pVq) — (mp — q) (conform (t34)) si p V ¢ € X, rezulta aplicand (i) ca —-p —
q € X. Folosind (t1), din p — —p € X i -p — ¢ € X obtinem p — ¢ € X. Din
pVqg=(p— q) — q€ X, aplicand din nou (i), rezulta q € X.
(iv) (=) Din (t20) rezulta bz pAq — psitz pA g — gq. Aplicand (i), obtinem p € ¥
sige .
(<) Conform (t26), Fz p — (¢ — (p A q)). Aplicam (i) de doua ori pentru a obtine
pAqE .
(v) Rezulta imediat din (i) si (iv).
(vi)(=) Din (t36) rezulta . pg — p si k2 pg — ¢q. Aplicand (i), obtinem p € ¥ i
qe .
(<) Din (t33) obtinem k. p — (¢ — (pg)). Aplicam (i) de doua ori pentru a obtine
pq €. 0O

Este evident ca intersectia oricarei clase de logici dinamice trivalente este o logica
dinamica trivalenta. Notam cu 3PDL intersectia tuturor logicilor dinamice triva-

lente.

5.1.3 Semantica

Printr-o structurd trivalentd intelegem un triplet D = (W, R, V), unde:

(i) W este o multime, ale carei elemente se numesc stari,

(ii) R = {R(«)}aen este o familie de relatii binare pe W, adica R(a) C W x W
pentru orice program compus a,

(iii) V : & x W — Ls = {0, 1} este o functie numita valuare, care satisface:

(a) V(-p,s)=1-Vip,s),

(b) Vp—q,s) =min{l,1 =V (p,s) +V(q,s)},

(¢) V(lalp,s) = min{V(p,t)[sR(e)t},
pentru orice p, g € ¢, s € W si a € II.
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Urmatoarele proprietati ale unei valuari V' sunt consecinte imediate ale definitiei:

(d) V(pVag,s)=max{V(p,s),V(g s)},

(e) V(pAg,s)=min{V(p,s),V(q,s)},

() Vip < qs)=min{l —=V(p,s) + V(g s),1 —Vi(g,s)+V(p,s)},
(8) Vip+q.s)=min{l,V(p,s)+ V(g s)},

(h) Vi(pg,s) = max{0,V(p,s) +V(g,s) — 1},

(i) V(p,s) = min{1,2 — 2V (p, s)},

(i) V(=p) = min{1,2V (p, s)},

(k) V(<a>p,s)=maz{V(p,t)[sR(a)t},
pentru orice p, g € ¢, s € W si a € II.

Punem in evidenta urmatoarele echivalente, care vor fi folosite in continuare:

(el) V(p,—s) =1 V(p,s) =0,

(€2) V(p—q,s) =1 V(ps) <V(g,s),

(e3) V(pVg,s) =1 V(p,s)=1sauV(g,s) =1,

(e4) V(pAg,s) =1 Vips)=V(gs) =1,

(€5) V(p = q,5) =1 V(p,s) =V(gs),

(e6) V(ip+4¢q,s) =1 V(p,s)+Vigs) > 1,

(e7) Vi(pg,s) =1 V(p,s) = V(g s) =1,

(€8) V(p,s) =1 V(ps) < g,

(€9) V(=p,s) =1 V(p,s) = 3,

(€9) V([a]p,s) =1 < V(p,t) = 1 pentru orice t astfel incat sR(«)t,

(el0) V(<a>p,s) =1 < exista t astfel incat sR(a)t i V(p,t) = 1.
Se numeste structurd dinamicd trivalentd o structura trivalenta D = (W, R, V') care
satisface urmatoarele conditii:

(i) R(aUpf) = R(a)UR(D),

(if) R(af) = R(a) o R(P),

(iii) R(a") = (R(a))"
Observam ca in cazul unei structuri dinamice trivalente este suficient sa definim R(«)
pentru orice o € 1.
Fie D = (W, R, V) o structura trivalenta si p un enunt. Definim:

- p este adevarat in starea s € W si scriem D, s |= p daca V(p, s) =1,

- p este D-valid si scriem D = p daca D, s |= p pentru orice stare s € W,
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- p este D-realizabil daca exista s € W astfel incat D, s = p.
Daca p este D -valid pentru orice structura dinamica trivalenta D spunem ca p este
valid gi scriem = p. Enuntul p este realizabil daca exista o structura dinamica
trivalenta D astfel incat p este D -realizabil. Evident, p este valid daca si numai daca

—p nu este realizabil.

Lema 5.1.7 Pentru orice p,q € ® si orice a € II, urmatoarele enunturi sunt valide:
(1) [e(p — q) — (la]p — [e]g),

(i) (folp + [o)a) — [0)(p + )

(iii) [o](p +p) — (la]p + [odp),

(iv) (<a>p+ <a>p) — <a>(p+p),

(¥) [0 Blp < lalp A [Blp,

(Vi) [aBlp < [a][Slp,

(vii) [a*]p < p A [o][a"]p.

Demonstratie: Fie D = (W, R, V) o structura dinamica trivalenta si s € W.

(1) V([e](p = @), ) = main{V(p — ¢, )| sR(a)t} = min{min{1,1-V(p,t)+V(q, 1)} |

sR(a)t} <min{l,1—=V(la]p,s) + V([alg, s)} = V([a]p — [elg, s).

(i) V({alp + [olg5) = min{1,V(ialp,s) + V(alg,)} = min{lmin{V(p,1) |

sR(a)t} + min{V(q,t) | sR(a)t}} < min{l,min{V(p,t) + V(q,t) | sR(a)t}} =

min{min{1,V(p,t)+V(q,t)}[sR(a)t} = min{V(p+q,t)|sR(a)t} = V([a](p+q). s)

(iii) V([a](p+p),s) = min{V(p+p,t)| sR(a)t} = min{min{1,2V (p,t)}|sR(a)t} =

main{l, min{2V (p,t)|sR(a)t}} = min{1,2V ([a]p,s)} = V([a]p + [a]p, s).

(iv) V(<a>p + <a>p,s) = min{l,2V(<a>p,s)} = min{l,2maz{V(p,t) |

sR(a)t}} < max{min{1,2V(p,t)} | sR(a)t} = max{V(p + p,t) | sR(a)t} =

V(<a>(p+p),s).

(v) V(laUpBlp,s) = min{V(p,t) | sk U B)t} = min{{V(p,t) | sR(a)t} U

{Vp,t) | sR(B)t}} = min{min{V(p,t) | sR(a)t}, min{V(p,t) | sR(B)t}} =

min{V ([o]p, s), V([Blp, s)} = V(lalp A [Blp, 5).

(vi)V([aBlp,s) = min{V(p,t) | sR(af)t} = min{U{V (p,?) | uR(B)t} | sR(a)u} =

min{min{V (p,t) |[uR(B)t}[sR(a)u} = min{V([5]p, u) | sR(c)u} = V([ab]p, s).

(vii) V([e*]p,s) = min{V(p,t) | sR(a*)t} = min{V(p,s),min{V(p,t) |

sR(a) o (R(a))*t}y = min{V(p,s), min{min{V(p,1) | u(R(2))"t} | sR(e)u}} =

min{V (p, s), V(lo]la*]p,s)} = V(p A [a][a]p, s). O
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Lema 5.1.8 Pentru orice enunt, p, daca F3ppr, p, atunci = p.

Demonstratie: FEvident, tautologiile calculului propozitional trivalent sunt valide.
Conform lemei anterioare, instantele schemelor (A0) — (A6) sunt valide. Se arata
imediat ca modus ponens si a-necesitatea pastreaza aceasta validitate.

Fie D = (W, R, V) o structura dinamica trivalenta si s € W. Daca Epsi Ep — ¢,
atunci V(p,s) =1 si min{l,1 —V(p,s) +V(¢,s)} = 1, de unde rezulta V' (¢, s) = 1.
Deci = g.

Daca = p, atunci V([a]p, s) = min{V (p,t)|sR(a)t} = 1, deoarece V(p,t) = 1 pentru
orice t € W. Prin urmare, = [a]p. O

5.2 Modele canonice

Fie £ o logica normala trivalenta. Prin model canonic al lui £ intelegem tripletul
M= (Wg, R, V), unde:
(i) Wy este multimea tuturor multimilor de enunturi maximal £ -consistente,
(i) pentru orice program compus « si orice u, v € Wp,
uR,(a)v daca gi numai daca pentru orice p € @, sunt satisfacute:
-daca [a]p € u, atunci p € v,
-daca —[a]p € u, atunci —p € v,
-daca [a]p, —[a]p ¢u, atunci p, —p ¢v.

(iii) pentru orice variabila propozitionala p € ®q si pentru orice u € Wp,

1, dacapeu

Ve(p,u) =4 0, daca —p€wu
%, altfel
Lema 5.2.1 Daca L este o logica normala trivalenta, atunci pentru orice u € W, si
orice enunt p,

(i) p € w implica Vz(p,u) =1,

(ii) =p € w implica Vz(p,u) = 0,

(iii) p, ~p ¢u implicd Vz(p,u) = 3.

Demonstratie: Prin inductie dupa enuntul p.
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-p este variabila propozitionala
Rezulta imediat din definitia lui V.
-p este —¢q
(i)Daca —q € u, atunci din ipoteza de inductie pentru ¢ obtinem V;(g,u) = 0, deci
Ve(p,u) =1—Ve(q,u) = 1.
(ii) Daca ~—q € u, atunci, din (t9) si Lema 5.1.6.(v), obtinem ¢ € u, deci, din ipoteza
de inductie Vz(q,u) = 1. Rezulta ca V. (p,u) = 0.
(iii)Daca —q, =—q ¢u, atunci aplicam (t9) si Lema 5.1.6.(v) pentru a obtine ¢, =g ¢u.
Din ipoteza de inductie pentru ¢ rezultd Vz(¢,u) = . Prin urmare, Vz(p,u) = 3.
-peste q — 1

(i) Avem urmatoarele cazuri posibile:

(i1) ¢ € u. Din ¢ — r € u obtinem r € u. Din ipoteza de inductie pentru ¢ si r
rezulta Vz(q,u) = 1 si Vz(r,u) = 1. Obtinem V;(q¢ — r,u) = min{l,1 — V;(q,u) +
Ve(r,u)} =1,

(i2) =q¢ € u. Din ipoteza de inductie pentru ¢, obtinem V;(q,u)=0. Deoarece
VE((L U) S VE(Tu u)7 rezulta V£<q — T, u) - 17

(i3) r € u. Din ipoteza de inductie pentru r rezulta ca Vy(r,u) = 1, deci Vi (q,u) <

Ve(r,u). Prin urmare, Vo(q — r,u) = 1,

(i4) —r € u. Folosind ¢ — r € u si (t10) rezulta ca —¢ € u. Obtinem, din ipoteza

de inductie, ca Vi (q,u) = Ve(r,u) = 0. Prin urmare, V(¢ — r,u) =1,

(i5) q,—q,r,—r du. Din ipoteza de inductie pentru ¢ si r obtinem V:(q,u) =
Ve(r,u) = 3. Prin urmare, V(g — 7,u) = 1.
(ii) Din =(¢ — r) € u, (t12) i (t13) rezultd ¢, —r € u. Din ipoteza de inductjie,
obtinem V;(q,u) =1 i Vz(r,u) = 0. Prin urmare, V(¢ — r,u) = 0.
(iii) Presupunem ca ¢ — r,—(¢ — r) du. Observam ca Vz(q,u) # 0, deoarece
Ve(g,u) = 0 implica =g € wu si, folosind (t8), rezulta ¢ — r € u. De asemenea,
Ve(r,u) # 1, deoarece Vi (r,u) = 1 implica r € u i, din (t1), ¢ — r € u. Avem

urmatoarele cazuri:

(iiil) Vz(¢,w) = 1. Prin urmare, ¢ € u. Atunci Vz(r,u) # 0, deoarece V. (r,u) =0

implica —r € u. Folosind (t14) rezulta —(q¢ — r) € u. Deci, V(q,u) =1 si Vy(r,u) =

1

5. Rezultd V(g — ru) = 3.
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(iti2) Vz(q,u) = 3. Rezultd ci ¢ ¢u. Din Lema 5.1.6.(ii) obtinem p € u. Dacé
Ve(r,u) = %, atunci —r ¢u, deci, =r € u. Aplicand (t17) obtinem ¢ — r € u. Deci,
Ve(r,u) # 5. Din Vi(q,u) = 5 si Ve(r,u) = 0 rezultd Vz(¢ — r,u) = 3.

-p este [o]g,
(i) Fie v € W, astfel incat uR;(a)v. Deoarece [a]q € u, rezulta ¢ € v. Din ipoteza
de inductie obtinem V;(q,v) = 1. Prin urmare, pentru orice v € W astfel incat
uRz(a)v, Ve(q,v) = 1. Rezulta ca Vi ([a]g,u) = 1.
(ii) Fie v € Wy astfel incat uR,(«)v. Deoarece —[a]q € u, rezulta —q € v. Din ipoteza
de inductie obtinem V,(q,v) = 0. Deci, V. ([a]q, u) = min{V;(p,v)|uR(a)v} = 0.
(iii) Fie v € W astfel incat uRz(a)v. Deoarece g, —[alq u, rezulta ¢, —q v.
Din ipoteza de inductie obtinem Vz(g,v) = 3. Deci, Vz([a]g,u) = min{V.(p,v) |
uR()v} = 3. O

Urmatorul rezultat este o consecinta imediata a lemei anterioare.

Lema 5.2.2 (Lema adevarului) Daca L este o logica normala, atunci pentru orice
u € W, si orice enunt, p,

(i) Vz(p,u) =1 daca si numai daca p € u,

(ii) Vz(p,u) =0 daca si numai daca —p € u,

(iii) Ve(p,u) = % daca gi numai daca p, —p ¢u.

Teorema 5.2.3 Daca L este o logica normala trivalenta, atunci p este teorema a lui

L daca si numai daca p este M -valid.

Demonstratie: (=) Daca b, p atunci p este element al oricarei multimi maximal
L -consistente, conform Corolarului5.1.5. Deci, din Lema adevarului, V. (p,u) = 1
pentru orice v € W, . Prin urmare, p este M -valid.

(<) Daca p nu este teorema a lui £, atunci {p} este L-consistenta, conform Lemei
5.1.1.(viii). Rezulta din Lema 5.1.3 ca exista o multime maximal L-consistenta = €
W astfel incat p € z. Din Lema adevarului obtinem ca V. (p, x) = 1, deci Vz(p, z) <

% . Prin urmare, V. (p, z) # 1, de unde rezulta ca p nu este M, -valid. O

5.3 Filtrari

Multimea subenunturilor unui enunt dat p este cea mai mica multime de enunturi >

care satisface urmatoarele conditii:
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)pex,

(
(i) daca —q € X, atunci g € X,
(iii) daca ¢ — r € X, atunci ¢, r € X,
(iv) daca [a]q € X, atunci g € X.
Fie £ o logica normala trivalenta. Orice multime de enunturi ¥ induce o relatie
de echivalenta pe W, astfel:
u=vesunv =vnNVw.
Notam cu |u| clasa de echivalenta a lui u. Se observa ca = i, prin urmare, |u| depind
de ¥ chiar daca scrierea noastra nu reflecta acest lucru.
Fie ¥ o multime de enunturi inchisa la subenunturi. Spunem ca o structura
trivalentda M = <W, R, V> este o filtrare prin ¥ a modelului canonic M, daca:
(1) W = {|ullu € W},
(ii) pentru orice program compus « care apare in ¥, daci |u| R(«) |v], atunci
pentru orice enunt, p cu proprietatea ca [a|p € ¥,
[a]p € w implica p € v,
—la]p € u implica —p € v,
[a]p, ~[a]p ¢u implica p, —p ¢v,
(iii) pentru orice variabila propozitionala p care apare in ¥,
V(p, Jul) = Ve(p, ).

Teorema 5.3.1 (Teorema de filtrare) Pentru orice u € W, si orice enunt p € U,

V(p, ecu) = Vi(p,u).

Demonstratie: Prin inductie dupa enuntul p.
-p este variabila propozitionala
Rezulta din definitie.
-p este —¢g
Deoarece ¥ este inchisa la subenunturi si -¢ € ¥ rezulta ca g € ¥, deci putem aplica
ipoteza de inductie pentru ¢g. Obtinem:
V(=g lul) =1=V(g, ) =1 = Ve(q,u) = Ve(~q,u).
-pesteq —r
Deoarece W este inchisa la subenunturi si ¢ — r € W rezulta ca ¢, r € ¥, deci putem

aplica ipoteza de inductie pentru ¢ si . Obtinem:
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Vg —,|ul) = min{1,1 —V(q,|u|) + V(r,Ju])} = min{1,1 = V(q,u) + Ve(r,u)} =
Ve(g — ru).

-p este [a]q
Deoarece ¥ este inchisa la subenunturi si [a]g € ¥ rezulta ca ¢ € U, deci putem

aplica ipoteza de inductie pentru gq.

Sunt posibile urmatoarele cazuri:

-Vr([a]g,u) = 1. Din Lema adevarului obtinem [a]q € u. Fie |v|€ W astfel incat
|u| R(a) |v]|. Din (ii) rezultd ¢ € v, deci, aplicand din nou Lema adevirului,
Vz(q,u) = 1. Din ipoteza de inductie pentru ¢ obtinem V(aq, [v]) = 1. Prin urmare,
pentru orice [v|€ W astfel incat |u| R(a) [v], V(q, |v]) = 1. Rezulta ca V([a]q, [u]) = 1.
-V:([a]g,u) = 0. Din Lema adevarului obtinem —[a]q € u. Fie |[v|€ W astfel incat
|u| R(a) |v|. Din (ii) rezultd —q € v, deci, aplicand din nou Lema adevarului,
Ve(g,u) = 0. Din ipoteza de inductie pentru ¢ obtinem V(agq,|v|) = 0. Deci,
W(lalg, [u]) = min{V (p, [v]) Ju| () o[} = 0.

-Ve([alg,u) = 3. Din Lema adevédrului obtinem [o]q, =[a]g du. Fie |[v|€ W astfel
incat |u| R(a) |v]. Din (ii) rezultd ¢, —q ¢v, deci, aplicaind din nou Lema adevarului,
Ve(g,u) = Din ipoteza de inductie pentru ¢ obtinem V(ag,|v]|) = % Deci,
V([0Jg, ) = min{V(p, Jo) Jul F(a) Jol} = L.

Am demonstrat astfel ca V([a]g, [u]) = Ve([a]g,v). O

N[

95



Bibliografie

B]

[BS]

M. H. van den Berg, The internal structure of discourse, ILLC Dissertation

Series, 3, 1996.

R. A. Bull, K. Segerberg, Basic Modal logic. In D. Gabbay si F. Guenthner
(editori), Handbook of Philosophical Logic, 11, Springer Verlag, 1984, 1-89.

[BFGR] V. Boicescu, A. Filipoiu, G. Georgescu, S. Rudeanu, Lukasiewicz-Moisil al-

C]

[FL]

(GLW]

[H1]

[H2]

[MM]

O1]

02]

gebras, North-Holland, 1991.

M. J. Cresswell, Frames and models in modal logic, Lecture Notes in Math-
ematics, 450, Springer Verlag, 1975, 63-86.

M. J. Fischer, R. E. Ladner, Propositional logic of programs, Proceedings of
the 9th ACM Symposium on Theory of Computing, 1977, 286-294.

H. Goldberg, H. Leblanc, G. Weaver, A strong completeness theorem for
3-valued logic, Notre Dame Journal of Formal Logic, 15, 325-332.

D. Harel, First-order dynamic logic, Lectures Notes in Computer Science, 68,

Springer Verlag, 1979.

D. Harel, Dynamic logic. In D. Gabbay si F. Guenthner (editori), Handbook
of Philosophical Logic, II, Springer Verlag, 1984, 497-604.

M. Malita, M. Malita, Bazele inteligentei artificiale, Ed. Tehnica, Bucuresti,
1982.

P. Ostermann, Many-valued propositional calculi, Zeitscr. f. math. Logik und
Grundlagen d. Math., 34, 1988, 345-354.

P. Ostermann, Many-valued modal logics: uses and predicate calculus,
Zeitscr. f. math. Logik und Grundlagen d. Math., 36, 1990, 367-376.

V. Pratt, Dynammic algebras as a well-behaved fragment of relation algebras,

Lecture Notes in Computer Science, 425, Springer Verlag, 1990.

o6



[(WM]

K. Segerberg, A completeness theorem in the modal logic of programs. In:
Universal Algebra and Applications, Banach Center Publications, 9, Warsaw,

1082, 31-46.

R. Wéjcicki, G. Malinowschi (editori), Selected papers on Lukasiewicz sen-

tential calculi, Ossolineum, Wroclaw, Warsaw, 1977.

57



