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Elemente de teorin mulfimilor

: Iz paragraful fntfi al woestul eapitol presentlz Iteva no-
 jlunl pb proprictdti ale ealoululul proposificnsd,absclut necseer
' ;unh-'u demtnsirared proposifiilor de tsoria muliiailor refsritoarn
h operatiile finite cu mul{imi. Paragroful al doiles coniine de-
finiren aperstiilor ou suliisl (remnime, intersegi{ie, complémsn-

firf 810, ) g1 propriatifile lor principale.

¢ Dlemente fosrts sumsrs ale caleululul predisatelor sinl ex-
guse tn § 3, peotrs & f1 folosite In contiouasre In stabilirea pro-

pristiiilor operatitior infinite ou d fimd.

"y Belutiiie gi funofiile pInt subiectul paragrafului 4, lar
Sprodusul cariseian infinit gi proprietates =a de univaraalitate

#int presentate In §.5.

'_I o mrdimll. insistind asupra multiniler, nmlrnlr!.ll. E]-

lil:l:m.t lui Zarn, csre este o axioml & tesriel mulimiler.

"’ Ifu an dozvoltat sxtensiv msewl capitol, pnunt!nﬂ pomnd
1 mﬂr mtﬂ tratares capitolelor i:ﬂ.tﬂl‘t 0 serte de

Am considersi necesur si introduces wn parsgraf privind ape-




ful de vedore ndoptat sate moela al .teoriel naive & mulfimilor",

§ 1. CARCULUL PROPOZITIONAL

In caloulul propozifional se studiasi pmpnuu-” din
punctul de veders &l sdeviirului ssu faleltdiii lor, nelulmdu-s= fn
ceneiderars confinutul lor. FirS Indoislfl, legile logicii afnt ex-
pregil als wor legl paturale obleotive, ingl neconpiderarsa confi-
notului- eats pecesarfl peatru & surprinde relsfiile logice ale
fenomenslor naturale In toatd gensralitaten lor.

Vom nota propozifille prin litersle p, 9, Tyeees =

orice proporifie p,definin valoares ei logicd vip) prims
1, dacd proporiiia p eote adevdratd

0, dacd propogifia p sste falsl.

Pentru

vipl =

Deel, peniru mel, o propeziile p este perfoct determinoth dacd i
cunsagies valoarea logied »(p).

Dect p,q aint douk propositil omrecare, atunci conjunciin
lor p A g este propozifin wp g1 9", iar valomrea of de adevdr ests
datl de

1, dach p, q sint simultan adevirste

O, dach sel puiin une din propozifiile
g, g eats faled

ripfAg) =

Cu alte curinte, v (p A g) = 1 duok gi nomai dack vip) = 1 =i
vig) '=']1,

Disjunciia pog & propozifiilor p,q sote propozitia .p sai %
iar valoarea of lopiod sete definitd prin:

vipVal= 1 dach gi numal decl vip) = 1 sauw wig) = 1,

Negntim "I p A wmel propozifil p are urnltoarsa valoars de
BAsYAr:

1). In noest capitol comceptul d= spropositin® este oel usual.

oy

0, dnch p sste adeviratld

viqpl =
1, dack p este falef.

Date doull propoziiii p,a, imclicatis p=>q eote proposifia
«p implich q" & cirel valoars de adevir eats

0, dack vip) =1 g1 vig) =0

vip==q) =
X 1, In' rest.

Echiwaldnta p<=>q a doud proposifii p,q este proposiiis
«p echivalent cu q" n ciirel weilcars de adevir este dath de

vipe=>q) = 1 dach si naani dach vip) = vigl.
feente Asfinitii pot ff conoontrate 'In urmiitoarels tsbels -

. da adevir.
vip) | »{q) [vipAg) vip) | vig) flpVy)
1 1 1 1] 1 3
1 ] ] 1 0 1
0 1 Q 2 1 :
0 0 0 ) o 0

pon junails A

vip) | wlgdivip==4q) rip) | vigd 'Ep.::aqﬂ

1 1 1 1 1 1

1 0 ) 1 ) [t}

¥ 1 1 o 1 o

0 1] 1 0 0 1
Implicatin =Y eahivalanis =7
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Urmiitonrale propozitil sfnt adevirute, pentru orice propo=
Eigil p, q, Tt

(pv gle={q v ) 3 lprglssiq A phs
[h: W q]‘-"r_i%[p%ﬁqv r}}; [{phr;}hr]%[ph{q A rJ_I i
ipv ple=>p1 (p A ple=pi
[p A {quﬂ :u[fmqw{pnrﬁ]:[p Vi A rH]}wM{pwE [
[ v Ephq]] —>pi [ph{_:- 'ﬁqJ]-(:-p:

pvIp 3 pATp)

ApAgl == {(Tp v Tg); Tlpva)es(TpAaigls
pvg==10vp A7) (pAqgl=(1pv14):

T pe=> 33

(p =2gq) = {"1pvygl

!pﬁql-#:ai_—tp ==gi N =D p}:{

Vip=tqle=b(7qg =)

Vom ardta, de exempiu, ¢ prinu propowitie de In 7 st a-
devErntf. Caloulfi= vuloarss logsich & proposlfiel pAn)e=tp 1g),
pestre orioe valtare o sou 1 pe onke o potl Qus propeElitile counpe=

m“ P-'L

» Slotematishs soent oulowl prip wreftorul tabals

vip| v )] vipad| v6rtpag 1| viapd| virad| vl vipagd s tyanig) )|
1 1 1 0 0 Q 0 1
1 G L 1 ) 1 1 1
a'la] o 1 ] A S 1
D 0 H 1 1 i 1 1

In toatie chgurile em obiinut valoarea 1.

Desonsirafln se face In sosesgi manierd peniru tomle proprie-
§B4ile 1 - 12.

§'2. MULTIMI. OPERATII CU MULTIMI

Pentru noi, consaptul de pultime va svee ssanificatia womo-

@l de colestia, grioondi eto. Vom mois muliisile prin litarels
N, &, %, Y, % ete, O%iectels din care ests formstl o mulfime sa
numl olesente. Elementele unei sulfimi vor fi potate a,bye,n,y,

1,elc.
: Fapiul off elesantul x face parts din mulfimea A wa fl moial

A&-%i so va oitii.x apartine mulfimii & “.

Voo artinde conceptul de muliiss prin connidersren mol fimid
'-._; ¥, cure eate ymulfinen fArd nicl un element®,

Multimea A este inolusi In suliimen B, dacd orice slemeat

T=h — zEBL.
fgiriunea a doul mulf{ied A gi B sste muliimen AUB definitl

sEAUB <= [xea] v [x8]
Un alt mod de-a sorie aceastdl definijle esis
e - {x | cenvaen}




- 12 -

vom onite parentesels, serlind ast-
AUB = {x | 2€2 v zED}

Intersectis & doull malilel 4 gl B este zuliimen AMVB d=li-

nith de 1EANE = (xE4) Al2EB)
Atensil delisitie ponte £1 Astd sub forsn

In cale 2e wroencl
fel

gl --:: | zEfL.-'-.xEE]I

Mfsranta o dovll pulgimt A gi B ante definity asifel
A-Bels [zeaAags)

OBSERVATIE, Prin a#H am notat propopitia; Y(z€E).

DecE'AC B on -spune of A eate p parte (snu o subnultitimn) &

lei 5. Prin coprémfie, F oeole submuljiss s oricirel ooijisd, Tens
tru orice mulji=me A, vor nots ou & (&) suliisen tuiuror partilor
lul &

G -f5|acal.

Filpnd datd o soltime 4 91 o parte a'emn B, definin

e
FI-' IS

——rrrooR
Rantsr- Z'*fﬂ.." 8 lul B In raperi sy 4" 'prin
Cy(Bl =k -tmfzen | xes}.
In teorin mul finiler, comceputd aztfel, oe Dot ivi parn=

foxurl de urnfitorul tip.

Fpradozul lul Romsell: Peesupunen off A = {: ] ¥ {é :.;} ente
o multime. ktunei pentru orice r, vom gves
tEAh=z¢1.
in partioular, pemtru z = & vom Eveas

ASas=>L &L,

coen o2 aabe dvident ecntridictoriu.

Bin-causa psrodorurilor, sintes dordist 1a o cenalfsrn oo-
iechil eare ny pinl meapirat goltisi, nosith clas, Sore  minsplu,
ve& vorbl de eeloos toturor sl (ioiler” 50
time.

« OnPo nu mad esin e pul=

[3)s

(1)
4]
(3
(4]
(5)
(6)
{7l
()
{9}
(10}
{i1)
(1)
(13)
(14}
(153
(16)

=15~

FROPOEITIA 1: Foniru orice moltimi A, B, O aint werificate
ursitoarelo relafliis

AUB=3UA : AMNB =B8Nk
AUGBU 0) = (A BIUC; AN(BNG) = (AN BINGS
AULB M E) = (A UBINAUG): AN(BUC)=(ANBAXANE);

AUL =N ANA =k
AUIA T B) = s ANAUIE) = &f
Al - 4y ADE =

Led = [acB]a|BCA] ;
AC A

icE]lapce]l=nce;

ANACAC AU Bt d=-BCA;

[ica]a ocd] = [ucics um] A [anecens)
[hcsjesfau s = ==ins = 4] ;
AMB=A~-1a=-8);

AUGE - A) =AU B

A-ANB) =4-8

AN (B =€) m (ANB) -0

Demonstretis: Vom siebill, de szeaplu, prima din relafiils

AU (BNG = (AL B) N (ALGL

Aplicind propomifia 4, § 1, resulid achivalonfele:z
sELUBNL) <= ey [resnd]

d== (M) [IxEB) plzE0)]

e [txeh) v (xeBi]aflzeriv (xe0)]
e=> [xeaus] A faeau]

== EUD N U0}




20 T
A rosuliat: xEAUBNCI<=xEALIBIN (AUC), cesa ce sate
acelasl luoru cu egalitaten ce trebuls deponstreis,

In sesisgl nod e degonsirsssd {oate reledlils gnomerata
EEl .

PROPOZITIA 2. Dack B, € aint submul fiml ale Tui'd,  Btunci
arem relsfille:

(17) BCg == ‘w:rf:[:‘fsn;

asy Gysue « Gy Cyeons

[: C r (reln{tile lul de Morgan)
(19) y (BNC) = b (8) L Ly to
t20) G ey Gom wa.
Lésdin demonatraiin poestor relatil pe mmams aititorulut,

Dach afni dute mulilmile A """n' atundl definmim jntarogc-
Lin g reonimea lor asffel:

1 cee Mky = {x | G200 A (XEL)A L0 AlzER]
U .. Uk = {xetEn) v eIV v aEL)]

to mai folopesc gl notstillss
a n
{:% Ay =40 ca AV As Hli =AU ... .
Men{lonBe yrafitoarele proprigtdfis

1= =1
(22) [};{ li]ﬂB & li;{[him];
2 [, [E,.Il 11} : [i Catay &
G L: '11] - }2{ Gutn .

(21) [ﬁ ;Juu e l_lun];

- 15 o

Fie A, B doul I:tli'f.l.ll: oaracars, Produsul esrtazion 41 mul-
timilor A gi B sste sulfimss A x B definitd nstfels

AxBe= {t:.r]l] (xEA) A {IEB‘.I} '
In geperal, produsul certecian & o muli{imi "1"“""; aste
bygenex A = s 2 [ E A A 1S 450A o Atagh I

Sn folosesa ootatitla:

ﬁ"h'*’i""“n'

i=1
W omby x ez A, dacl by = Ay aie = Ay
Produsul eartesian are urnlitoarsls proprietifls
(7)) (AU x8 = (hy x BIUL, = B);
(26) (A N30 x B = Ay x BIN Ay = Bl

(27} th-AEI T H=ihx 8) = (hy = B
{28) Dach A&y, A, Bl. B, sint mevida, ntumoi

[ x5 =4y Bﬂ%l}l-li]ﬂ[ﬁinlz]:
(29) AxB=@,dacAde@ onudai,

i L [}
In guleulul propesitlonal mu ne-aa interssat de  elrmotura

lgropszititlor, care au fost considerate ca nigle Iniregl, prescu-

adu~-pes mmai de valoares lor loglch.
Considerind proposijle JSocrate este muritor®, observia im

.ﬁltulru. 1ui un individ, Socrats” gi o proprietats Aauritar”,

! rpositiile JFlaton este wurifor” gl JAristotsl ests muritor® mm

: engl formi gi diferf doar individul despre care se afirall  of
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Toate mcents propozitld av formn .x este miritop®. In pems-
ral, vom conzidern expresii de forma .x are proprieteted F%, pe
enre I= vom nots Fiz),

Azeate expresil le vou pusd pradiests (Hilbert gl Bernays,
Grusdlagen der Mathematik, wsl.l, 19%4) say funefil  propositic-
pale (Fessel 5i Whitehwed, Prineipis Methaimntice, yol.l, 1%10).

in Prinotpia Hathematiow, scest conpapl emts definit ani=

ol = e nm T P

SeLY wprtmir=g Tunatln propoaitionsld fatsispan cova cure Bea | L
, T A

& Tarinblll x gl expring o propoEiiis 48 Indsil ge loi ¢ | ae G-

iribale o valogpre",

Co alte ourinte, un prediosg l"_h.l datine p propesijie Fle)

“B22 e miribule lul ¥ o valunpe -_ia..'.ﬂ*:-nsta B Propoeitin
| = = - M - = -‘-- = hrrie Sl
ponibe £ adevErabd sau falss,

Mol

Vem presupmne off x in valgri lotr=0 ssl{ime & de indivisi,
eaifel Inmcft pentru orics nEA, Fln) ests o propeglils cu swns.

Pentru sxemplificars, si ]uin predicatol ox ests guritor”.
Propesitin JSotrate eate guritor” are oene o Poooind iyl 7
tate suritor® sste fArd pens;

Teatn mceate connideratil au fast linte din wlogdon pali-
ralantd®, de A, Dwmitriv {pog.74 - 75,

Fie Pix) un predicst carecare. Din predisutul Pix)
forss urefitonralps propomtiids

putem

{3x) Plx): extalll ¥ cars ure proprietates P,

(¥a2) Flx): peatru orice x are loe proprietates P,

¥ 8o mmegie guantificutor universal, far 3 ounntif fonlor
qppgpnl_ﬂ

VYom spone off propezitia {3z} Plx) eale sdeviirntd 4 sul-
Alses A, dnck nzistd sS4, satfel fncit Fia) nate a

§
¥ e proposliie

=17
Praposifla (Y x) Pix) este ndevirais 1o multimen A dach pen=
ru orica €A, proporitia Pla) eate adsviralf.

In mod -enalog, pot fi considerate predicate P (X, e.,1.)

g deplnd do n varlsblle. Aceats prodicite se nusesc pradicats
BERI R 0 esaeX, 26 VOr nunl wariabile.

. Dredl Plxz,y) #ste un predicat hinl:r,”l.tmjz!;“f.."d' :]: Fiz,y) g1
55} Plx,y) siot predicate unars fn varisbila y. Vom spume ‘4 In

b onie predicato varlabils x 26te legals, lar variabils y sate Li-

Acueie dafiniiil ae poi genarsliss pontra predigste [no erl=
Wts vurinbile. In scrieres predientelor opiee warighild . 1lberd

L
Myebule notath diferit ds orice vuriabill legmill.

! ~ De swemplu, no puiem aves (3 x)(¥.x) Plx,y), insh aorieres
it Y 7) Pla,y) eate corects.

Dacd P, Q mint prau_d._tmt_u. elunal
P, PV, BARQ, P=> @, Fe=> 1,

. da: asensoss prodicste.
i predlest 1n enre toate variabllele alnt leguis se ¥a pu-
g prodicat conntant sau wnunt,
] " Pentru orlee predicate Plx}, Qlx) gi pentro orice muliime A,
Il Bint adsvirate urofitoarele enunfuris
© (&) yx) P(x) =3 x) T Pla)
B (B) (30 Plxd <= (¥ x) 7 B(X)
Cle) vz Plx) =% (3x) Blx)
) [ivoiem = )] = [V 0p = (v 0]
e [130 pe = (E0ua)] = (30 e =]
v [Proani]e=[lvarx A (v X ]
3x (Bt utei] == [(30Ptx) v (30 Q)]




(Y2l y) Plz,yi <= ¥ 1) iv =) Plx, 7}
(3x3(3y) Plz,y} o= {35){ 3x) Plx,¥)
{3V 7} Plx, v} <> (¥ y)(32) Plx,y)

q‘,{“m: 81 FINCTII |

"};m ﬁ l'&pprjntat.!a. ¢ pentru orice x & A existf un elemant
ﬁh"‘hm’ﬂ:ﬂ astfel fmaft (ny)Er.

A% ‘Bota o funoiie "CA x B prin f: A —=B, sinbolul { &=
'l!ﬂ'“ “ 418 urmitoare: fiechrul elesent x €4 1 corespunds
e -hﬁ M‘t f{z)EB motfel fnoft {x,flx))Er.

A se pmwegte domeniul de definiiie sl funcfiel f1 A—=5gi
‘ILH numegie domeniul valorilor lul f.
:'-..f- Ih.hfm'ﬂﬂl ft A—=B g1 gi 3 —C, prin compunerea lor
S In!.tllm funatia gof: A —=C, definite de (gof){x) = giftx)),

-1"1!.1.,

-t- 1‘;!_-1;:1 orice xEA.
Compunsres funciiilor este Esocistivi: pontru funsiiile
'-q,'#‘i A8, gz B—=C, ht 0 —=D, aver relatia holgofl=sthogloe f,

N
R _«l'nhq unﬂ nlun i, !'m::’gin identica 11: A—=4 pate de=
- Hoits de 11111 = 1, peniru orice z€A,

*'l!tw. o disgramels waltosre

'_III

JII-E -
aint comutative, doch gof = h, respecily hof = kog.

In general, o configvratie compusd din disgrame de tipul da
pail pus este o diegramdl coputaflivid, dacd diapramele components aint

comutative.

Funofla £z A — B eate injectivdl daci pemtru orics x,yEMA,
arem:
fix) = fiy)=> x =y,

Evident, socastl relafle este echivalentl ou
xdy=>1ix) & £(y)

Funmotis f: A— D eate purjectivi dscll peniru orice yEB,
existl x €A, astfel Incit f(x) =y, ,
_ 0 funcile injectivE gi murjectivil se numegie biljectivd.Pem-
tru acesis trel categorii de funefil se folosesc gi demumiriles

injecile, surjeciis gi bijecile.
A 0 funcile f2 A—=DB eate inversabill, dachk existd o Illl:-

"fie gz B—A cu proprietAffle gof =1 gifcg=1 .
Szercitiv. Duch f: A—=5 este Inversabils, =i se arsts ci
xistd o singurd funciie g1 B—=A cu proprietijile gof =1 gi

= !‘ an l -

3 Funotie gz B—= A ou acests proprisififl sc mimegte ilnversa
Bul 7 gi se noteast £, Decl svem relafiile

BT A 1 g 1g 4
PROPOZITIA 1. Pentru o funciie f: A—=—B, sint schivalente
tiile urmitoares '
(1) £ este bijectivd,
fi1)

Demsnstragie (1) = (11). Prosupunem cd f ente bijectivi.
$ yEB, Cun f esto surjectivd, extsti €A, sstfel Imcii flz)=y.

{ agte inversabili.




' |

'l : f 'fu.m[ injectivd, scent slesent este mmic, deci putem defini o
 fmcfie g
T' $ie este foversa lui 7,
1 (11} => (1) Este wmn simplu exercitiv peniru cititor.

. Fie f: A— B o functie carecars, DpcE XC A gi YC B8, a-
'tﬂlﬂi ot

- =S £ix) -{H:l I :EE} : imapinea directi & lul X prin f.
£ = {2€4 [ £0x)€T } 5 imazines reciprock & lul ¥ pinfe

FRCPOZITIA 2. Pim f: A—=B o funciie oarecare gi A XA,
1’1, T,CB, Atunct aves urmdtscarsle relafiis

4 £ (UL, = 200108

OGO XIC L) ML)

2 (%) - £IKICHE - %)
) « loguri)
o) = rpneio
-1; [ J rl{tl - 1!2}' rl ﬁ']_:l = r"{fﬂ]

Fie ! o mulfime nevidi. Dacd fiecirui €I 11 este asoois-

L “Htll 'tl. ‘spunen ol aves o familis de moliim) {ll ey io-

i -r:h { x| exiath 4€1, astfel tnolt :E.li}
TS {-‘Lﬂﬁﬁ pontru orice 1€1 }

M orios fanilic (), o de’muliisd gd
ﬁ""ﬂiﬂﬂi-i urphionre:

$ B—= A prin g(y) = x. B2eultd imediat ci acenstd fumo=

FAE )

PROPOZITIA 4, Dack (A ), =1 ente o familie de pirfl ale u-
el maliiml X, atunci

E: (}éjini)- ﬁ ‘: (Agd; E ( ) Uﬂ (4,

Deponstratin aeestor doud propositil este:-simplit, Spre sxem-
plificars, of deponatrim a dova relatle & Propoziflei 4:

reE [”EI );r- “1:1511";‘11 4;)

<= UVIED [2€4,]
= (31en ey
= (3se1[sebyay]
<= IE;!.EJI g hg),

folenind relatis (u), § 3.

sa mewn Koo relafle Hinsrd pe sultimea & (BCA®). B e o=
megte rolatie de eshivalentd pe A ducll pentru orice x.y.s€AL sint
Batisficuts proprietdfile:

{z,x)ER (reflaxivitate)
(z,y)ER = {y,1)ER tu.l_.irtru}
(x,7)ER, (y,2)ER =>(x,2)ER (irmzivitate)

You folosl urmAtoarss notaiie: xruy <= (x,y) EE. Proprie-

b Lt 4
Truy =2 ;w'l
Iy, ¥rag => XAl E.

Pentru orice TEA, vor pots T = {rE.I. | :M:r}. % 56 numsgis
de schivalentti a lui x. Sawt inediate proprietiifile




Ty > T

1niy == EN§=4¢

0 feailie (A;);cq #e sutoulfini sle lui A se numegle pars
titie dacds:

L, JEL L =D AN Ag =B

U‘i-l'
iE]

Orloe pertitie (A,); o definegte o relafie de eohivalents

pe At
oy s=sexistd 1€1, astfel incit x, 7 E4,.

Beciproe, orice relajie de echivaleafli~v pe A pune in avi-
dentd o partifie, datd de mulilszsa clnselor de echivelenia.

Se poate arfts of aceasii coreppondentl este bijectivid.

Datd relatla de echivalenisi ~ ps A, mulfimes claselor ds
schivalenid ale elementelor lul A se mumegte Eultinss cit o lut &
prin ~ gl se voteasd prin &/e~s .,

Functie ps A —= A/ru dafinith de plz) = %, pentra  orioe
xEM, este surjectivi.

§ 5. PHODUE CARTREZIAN AL IMEL PANILIL DY MULTIMI

Fin “i]ﬁE‘l o familin de mulfimi indexath de noltimea I,

Prin produsul eurtegisd el faniiied {LihEI inielepon ol finea
ErEiioars

TT4y = {I: I — UJ Ay ! fl1}€4,, pentru orice 1E_I}.
el 1E1

In general, printr-o femilie l“ihEI de glemente als wmel

muliisi X s& fntelege of flecdnul LE] 11 apte asvcial um  singur
sleasnt x, al lut X. 1 oo pusegte muliizen de imdlei & familist

ifihers

- e s L

'-E < .
Orige _?m;h - — :E_JI "'I. #ate porfoot determinntd de

fanilin (1) }iE 1+ deed definitis produsulul cartesisn TT Kzl
y (=1
poats fi datd astfel:

JTTA = {ta) ey | % € Ay, pentrw ortes 161},

Pentru orice JEI, aplicatia :i[': 2 TT &y—= K definith
iE1

-"Tj ({’1}15 1} =iy

eate surjectivi {"F'J | jEI} s# nunese proiectiile canonice ale
2§ L O I e Y
fe=]

FRVPUEITIA 1. Conalderdn produsul cartedisn TT A, gi pre-
1l
{sciiils canonice ’J'!':ii JET, Atunel pentru orice mulfine B gi pen-

v tru orice famllia de. aplicafil
A ——— 4y {fj: H—'—A.”j'EI}. axisthk o

L pef
. I is gz B —= 4 fn-
x /.}EI T TS BT e s
q gurh, motfel fnoft dingramele wur-

mitoare sint comotative.

Lu alte ourints, peniru ories JEI, avea ﬁ'l':[e-g- fj.

Deponstiraiie. (Zxistentfl). Pentru orice *EB, vom pune prin
afinitie

g{:} - {fitl}‘:’lEI-

Pentru orice 1€1, avem f,(x)EA, ﬁ““‘{’.i‘ﬂ)iEIE-‘E{'r
JET 54 xEB, aluncl

T lpx) = 9y (1,00 eq) = 2500,

ee mratd ci ‘.T'I:Iug = fj. pentru orics JE1L.




-ﬂ‘

(Doieitate) fie hs B—=TTA, astfel fncit Foh = f, pen-
jer ] ]

tru orice §EI. Vom arfits cf h coincide cu g. Peniru orice xEB,
TOR A0S hix) = {I.!JiEI E;l;r_l‘.i| daci

Ds alcl resulil
Itl:’ = {il{‘I]}iEI - [IthI - h"l}.

deci g = h. Propozifia a fost denonatrath.

forolar. Fie dous familii de muljinmt (A0 (Bylyeg 9
g familie de funefii (1'11 L= 8)err Atunci existd o =pli-

catie

gt TT A, —= TTBH

yEL * te1 *

gl uns singurll astfel inoit sint comutetive urmitparsele disgrame.

Ir ""‘t ‘ﬂ:.l, "!'F; fiind proieciililes canonicd.

§ 6. %, CARDINALI
- Péntru orice multise finitd, ousfirul siu de elssents eate
& mojiune bine precizati. ¥wsfirul notural o este reprevenisres ab-

' Mﬂ a teturor sultinilor .ou o elemente”. Comceplul da mumir
 nEtw rlr!l.th conparerss mul fimilor finite,

Ente “H-iﬂ‘. ch g spune off dous muliimd finife an  neslagi
'lﬂ.'r da l‘.I:-'l:rh eate schivalent cu faptul vd ele so pot pune In

-
coreéspondentd bijectivi,

Aceastd observalie sugeressd introducersa wnul comcept care
e represinle ,nunlirul de elements sle wnei multiml oarecare®,

Vom spuns off doulfi oulfimi A gl B efnt schipotesle sau off
au sceeagl puters dach exlatd o bijectiie f: A—=B, Se sorie =a-

ceat lueru simbolic: A = B,

FROPOSITIA 1. Echipotenis este o relatie reflexivd, sime-
tricd gl transitivi.

Demoustratis. Aplicatia {dentich 1,5 A—=A ests bijecti-
v&, dect Arud, Dacd A~uB, atunci existé o bijectie ft A—=—B.In-
vorsa £71s B—= A este bljsetivd, deel Brs A, Presupunind o A~uB
gl BruC, resultf bijectiile f1 A—— B, g: 8 ——C, Funcfia con-
pull gof: A—= B este bljectivi, deci Aru (,

UBSERVATIE, Echipotenia ente o ,relatie de echivalen{s® de-
finith pe clasa tuturor multimilor.

Pentru orice muliime A, vom nota cu % sau card A class de
echivalenif a mul{inilor schipotente ou A:

card A = X = {B | oxtsts £: A —= B btjectin}.
Vom spune o& A esté curdinalul mulfimii A.

OBSERVATIE. In oasul ofnd A sste o multime finitd, A poats
fi agimilad ou muedrel n a1l elementelor Tul A, In seénaul e B re-

 preeintd toate muliisile din T, identifioate din punmotul de vedars

gl morulul lor de elssenta”™.

Huol tini numBrabile, O mul{ime & sste numArpghild docd  easte
echipotentd ou mul{lpea B a mmerelor naturale. Vom nota ocardina-

1ul lut 8 lm)du {aleph mero) .

fu alte cuvinte, o multime ests numBrabild dacE elssentels
e -ga pot mgess sub forma mnul gir,




- omErabild.,

- E-E -
Ests evident of muliivea 2 & mumerelor Intregl este ouwmdra-

bila.
PHOPOZITIA 2, Orice rsuniuns omArabili de mulfinl  ooslra-

bile este o mulfime nmArablld.

> Demomstratle. Fie (L) -y o famllie numirabild de mulfinl
numiirabile.

Dach &, = {Rops Bypeeens Apy \{} peatru orice nEN, &~
L]

tunci wvom sorie slsmentels reundunii Il“ gut forme wmul tu-‘nl_uﬂ

LT -_11—-'-.,1 a]; L !.1- wEE

s

~EL g P T Mgy e Bpgiere
] /

'il..i"'; .}1 le li} e lh e

L™ o+ ST T Ly ity

a Bo@w, Rl & &R W W% B W B

lesmentels aceatul €ablou pot f1 puse sob formam unul gircon-
form ordinii indicatd prin sfgeli:
Byqe Byge Soye: Npne: Sage Rajesas
b = e -

F ] : :
Corolar 1t Urice :vnmu:ﬁu [fiuita. de miljinl pumdrabile eate

Cgrolar 7+ Produsal exrtesien s doud mulflnml mumErshile A,B
ente o mulfise pimArabila,
Bawonastratie: A x B = kélit{:}:m'
I
Borolar 3: Produsal cartosian a o sulfiei numdrabile
"_'..-.;.- .I_;n'-'htu. o mul {ims nueBrabils,
Desonsiratis: Prin tndueiis, nplicind coralarul 2.

Corplar 4: Muliimea § & nmerelor rationale ests nusirablla.

- ET -

Desonatraties Dach A = {% t nE2 }. pentru orioe
0 = 1|2|1|!| Itmﬂl

R

Corplar 3. Mulfimes girurilor finite sl ofiror termeni apar-
fin unel muliinl nunfirabile este o wuliime nwmArabill.

Demopalrafio: Fis A o mulfime numfrabill si A muliisen gi-
rurilor ou o elemante din A. Atunei sultimea saniionstd in goreln-

rul 5oests AU AW e AU ...

torolar 6. Multlues Q [X] & polincemelor ou coeficientd ra-
fiomall este nmmdrabild.

Bemonstratis. Orie polinom Plx} = o, + & x4 ;. + 0 "
pate definit de girnl Ffinit Ea&, Byoeess a.ﬂ]-, degl mul4imss poli-

noamelor cu coaficlent! In Q poate f1 pusf in-corespondentd bijec-
tivE cu mul {imea girurilor finite d¢ numers rafionals,

orolar 7. Holfisss nomeraelor algebrice este numBrebils,

Demonatragie. Hesmintim of on nusfir nlgebric esis o  rfidE-
ciod & mui poiinom din Q [X] . Comform corolarulut &, Q%] este
o mulfiee nimdrablila:

Q[x] = § 200, 280, oo o B, } ;

Pentruorice m = 1, 2, ..., muljimea ‘h & Thdboinilsr - lud

P (%) sate finitd. Observind of muliimea nmerelor alpebrice asts

E‘;{ j'll' demonatrafis este Incheimtd.

i

Proposifia 3. Hulfimes (0,1) nu ests numirsbild.

femonatratie. Presupunem of intsrvalul (0,1) este nmmira-
bil, decl putes ardanjs elomsntiele sale Intr-un gir:

g e B Th bl iy
By = 0y Baop Bas ees Boy s

B F BB A R AR E R R

I.nllﬂ| .'ﬂ.l lﬂ.? waw .Il-l!l."'

® w E-& @ & & @& @ 8 & F 8 @
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o, dack imniu
1, dacl B =0y

se objine un nuedr o, €;85,..-, £ ... din intervalul {o,1) ocars
este diferit de fofl tarmenii giruwlul considerat. Contredictia
pate evidenti.

Corelar 1. Mulfimen % & pumerelor rsale opie nenunSrabild,

OBSERVATIE. Din faptul cf R este nemmirabilf, iar mulfl-
mea mmarelor slgebrice sste numdrabild, reeultd exisienia nume-
relor transcendenis {numere reale pare nu sint slgebrics),

raiil eu sardinall

Fio &, B doul muliimi corecare. Atunci putem gfisi doudl mul-
timd Ay, 8 astfel Tneft A~vhy, hwa._._ gt A,V By= 4 . Intr-adevir,
lufnd doul elemente & F b gt pmind Ay = faj x &, B, « {v}= B,
Vom EVSAI

A~ Ayt prin funofts bijectivé £1 & —= A, dais de fix)=tu,x),
pantruarice TEk;
:EMEI: prin funoila bijectivd g H—*—]_!I datd da ;!ri-{h.!;.
pentru orice yEk
ll n B]. - El

Prin definities, sms cardinalilor A, B este

I+5- LU

Eate nocesar =i aritis cfl sceastfl definifie nu depinde da

repregentanil, adicd:
.t.-'ull. Bnirlll, lln By = 0
Aedda, Broby, Ay M3,y = @

Conform ipotosel din stinga implioatisl, existh bijsotiile:

= 7 -

¥ 3
Motlnd I = To0 £1%% hy—=Ay, g5 gy0 g1 s B ——B,, resalts
of f,g nint bijective. Conaldering functis he xlu B-Ii""-.luE L lzh-
fini{d astfel .

fix}, daol l'.El.l

hix} =
glx), dmca 1EL,,

gl {inind semma "‘1““1 =, "‘Eﬂﬁa = @, se poats arita ugor ca h
ente o bdjectivil. Hezultd AIUBIMLELJIZ .

_ Pentru orice dout multini A, B, definin produsyl sardinali-
lor &, B prin
A.B-ixp

Se poate arits (exercifiu) ofl definiiia nu depinds de’' nle-

geren reprozentanfilor A, B ai cluselor X, 0§, adics
Aewd', Brud = A xBred' z B

tot-pe seama oltitorulul 18sfm =4 arate gi faptul of in ca-
oul sulfimilor finite, cele doudl definitil corsspund adunAriy gl
fnmultirii a doull oumers naturale.

Aceste definl{il se gensralizeasfl pentru o fasilie carccidre

de mul {ini {‘1}1&1'

Se poste ghsl 1n fol on mai =us, o Zamilie ["i]ua: de aul-
timi ou propristifile: |

Ay~ A}, pentruorice €1,

j.iﬂ.l. =@ pentru orice L, €I, 1 4 5

J
Atwnci sums enrdinalilor (X ) e ; eate

b




.m-

Produsul familiel (X, ), de cariinali va fi:

L TTA,
11 1 e 4
Fie som A, B doull mulfinl oarecare. Dacd notim lﬂ mul {i-
ses funciiilor f2 B——A, atunci cardinalul i B oste, prin dafini-
tj-.. Fi

Menfloniis urmftoarele proprietf{i sle operaiillor ou cardi-
nalis
1) ToBaBal; 4B +B=T+(FsD

t2) 1+1=%; R.1=0; Ton=i, I.n-L
unde n este oun nuelr naturel carecars,
M T, BeBal,.B+1.8
(4) K.onmAaeeesld |
T
de n=- ori
mnide n este wn numAr de patural carecars.

(5} TM_IE_IE

(6) @ L S
a GHC .7 5.5

{H} i“-IIII"'If .uﬂ.lil'ﬂ.EH.
——

ds n=-orl

Denonsirares scestor relatil eate un exercifiu util pentru
cititer.

———T =

PROPOZITIA' 4. Pentru orice sultims 4, S7°(4) = 2°.

Demonstratis. Considerind o mul {ima carecare cu doull ele-
mente, fie= on {n.l} , 7a irebul s eratim of SFTA)Au {u.l} %

Peatru orive B C A, definim funoile sa camcteristics X g
,l—-{u.l} prin
1, daci xER
Aplz) =
5 o, dnck ¢ B.

Cansiderda funciia @ + 5 ()—={o,1} * data de
@ {B) = X g, pentru orice BES(A),
Definim, acum o altd funciie Wi {u.l}‘l—-é“'m prin
win) = 1)) = {xen | 200 = 1},
pentru orice £ {n,l} x
Se poate ardfa cd

Yol= lanyt®ey= l{qu} K.
dect S {A) o {u.l}l-

PEOPCZITIA S. (Cantor), Pentru ories wulfims A, aves 1 4 zt

Denoriztraties Yom arfita of orice funciie F i A—=57TA) nu
aste surjectivil, de unde va regults of AU (A), Presupunem off F
sate surjectivi.

Pia sutmul {imea Iul A definitd asifel
% - {:Ei | :ﬁrm} -

Cum an presupus ci F este surjectivd, va exisla x EA, ast-
i fel Ineft !'l.’:ﬁ.'l = %, Din definitin lul Z result® schivalenia

& o= xEF(x),

o

deo!
; xEP(x, ) == xEF(x),

Pentroz = T :r‘nu.iu-n contradiotin
x EFx ) = :nﬁ!{:ui.
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Cu moesstn, demonstrajla s-a terminat,
Pentru orice dod cardinall i gL I. vom spung ol i< B da-

ol existé o imjeciie f: L — B,

Definifis nu depinde d# reprezentanyic dacd Arud', BeuB'
gl f: A—=D este o injeciis, atunci putem definl o injecfie gt
‘-I — l-l ]

Com Aro A", BroB® exiasth bijeciiile hli A——A', hii B-=B',
Definin pe g prin

; Y
g=hyofoh

Dack 18 g1 & # B, atunct vom serie 1< B,

Pentru 1, B finitt, roletia A=< ¥ revine 1a relatia obignu-
ordins {ntre doud nmers naturale.

Eslatin=s are propristijlles urmitoare

18 de

{9y Ach=l=h

o) i=i;

) I<Ei<i=1I<0;

(12) T<i=>T+0chelaLic<hl
(1%) IaﬁinEﬁEEnEIﬁEl

OBSERVATIE
( 1) Din Corolarul Propasifiel 5, resultd N_ =N <K,

Fale

i<2 i x ;Irnni.ru orioe muliise A.

Ten Gentor = Barnata :iﬂi,‘ﬁﬂi => 1 = B

ducers In teoria multimiler gi In topologle, Bd. Tehniof,1969,pag.
T5-80.

{11) Tworems lui Cantor (Propozitia 5) se poats formila net-

Pentru desonstratls, se poate connulis K, Koratowskl, Intro-

-3 -

§ 7. HELATI] TE ORDINE
O relatie binarl B pe o pulfime novidd A se numegte rela-
tie de preordine dacl pentru orice x, v, e E A avemt

{Fll = Bx

(reflaxivitats)
'IPﬂl x HI_ yRx =zxEa (transitivitate)

Hulfinea A Inzeatratd cu o relatie de preordine H se ou=-
negle g .

Helatia de preordine H se numegte relatis de ordine dach
vorificd relatis

(Fy) 1ty yiz=zwy (antisimetrie)

pentru arice x, y €4,

0 relatis de ordine se noteast fn mod usual eu < , desi ce-
le trei relatil ce o definesc e transcriu naifel:

o 1
T T Fan = I s
ey, S =—1=y

0 muliise ordonatd ests o moliime A Insestratl cuo rela-
tie de ordine = . Vom notas x<y—naxgrygiz Kk 7. : :

de relnktis de ] i i eats ralatis
~dina. Considerim ¢ multime A = {:, ¥s l} In care relajis 8 wste
~dalinlts prin graful ureltor:

?_";I' D xhyha

iqlmm: xRz, yRy, 2R3
xRy, rBg, Ry xis.

So- observi o H oote roflezivil- gl tranzitivd, dir nu esta
tivimatricd:

[



vEm llj?':.‘!;r-l

0 sultine parjisl ordonetd (A, =) se musegie mulfime to-
tnl ordonetl dacd

{(P,) pentru orice x, ¥ A, aven x B ysauy B x.

Exemplo de muliime pariisl ordomstd care no ests total or-
doputd, In mul{ines I & numerelor Intregl considerin relatin:

B y<s>xdivide pa ¥y '

Este evident cA B este o relntie ds ordine care nu gate o

talk.
Multimes B & nmerslor reale insesiratl cu relatis de or=-

dins oaturall gate o muliime totzl ordonatil.

Dnea (4, B) gt (A, B') ofnt dowdl mol{imi preordonate, g-
tunci o Tusctie f: A ——A' se numegie iszotend dacd pentru orice
¥, ¥E A svénl

. xRy => fix) B'Iiy).

1n cazul cfnd (A,<), (A',=) sint doufi mul{imi ~pariinl
ordonate, f1 A—=A"' este izotond deck
sy = fix) = fiy).

PROPDEITIA 1. Fie (A,H) o sulfine partial ordonatf. Atuncl
axisth o multiime pariiel ordonatd (£, =) gt o fumciie izotonk
At d—=—1h cu proprietates urpfioare:

{s) Pertru orice mulilme pariisl ordonatd (B, =) gi pen-

tru orlee Tunctie izotemd ft A —=D exisill o unich funcile izo-
o P
tonh f: A — B, notfel fncii ursdicarsa die-

¢ iy o . S grasi este comutativil

& '
: : Depgnatratie. In A {niroducen ormitoa-
™ o Telatin
I'.' N I

.

- - - 3
i . Il

. =
?

1S
e
i

'|..

Tray=x Bygly iz

2

-ﬁ-

S5e deduce imediat cf ~s este o relatie da schivelen{l pe
A, Considerfn mul{imes clt 1w 1 e S | —T gurjectia oa-
nenici:
A (x) = %, pentru orice xE A.

In A definis relsfiat
iy e>xiy.

Definitis lui = nu depinde de representanil: dmcll x~ox'gl
yray', atunci
xRys=x'Ry'

Intr-sdevilr, dack xrsx' gl yroy', atmel z 8 ', 2'B x,
y By gly' By, deci y
iy =x'"Ry (dooarece x' B 5 )
% 0

Implicatia cealaltd resulid ldentlo.
Relajin = este o relatie de ordins pe A.

f<% (decarece x B x)

(deoarece :r By

sy, y=s=>xhy, yRe==xls=>3xgi.

i<y, yss=>xly, yRzx =xmuy ==1a=7.

Aplicatia Aeste lzotonk: x R y=>2=§ = Adz)< Alyl.
Definim aplicatia { In modul urmlitaors

f(3) = fix), pentru orice % €K,
Definifin lui ¥ ou depinde de sentanii.
Iy ==zxRy, yRx ==-f:'.:i|' = fiy), iyl = t{x) =
==1(x) = f(yl.

decarece, in B, = este o relajie de ordine pariinll {deol entimi-

. medrici).

f aste o aplicajie 1sotonfis
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ff=—=xly =iz £(y).
Magrans din teoresf sete comutativid:

(foA)lz) = F{ Alx)) = T(%) = f{x), pentru orice zEA.

S8 arfthn soum wmicitates lul f. Propunem, prin abaurd, off
ar mal exinta o functie izotond gi &—=B astfel fnoft Eol= f.
Atuncl mvea: :

gl¥) = g{A(x)) = £{x) = T{F), pentru orices T €1,

Hepultt g = f, dect T este unicA. Demonstratis este termi-
natl.,

Fie pom ':Il.]'lEI o fawilie parecare de elemente mle unei
lulymt, parilal ordomate (A, = ).

Un element y € A este wm mejorant al familiel {Ii}l'EI de=
e B peniru orice 1 € I. Dusl, yE A este wn minorant al fa-
milied (1, ), =1 dncd y= 3, pentru orice LEL

y= A eate supremumul familisl {:ﬂiEI dacd pentru orice
eajorent £ al familiei {IﬂiEI EVER ¥ g 8. Supreamul  familiel
(x,)yeg ™ £ notat

!.Elll

Dect elemsntul ‘\.--"'1: Al lul A oste carscterizat de urmd-
iE
toarnle douf relatil:

(Y < 1‘;"’11. pentru orics €1,

{11} Dmcd x (%= ¥ pentru orice 1€1, atunci v; = ¥e
1e1

Doal, -y € & aste infimmul fanilisi {Il}iEI dack. pentro
orice minorent e a8l fesiliel E.".'lhEl oves s 7. Infimomal  fa-
milind (1,), o1 ™0 £ notat

£
{1 4

L .‘._.'I'T. 4

gl eate carncterizat de

(o) \xo= tru orice 1E€E1,
fel 2 P

(g} Dact I‘ﬂ. pentru orice 1E1, atumel y qﬁ:l.

Enprﬂuul Lﬂmctir infinmul) familiel {:1,...,.5}

va nota "v"’xi (resprotiv ﬁ:il. Pentru wul §imes [1,1} » notim
i=1

Y yi supremumul omlf{imii {I,;r} .
A ys infiswul suliisii {7} .

Definifis 1. 0 ulfime gweordonatd (A, =) se numegte la-
tioe dach pentru orice 1, yEAexistl vy gl F AL (A, =) =
numagts latice compleil dacd pentru ur!.t:l familie t:lliEI de ale=

monte ale lul A, exisil ""-..--""11 .
iel 1.EI

0 oulfime pariisl ordomats (4, = ) se pumegte induotivh da-
ol orice sutmultime total ordonatd a sa admite cel pufin wn  majo-
rant. =

Fie (A, = ) o sultime partial ordonatd, Un element xEL e
numegte marimal dacA nu exists nicl un slement yEA asifel Inelt
r < yi cu alte cuvinte, dmcl din 2« y rogulidl x = ¥,

Azipoa lul Zorn: Orice mulf{ime pariial crdopatl inductivd
adpite un element maximal,

OBSERVATIE: Aoeasth axiomi a fost impusd de o serie de con-
structii ale matematicii care vizeasA muliimile infinita. Cmoscu-
t4 pai ales sub o fored echivalenis (axioma l-llglrﬂi.}. oA B gene=
rat multe controverse In matesaticd gi fn filosofia satemsticii.ln

present, situsiis este urmlitoarea:

Pentru toorin suliimilor s~mu propus mai mults sistems de
axiome, mal cunoscute fiind sistesul Zermelo - Freenkel gl slote-
mul (Bdel - Berumayn. Nu o-n resgit pipf scum si se demonsireme pen-
tru niel unul din acests sisteme ol sate pecontmadictoriu.




.
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Presupunindu-se cf sistemul de axiome Zermalo - Fraenkel
sste nacontradictoriu, Lurt G8de1l’ = demomstrat fm 1940 ci prin
adiugeres axiomei lui Zorn se obfine Inch un sistem necontrsdic-
toriv. Ulterior s-s demonsirat cf dach sdivgis s sistesul Zer-
gsle - Froeskel pegatis axiomsi lui Zorn se obiine fnoll un sistem
neocontredictoriu (A. Mostowski, P. Cohen).

Ca alte cuvinte, exioms lul Zorn eate ipdepandentd de o8-
lalalte ariome ale teoriei muljimilor. Independents axiomel Iuwl
Zorn saie umul dip rescliatele de virf nle matematicil secolulul
g :

5S¢ cuvine a precizs cf cea mal mare parte a matematicieni-
lor eontesporani presupun In cercotirile Ior of sxioma 1nd  Zom
mata varificatl,

1) Hete o phrers uneminf acess ofl £, OGdel auin cel pal sarg
inpiaien -En viaih.

g

ExERCITI] LA CAPITOLUL 1

1. Pentru orice subsuliimi 4, B, C, ale unei mulfimi X =&
gn prate o

&) A= (BNC) = (4-B)U (A=C)

b A= (BUE) = (A-B)N (A-C)

e} A= (A-B) = ANB .

4 A-Bed- (N8 _
8)  AN(B-C) = (ANB) = (ANC) .
£) (<B) - C = (A-C) — (B-C) = A - (BUC)

g AUB = AU(B-4)

' anBUanlye) - aunnaubym) « o

1) m[C,muaj = ANB

) (ANBIUEND) = (AUC)N (BUEIN (AUDIN (BUD)

EE—

2, 34 me stabileasch ursfitosrels echivelenie:
a) AUBCCS5ACC gi BCC
b AC BNEs=ACE sk ACT
e} ANBCC<=>ACCy(BIUC k
d) ACBUC <= ANC (BICC
e) (A-BIUB = A== RECA
1) (ANBIUC = ANI(BULC) <===CCA

5, S& ge demonsirese cf o muliime formaif din o elemente

e 2 subeulfind,

4, Eate valsbil® implicatin:
AAB, BAC==4407

5, 58 se resolve sistemul de ecusiii

s




AMNY=8
AUX =0,
unde &, B, C sint sulfimi date gi BCACC,
6. 58 se resolve sistemul de ecuatil

A=X=8
& e P

wnde &, B, C aint mulfiml date gi BCA, ANC = @,
T. Fie girul descrescltor:

II:’IE:'":H:IMI e AP

58 se srate cft interseciln oricdruil subgir infinit al asces-
tul gir coimcide cu interseciin intregulul gir.

B. Fie girul crescitor:

IIE IEC'" C‘Inf: LS

58 me mrate cf rouniunes oriclrui subgir infinit al soes-
tul gir coincide ou rewmiumes intﬂaultd: gir.

9. 55 se demonatrsze urmfitoarsle relatii:

0 10 ) (e )
g Qx(f;}-.*n) al{at®
e} I-}.E)I u )

a) I-.:"'E“};l. té}lﬂ-l‘:'

s 0 (%) - el v

Ao

0 A\ (BN =80 ( ) {
£ LET

Lnat
L B

gl () (BUA,) = BU {ﬁ h) . i

3= T o

) Py ey
]kjl—:};: tel xe eEL bé';. hee
10. 53 ae arate-cB 4,CH,, pmtrn orice LET7, atmei

et g h et

T:E'I' tET

11. F’.H ‘1' l?lili' hl‘ LR '|-1I5|- ‘i.'l' ﬁﬂﬂlﬂ ﬂ-‘ nlt“ii
Formin giruls

L
By =iy -~ Ay

BII - %‘ - ulu-u Uh_l}

AN TR TR Snl R RRT BT DR TR DR R R

34 se arate off

12, Fie A, BCX, Definim diferenia sisetrict a subsul fini-
lor 4, B prin

AAB = (L -B)U (B~ 4A).

i pe stabileascd propristdtile urmEtomnrs:
&/ AA(BAC) = (AAB)JAC

bl AAB = BAA

el AA(AAC) = ¢

d} AAB«C==8=AAC




B AT ]

-
#) AAB=AAC = BE=C
)  AUB = (AAB)AANS)

n
) [1?.'-']1*‘] Un]c [WLTWS R

i=]

) [I"E'ii._jl ﬁﬂ-]f: I""iui.ﬂ.ﬂ )
i=] i=l

15. GHeitl patro multisi A, B; O, D estfel fnalt
WUB) = (CUD) £ (A x C)U{(Bx D}

14. SR sa siabllessch relafiile:

a) (AUR) x (CUD = (A x UMMz DU xC)UB = D)

B} (A-B) xC = (A x 0} - (B xC) ‘

el ACB gl CCD =AzxCCBzD

) WY B CY=ilgzB8B=RxN[ B

o) AxBeCid=>Aw=Cglh=D (pentruA,BC,D nevide)

15, Dacd (A)  , (B, sint doul femilit de multisi,
BES tET
nveEE:
\_Ja /B, o L xB, )
ge3 ? tEY ra,t:lesx'r .
| B (4_xB,)
seT? } [ue'r } {a.{:-‘;'sﬂ'“ :

16; 24 me pimbilessch relmtiile:

iy N W
(E1 []EJ ”] fETTI, [1EI if14)
e

=,
{E1 L,E.Tl ] :EKT'{J [1&:”“’]

i

17. Dacd Ry, B, A2 stat raletil binare, astuhel definim

oompumeres: lort

8o Bp {txrpieaerien s, i:,l]‘EHl,{a,ﬂEHE}

Si oo arate of compuneres relakiilor sste asooiativd, dar

ol comutstivd

18, Daoil ]1{.'.!.2, stunci relatis inversd ) este definits

Bt e {mpead | (r)€h |
5E a0 arate ol
al ERUR=RNE=&
W Whlag

o (BUR)T » slug}
& N . Ril'“ n;l

19. Pentru orice relatii binare Byy Boe Q pe-mulfimea A,

gint verificate relatiiles

8) (Boiy) ™ = ilo i)

bl Rlcnzzh-qunlcq ukz
e} KCH, = Kol CRyol

2. Dach @, By, 1€1 sint relajtd pe A, atunel
Q= (R }
(seft)es- s men
) unCUE) .\ @aBy
&1 1 ;“'é"'; el
21, 58 ee stabllessct o corespondentd bijectivh Intre multi-

i) AxBglBzxi




[ ==
, FEDaus g ! B - it aia g i
r B} Ax(Bz0) gt AxB)x0 #. Pantry orice functie £3 A—= B, considers funciiile
e) hxm®alaes® fs 2 () —F(B): o 00 = £00), NCA
- H wht g BxF 1 FEI-F U 10 = £, NCB,
o ABUC L 4B i ik BAD - UrmStoarale afimeii{ sint echivalents:

(a) f eate in :
22. Tie A o muliine omrscare, Pentru orice suljime BCA, MU

ctnsiderin funciis caracteristicl Ags A -—--{q.l} g muldinii B, by 1, i'ihf injectivi;
o, dacl TEB (e} " este surjectivi;
! At { 1, dush EB, (4] £MMIM') = SN £(H'), pontra orics N,M'CAj
58 se demcnpiress cf (o) ﬂni.m”':[:ﬂ fiH), : pentru orice HCC,
| al A lx) = 1, X glx) = o, pentru orice z€4, 26, In condifille problemsi 25, sint echivalants afimmafi-
1le

!I . (B} £y eate surjectivi;
| el :_.{; tn}{ll =1 = 15{11 ] i
i (e} r* este injectiv.

d) IE_EI{:-} - II{'J *xnnni (x : | 1. Pontru orice fumctiie f1 A —= B sint echivalentas afir-
| maililes '
II il Dach B = :“é’{ Bi, atunoi 15{:} - :IEIII.H!{I} e} f agte injectivi;
. ' (b} Dact g, h: T—A sint dowd funciii eu proprie-
. f]  Dach B = {"‘11 Byy Btunci Aglx) = :nélxﬂ {x), tates fog, =foh , atmei g=h.
= E i

28, Pentru orice funofie f: A —= B gint echivalente afir-
2%, Presupunind of E, Hl' EE eint ralatii de schivalentd pe mafiile:

i, stunci aven {a] 1 este surjectivii

1 :
| ) " este relajle de echivalants, : (b) Dach g, hs B—=C sint dous fumotis astfel fncit

i B BB, e ale> R = a? . gof = hof, atuwet g = b
¢  Byoliy= A% = KyoB = A2 29. In condifiile problemai 25, aint schivalents afimsfi-
L Ales

i 24. 5B ge demonpirezs cf aorles interseciie ds relefll dee= (s} £ este bijsobivi;

‘ehivalontd setfe o relstis de echivalenti.




_:'h.- L : ¥ '. - ....: }
v ‘ 4B = :
unde % aint teft divisorii primi,
. (b) £, 9i £ oint surjsctive; SRR i P4 A O ]
{o) £, 39i £ pint injectiived e o St L & i b ST EARI OTA RN M 3 I-T
nard 1
. () £, este bijectivis *|y<=>{3a)s€2Ay = 1 2) A
34 H grats off ! aste 0 relatie reflexivi :
A ; g1 transitivi hr
(e) I este bljectlvh; nu este simetricd, :
(£} £(E,(H}) = Dplf(M}}, pentro orice MCL. 37. Definis ursfitosrele relaiil binare:
s 2 2
30, Dach card & = a, card B = n, =4 _se determine ofte func- Cia R S i
B b i x 20y <=Hz| «|y| & pe mul{imea R & numerelor reals
0. 6 b h L teeny O BrAETAELTE R THEL VA taA; 54 @ arate ofl @ gL ¢ sint relajll de echivalents gl sf e
witvie g1 transiiiviiate atat iadepentante; determine nuliinile oft.
48, S8 se determine toate relaglile de echivalents ps mul-
- i finith te fi ordonaid
32. S8 -3s arate of orice mulfime Tinitk poale DEBERS times {1, 2, }} gl apel muliimile cit corespunsftoars.
| total. | 3%, G& s= arste cf singurn relaties de gchivalentd care esle
5. Dack A, BC X, of o= mrate of . gl relafin de ondine esie ogalitsten.
AAM 2t s DS DAL 40, Fie X o mulfime finith cu n elemente, 54 e arate ol ng-

sirul relatiilor de echivalentd ~0 pe X, pentru care X/~ are exsot
dout slemonte este egal ou 270 - 1,

: ; 4 41. Fla funeiis T: B —=N dafinits dg
I. Pentru orice sultimi finite A, B, G, ﬂ-ll'”i!'\n ¢ =0 arale cd e {E B; docd g0
TF =

= HiA Hig) = BiAMB):
[a) NIALIB) Fo# ?]l| . bt ‘
(b BULUB) = K{A) « H(B) & ANB n @}

(e} MOAUBUC) = N(AY + ¥ (B) + 8 (T} - KOADBI-NIANC)-
: - H{BNC) « HANBNC)
n

0 x (AAB) = (T x M)AC x B)
34, Fotin ou H(X) numfral elesentelor wnei muliini finite

S8 so arate of f este bijectivd si deoi 7 sate numlirabils
42, 54 ee arate cff fomotin £ N z N ——1N

Eim_1+:. pintrum+ n»l

(@) BgUaU Lo U = FTRIAD = Y HANAD + fa) =9 * T
a7 e i eate o bijecile.
* Eluiﬁmjﬂak}- R mlmp.m%] _ 43. Fi8 By.poyess.p, privele k susere prime {Fl'?mrl:
| =ik By = 5,at0.],
& 35. Peloaind exerciiiul anterior s ge arate of uusdrol nuw- 54 pe arsta cf funoiis {1 [ p— N, dafinith de

sarslor naturale wal mici decit m gl prime cu o este datl de formu-
| laz 1
i n ( -%)( -%‘E]"* {l-g)  este injective.

flryyeea,my) = 1!:1 j’::z ses p:t

—



CAPITOLUL 2

Algehbre Boole

Teoris algebrelor Boole s-a afigout ca urmare a descoperi-
rit et fntre legile logicil gi mnumite legi mle saleulului a&lge=-

bric sxisis o perfect: anelogie. Aceasid du_gma;:triru gEie unanism
atrivaitd lul George Boole (An investigation into the lewa  of
thought, 1B54).

Dntre matematiclenll care sy edus-cemtribufil marl-In des-
yoliarea tooriel algebrelor Boole trebute menticnut In prioul rind
MiH. Stone pentru celsbrz sa teorenE de representare (The theory
of rapresentaticn for Soolesn algebrus, Trane, A.M.8:, 40, 1935,
p. 37 - 111) gi pemtry teoria dwalitéitii = algebrelor Boole(Appli-
extionn of the theory of Boolean rings to goneral topolegy,Trans.
RM.5., 41, 1937, p.375=431), De msesenta, A.Tarskl s objinul re-
gul Lute remarcabile =411 ps linia algebrici o acestui domsnium,elt
sai ales pe linis leghturilor sale ou logica.,

Algebrele Boole constitule reflectarsa algebrich a ecalou-
luiul propositional, fiind modelele algebrice ale caloululwl pro-
poeifionnl, Afirmatis wa fi preclzaifl in capitolul urnbior prin
tesrems urmitoare: algebra Lindenbaun-Targkd a sistenulul forwal
8l ealeululul propopitional estas o alpebri Boole. In Capitolul IV,
pelodele folosite pentru demonstrares ooppletitudinil  sistesuludl
formal 8] calculului predicateler se vor baza In Intregime pe &l-
getrale Boole.

AstSsl, teoris slgebrelor boole oe prezinth ca un fragment
importent al slgebref, avind puternice comexiuni cu loglea, dar
fiind un capitol de eine stdtftor, piit prin rezultatele obiinute
in ‘interiorul efu cit gl pris eplicaiiile eale In topologie, &~
ealiszd, caleulul probabilitdiller,ete.

-.“"'-

Bste notoriu fnsé faptul of cele mal spoctaculoase aplice~
i1 sle algebrelor Boole s-au objinut fn domeniul ealoulatoarelor
electromics gi al diselplinelor favecinate (vesi [7] g1 [29] ).

Faragraful 1 al acestul capitol presintd o serie de proprie-

ta{t penersle ale latfcilor, care sint struoturl mai generals  de-
et algebrels Bools, - Lo

In § 2 20 dau o serie de definitii legate de algebrele Bo-
ole, se studisad legiiurs cu inelele Boole, precum gi ofteva pro-
pristafl ale morfismelor 4# algebre Boole.

Congrosniele, filfrele gi slgebrele Boole cit foc oblsctul
paragralulel 3. Paragrafol 4 este foerts inportant, continind: tee-
rin ulirafiltrelor gi desonstratin teoremei lui Stoue.

Algebrele Boole finite gl produsele directe de algebre Boo-
le sint presentate In urmStoarsle doull paragrafe. In § 7 se  de-
monstreazt cl orice doul algebre Boole nunBirabile gl fird  -stomt
aint izomorfe, iar In § 8 se demonsireash teorems Raslova-Sikorski,
cara va fi folozitd In demomatrares teorensi da mplltithﬁm a
lul G8del (vesd Capitelul IV}, :

51, LATICI

In acest paragral wom siabili o serie de proprietiil gene-
rele ale laticilor gi ale latieilor distributive.

PROPOZITIA 1. Intr-o latice osrecare L sint verificate ur-
mitoarsla proprietaii:
L]

(L) aAaws, aVa=s (1dempotental
I:LE'.H aAbesbAs, aVi=bya  (comutativitate)

E131 (A Bl Ae =aAlb A o)
iaV BvVe =aviby el

(Lg)  aAfaVh) =a, aviaAb) =a {absorbiie)

(apocintivitate)




e s

Desonatraiie. Aceste relafii sint inediate, pe basza defini-
fiet infinumului §1 supremwmului. Spre exemplu, =i asrfités  of
s A faVvh) = a, Conform definifisi infinumulul, ve trebui si  de-
monsirin cf:

as 8, asaVb

s=a, ssaVh=sxa A laVh)

So observi Insd ofk moeste relatli siplt evidente.

451'...

feAblAn = aAlnAb) = (aAg)A Al = anb
fanblAb = aAlbAR) = aAb.,

Gealnlts relafle resultl conform implicatiet
AR = X, EAb=x =2 zAlaAl) = (xAa)Ab = xAb = x
Voo mrita aoius cf ay'b este I:E:drlwl'imii {h,b} .
a=aVh rezultd din {(Ly) ¢t aAlaVDd) = & gl snelog pe dedu-

a9l b =avh
Beptul rezult2 oonform implicagiilor:

Vouw stabill acus un rezulint care aratd egalitidiile {Ll} -
'H.ﬂ caractarigeast o latice,

PROPOZLTIA 21 Fie Lo muliime pevidd carecare Ingesiratd
ow doul; operatil Bioara vV ; Acoastfel Inoit orvice slemente &,h,cEL
verifick egalitffile (Ly) - {L4} « Atunoi pe multimen L s ponte
defini o -relatie do ordine partislf = prin

as b ==aAb=a,

¥, heafr = aAx =458, bAr =bH
= gy = LE.E]VI =, bvz= (bAXIVI = x
= (avBlA L = (avB)A (avx) = (avb)A [avibval] =
= {avbla HE'-."'E}"-.-"I] « gavh=>avhslx.
{u scensta, demonsiratia sste terminsid,

astfel fo2itl a A b (respectly aVh) este infiswmul (respsciiv au-
_presunul) multisil {a, 'n} fn sensul ordinii astfel definite.

Demopstrajie. Verifiodm i{ntii cf = eaie o relatie de or-
dine parjisld:

g regolifl din e A e =8

Indicfn cititordlol sd pund In evidentl toste punofals de-
monclrafiol In care am folosit relatiile {I.l.'l - (Ll

QBEEAVATIE. Reloiia de ordine din propozitia precedentd poa-
te fi definits in med echivalent si prim ‘

B = h=pvhsh, %
A

ash ba=amaAd, bebAe=ne=b

ash b==c=sa=aAb b=bhAe Intr-o latice aven i

=@ s aAbeaAlbAc = (aAbIAe = ale - T a7 =>aATSRAT 5l aVIS VY

L

=axe ey, anh => xAns yAD g xVa S TYVD

Pentru & arfita of a A b ests infimumul oul {imit {u,h} va
trabul off stabilim relafiilie:

EAD = n, aAD=D
Tem 8, e b =% r = B A b,
Primels doud relajil resultd din

Stabilires lor eate imedists.

Operatiile mei latici finite pot f1 desorise prin tebale.
Spre exeaplu, In sul jimes

L= {o, 8, b 1}




252-
putem defini doull cpemaiti de latice In felul urmdtor: L) = {1, Mo s=<zVs resulid B
(xvride= (xvyinixve) = xviras)

Al e o b 1 Yo a th ok
= IR e i ! fii1}) ——-"-H-ti}. Fie a, b, o €L carecara, In ({11) focem x au,
al o & o a £1 & 'm:i 2 1 Fi% (B By
bl ¢ & b B 5l % 1 b1 (av ) A (ave) = av [balavel] = ev[{avelan]
by b e 111 1 1.1 Panted fn (141) =8, ¥ = &, & = b results
b Ab)
Fie L,, L, doul laticl, 0 funciie f: Ll_"I'z st pmegte S (avelAb=aVle
aa
morfiom de latici dach 4 ric &
ARSI Ch S P Sy = g S av [tave) Ab} < uy [av (eAb]] = (avalvibae) = av(bAe)
fiz\Vy) = f{xivily) Din inegalitdtile sizbilite mal mus obiinem
flxAy) = £x)A L) tavhla favel= avibae) '
Uo morfism bijectiv de latiei f; L;L—“LE a8 pumegie lzocoor-
fiss de lntici. 5e mai spune In scest cas of laticile L, T stnt Va fi suficient s stabilis inegalitates inversdl, care ssis
izomorfe, £ ! valabild in oried latloe:
Un element O al uwnel latici L ee oumegte slement prin  dach avibas = (aVil A lave)
8=, pentriu orice xEL, uwal, wn elesent ultim al loi L este de-
finit de: x= 1, pentru orics r€L, Mo a<avb gl a=save resultd
PROPOZITIA 2, Inir-o lstice L aint echivalante umitourele a = (avh)A(ave)
‘trei relajil Ds seesenea, din b= avh gl e =< eve, resultl
(1 )} (zAyIVizAz) = 2A(yVz), pentru orice z,7,3EL, bAe = {avh)Alaye)
(11 ¥ lxvyiAlzVe) = xVi{yAs}, pentro orics z,y,2E1L, Din mceste doull inegalitdii se obiine, sonform dsfiniiiel
(411} (=zvyiAs=zViyAz), pentru orice x,y,8€L, supremuzulul, eract inegelitaten chutatd. Demonsirafia este termi-
paild,
smpnpiratiss LLi=>iil), Vom-ariite-of orioe slessuie _ Definitin 1. 0 latice L care satisfece una din condifiile
#,5,e €L serifich (11}, schivalente (1) - [§41) se nusegte latice distributivi,
dn (1) yom pime x = ayh, y=u, & = gt Pie L o latice cu element prin o §i cu elesent oltin 1. Mo
laviblalavel = [(evbiaa)v [lavelac] glement a €L eate un complesent al lul v dacs
= avflaviisg] (conform L}
/ ; - - aAab =0 gt aVvh=l.
= av[isacivivael]  (eonform (1)) P - S PR
= fn ‘u" h.ﬂnﬂv{hngj PROPOZITIA 4; Intr-o latice distributivd L oricé elsaent
= ay (bAg) r {conform '_L#! poste avea cel oull un complement. L

Wl 1
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Dexonstiratie. Presuponen of b, o sint doufl elemente ale lui
L care verifich epalitétile:

avb =1, &aAb=ao
ave =1, e =g .,

Atunci even
b= bAl = bAalave) = (baalvibAe) = aVibAe) = bAo.
Analog se aratd of ¢ = bivg, decl b= o,

Intr-¢ latice distributivd’ (cu element prim ¢ si cu element
eltim 1} L vom nota cu 7 & complementul wnui element a€ L.

PROFOZITIA 5. Presupunes ofl In laticea distributivd L, pen-
tru elesentels g gl b axistd “Ta ¢l 7h. Atunei extsth gi 1{aAb),
T(avh) gi care sint dati de '

AlaAbl = Tay by Tavhl = 1anTh.

Demonatrafie: Conform Propoziilei 4, peatru verificarea pri-
mei relafil este suficient s arfilm ci

[arh) A [0V k) =0
faAR VvV i{avih) = 1.

Aceate relatil oo oblin sstfali
laAablA eyl = fasabAaalVieAabA Tl = oo = 8
(aAaB) v (avab) = (@avrayb) v (BVavh) = 1AL = 1.

Egulitatea a dous m propozitiel s¢ obiine In mod dual.

CBSERVATIE. Pentru cumosgteres In sdincime a problemelor
fundasentale sle teoriei leticilor, indicin urmEtoarele ciril de
referintds (. Birkhoff, lettice theory, Asericen Math. Soc., 1967,
(ediiis a 11I-a) gi O. Griitzer, latiice theory (First concepts and

distributive latiioes}, San Frenclsse, 1571.

lo eels cp ureeach vom note

IVIVE = xv(yva)
o BAYAR = xA(YASR),
pantru orice eleamsnte x, 7, = ale wnsi Intici L,

§ 2. ALGEBRE BOOLE, P ETATI GEVERALR
Dafinifin 1. O algebrd Boole este o latice digtributiva B

cu elemant prin O 41 ou element uitim 1, astfel fncft orles Ela=
ment x€0 are w complement 1,

EXEMPLE (1), Multimea L, = {0,1} este o algebri Bools pen-
tru ordines naturalf:

o= 0, o], 1=1,
Uperajiile lui L, aint date de

i To=]
11 =,

(2) Muliimea &7 (I) & pirtilor usel mul tini mevide X eata
0 algebrd Boole In cdre relstls deo ondine = este inclupiunes C »

 Operatiile 1wt %X vor f1

AVE = ALJ8
AAB = ANB
TA = EI (Al.

pentiru orice A, BESK), @ aata slenent prin gi X sste slomen-
tul ultis wl lut S7(X). Dach B, B' sint doull algebra Boole,atunci

un porfiss de algebrs Bogle eate o functiis f3 B —— B8 oare gatio=-

faoe proprieifijile ursfitoars, pentru arice x, v €82
flxvy) = fix)Vv fiy)

flzAx) = f(x)A f(y)
f{7x) =711(x)




) -

b

OBSERVATIE. (1) Orice morfism de algebrs Boole f: B—=P'
verifick relatiile:
flo) mo; f11) = 1.

Cum B ﬂ f, atuncl eristd x E B, deci vom putes soriac

flo) = flxanz) = fixia1fix)l =0
fll) = fixyynz) =iy izl =1

{2} Crice morfliem de algebra Boole sate o aplicatles izo-
tonf:
TE Yy =AYy =y =Tiln) A fly) = fi3) = fix)= fiy).

In eeale ce urmeazd von arfta ol mlgebre Boole sint echive-
lente cu o clnsfl de lnele comutative, mumite inels Boale.

Definitin 2. S5e pmmeste inel Boole orice ina]l uniter
(hy #, + , 0, 1} cu proprietaten ci

:.'2 = %, pentru orics rEd,

Lems 1, Pentru orice douf elemente x,y ale mui inel Boole
&, avem Felajiile:

T+ I =g
> Iy = y1 {comutativiiate)
Dsmonstrafis. Din

I«t-_'r-{:¢;JE-f:+yi{:+y}-tzrq+jl+r?n

=X+ Iy 4+ FLEY
rerul ta
Iy + ¥XI = g,

Figlpd » = 2, &4 objloe ;2 * 12 = g, decl T+ X = g, Penlbru

erice sEL, von Bwves deci @ % £ =0, edicd 5 = - 5, luoind & ="2¥,
din relstis stabilitl sl sud mvem

Iy = = JX = §IL.

8T

Dxel A, A" eint dout inele Boole, atunci un morfipe do  i-
nele 8 g2 A—=A" este o funofie g: A—=AL' cu propriets-
tile urndtoare:

glzsy) = glz) + gly)
glx.y) = glz).gly)
gll) =1,

pentru orice x, y € A, Cu alte cuvinte, este wn morfiss de 4imsle
mitare.

FROPOZITIA 1. Dacd A este un inel Boole, atunci i poata fi
organisat ca o algebrd Boole F{A):

IVy =X+ ¥+ Iy
Ay = x¥

NTx=x4l
o este elementul prim a1 Jult  FOA)
1 este slementul ultim al lut F{1)
TR E-—3 1 ST N

Liviiie Demonstrajie. Operajiils astfel definite verifich axiomele

{I.]_]I - {L#] din § 1. Spre exemplu, =i aritém ol zvizAY) = x,
pentru orice zEA,

:v{:hy}l-:4'-:;r+;;;r-1:+:;+:Er-:+{:r¢:ﬂ-::+u-x

conform Lemei 1. Deci F{A) ente o latice. Printr-umn calcul aimplu
se poate ariita ch F(A) sste distributivd gi o8

o= X, =], peniru orica €.
54 erdtfim of x + 1 verificd propristfiile wulu_e_l_l_ifl_u

::"n.-'ix+1!-:+:+1+tl‘.:+1-}-E:+1+x'?+:-n+1+(lﬂj

=1 4+0=]

Az + 11-:{11.1}-:?*:-:4;:-11
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FROPOZITIA 2. Deck B sete o algebrd Bools, atmel B poate
£1 organisatd ca un isel Bools G{B) punind

z+ 3= (xaamIvinzAy)

Z.y = IAY
pentru orice T, yEi. o gi 1 vor avea gemnificatia naturala,
Demonstratis este caleulatorie i o 1Rsfe pe peans citito-

'I"llﬂ-’.a-
PROPOZITIA 3. (i) Daef f3 4 —=A' gste un morfism de inele

‘Boole, stunci f este gi um sorfism de algebrs Bools I: FlA)—=—Fl')L

{11} Dacl gz B—=F' esle un morfiss de aigebre Boole, a-
tmei g este g1 wm morfism de inele Boole g2 G{a)—=G[R").

PROPOZITIA 4. Duch A ests un inel Bocle gi B-este algebri

‘Bople, atumel
(1) 4 gt GI{F(A)) coincid ea inels Boole.

(11} B gi FIG(B)) coincid ea algebre Hoole.

Demoratratia celor douf propesifll sats un exercliiu util.
I.'n.l'.r-vn alpebrd Boole B se definegte operaila ds implicagie

L-—- T -ﬂlvﬂ I,yER
#i operefis de schivalenii booleanfis

g=ey= (3 —=yifly ——x), r,yE8

Sé ponte arfitn ch ¥ —=y = | duch gl numad dack x= y.
jceate dout ppera%ii au proprietiflle urnliticares
g =y ————y) =]
{x —= (g —=¥})—=(x —=3) =1
(g —=73) —=llyg—= g) —=(g—=x}] =1

[resey] —= (g —=y} = ]

{:-"T:—" {I_'-'lj'.l

(2w 3} —=((y x} (x ¥l =1
My —="1z) —=(z—=y) = 1

xY Fl=a (12 —=y) =1

fzA 3) —==f12Vvay)l = 1.

(T=ey) = 1= 1=y,

Sk atabilim, de sxempln, proprietatea s doust

(x—= (x ) (x R Lt e e (LA A s
=T zvrzvyiviavy)

=A(Mavrviizvy) =1,

m In orice algebrd Boole B avem
(1 MMz ex

(14 ) IR y=STiyR 1

(114) Iy S=>TAT Yy =0,

mmonatratie
(4} Aezultd din mmicitates cowplesentuluit T xvx =1,
TZIAT = o,

(1) z<y =zAy=2 = 1xVly=T11="ly="x
A=z =128y l(conform eslor demonstrate)

— g {eonfarm (1))
(1t1) EE Yy =S IATNF<FATIF =0 =D TATy =0

ATy =0 =03x = TAl = zﬂiywﬂnizhﬂuith‘;ﬂ
S=(x A yIVo = zAY

= L@ ¥

ln' morfioca do alpgebre Boole f: B —= B' e nomegies  imomor=

fisa ds sipsbre Bople docd sate bijeativ.




e

OBSERVATIE. Compuersa a doul morfisme (respeciiv isomorfis-
me) de algebre Boole este fnch un morfism (respectiv, izomor{isa)
de wlgebre Boole. Penltru orice algebri Poole B, aplicatia lntB---B
ggte wn isoemoriism de algebre Boole. '

FROPCZITIA 5. Fie f¢ B—=3' um morfism de algebre
Sint echivelente afirmafiile urmBioare:

(4 )} f este Leomorfiesm 3

(11 ) f este surjectiv gl pentru orice z,yEB, avem
T 7=z} = £y} }

{111} f este inversabild gi 7! gate un morfism de algebre
Boole.

Desgnstratis (1) =5 {11). Awinfim cd orice morfism de alge-
bre Boole este o mplicafle lzotomi.

Boole.

sy = fix) < 1{y)

Presupunem f(z) = fly), deci:
fiz) = iy = fix)ALly) = £ix) = flxAay) = f{z) = zAY = 2
=S TET.
ie mplicat injectivitatea lui 1.
{11) == {1). Trebuie s avdtém cd £ esis injeclivi:
fix) = fly) == fiz) = fiy) st £ly) = flx)
= o Yyl ys ¥
=T=7.
f1}) = (1i1}. Eote auficient sf eBriids cf 1'1 gete moriiam
ds mlpebre Boole.
Fie y.,7'ER" gl 1 = f':'[r]E B, ' = f.-l'.'r']'EH. Cum £ ‘epie
marfiom, rerulil:

flrywr') = fix)w i)
Dar flz) = y, £(2") = y', dacl fixvx') = yvy", dsa e

prin aplicares lut €1 regulifis

~ 61 -

rlgava')) = rlipvy'), deet
l"]'!‘.r".-":r'l' = IVx' = f'lf,r}vf‘l'[r”ll

Analog se arati cBE
I Hyax') = £ A 1 L)
Fliny «1et,

(444) =5 (1), Evidents.
Definitia 3. O submul {ime nevidd B' a unei alpgetre Boole B
se numegte subalpebrd Bools a lul B dach:

LYER' =1y yER' gl zAYER'
rER = 1 3ER",

OBSERVATIE. Dack B' ests cubslgebrd Bools a lul B, atunci
1EB:

Intr-adeviir, cum B' Jﬂ'. exisid xEB", deci:

L]
eEB gi

0= 2ATZER; 1 = xvTRER'.

PROPOZITIA 6. Dacl f: B—=DB' sste un mor{im de algobre
Boole gi B este o subalgebrd Boole s 1lui By, mtunci fflll sate o
subalgebrd Boole & lul B'. In paritcular, imagines £(B) a lut B
prin £ ssie o subalgebrd Booles a lui B'.

Deponatratis este imsdints.

DHSERVATIE. Dach f: B —= B' este un morfiss de algebrs Bo-
ole injectiv ntuncl 3 eate izomorfH cu subulgebra Boole f(B) a lui
B'. .

Este utll =i obeerviim cff un morfism de algebre Boole {1
B—=15" verifiof relatililes

flx —= 3} = f(x) —=1y]},

flireey) = fix) == fiy),

penkru orice 1, TEB:
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Exercitiy. Pentru ca funciia f: B B' #f fie morfimm S e AR S {id
de algebre Boole este necesar gi suficient ca o8 mvem

fixvy) = fx)veily) , =, yEB

W g r—— ey e (EE R v

IraY, I sy = T AT s gAY

Irdy iy a5y

flzay) = tixintlyy , =, yEB
(1) = 1; flo) = 0. CBSEAVATIE: Dacd v edte o congruentl ps B atunci . -
§ 3. PILTEE, ALGERHE BOOLE CLT. T e {{: ') g == ") !
Definiiin 1, Fie B o elgebrd Boole oarecare. 0 sobmul tine (2= 2"}t {y = ¥")
pevidi F o lul B se pummegte filiru, dach pentru orice x, FyEB avems PROPOZITIA 1. Filtrele wet algebre Boole B sint fn coress
{a } x,yEF = 1A yET pondent{l bijectivl cu congrusniels salse.
(b) 2€F, z<y =yEF Demonatribios Flecirul filtru F &l lul B 11 asociem urmi-
Dual, wn idea] I a1 lul B este o subsulfime nevidd T a Jul SORDMEFRTR LR AN N :
B pentru care: Irdp ya=iix—=ylEF.
(a') x, yEI =% xvyel Acenstd relafle se poate porie echivalent
(v') . yel, 1=y => x€1 . Teupyeslz——ylEF gl y —12)ER,
T1E: Pentru orice filtru F, 1EF, Intr-adevdr, splicis propristijile filtrulul gi x—=3 =
Piltrels unsi algebre Boole B se pot pume fn corsspondents = (x——yinly —=2)3
bijectivd cu idealele sale. Unul filtru F 1 se ssociacd tdealul (T P EF ap (R =) Ny ) C F. s (-t P
‘ 1y = {x€B |27}, (x=eg)EF, (x==y)<(X—ey) => (1 —=FIETF
tar & tdealulul I 1 se asocinsd filtrul. £l inatie
Py = {yEB |0 7EL}. (g=e—ylEP =2 (y—2)EF,
Se observii ou ugurinifi oA fumefiile Fr—=I, gi 1—F Vom arfits cf ~up este o relafle de ochivalenid:
sint inverse uma celsilalte, X rip x5 decarece (x——x) = 1€F,
Conform mcestel observaiil, vom studis mmai filtrele mnel x rip y=b (2emy) EF =3 (y==2)EF =5 y rup %,

algetirs Boole. Peniru ideals, proprietifiile reapective se vor &=

nunia prin guslizars.

Definitia 2. Fie B o algebr Boole. O relafle de  echivs-
1ani8 ~ pe B =0 numcgle gopgruenid dacd =% (z==y) A (y——2]E}

foloaind egalitetes evidentf (x—w=73) = (F=—x).
T g ¥, ¥ gy 8 =2(x—ylET g1 (y=——=1n)EF
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_ (=gl ALy —z)A (2'— 7' A (F'—1x")
Tzve = IxVIiTATIYIVE

. = | (zvey— (yvy' ) Allyvy') —{zvz!)
= {(rzvyvelalrzyvayvel = ravyl Al yvel, [ ] [ ]

anul

A adicd
| 4l “:' s ek gl Fr ey f:---ﬂah‘-—-;".l-Ei:vi}—-—-b?vf}_
i E === r T ¥ Ya dlta E } {x'y l]] EF. daci V! "
i In mod apalog obiines reg IVYl=—=i{x'Vy ¢ deal x ru"!"v_f.
(s—=z) = (g —=7) A ly—1]. Presupunen acum of X evp ¥, decl (MxVylal{dyval =
Pin ultimile doud relaflil se obfime = (g=—=y)EF, de unde resultd
{z—=—s)Als —1) 2 (z—=FlAly—z) Alz—=F) A ly—1 ' (x=eny) = vy Afyvor) = (ovaydadlyyaz) =
LI ! = (z=—eylEL
o 2= (x=—=7) A [y ——8lEF Agudar m arktat o 1x ~pTIys

Rogulta {x=—2u)EF, deci x ~up 5,
Helagln Jﬁn echivalen{ll rup sate o congruentd:

] Fie x rap ¥ gi ::'m,. v'. Cenform oslor aritats, T x rp 1Y
ot r-...-F—l:r'. deci

X g Y vz ~p y VY (xvx’) mip (Txvay")
5 S AT np 7 A Y : TlzAz!) oy 1 (pAyt)
S B Din sceasta ao obiine1{xAx") .-..«,'11{3!'.;'], adiod
Presupunind ob ¥ ~p ¥, X' A ¥, bven (xemp)EF, I Axzass S ectata, an ALY BK oy 6O, 0 SERREIOAL
(2'—— y'JEF, deci (f=w ylA(x' ==y JEF. ciproc, wnel congruente ~ {1 aspolem filtrul
(E—=F)A Iz —=y') = (VA G VA< Intr-sdevir, T sote f1ltrm :
=(avrve A ety rvet) = ezt (yvy') = 1, ET =2 xeul, vl => zAyrolAl =
w xve)viyvy') = (V') —=(yvy") = gApral =5 TAFET
gl mnelog =
- - Ty, IEF = IVy =7, 2l
g~ (y——x)A (y' —=1'} = {yvy') —(zv1")

=% y=xyYyralVy =1l (pentrucl youyl

']l B Din aceste dool inepnlitd}l resultfs . :Ehf".
Obaervim ca F f @, decarscs 1v1 = 1€7.
.

" ! [
SO T = - S
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Dacd S, sote mulyimes filtrelor lui B gi Fp este  mul-
fimes congruentelor lul B, atunci considerim mplicatiile @
hﬁi—*’ﬁ’l.w i ?l-'gi Mmtﬂ matfel:

@ (F) wrup, pentru orice ?EEIE ;
¥ (rv)m T pentry orice ~v din Fy.
Vom arfita ¢& @, y sint iaverse una celeilalte:
wiD(¥) = F
b Ly lrul)e o
Intr-ndeviir, avem relefiile:
WIDIF)) = frilrag) = {x]| T ~up 1}
= {z]lz—=1)EP} -
={z]| xEF} = F,
decarece (x=—1} « {(Tavi)Alovx) = 1AXx = 2
Feniru stabilires celeilalte relagii, observim o2 (Y (~u)l=
= AR, deci
T nay y = (x==y)EF

Dach (x——— :}E?. stunel (x—e=yi€¥ gl {y—=1) e¥. Con-
form propristltilor congruentelor avem:

(x—=y]EF =>Txvy vl
= fMrvylAazeal Ax

= Eaz)vizaylor
= XIATNI
5l snulog
ly—=x1E€F = TAYruY
Mn TAYAs X, TAYrey, Teeulll 2ouy Aoadar n eesul tnt

Yy =pIruy

L

‘Bacipros,
Lrsy =2 (X ¥) ou (F e y) =2 (e y sl h—-—-:.‘rE’?q-:m T

decarecs y——y = (M yvyl =1,
An arfitat ci
e R E g LS
adief @Y () =rs, Demonstratis sste Incheistd,

Fie F un filtru In algebra Boole B, Consideriia mulfimes
eft B/ ~ig Inseatratd cu operaiiile

vy = ﬁ
£ = f";

9% = 3
]iﬂﬂl-llllnﬁllw.git'

Conform proprietftilor congrueniel, sceste definitii pu de-
pind de representanfis

L (xvy) ~op (23"
rmrr' (xAy) ooy (x"Ay')

x rup ' =2 ﬂ-l.'l:l"

PROPOZITIA 2. Multimea !-.i"r = B/rup Ingestratl cu opersiiile
de mai sus este o algebrd Boole.

Demopatratiat Direct din definitia opermiiilor lui l.r'l' gt
din propriet&tile de algebrd Boole ale lui B,

By so mumagte slgebra Boole oft a lui B prin f1ltrul F.
S¢ ponte arfita off surjectis canonicl p: B '—-Iﬂ. definitd
duph oum gtim: x b— T, este un morfisn de algebre Boole.

ZITIA 3. Fie f1 B —=B"' un morfism do algebre Boole.
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i f —= : '.'::' i | y ! N -'l"-%'

(a) ¥, ={2€8 [#(x) = 1} este uw filtru al lui B.

{b) f este injectivl &==5F, = {1} <= {x |1(x) = o}={a}.

fe) £(B) este o submlgebri Bools a lui B' icomorfl cu ﬁ,fr
t

2 sate w morfim de algebre Booles
BV = gEVY) = Tvy) = 2V ) = g v
dnalog ae arsth od 3

gAY = gBDAR gD =gliD,
E esta injectivd:

Conform (b, este suffcient ef aritin of 7, = ﬁ}

1€F =5 () = 1=>12(x) w L=>zEP,

= (x==1) = :Erlﬁ: ~p, 1=s3a1

Demonsiraties (a) Py are proprietifile filbruluis
LYEF, =sflzAy) » fixiAfly) = 1ALl = 1= TAYEF,.
sy, 2EF, =1 » flz) < £y} => £ly) = 1= yEF,.
fi1) = 1 =>1EF,=>F, 4 .

(b) Presupunea f injectivi. lmplicajiile

xEF, =>1lz) = 1m fill=px=1 ummﬂr-c{'i'}- ““‘rg"ﬁ}' -
b re dau incluziunea Fy c{1}. Cealalts inclusiune eate evidentd. : q g eate In mod evident gi surjectivilt pentru orice 7= ]iﬂEf{l},
| Dct F, .{1} - Aansl e aven elemsntul EEB” pentro care
fix) » £ly)=>flxvy) = flx)viflyd =1 g(T} = flx) =y,
= IViy=1 : I .
- Corolart Ducd f: B—=B' este wm morfiss surjeciiv da al-
=5 TIAY =z Ay =0 getre Hoole, mtuncl B' esie lmrﬂnl}"r.
= yaS X :
§ 4.

Annleg ne ardatd cl

fix) = fly) => <y, 5“?‘“1 l-ﬂll“i Fl'ﬂal‘ﬂf este do-a demonstra of m

gecl x = y. An demonstral ol f este injectivil. Conlaltl échivalentll 5 h:lll " lﬂ 5
o tm loe ocent
: idenii.
eute avide . In teoris :lgu'nrllur doole ai are importants aplicefil In logicH,
(e) Consideram aplicatia g: Ba"?,——f{'ﬂ-} definit amtfolr oaleulul probabilits{iler (vesi [6]), In topologie ets. Instru=
; ‘mentul principal folosit In demonstratis acestei 'ﬁ-ln-!.'lll ™m 1

concepiul de ulirafiltru.
~ Fie B o algebra Boole, fizatd pentru intreg paregraful, Un
filtry Fal lul B este propriu dacl F & B.

QBSANVATIE. P este propriu <=>o @

glI) = flz}EL(B), pentru orice 'EEP.l.f.'Pf.

befinitin 1yl g nu depinde de reprexentantis:
trty =5 lz—=y] EF,

=5 (fx)wmtly]) = ey a1

=2 £z} = fly) R -
I e e | R Y X A T S T T TN e,




PROPOZITIA 1. Ducl (F,), oy #ste o familde ds filtre ale
lui B, stumoi f"ﬁ?i este wn filtru al lui B,
1E1
Demonatrafle: =-:rE{;‘II?1 = x,yEF,, pentru orice L€l
= IAYE ri,plntru erice 1E]
=>TAYEL N\
iel

dnalog se stobilegte g1 cemialtd propristate din definifia
poud filiru.

Defipitin 1. Dacl X eate o submulfime, atunci filtrul gene-
ut de I sste intersectia tuturor filtrelor ce includ pe X:

{71 F ratru, xCP}

Filtrul generat dea X va {1 ootat {X).

PROPOZITIA 2. Deed X # @, stunci
(1} = {yEB| exists B % E X, astfel fmoit l:lh...-fx:nq;:}

UDsmonniratiet Dacd !'n eats multimen din dreapia, wa trebul

of artitim cf
(1) F, eate filtru
(1)  1CF
(411) Pentru orics filtru P al lui B, avam
XCF => 7 C¥. ;
nlﬂ /
L IEEI_’n, atunci existh
llu...:.E]'. gi _1.1",”.“.51
astfel Inclt

A ;..A:l = 11-_:5_._1__':1.1*-... AE =70
Bezulte
Ilﬂl-lliﬁl:. ﬂ‘lﬂ ilihlﬁ.ﬁ,l":" Ji'l

=T1 =
dael y; A yo€F . Mnalog se aratd ofis

n=Tn 1 = 1,67,
deci Fn ente Tiltru.

Froprietates (11) este evidentt. Presupimes acus of F oaia
wn filtru astfel tnelt ACF, dect '

rErn =;|" .Iiﬂ“ :IE-E"IEEI' :lhlll-lﬁl.;ni,r
== printd Ifess AX EF, A e ﬂ:n-ﬁ: ¥
== y&F,
coea ce araild o !'uC F. Propoziiis este demonstrats.

Fle S (B) muliimes filtrelor proprii ale lui B, SF(E) sste
o wul{ize pariial ordonati In report cu imelusiunes C.

Definitia 23 Un element maximal al mulfimiy part.al ordo-
nate (ZF(B), C) se mmegts yltrafiltru.

Cu alte cuvinte, w ultrafiliru este un filtru proprin F
al lul B eu propriststes cf pentru orice filtrn propriu ' avm

FCF' = F = F',

FRIPOZITIA 3, Pentru orice filtro propriu ¥ exisil w ul-
trafiltre F, astfsl inoft FCF .

Demonstratis. Fie I muljinsa filtrelor proprii ale lul B
es inciud pe P,

Lom e r tiltru propriu ot FOP*)

Com FCF , avem FEL , decl L & . Considersm mul jinge
partial ordonntd (T, C). Ven arita of (E,C) este inductivd.Pen-
iru scesatn, fie [FI]iEI o femilie total ordonatd de filtre din
Li

pentru orice 1,iE1, li'.'i-I:!'_,f BET 1":'!:!‘1.

Demonatrim of fumilia {!1}“5 q adnits un majorent,

Fia F' = ;El..,_,.;?i. Atunci F' eate filtru:




=0 .
,YEFP' == 3 .4,JE€1, astfel Incit lE!pIE'r ;
Presupunind, de exeaplu, I’FFJ, recul té :,!El’j, decl
:.:Erj. Se deduce cf myek,;rl = F'.

Analog se stabilegie coalalill propristate din definitia fil-
trului, Observia & PCF', dect F'EL., Insi

l'il:l". pentru orice L1,

geal F' este un msjorant al familiel totsl ordonate (P e dga-
dar (L,C) este inductiva,

Apiicind pxicma lul Zorn, rexultd existenia wnui alement
maxime]l al Jui fE,l: )y adich s mnuol ulirafiltrw rn:rr.

QBSERVATIE. Este primul =rsmplu in cars sm folosit explicit
aripmn lul Zarn. : :

Corclar: Duell x o o, atunci existfl un ultrafiltru F, astfel
fnoft 2€F_, By -

Demonstratie: P = {358 | x<y} este un filtru propriv allus
B.

Definitis 3. Un filtru propeiu F al ‘lul B se nusegle prim
daclis

VyEF = xEF pa yEF,

Tesrema ursfitoars carzoterizeazd ulirafiltrele slgebrai
Boole B, .

PROPORITIA 4, Fie F un filtru propriv al Juf B. Sint echiva-
lTentes umiEtoarele afirmntii:

i) F onts ulirafiltru;

(14) F aste filiru prim;

(118}  Pentrn orice 3EB, aver 1€F si12ER

{1V} Kgwbrs Boale aft Bp eaté Leomorfd cu Ly = {e,1}.

-T}.ﬂ

Demonstratie (1) = {11). Presupunem prin sbsurd c& F  nu
sate prim, decl existd x, yEB, astfel ineft :U*‘F. dar g €F,
y#F, Atunci €

P PU sP=>(FU{z]) = B=> o0& (PU{x} )
gl analog nE{PU{&} )a :

Aplicind propozifia 2, din o€ (FU{x} } se deduce sxistenta
mul element a€F, astfel fncit anx =0, deol anx = 0. Analog,
exisld DEF,; astfel fnoli bAy = 0. Hemulil

p=(aAxiyvibAy) = {aub}lninwi)ﬂ{:vb]'ﬂh?rl
Insdl di loglil
B norelag 115 avk
a€EF, =¥ =2 aVLEP
sEF, a=avy = avy=F
BEF;, b=xvb =2 zVLEF

v yEFR
st obiing

faviialavyl Alzvbla(zvylEF,

decl o €F, ceea oe contragice faptul o F eate propriv. Deel F
epte DeepRku, !m.-.:-...
{11) = (111) Nin xv1x = 1EF, resulti T EF gan 1xEF.
(111} = (4V) Aplieafis §: B—=L,, definitd astfel:

1; dach ET
0, daci x&F
gite i worficm de algebre Boole. Inir-adavdr, ovem

fx) =

flxay) = 1= 2ATEF

2=5 yEF gl yEF (F sate filtru)
a=ofiz) =1 gt fiy) = 1,

deci flzay) = £{z)Afly), peniru orice x,yEL.

i i R ——_
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De wsemoneat
fl‘ilﬂ = =% 12 EF
<= agF {oonfors {111)).
— f(x) =0
=) =1,
ds mnde rezulth f{7xz)} =71 f(x), pentru orics x,yE€8.

Cuw 1EF, aven £{1) = 1, Din o &P, resultd #lo) = 0. Pentru
orice I, vEH, vou avea

fizyr) = Hialazay)) s f{nxaay) =G XA LT 7))=
-wi-rftﬂ.rm."fyl'} = fix)y iy}

decl f este morfiem de algebrs Boole. -

Cum £(1) = 1, flo) = o, £ este surjectiv. Aplicind corgla-
rul Propozitiel 2,63, rerulid cA af_, gate izomorfd cu LE.
I

M #
Fp={z€B|lx) = 1}

-{2EB | xEF}= T,
deni !'Jr gl L2 sint izomorfe,

(¥, =>{§}. Fis f= lil.-fﬁ.—"-ln2 un izomorfism de algebre Bo-
gle. Presupunem prin abaurd o2 F nu esie propriv, deci oEF. Cwm
{(o=—=1} = oEF, rosulii o rug 1, deet

%=1, dn avea £(5) = Ti1}, dect o = 1 tn nlgebra Boole
{e,1} ceen ce este absurd, Deci P este propriu,

Presupunes cf #riotd un filitu praprin P asifal Inglf
r (i._‘ F'. Me x€EF =T,

Duck £(%) = 1 = £(1), ntunct ¥ = 7, deat
I s [r=a=01ETF,

coes oe este o comtradiciis. Agedar £(2) = o = £(8), dech § = &,
Hexul 18

=75 -
A = (z—=—wg)EFCH

i
Din z€F', Nz EP' 28 obline 0 = T AT TER, ceea ce ar {1

in contradictie cu faptul ci P ests propriuv. Decl ¥ este ultrafil-
tru.

Sintem acim In sdsurd sf demonstirim teorema de  represen~
tare &8 lul Stone.

FROPOZITIA 5 (Stone). Pantru orice alpabrd Boole B, sxistd
o mulfize novidd X sl wn morfism de algebre Boole injectiv
i1 B —=—25" (1),

Demonstrafie. Vom nota ou X multimea ultrafiltrelor 1lut B
gl ou 2 B—=2"(1), functis definith astfels

fix) = {FEX |xEP}
Pentru orice x, yEB, suvém schivalentele:
FEf{zvy) == 2V yEP
= yEF gau yEF (F oste prim)
== Fei{z) sau PEL(y)
== Fef(x)UI(y)
FEflxA ) s=> xAYEFR .
= xEF gl yEF (F este filtrul
= FEf(x) g1 FET(y)
> PEL{x)IN£y)
FEtn ) < 1xEF
=>3EF {Propozifia 3,044
== Pefix)
s=rel, 2
Am mriitat deol o




fzvy) = HDULG)
fixay) = £{x)N{(y)
etz = (oot

Pentri o arita cf f esie injectiivd, vom proba o Ff - {1}
{vezi Proposiiin 5, (), & 3)Fresupmen f{x) = X, deal £{1xi=f.

Gmch x # 1, stomol 712 # 0. dplicind corolarul  Propozi-
piet 5 resulifl wn ultrafiliru F astfel incit 3 xE&F, deoi
FEf(2) = @, cesa oo eate o contradiotie. Agadar x = 1,

OREEEVATIE: Tooreme lui Sione 'ss poats soimia gi esifell

sirice mlpebrdl Doole B este fmomorfd su o :uhl.lgghri EM!,I n unel
aigebre Boole de forma S"(X)".

§ 5. ALGMERY BOOLE FINITE

Definitin 1. Fie B o algebrs Boole. T ﬁlm'ﬂni-i-E;[;u nu-
wepts atom dsci x £ o 31 dnck pentru orice yEB, aver ixplicatia
O YSI=Dy =0 LY =X

Algebrs Bocla B se pumagte gionicd dacil pentru orice xE€B
diferit de o existi un alon o, astfel Incit s=1x. B 58 nmagte
Jird sioml dach nu are nlol waoeion.

Exemplu: lntr-¢ algebri Boole de forma F{l}. orion par-
itz gz forme {:} « TEX sate vm aton,.

& Rotimmea da stom ne wve fi necesarfi fn caracterizarea algo-
brelor Booln finite. o
FROPOZITIA 1. Orice algebrd Bosle finith este stomicd,

Demonzireiie. Fle B o algebrf Boole £inii4 care no ssta -
tomick, decil existh LT EI:, ny ¥ o gl peniru care nu existd nicl
= alon g .

Construim prin inducile un gir strict deserescAtsr

..:'il_:l-ili} %:l' e o= By

Er-a

Intradevir, presupming off n, 8] > eee >4, stumol szie-
th &, cu propristatea ol B> Ay >0 (daed nu ar exista nisi
un element a4 ou scessid proprietats, ar resulia of 8, eate
atom gl 8 <@, ceen ce contrasice ipotesa fRcutd), Dar existents
girulul sirict descrascétor B 8> s> R, > .00 coniranice
faptol od B este finitl. Doci 'B este atomica.

PROPOZITIA 2. Dack B eote o algebrd Boole finiid ou o steml
ByyeaeyBy, lunol B ests lsomorfd cu .ﬁ“{{ﬁl,....qn}].

Domonstraties Fle A = {'31.....51-1} . Considerfin
f: B=—=_S"(L) definita de

f(x) = {lEl.E a=z}, pentru orice xE8,
Aratin ci |

funciia

fixvyl = f{xiUtly).
Inclogiumes fix)Uf({y)CLixvy) aate avidentsis
aEf{z)Ufly) =sa< 1 mau asy =S aszvy==aEfizvy)

Fréesupenind prin abaurd off inclusjunes cealsltfl mu ars loc,
va extata o €flzvy) sl s@f(x), a€fir). Atumci avem s r,asy,

decl a A XT<m, aAT2

Cuzm g este atom, resulid asnx = o gi any = o, dect

aAlxviyl = (aAziviany) =0

Din aEf{zvy) resulth a=<zvy, decl anlzvy) = a. ir re-
sulin o =0y ceed o8 coatrazice faptol of & este atom. Decl gl in-
aluzivnes cealnltd eate adeviirats.

Vom stabill acum sgalitatos flxAy) = flx)n f-I.";r.'!l
sEf{zAY) S rEIAY
guba=1x 3l ey (confors definifiel infimu-
muluil)
a=aE=f(x) pl aSiy)
= aEf{x)N{{y)
Aven gt ralafiile:

— R e
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f(o) = & ¢ deoarece nu existld nicl wn atom n astfel fnelft
=
£{1) =A t decarsce =1, psntri orice a€Al.

in demonatrat ok f sote morfism de algebre Boole.
Paptru & arfitn of § eate Injectiv aste sulicient i eritdm

Flx) al=p x = 1
(s8u, schivalent,
Tix) = =53 =g
Presupunind 1 £ o, atumel, B fiind atooicd, existd a€A
goifel fncitl a1, devi aEf(x). Cu alte cuvints, x J o=f(x)¥.

& rimes sf prAifn surjectivitates lui f. Fie XCA, dock X

grz formm Lks =
=1k £ ]

T

:h{llll.,,? Ei‘k}l lﬂll{b-l 'ﬂ::lki?-l - -
othn T =mn, YV oo V ..'qurl‘i'l-i.ldﬁﬂll'-li 7
4 iy = '
n.'l..l! .11ﬂ I.'- (Y ....ik'i: l T!Iﬂﬂ EJ-IE f{Ihn-. 'ﬁftt}l
doel XCTI(z), Presupunind aS{{x), avem 5=z, decl

=AY m[ailv LR ltk] . [m n,_l)v v(m:i;}

Existd un indice JE{il,.,..i_.k] - l;'n-fa__-_ﬂ__' ﬁﬁ:%’_’n.ﬂ;ii 0,
Alifel, ws aven ] =)

EAR, = ..i = AAS -l:l%"*..ltﬂ (abeurd)
4 b .

Cum a, & sint atond, results o = &, Intreadevir, decd
ud Ay B3 aves o< A 8,<n, oceea ce conbrazice faptul of a este -

atom. Agadar & = rjEl, cees ce sinbilegte fnclusiunea II{'.i'.'.lle 9

In conclusie, I este un izomorfise.

PROPOZITIA 3. Pentru orice algebrd Bools B, sint schivalen-
te afirmaiiile: , CisT :

L e

- -ﬁ-
B esta atomicd.
{11} Pentru orice o8B, avenm

s -\.-""'{: |x<a, x aton al lui B}

Deponstratie (i)=>{11). Fis a €8, Ests svidenl ol a se=ia
m mejorant ol familiei
I~{zjz<e, zatomal lut B}.

Presupunes o b ests un -1t mnjorent al aceptel familil,
Dect &< b, atunoi AT f 0, 2ok existE mn aton ¥ o X< aAh.
Aunci 2=a, degl xE I'.. ds unde resultl ck z="b. &a obiinut
contradictia T =bATh = 0; deal a=5.

Am ur@itat of a eale o=l mai mic majorant al lui I- i

(11) ==(1). Evident. ¢

Gorolar. Dacd B eate atomic® gi are wm mumfir finit de atomi,
gtunoi Boepte finiid,

Demonstratle. Conform propomiyisi precsdente, orice olememt
gER este supremumn] wuliisii ll i ntomilor = &, Din ipolesd re-
pulif o Iﬂ agte totdeauns o submuliime = mmai sulfjiml finite,
decl B epte Tinitd,

Sxarcifiu. Fie A, B doull algebre Boole finite. Atunci A, B
gint idomerfe 8acd gl oomsl dack esrd A = card B,

Indioatiss Se splich Proposifia 2.

- Dach ﬂiliEI sate o famills de mlgebrs Boole, atunci pro-
dusul cartezlian ;l._Er_IBj‘ podts f1 Ingestrat ou uredtcarele operaiii:
(= ier V(her = (Vrdier
(mier A (ier = (BAT)ser
Moier = (Mny)er

1 > e
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Intr-aievdyr, avem:

Cemnidertim In .':gla" ¢lemuntele U gi 1 definite da:

flxvy) = (!L{tvﬂ]iEl - {fﬂﬂ”fﬁﬂ}m; -

0= h!.]‘LEI' eu = nEBl, pentru orice 1€l

1= (xdyeq suzy = lEﬂi, pentru orice 1 &I,

k5
=

T

§
li
I'l
(£ e vV{f o) eg = VG, i
4

Resultatoul wrolitor sratl el .F'l'!l]‘.l.u-ﬂ'ltl.l 2 paracterizeasd pro=-

FROPOZITIA 1 TT13‘ este o algebrd Boole fath de operafiile
=1+ -
dupul direct de alpebre Boole. N

InLTodussE ER) BUN.

! Dy

Depometratie: Se verifiof foarte simplu propristfifile dins

definitis algebral Bools. EROPOZITIA 3; Ple (B,), o o familio osrecars de algobre :'.

toolwe. Connlderin o algebrd Boole B gl o familie do sorfisme de al- I
gibre Boole {pii B 51 e oo ursitoares propristate: p

:Téflﬂl si nupegte produsul direct al faniliel (B0, .

(bmsrvatle: Froteciiile canonice "T t TT8,—5, LE] aint
= L : 1 (x) Fentry orice algebrd Hoole A gi poniru orice familie de

mordisae de mlgebre Jocle, worfisse de slgebre Hoale {fi: "'"""Bi}i.EI oxisth un Bi® morfis 1!
PROPOZITIA 2. Fie tEl.}lEI. o femilie do algebre Boole. A- de gipsbre Ooole T3 A— B gatfel Inoft diagresa urmiitosre estie ]
F el 11
tamoi pentry orice algebrfi Boole A gi pemtru orice familie de mor- PSR T 1
- fimme de algebre Boole . | ——&—Fﬂ. pentro erice 1E1. 1
{If “_"ﬂ'x}LEI P P 3 In aceste condiiii, B este lsomorfi ou I'-i
17 g - . C] ¥ 0 'w
g1 pic morfimm de mlgebre Boole " ;ﬂ_Elhl- ‘#‘_; P ; 4_ ‘
£ (ier) f: A=—=TTBH, astfel Inzit ur- Le -
1E€1 Demomatratiet Confors Proposifiel 2, existl un wiv morfism 4

aﬁtnarala_ﬂmgrau aint- compuin=
| Hree el el
iia Demonatraile. Din Cap,I, & 5, Propoetiin 1 giim cf existd
o abed mplicatie 1 A _.--l:-iriai- delinita
i

fde nlgabra Boole f3: B —= B . &st-
g2 ;l;:;ir

fel Tneit ﬂriﬂ-_f - Pi‘ Pﬂﬂtm orice ‘_érfﬁ ——."_‘. ﬂ'- I

A\E€1, igr din (=) regultd existmia
unud B8 Shorrion de algnbre Bosle

gt 'r]'! —=] patfel Incil p,og =
te1 t s b

= j'l'l pentru orice 1E1:

Yom arfitn & £, g siat tnverss unal celuilalt. Obsarvim ol
armitoarele diagrase aint comutntive:

3

fix) = [£, 02} T B
o fi het yer b

P
i

cars face comuietivd disprema de mal sus.

Himfne do arftut of § este morfiss de nlge'nre Boole. Vom

L)




pentru orice 1€1, lntr-adevir, avem relatiile:

Mellog) = (Moflogepeog=T , 1E1
pyolgef) = lpjoglof =Mool =p , 1E]1
insf mvem g1 wreftomrsls dingreme comutative:
e —Ta A,
Gt
:gﬁ &
(r i

penira orice 1 E€1.
Conform wnicitdil) exprimate In Propomitis 2, resultl:
l"I;TIBi gi analog, din (w), resultd gof = lg.  Deci
i

fog= B

 gi TTB, mint izomorfe.

ORSERVATIE. Proprielates (&), pare dupd em =s vizut ocarmc-
teriseas® produsul direcl de alpgebre Hoole poarti nuaele de  pro-

prieintes de universslitsate m produsalul ocartesian.
Imcd B, = B, pentru orice £€1, atunci vom nsta .88 i.E:IH .

. Vom note cu Hom (B,B3') sultimen morfisselor do algebre Bo<
els f: B —=1',

N Ty § o,

S g
Lezs 1. Mulfimea ultrafiltrelor wmei slgebre Bools B se pon-

te pune In corespondentf bijectivE ou mult{imea Bowm (B, I.zl, unde
L, eate slgebrénBaole {n.l}. '
Demonptraijer Plecirul witrafiliru Foal 1ol B §1  sscolen

morfissul de algebre 2oole fi"*‘ 'I------J'.z '

1, dsck xETF
0, dacd xEF

f,m-{

Beoiproo, fiechrul sorfiam de sigebre Boole f: H'—'-Lz { us
gsociael

M, - £ (_{1}} «{2€B | fx) = 1}.
d¢ poate ardta o H_f pate un ultrafiliro al 1ui B an.u_i.h

gint inverss s t!i!ﬂ!lll.
IEelEm aititorulul ea exerolifiu d4tallsrsa lﬂllt&i"prppnl.iﬂj.

Fils scum B ¢ algebr® Boole garecare. Conform proprietlitil de
de imiversalitete & srodusulul direct réculid wm morfism 8 alge-

bre Boole
Hea (B,L,)

| o B— 1,
care fsce comulative diagramele

peniru orice fEHom (8,L,),




- - —-—#—H_._Tf:‘
| = r 5 & _ A ;‘ﬂ‘r

- H.-
FRCPOZITIA 3 s @ ente injeciiy.
Desonstratie: Vom arlifs c: @(x) = 0 == x =10,

Pack @ (x} = o, atunct £ix) = T, (Pix)) = Fylo) = 0, pen=
tru orice f€Hm (B, Lyls

Freaypunes prin sheurd of x f o, deci eristh un ulirafil-
tro F el lui B, sstfe] Ineit xEF, ltonot, conforn demonsirnfiel
Lemot 1, aven wmn morfimm fp1 B—1, astfel fncits

fp (x) =1 (decarsca T EF),
Coptradic{is este evidentd.

FE!PUE;‘,IA_ « Peatru orice mul {ime X, I.i. eate o nlgsbri o~
ole leomorfd cu (¥,

Desonstraiiat In demonstrati= Proposzitiel 4,7 &, Cap.l em
eritst of funciis

O P ) —1d
D(8) = 151 L—=L,, pentru orica BEZX)

sate o bijectie. Helniiile urmdtonrs:

Lpun= % VX

Xang = LaXy
I’"x (B) = 1 =X((B)

Brath of @ este un morfiem de algebre Boole. Deoi @ spis irsmor-
fisn,

Hml[H,LE]l
OBSIAVATIE. Conform Propozifiel 4, L gl e‘i"!m{u.lg}'.l

sint izosorfe, deei Propesiiin 3 de mml gus poete §i  considarats
o8 o exprimare echivalentd w teoremel de reprecentare o lul Stone.

Demonstratls Froporitiel 3 nu este escofinl diferitf de cea
A leoremel lul Stone, in asbels demonsirmiii intervenind .com 1o

e
acelagt mod" propristitile wltrafiltrelar.

§ 7. ALOSBEE BOOLE NINASASILE

Fia & o algebrél Boole ocarecars gi 4 EA. Vom nota
APawf{zEh|z=a}.
Atunci Afe este mlgebrd Boole failh de opermtiiiles
IVLJ" CT AT
TAY=IAY
Tz =BATK
a'= o
1'a a
PROPCZITIA 1. Pontru orice a@&Eh, 4 este imomorfd ou produ-

sul direct
(Ara) x (AFa)

Depppatraiie: Considerin functia f: A—={Ala) x (AFR)
definitd antfel:
flx) = (xAm, TATE)
f sste m morfism de slgebra Bocle:
flxvyl = ({xvy)ae, (zvryiasal)
= {{zaa)yraal, (zaqe)v {yaqe))
= (xAn, rATe) v izAr, yATIA)
i = flx)v £ly)
flxay) = ({zAr)Aa, (2AYIATR)
= ({xas)alyae)lzaalvizaal)
= {zA8, AR} A (FAR, TAR)
= f{x)yily)
i :'.l_ = (MxAs,TrATR)=T1{x),

q

e T -

= -
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f1 B —=5"(X) injectiv ustfel fncit peniru orice femilis
{:anEl de slemente sle Jui B =8 avem:

f(;g;&) = \J(x)
{on)- Q@)

Demonsiratis acestel teoreme se face In maniera demonsira-
tiel teoremei de reprezentmre a lul Stone,

1. Pia (P,=) o wul jims pariial ordonaid. Definis relajis
bipar < prin:
s<yesrz=ysizdy.

58 pe arate of < sstisfsoe proprietiiile crmBipars:

(i) Pentru orice x€P, ou este adeviratd relafis z<i.

{14) =x<y, y<s => 1 <s, peniru orica z, ¥, s =P,

Beciproo, dacd P este o mul{ime Inessirail cu o operaiie
Binard < g8 verificd (i} gi (11), stunci relalis < definith prin

I Fa=rI<y mm:ln_'r

eate o relafis d¢ ordine pe muliimes P,

2. Intr-o mulfine paryisl ordonatd (P, <) svem:

:1.-: Xy & aes a:tni:l =Sy = Xy = aee = L.

3, Ar#tsti off pe o nul{ins ou doud elements existl emmct

trel relatii de ordine pariialf.

4, Fie B{n) nmlirul relstiilor da ordine par{iald ce oe
pot defini pa o mul{izme cu o elemente. Arkiatl of G{3) =19 g4

Eﬂ#] = 719, Carcetatl daed O(n) este impar pentru orice nEHN.

5. Orics produs ceriesian de mulfisi total oridenste ests o

wuljime total ordonatd,

6. Orioe muljime finith poate fi Insestratf cu o relsfls
. fie ordine totsld.

7. 0 semilatice asts o sulfime A :m:t.uﬂ eu o operatle
binarfi cu propristiiile urmiitcars:
Zox =1 s peatru orice zE€A.
Toy = yox , pantru orioe x, TEA
zolyes) = (xoylas, pwmtru orics x, TE A
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Tunh notls
:"'IMIUI' xI,’

ttuncl (A,=) este o moltime pariial ordonstd astfel Incit pentru

orige ¥, yEI,
IGT=IAT7.

B, St se forwulese §i s8 ee demonstrese resiproca  proble=

5. ln orice latice L avem inegalitates:
leaalvibadl < {avbla (evd)
iaesailiaten reciprocd ests sdevEratd?

lo. 58 se determine nusfrul lsticilor neleomerfe cu 55 gt
4 egiemsntie.

I1. Pie ® o mulfine de funciil #1 1—=1, Aritafl o2 mulii-
HSEE

{xeatn) | 20 Cx, pentru orice 2€ ¢}
eale & latice complets (exintd orice supresun gi infimom).

1Z. 0 subnulfime 5 & unui spajiu vectorizl ¥ peste wm  corp
K este converf dmof

Ey ¥YES, A o, e n o= l=3Ax +uyESs;

S8 se arste of submuliimile convexe ale lui V formesed o
Iatice completd.

13. Arfitail o2, pentru orice substulfime 5'a mei latiol I,
zul{isen majoraniilor lul 5 formeszs o latice completid.

14, Multimes ¥ & nmerelor nafurale este o latics complets
fatl do relatjia de ordine definitd de dltinihr.lltltl.

15. Hul{imea tdeelelor inelulul Z a Intregilor poate 'I.l Il-
Eestrullk ca o atructurd do iatice completf. Acenstd latioe eote
izamorff cu latice de la exereitiul 14,

16. Orice sulfime tolal ordonktd este o latice distributive,

-H-

17. In orice latioe distributive L BYem;

EAX = OAY, VI = VY =b1 = h

1B, 0 latice L ee numeste Boduleré dack pentru orlee z, ¥,
B &L, aven:

- I"{E!’.ﬂli = (Zvylns

o4 me umh_rﬂ. laticen representat® prin graful wrmfitor
L]
/ y\-.
e g e T
\_.-/

r
13, 54 se arate o2 laticea de mal jos mu este mojulard:

ety modulard, dar no-este distributing,

2o, Fie G wn grup sbelisn editiv gi 5(0) mul fimea subgrupn-
riler 1ui U, 5(0) eefe o mulbime par{ianl ordonats fatd ds inclg-
sime, 5(6) eate o latice modulard pentry oparatiile:

BVE =M o W w{xey|zeH, yeu}
NAN = MME,
21, 58 oo arate of o latice L este modulnrd dsc i numat
dach pentru orice x, 7, 8 €L, aven
x -pt.' =>zViras) < (zvyiac.

¢, Fie L o latice distribotivd of &, b doul elemenis oo
ou apartio lui L. Notind L® Lu{ﬂ h} gt plmind prin definigie
B<x=b pentru orice xEL, =& pe arate o [T eats ¢ latios dis-
tributivd eu element prim §i slement ultim.

E’ 23. 38 se ghaenscl o lntice ce nu aate conpletd,
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24, 54 se ghzesscd o latice distributivi fErd prim gi ul-
tin elemect.
25. 53 e gissasch o latice distributivé ou slement prism

si dlement ultia oard nu ¢ete slgebrd Boela,

Pb. Fie L o latice diptributivd cu O gi 1. 08 se arate od
il jimen
8L -{:El..] exists yEL, satfel fnoft zvy = 1, TAY = u}
eats o mlgebrd hﬂli..

27. Fie L, L' douli latiof distributive cu o gi 1. Noidm 11.:
SIL) ==L, §pe¢ CfL') —=L' splicaiiile date de inclusiunila

(LI CL, C{L')CL, Dact £: L—=L" eate wn morfis de latiol dis-
tritutive cu o g1 1 (fifo) =0 gi £(1 = 1), atunei -
fpiyy G 0L') este un morfins d2 llﬂ'&hrli Hnﬂll utfll In-
gi4 urshiscarea disgrasd este ui:-mtzu.ril iz

f

—_— l.

~‘j T fg! \

£t £

fett)
28, 88 ar arate cf produsul cartesies s.dond latich  die-
tributive cu o gi 1 ests o latice diptribotiv cvo gi l.

29, Fie L, §' dous iaticl distributive cu o gl 1. 53 se a-
rete o4 algebrn Boole C(L x L') wste isomorff cu produsul dirsct
de algstre Boole CIL) x C(L').

%o. Fie £: L—= 1" un porfion de latici distributive cu 8-
lement prim 94 cu elesent uitim, Ursitourele alfirsagit sfot eohi-
L ET AT

{a) f sate injectir.
(8} Kar 1£) = {221 ] £ix) = n} sate mhlnt.l‘m:a.-{u}'n i L

L .
T RTrm Lol o 10 -0 L. Bt o L L - -

[ | u.....-mm

31, Fie A o oul {ine Insestrath ocu o operatle bimmrd V' gt
e o operatis unerd 7. Definim aAb = (a' W b')' gi presupimes
ol

T oavh =hva
avibye) = (avbve
{faablvilaa=b) = & |

=

e
T

58 ss arate of A este o algebrd Boale.

32. Fis A o miliime Ingestratd oo o operaile marsid ——4 N |
(eimbolul lui Sheffer). Notsm 7ma = a|a gi presupusea off it ve-
rifioate proprietitile: y

(D f(ola)|{abla)=a

(D wlth| e = [(nela)itab 1]

54 -pe arate ci A este o slgebr? Boole pentru opermgiile:
(I11) avd = (s b)| (a| D)

{1 ant=(a]a)| (o]0 \

i pentru negatin 7 introdus mal sus.

Beniproo, dach fatr-o algsbrd Boole B definim a|b=1a A7k,
atuncl tn B aint varificate rlh.ﬂﬂu (1} = (IV).

35, In orlce algebri Bools svem relajia
x+ = lzay) + xvyl. }

34. Ardtsti of Intr-un inel comutativ A de carseterintics 2,
 militmed {x| 2° = x} forseast un inel Boole care este subinel =)
: dul Ay
L Botd, & ora caracteristice 2; dacd x + I = o, pentru orice
= L EEL

| 35. Fio B' o submul{ime nevidl a mei algubre Boole B. Sini
: I-l_uﬁ;_vulmu af irentiile:

el e b A e i g - R
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(i } B este subalgebrs Boole & lul B,
(11 ) 3" este Inchisd la operatiile v gt =,
(113}  B' este Inchiss la operaflile A-gl 7 .,

35, Orice intersecile de subalpebre Boole este o subalgebri
Boole.

1. Dacd X este o submultire = unei algetre Boole E; atunoi
fntersecila tuluror subalgebrelor Boole sle 1ol B ee includ pe X

ente o subelgebri Boole (numits subslgebrs bools penéraid de X)on-

re este formatd din o,1 gi din tonte elementels lui A d= forma

n ﬂl

b ..-"n"‘-fij
1<l i

} unds =, “1E N 3l peniru orfice 1= m, js:ni. avem yy EX nmay
'I;HEI. :

3. S& se pliseascd toate zubalpebirele Boole ale wrmdtoars-
lor algebre Baole:

F{{‘J}] ; "E?{{Il?i:'}): -‘.’?{{:.JJ,&}}.

B becll I = {:1‘""111} v 68 oo detsrmine mul{imes sub-
algebrelor Boole ale lui S%(X) care nint neizomorfe. 54 ss verdi-
fice peatru capul problemei 38,

40. Fie B' ¢ subalgebrd Boole a lui B. Duck T sste um fil-
ire al lul B, atumci FMB' este un filtru sl 1ui B,

4l. DecA B' eate oubalpebrd Bools & lui B gi Bi gate -gubs

alpebre Sople m lul Byy atunei B x 8 esie subnlgebrd Bools a luf
TR
1
42, Fie 8, B' doud slpebre Boole gi Tz B'—=D" o aplicatis
sarecare. Sint schivalents afirmafiile urcttonrs:

(1) f este morfiam de alpebre Bools.
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(2) {7 =flx) 81 Blxvy) = £ix)vEly), pontru orice
x, ¥4,
{2  fivx) =nfix) st fHeay) = Cix}v iy}, pentru orios
X, y=h

(4) fflo) =o,f{1)=1, f{zvy) = fix)vily) pentru ori-
on %, YEB g1 fix)AT(y) = o atunol cind Ay = 0.

4%, Fie Bo algebrd Boole gl x=B. 50 se arzte o sul{ises
Fo={rlyzz}
pate un filtru al lul B. 53 se determine !.fl, :
I

44. Fie F w filtra propriu al unsi algebos Boole B. 58 se
arate off Intersectia tuturor ultrafiltrelor lui B ce includ pe ¥
gste eppld ou F. S sf deduc de aici cE interseotia tulurer ul-
trafiltrelor lut Bests {1},

45, Fie B/ algetra Soole ¢ft alul B prin 7iltrul F =
p3 5-—-—3.-"F morfiemtil surjectiv oanonic: pixl} = I, pentru  oriece

x=l,
(& ) Duch resis un filiru (ultrafiltirn) el 1ul B/, =2

et arate ¢l p'lfrll- eate un ultrafiliru el lui B oo includs pe F.

{ii ) Dacd ' este filtru (ultrafiltru) al lul B g1 PCF,

atunel p(F') eate un f4ltru (ultrafiltru) el 1wl 475,

{114)  Fumetiile Fe—p t{r), Vi p(F} deternind o co-
respondentd bijectivd intre muljlmen filtrelor {ultrafiliralor)
tul JL-":,|I gi pultimea filtrelor {ultrafiltrelor) lui B ce includ pe

F.
{iv) Dnc F,F* sint filtre ale lul B astfel Incit PCP,

atunci algebrele Docle B/p, gl (B/p)/plF') alnt isomorfe,
46, 54 se determine nuliimea ultrafiltrelor urslitcerelor
plpebre Pooles

= {o) s x by byxly x 1y




= b o B
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£7. In ulgebra Boole 5"“". notlm, peniru orice z€X,
U, = {vcx | xev}
B ma praie ca U spte oo olirefiltru al lul SP1), oumit

p 1" mltrafiltrel principal u.uu:.uat lui x.

. 45, Inir-o nlgeted Bosle finmith, oarice oltrafiltiru eati
principal.
&5, 5E pe determine multiimea ultrafiltrelor onel
 Zonle o 2 elamente.

50. Muifimes evenimentelor mscciate unei experimnie alea-

Elgebre

. toern eale o alpebrd Boole.

S1. Fie {Q, %, P} un cinp de probadilitate: 56 ss arate
e
faex| 2 =1}
este un filtry a1 algebrel Doole A .

22. 0 submul{ime nevidh 1 » unel algebre Boole se omsegte
© 3dex) toolesn duch

x, yEI = zvyEl
2€l, yex=byEL
G5 sp arate of orice intersectie de ideale boolesne  anfe
um tdsal. Dpof X C 3 atunel intersectia tuturor Hulalur boole=
ene lul B oo includ pe X aste
1 t{]"EBll erigis :1.-|-|..I"EI1 Y d:l-vhli. ¥ :ﬁ}
Notf, I se¢ numegte ideslul boolesn gemarat de X,
G5, Fie B o slgebrs Boole gl G(B) inelul Boole msociat, A-

* timci o osubeulfine I a lui B oeste fdesd boolean dach gi nimmi da-
e sate 1des] &) inelolud G(B), )

N
4=
s
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eltne, Pentru orice ideal boolean propriu I, sint schivalents e
fimmatille:

() 1 ests un idenl boolesn maximnl.
{b) 1 este un tdenl naximal sl inelului Boole G(B),

55, Dmck F este un filtrit sl algebrsi Bocle B, atumel
F -{11 | :El‘}

aste wn ideal boplean. Dacli I eate uwn ideal boolesn sl lui B,
ntumel
I = {"l x| :EI}

oste un filtru nl Iui B, Punciiile Fr—eF*, I—=1 oint inyerse
ima celeilalte gi renlizensgl o corespondentf bijectivd fntre mul-
tloea idealelor boolesne gi muliimes f1ltrelor unei algsbre Booln.

S56. In conditiile exercitiuviul precedent, avem echivalenjs-
la:
P filtro propriu <= 7" ideal boolesn propriug

F  dltrafiltrs <= 7 {deal boolean maximal
I ideal boolesn maximal 4==-1_ ultrafiltru,
57 Dacl 1 eats mn idesl boolean al lul B, atunci relafia

Binnrd ~u s
Truyd=n3z + yEI

eate o congruenfl & Tui B, 58 se arate of mulfimen idealelor bo-
olesne aleé lui B esto i corespondenth bijectivi ou mnltimes con-

greentelor sale.

8. In condiliile ezercifiulul precedent, o8 e arate ol

Bfrup eate o algebrd Boole isomorfd uﬁ'.m'i

Notd, Algebrn Boole I-ﬁ-...- ge notlensd B.n"'l gl se mmegte al-

i

i

T e T

; \
| 34, Un 1deal btoolesn | al lul B s camegte proorin, daof ‘3 ]
| L b Bools oft B

. '_l'fl- Un jdeai boolesn se numests muvimn] Anch eate un #lemnnt ;
saximal &1 mulfizii tdealelor proprii ale lui B ordomatd de inclu- i i

% o y —
i e
- = .||

Y

P oada I TNl LN} =
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59. Daoll F eate um filtru al algebrel Boole B, stunol MF

s ii.-l"rr mint isomorfs,

bo. 54 se caracterizeze idemlele proprii marximale
mei algebre Doole.

e

ala
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CAPITOLLL 2

Sistemul formal al caleulului propozifional

Scopul aoestul capitol esle de-a desorie In detaliu sistesml
formal a1 caleulului propozifjional. Acest sistem formal este cel
mai simplo sistem formnl gi pe el se bapensd foate celelalis sls-
teme formale (care afint fundsmentate de o logicd bivalsntd).

Paragraful 1 se coupd -ou prosentares sintazel scestui als-
tem formsl: pimboluri primitive, eouniurl, teoreme formale,etg,lar
in paragraful 2 sint presemtate o serie de teoreme formsle ale sis-
teaului. Parsgraful 3 studinel samantics sistemului forsal al cal-
sululul proposijional, conficind cel mal importsnt rezultat al ca-
pitolulul: teorems de compleiitudine a lul GBdel.

Proprietigile comectorilor auxiliari ¥, A —— siot dats In

§ 4. Paragraful 5 va precizs tn adevir intrat fn folelorul gtiin-
tei: algebrele Boole oint reflectarea algebricl m calonlulul pro-
posifional,

§ 1. PREZENTAREA 51 AMAL AL CALG
FROPOZITICHAL

Alfebetul sistemulul formnl al calcululuil proposiflonsl, e-
dicd lista de simbolurl primitive ce o vom utiliza, cuprinde urné-
toarele elemente:s

1), O multiime infinité ¥ de varinbile propositionals, nota-

ts 1, ¥, Wye-.loventual cu indicl sau ou accentsl.
2. o logleos & 1

7 ¢ nmit simbolul do negnfiie {va fi oltit: nom)
——  numit simbolul de implicaiie (va f1 cititsimplicl)
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5). Parmntezele {, J, [,]

Gu mjutorul scestor siaboluri, wom gonsirul guvinie gau

gusnibleis, Frin definiile, on corint este un gir fMpit de
luri ale alfabetulul dat mal =os, soriee doul dupl altul.

gimbo=-
Exnmplu: 2= ur1 )}
P A B

Vin mul {imes owvintelor, le vom selecia p2 aoelea care .au
gens, nojime precizatd eatfeli

S8 noEagte ghun g orice cuvial @ cure varifich uni 415 con-
digiile ursitoars:

{4}, 9 eesie-o wariabilf proposilionala.
(11 ) Bxistih un énuny W, uetfel fnoit = Y.
LELE) Exiatd envnforile W 8, astfel ioalt = (W—==0},

CHGERVATIE: Dafini{ie conpeptulul de enunt este dntd .din
aproaps in aproape”, treglpdu-ss de ls wn pes 1a urslitorul et
e foocagul jnduesfieil, So poate descostra cf fntr-odevir ocesnis
ealn o definifie prin inductie, dar au inwieils asuprs soesin] Iu-
e,

decl verinbilele proposiflonale aint equmieri, pe care lo
ol ol zmunfurl slesentare . Vom nols cu B ooliimea titorer snim=
furiler.

Fegtra orjes enunfuri 1 , W iniroduce urnlitcarsle prescur-

thrit

v e TP —= [(dipfenctia lul @gl W)

gAY « 1p—=1){conjunafla Tul 9 g1 )
=t m [ ) igd rul.‘.hll'.iluﬁ"u ]EE!'.".'E - lei q..;g'-m
OBSERVATIE: In prezentarss sistemulul formal al enleslulul
propoxd lenal, ke conslderel negaile gi loplleatin drept conectord

primitivi, ceilalil conecteri fiind defini{l oo wiutorul lor.ixig-
88 alls eosstruciii ale sistemulul formal al caloululet  propesti-

P —— r - L3 L o T T T e —— ——

S

e =

of
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kol

W
a o )
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tiomal (echivalente cu cea din acest curs) In care sint lusii alfi
conectori primitiri.

In cele ce urmeazf vom detege din mul {imen enunjurilor o
pubmul {ime & 88 care va consbifui muljimes sadevErurilor sintac-
tica® ale sistemului formal pressntat.

C sxiomd & sistemului formal al caleululul propositional
gite m snunt care are ima din ursdtcarsls formed

(A1) p — (W—q)
2= w—=x] — [lo=¥) = (pg=2i]
(A 3} —= 1) —= (W—9p)

mde ¢, ¥ gl % sint enunturi arbitrare.

¢ teoremii & aistemulul formal al caleulului pro-osliional
aate un enuny @ care verifici wma din condif{iile urmiitoare:

(T1) 9 ests o axiomd,

(* 2) Exietd wm enuni ¥, satfel fnclt W gt W — p siat
teotame.

Proprietaten ) se mai serie prescariat

Vil —= ¢
]
§i pe numegte reguls de deduciie modus ponens® (m.p.)

Vom nota cu T mul{imea teoremelor, lar faptul cf @ este o
teoremi ou - g.

Prin demonstrafle formald & unul enuni ¢ vom Infelege mm
gir findt Wo,..., W , de emmfuri astfel Incft - W = @ gl peo-
tru orice 1 = {=pn sa verificd una din condifiile urmdtonrs:

(1) W, eate o nxiom.

(2} Existd k, §=1, astfel focit ‘i:"k - 'in -"'-ifi.

s

——




=110 =
Sa obasrvi of — ¢ dack 3i nmel dacl existd o demonsira-
tie formell Wl.....'-l-'_ mlol .

a =& numegte lungimea desonatraiiel. 0 teoremd poate aven
deponstratll de lungimi diferiis.

Fie M o muliizse de enumiuri §i © un enumn{. Vom spme cé

enuntul @ este dedus din ipoiegsle 7 decd une din conditiile ur-
gitoers eata verificaths

(D1} @ wsste o exiomd.
(D2} gqEI.,

(D 5 Existl wn enunt ¥, antfel Inoit enumforile W gi
(4 —= i) oint deduse din ipotesele M. D 3 se mmegte tot regula

podus ponens (m.p. ).
Dacd @ este dedus din-ipotezele M, von sorie ™ —@.
CRSERVATIR
(4 )Y Fi— @ dach gL nusai dachk i— @,

(41} DuicA +— o, atunei TF— 0.

Cu soeasia, desorieren sistemulul formal al caleululul pro-

poxitional aote terminmtl, Vom nota cu L acest sistem formal. Ob-
garvis cf, le nivelul presootat aicl; enunturile gi leoramels

sint oomai nigte giruri da gieboluri.

§ 2. PROPRIETATI SINTACTICE ALE SISTEMULUL PORMAL L

AL CALCULULUL PROPOZITICHAL

Prin proprietdtile sintsctice ale lul L le vom Inislege pa
acales ce se referfs la enuniurile lul L ca simple girurl de eim-
boluri ale alfabetuluel presentat In & 1, facindu-ss sbatraciie de

erics interpreiure & lor.
FROPOZITIA ). Pie M A C Egip, W € E. AMuonol avem

(1 ) Dack ACI, Al—g, atunct " @.

P

=
"

e
(41 ) Duoll M~ , atunoi existd LCT finith, astfel Ineft
L~ g,

(114) Dacdl T, pentru orice xEA gt Al-g,atmel [ -,

Demonstretles (1) Dack & y,atuncl este verificati woa din
conditiile (D 1) - (D 3) din § L.

La vom lus pe rind:
- dacl ¢ este axiomd, awtonol avem avident I .
- dacl QEA, atumol 9, deel ™ g.

- dach -—til=mplef, atunoi W, l"P""ﬂ]EI"'. deci M.

Mg b L
(§1) Demcustréa sceasts Er:;lt;t‘;u_‘tah din aproape in sprospes

= dacl P este axions, atuncd @ - gif O evte finith.
- dach e, atunci luia T={¢} gi este evident cd Li—0.

= preaupunind off THY gl P=(V-—=—g) gl ol existk El ¥
Y E M fintte astfel Inoiy 51 4, L (W = ), stoncd  luis
Le LU, cry Leste fintta gt Z-w, LW —g), doai

L g
(iit) Conmiderdm gl mici toate casurile:

= dacl P este o axiond, atumel sste evident cA ™ — p.
= dueli PEL;eate olar ¢l Mi—g; prin lpotesd.

= presupunind of A FULAK (W=y), dead peatru ¥ ¥ =g
p-a varificat o PHW, P—(¥ = gp); atuncl avea ™ —@.

FROFOZITIA 2, Pentru orioe emumy{ ¢, avem
Hle = @
leponatiratie. Urmfitoaren 1isth de enunjurl esie o demonsira-
fle foreall o lul 9 =3¢,in partea dreaptd indicind argumentares:

) [o=[iv—o)=e]]~[[s (o~ o)l ~(v—9)] 4 2
(2 g~ [lo-o)~¢] i 1.
(3 [p—lg=a)]—1lo--9) {1),(2), m.p.




(4 9—=—(p—29) i1,

tﬁ} m - ‘P {3}.{4}. -"F'l

PROPOZITIA 3. Fle Mo muliise de snumfuri gt 9 €L Atunel

M-t dacd gi numai dacd existd un gir fioit de emmfuri We... W

astfel Imoit '-I-F. = (p 9l pentru orice i=m ente verificath IR
din condifiils urmlitcers:

[ | '-Hi ente o aricod.
(1i1) Exiet j, k <1, astfel Inclt Wi - "l"l

Demonstratles Aceastl condifie este o reiranscriere eviden-
5 a definiflel lol M H—p.

OBSERVATIE: Vom spune cii girul 4-’1....1.‘-i-’n este 0 demons-
tratie formsld din jpotesele ™ sau [ - demopstiratie .

tiraAtorul rezultst sste cunopout sub nmmels de {eorema  de-
ductiei:

PROPOZITIA 4. Duch MU{@p} I~ W stumei T i—(gp —W)

Demonstruiie: Prin indociie asupra lui m vom arftia cid pon-

tru orice m €4 diferit-de o, dach AprenerXyg pate o F‘U{tp}-ﬂ.um-
strafie a lul W , atunel MH—(g9 — W)

_-I"pli

Prasupunea afirmajic adevirailf pentru orice n<"m gl Tom
conniders casul oind Kyeeeer Ng oste a T‘U{';&}- dosonatrafle a
ial W,

Trebuis of luim In considerare urmiloarels petru chzuri:

Cazul 1t ¥ eets o axiosd,

Ca Wtk ¥-=(g-=¥) conforn A, stunci aplicind mo-
dus ponens regultfh —{(@-=— W), decl T (g — W),

Cazul 2: WE.

Conform A;, putes scrie [ — f‘-ﬂ—-It,p--UJ}]. Com WET,
aves =W, dect aplicind m.p. resulth (g =),

- 11 -

Camul 33 W=1p
Conform proposifiei precedente, — (g —g), hqj.m_{q...-q;]

Cagul 4: kuistd §, k <m, sstfel fnoft %, =%y~ .Prin
ipoteza inducilel resultd TH{g-=x,) g1 l"l—w-'z,,:-- deci
exietd ursdtoarela [ = demonstrafiis

Clyesser Opr §— X
fpreeer Pur 9=y
Atuncl avem urmiitoarean [ - demcpstratie a lul @—=— W1

SRt

[o—(y—=v)]—=[e=x)—@—=¥] &

(0= 2y) = (o =W e

¢ — w .ipl

OBSEAVATIE. Teoresa de deduciie eate formalisarea wnuni pre-
cedin folosit sdeseori In ratlonasentele matemstice. dtwnel ofnd
yrem 53 stabllim (==Y In anmifs condifil matematice [, InilIl
ailiugiz pe @ de 1a condifiile I gl apol deducem ps W,

PROROZITIA 5. — (g — W) = [(¥ — %) =~ (s = x]]

Desonstrajie: Vom aplica succesly m.p, gl apol teorema de-
dusflels




s =
b

i AT L e
- e
{p—vW—x,0} —9
{p—w 0v—x 0} —p—u
{9 —w,0—x,9} W
H"""I','-l-'**j,‘;.¢]:|——m——-;§-_

19—, ¥=x.9)—x

{‘P_"'“-’i'll-’-"'x} g ——y

{og—u}-(W—x)—(s—1x)
=g —= W)= [lv—=x)=(¢ — %)
PBOROZITIA 6. [0 (W= x)] = [ = (9 —2)]

L
—

el

"l

A
=

Demonstraties Aplicdn m.p. gi teorens dedushisis
{f {o,v,0 — (v -"‘1‘.]}1-—1:
g {00 0 — (0 —=%)} =g —(0—1)
i {0, 0.0 — (¥ ~x)} —w-e g
Y {o.¥,0 —(¥ —~x)}—w

{0, 9,9 — (W —~x)} —x
(V6= (W—x)}r0 —x

=9 =¥~} b= (p--x)]
BRI Y. o — (19 —Y)
Demonsirajie
{970} = 10— (1% —=10) CR
fgp., 70—y
{:*"‘ W}l"""l'%-'——-pm B:Ps
te v 0 b—Hv—a0p) =~ (g 23
{er 9 tb—og—w . o

At £

: ' Er b P
bk =L i s i =

e - Tt
{9,790 }— @
figi w}— W P
L =gy torema deductisl
‘i — =19 —¥) toorsen deduoiiel
' PROPOIINTA B F—1 @ —= (9 — W) o |
Demonutrajie: Aplictnd Proposiiia 6, avess A
— [o—=Go =w]-—=[0—(o—=¥]
Aplicind Proposiita T g m.p., resultd
— g —=(p =) A
: Ererolilus 54 se demonstrezs Proposijis 8 In maniers I'nn— :-
) gitiei 7, folosind tecrema deduciiel. ]

PROPOZITIA 9. 00 — @

-

Desonstrajie:

fmagt—0w e (g —8) Al
' {19 ¢ J= 00— : 5.p-

{11 0 }—(ne —g)=(1g—1118) A3 ": .

{A7 93— 19 =709 _ e :
l {11 9}—Gg —=1179) ~(e—0) FReals o

{1l —¢ npe

v el—19

{7 oh— v = ps

=TT teorems deductlel

PROPOZETIA 10, — (9 —=) = (¥ — 1)

{9 =W, W, 119 }—119-~p (Propoziiia )

{f 9 — T q}} =Ty .

T :.“ :'..5'.' .ﬁ'-iuu.f F r._ pr‘_.i_i-l_' .

g1
= B f . -




w

=116 - L e
{o=—0, 1V, 179} — 0 A fo=19 19} — 0

{o=v v, pl—vw e, {"P""“PT"'"HP}F" 1] Py

{o=¥, ¥} r—1 W W19 9} — g9
{o—=W,7% 77 ¢} — 7 Y={g=17UKProporitia 8) i L m.p.
{o9—=—w, " ¥ g} —g—=—"W n.p. te=t09}— g—(10-=1(p—~p)) Propostita 7
% 9=V, ¥ 99} —aw . =190} 76 ~1(e=¢) BaPa
{o=1g e} =1 (9 o) a5

{9 =V, ¥}ia9p =7V

{¢ =W, 7¥}—Erp=19)—CW—gh {p—=19}— 179 =1(e—g¢)

{e =V, ¥} —av—ayg m.p. el Ilh[“' 0= =)~ [ly—9)=0]4 3 ‘-1 '
{o=v 2w}y 5., Le—=a10} = (¢—=g)=¢p .
{'III—*W}P—"NJ — {“'_"-'m}'_{‘ﬂ"'m} {(Proposifin 2) i
= (g =) =(v —9) .0 piis v 1
PROPOLITIA 1], +— @ —= 119 o . Fdrd 1
Demonstratie EROPOZITI 13, — (W =1 (s V) .'.
{e,777 9} 7700 (Proposiiia 9) Demonstratles : 1
{¢.7779}— 779 g p—viy 33 4
[0, 0} ng i foli—log—=4)—y tecroma dedusiiel 1
T i |
oL U o} [l -9) <]~ [=n(g=¥lroporsssn10.
{ot—(Gre—=10)=(@=18) &3 {p}r=nw—=alc—w) =.p.
{o}— 9 =19 np =g =—(1W—="{p—=W)) tscroan deduotier f
{o}— o .
§ 3. INTERPAETAR]
{e}—w n.p :
Aenet p:_:rnmf eate contrapuries ssmmntich a otlor presen-
; Frigee=0 | ‘tate Tn paragrafele precedents ale mcestul capitel.
PROPOZITIA 22, — (@ — @)=~y Se numeyte interpreture s sistemslol formal al esleululut
Demonsiraiie: proposifionn] orice funciie

fe ==Ly

{9—="19,770}—"120—=% (Propositia 9)
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ude L, este algebrd Boole {u.‘.l.} .

PROPOZITIA 1. Pentru orise intarpretare f: V—1, a Iu
Ly existd o funciie mmicd

i1 § —~1,
care are propristitile urmdtoare:
n) Tle)a f{u), pentru orice uEy.

- 119 - . | 44
Confors (o), rezultd "-!
glg) =0 %g{'ﬂl—-— '4"2} =0
: s=SglWy) =1 gl glW,) =0 b
SSh(W)) = 1 gt h(W,) =0
"i'l'h:'-l-'l —=W,) =0
e=5hig) =0
De aiol resultd: glg) = 1ot h(g) = 1, dect glg) ~Hpl

OBSERVATIE: Unicitatea s fosi demomatraill prin induoile,
urpErindu-ge modul dé formare & cnunfurilor lui L.

Existents. Definim po T prin inductie:
Flu) = fl{u), pentru orice w €V,
Presupuntind cf T{@) este definit, vom puns

1, daca T(p) = o
?{"I'E'.'- i
ﬂ..ﬂlﬂlff.ql.'l -l-l

(b} ?I—r:pln 1 dnofl gi mumai dack ?{w} LN
fed ?W-r'dr’il = o dach gl numal dach ?{sp} = ] gi ?ﬂ.l-';l I- Oa

Demoneirmtiet Unicitatea. Presupunés ofl axistd dous Tunctil
g:bt ==L, care verificd proprietdfile {a) - (e), Vom srfta o4

gi9) = hig), pentru orice QE K , Distinges trei cazori, relativ
la modul do formare &l ésunfurilor:

P ente anuni elementar, Conform h.!.:l, Avam:
glgp) =f{g) = hig)

-Peete de forss TWel presupunes g(W) « h{W}. Conforn(b), i
Presupunes of TCp), T(W) sfnt definite, Vom pume mtunod

o, dncBT(h) =1 gi T(W) =
Tlo—w) « { ;

1, in celelalte casuri.
In soest fal, fumctis T & foot definits po toatd muljimes
E. Este ovident ca f werifich propristifils {a) - (e}, definifia
s fiilnd sugerntil chiar de ale. Cu sceastan, demonstrajia  este 3
terminath,

QBSEHVATIE: Definiyia lui 7 poate f1 dath gi astfel:
Ftuw) « flu), pentre orice wev '
flg) =1 TgleL,

THo—=w = Tg) - TvrEL,.

Atragen atenfla cf eves aicl sceeagl notajle pentru deul
. lugruri distincte. In timp H‘Iﬂtq—"ﬁllr aint soumfurd sls lul L,

EVER!
Elg) =1 =gl =s

== hi{¥) = o

= higp) = 1

Este evident of de aici resultd: g{g) = o= hig) =0,
Agadar
gly) =nig)

Jp_este forms Y, —= ¥, gl presupunus el plW,)=h{W,) g1
glWo) = hiW. ), .

1).De acul Inainte, semnul == va fi ]
i . prapourtaren lul dacd gt no-
mil duc8” din limba rosficf. Airages atentia a ou fi cnuf'ugdat

ou aimbolul == gare g ings 1
e g prfine Iul L, po cind <= ggle un aseun
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ssmnele <, — din dreapta sesnifich negafla gi inplicatin  din
alyebra Boole L..

Decarece vom vedes of exiotd o mnumits coraspondentd Inire
algsbrele Boole gi sintesmul formal al esleulwlud propost fionsl, nu
introdogen notatii separate,

Pewlru orice enumt ), vom gpune o T P} aste interorats-
rea lui § reletiv la f.
Spunem of snuniul @ este sdavErst In interprotarea f:

V==L, dnci HIH = 1, dnunful @ este falg fn int Brprotares
dicd T1 Q) = 0,

Un snuny @ este unlversal sdevirat sau o tautologic dach
¢l este sdevirat In orice interpretsre. Voa nota acensis prin =g,

OBSEEVATIE. Interpretures unui eninf este valoaren o sau 1
objinuts ntunei oind tuturor epunturilor slemsntars ag Inted  1a
componsnta lul ¢ la atribuln snunite valori din {o,1}. Un enwi
universal adeviratl wu aves waloarsa 1 pentru orice valori lunts de
enunturile elemsntere oe inird in mmnu 23,

Frin proprietste semantics o lui L vom infelege orice pro-
prietate legatd do joterpretiirile lui L,

Observin cf pind acus am definit deus tipurti-ds .ndevfiruri”
relativ la sistemo]l formal &l ﬁn;nululni propopifionall tepramale,
cere mint Jadevlrurile sintmotice” ale lol L gi togtolosiila, enre

sinl .adovArurile semsniice ale 1ui L. In mod naturzl se plEte pro=

blems comparirii eelor douwdl tlpuri de .adevhruri®, Teorese de com-

Platitoudine, care sate resultfatyl fundamental al acestul parsgraf,
ve arétn coincidents lor,

Vom spune cd o interpratars f: 'Ilf—--LE eate un model al wnel
muliisi do enunturi M, doctt Tlg) = 1, pentru orfoe QPE.

Notlm prin Mi=@proprietates cd T ©) =1, pintru orige mo-

del f &l lui I, In casul efnd M= @, prin # b= von In{elage o4
.

FEOROSITIA 2. Dack. b— g, stunci avew &= g,

Demgmatratio. Presupmes ol  este o teoresf s lul :'T'.- ¥a
tretul =4 arfités off pentru orice interpretars h: ¥ — I'E' EYER
Bly) = 1. Vow oonsiders incii casul sxismelor.

L1t g este de forma W == (x =)
Atunci avem
A =W —=—(x—W)
= Bow) — [Bee) — Bl
= SE(W)y Bl v ) = 1.
12: peste ds forma [ ~(f—#)] = [la=f) =(2—32)]
tum K0 ofBl0 (i) ~ S]] —{[Htw — Fop]~[Fe—Fee 1]}
ente suficlent =f ardtds off peniru orice I, 7, :EI.E, ATER
E:—-—t:—-—n]]-—-—[l:-—-r]—— {:—-l..'!] =1

[z =ty =ai]—[lz—=—p)— (z=2]] ="1{7zvayvelv
wile=giviz =si] = 1 {rzvagvalvi(aevslvazve
~ Dar
dlrzvrivizve = ZATTIVIIVE =

= (zyzve)alryvizye)

=3 FVIEVE,

de unde resultd
[x = tr=5)] = [(z=3) = (2= ei]= 01 mvagvely Onay velel

A 3z este forma O=f) — (B —a)
La fel ca mal oun, ente suficisnt si ardtis cf

z—=yl—=ly—=xl=1,
ntru orice x, y € Ly, Aoeasti egalitate wo objlos u.ti‘_ﬂ_li i

—-‘-:HI:I
Ty

g
.

Intr-adevir, avem: th

-'.'— 4

ik ol . B
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h:-—-—"r:;'l--i;—--:!' « {1z —=—"17Iv(y —=1)
=flzvaFlyvIyve

= (T aAFVT yVE

= (Tzvigvelalyvigve)
- 1Al =1,

Fresupunem scum cf ¢ o fost obfinutl prin sodus ponms din
=W =gt et BIW) = 1, BiW—g) =1, Vo trobut si arétss
e Blg) =1,

Din relatiile
BIW)— Ripd = Biwivitgs =1
fiw) -1

resulth 1 1vE(p) = 1, deet Big) = 1.

CBSERVATIR: Teorees do mai sus e-a desoneirat prinm  induc-
1ie In raport co lungicesn demomatrafiilor formale ale  fenremelor
1uz L.

Corcler, Nu existd nicl un enuni ¢ al lul L, agifel Inoft
=g i =",

Dymonutraiie: Presupunea off exiatl @8, astfel inolt —
§i—="p. Aanel, aves

Ble) =1 gl 'F{'lw =1,
peaird orice loterpreiore hi ll'—-'-l;?_.

Contradiciin ente evidenttis din Bl1g) = 1, results
1'fhpi = 1, dect Bly) = 0.

OBSERVATIE: dcest corolar oxprisd faptul of sigtesul for-
sal &) calcululul propozitionn] ssie necontradictoriu,
FROPOTITIA %. Fie MCE gl gpSE, Docd M—gyntonci M E=g¢.

Desonstrafin scestel propozifil ests cu totul annloagh et
Bteed & propelilel precedents,

= 128 -

Pie T o mul {ime ‘de enunjuri. Vo spuns of ™ este conpislen-
£ dack exists @EE, astfel fncit TH-glpou se deduce din  ipo-
tesele ). Mesto inconsistentd daoh nu sste consistentd,

PHOPORITIA 4. Pentru orice MCE, ursStosrels afirmajii sint
echivalantes

(1 } M asts inconsistents .

(i1 ) P =alg—=9), pentru oriee QER,

{111} Eristd pEE, anifel fnglt M=1{gp-—=—g}.
Demonatratie. Implieatiile ({) =={#1)=s((11) sint evidents:

1iid) == (1), Presupunes cil exisil QEB, astfel fncit
T=a3lg— @), Fle ¥ m enun{ oarecars. Confors A 1, aves

P=lg—~o—~[v—(p -]

- Dar M~{9 —g), deci aplicind modus ponens results :
=¥ —{g—= q)

Conform Propoziiiel lo, & 2,

r 1—[-1u.|--{¢ —--q;i}]—-— [‘I {g— )= Itl-']
de unde resulif; prin modus ponens :

F=1(p=9) — 1
Aplieind ipoteza M—-{yY—9} 31 modus ponens, results
Conform Propositied 11, § 2, aves Phb—17W U, deal M4
Am ardtat of MY, pentru oricea WEE,
PROPOZITIA 5. MU {q}este inconsistents o=t P—p

Pufres Ve 4N e P
D¢monsiratis: == ¢ Duch I"L.I{H:Tntl inconaistentd, atuncl

TU{gh—19, dect prin teoremn deductiel aves M— g =g, Aplicind
Prepoeitia 12, § 2 gl sodus pomens, resultd M — g,

=1 tm"U{g} 19 st rufg} — 9, nplictad




— e i e e P, e > 5 1 —

= i i " 1Y
J .

- LN

=y
#= dou ori modus pomens relajiel din Propositis 7, § 2t
g = (W =W}
resulté T‘u{q:}l—‘-l’ » pentru orice Yek.
PHOPOZITIA 6: @

Demonstruiies Presupunind ci ¥ este inconsistentd, ar re-
gulta § —ly — ¢), deci —1{@—p), pentiru orice pEE, Dar
eate gtiut ek (¢ — ¢}, conforn Propoaitiel 2, § 2. Conform co-
rolarclul Propozitiel 2, contradiotjia este avidentl.

0 muljize consistent® MC3 esto maximl oonsistenil dnck
pediru orice ECE conpietentl avem

eate conzistenil.

PCL=>1 =g,

PROPOZITIA 7. Pentru orice mulilme consistentd I"CE,oxists
o suliias marisal consiatentf ACE astfel incid MCA.

Demonmtraiie: Fie
£ -{EEH L congintentd, TC L }*
Von mrita cd L] C) esta inductiv ordonalll.

pio{ £}, oy 0 subzultine a lui<>¥ total crdonsttipentru
erice 4, JEI, avex Eiv:E_1 B E,c L,. Vom srite of Eﬂ -

- '1..\_5;; £, ueste wn sajorant sl familied totsl ordopate ILEL}LE;I'M"
nervia fpill of = oo S

Preagpunes prin aheurd off Zn ar fi inconeistants, deci
exiath PEER, antfel fnett L. i—0g——g) Aplicind Propowifia
1, (ii), B 1, sxisid o sutmal{loe finits {wl,....wl}- It L,
anifal Tneft

{W]..‘p"wl} I_".1l$*m‘}i

Vom presupune cf "”1 ELll,".. I--I-!'. Ef‘ll cu H....J_.IEL

E“{E"l’}lEI uate lotal urdonatd, extats ths{lli,_.,g‘}. Sl
fal Inclt

# 1

s _J]‘.. Jdliﬂ" o

a
Sl e L T

g’. E E ¥ wm ﬂ'ﬂ“ 1 = 1.1 v Ba
y %

Atumel {:ul....,w!}_c}:w dect conform Proposiiiet 1,(1),
1, resnltd
Eik 1l p—¢ ).

Deel, conform Proposijlet d, E;_E este lnoonsistentd, cees
oo contrasice ipotesa ol Elke._ﬁa Hesultd cf L este consisten-
W, dect LoEsd,

Ests evident of
Elt: Eﬂ. pentru orices 1€I,

' _rlarul_ Eﬂ ests un mnjorani al lul {E’l}:lEI' coen o arutl of
) {57 C}) este inductiv ordonatd.

’ Aplieind axfosa 1ui Zorn regulil existen{s wui  elomest
. parimsl &1 lut (¢ C), deol s unei mulfini meximsl consistente A
. mstfel Imoit MCA.

PROPOZITIA 8. (tmoremn de completitudine). Pentru orice e-
. mun§ QEE, aven +
! —pe=> =9, :
Demonstraties Implicatia => este Proposifis 2.
Presuptner noum o — §. Dack H- @, atunci avem b-11714.
Totr-adover, dach —T1, stumei din —g——¢ prin apliceres
‘1ui modus ponems ar results — @ .
: Rolagis H--p este tob una cu @ g, Aplicind  Pro-
. pomifia 5, resulth of Ulrgpl={ne} este o muljime con-
R Aumei, confore Proposittel 7, avem o sul{ime saximal con-
Csistents A , sstfel Inaft {19} A, dect 79EA.

'hunhmnlnh:_:mﬁu hi ¥ — Ly, prin.
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1, dack v EA
o, dacl YEA
peatru orice ¥EV. Voo arfita ci pentri orice WEE, aven:

biv) =

(1) BW) w1l e=spea,

Footru aceasts, este necesar sd ptabilim wrefitosrsls pro-
prietifi ale lui A
{2) A W=> WeA, peuatru orice YEE,
(3) Pestruorice WEE, avem WEA sau WeA .
{4)  Pentry orice Y, %E€E, aven:

(W) EA == "WEA sau g4

Pentru a demonstrs (2], propunes prio absurd o A — W g1
WEA , dect

Agaufw}.
drind In wedere ok A sgle o mil {ime marime] consiatentd,

" rexultd ol ﬂufu-'}ur.u ingonaistentd. Conform Propozitlet 5 obti-
e A — 5y,

Mo Froposifis 7, § 2, resultd o2 pentru orice YEE, aven

Tinind seama de A=W, A —w §l aplioind G Aol ori so-
dus ponens results A - %o pentru orice ¥ EER, decl A ar fi in-

coneiptenil. Contradiciis este svidentd, deci WEA . Qu acensta,
(2) & fost dumcnsiratd.

Fia aoum WEER, astfel fnctt W& , deot ﬂ.U{W}ntl in-
conpialentd, din cause faptulul of A sete maximul conaisientd,
Conforn Froposifiei 5, uveam AF=U, deel din (2) results 9 EA 7
As etebilit gi proprietotsa {31.

S prodis iwplicaiis =3 din (4], Fis (W —12) gt pro-
SUpunen prin absuré ch IV EA ol x®A. Conform {3}, de wiel ob=

b

e . e

- 127 =
floem ol WEA gl 1A= A, Proposidis 13, § 2 6o opme coff
B e ['l-'x_ —{y— 1}]

Din WA gi v €A deducem AW gt A=, de unds de-

ducem splicind de doufl orl modus pomens relatiel precedente oft
A = (Y= ). Din nceasth relatls gi din (Y— ) A (desl

A=W —x], 1z fel ca !n demonstrafls propristdgii (2) ee de-
duce ci A este inconsistent, cesa oo este o contradictis.Hesulta
TWEA san ¥EA .

Pentru implicajis <= , presupunem "1WEA dsci A—W.
Conform Froposifiel 8, § 2 avem

A =W — (W—x)

deci aplicind modus ponens rexultd AF—({YW—%), ceen ce ne 48
(W ——x)ed (veri (2)).

Dacl ¥ €A , atumel Al—y . Aplicind modus ponens pentru
Ab— 5 — (W—1q) Al
‘resultl A (Y=}, deci (Y—x)El , conform (2).

Cu acensts si J-}I..'I 8 foat dembnsiratd. Vom stabill soum re=
g_;ﬁth (1) prin inductie: :

 (a) Duck U sate o varisbils propositionsls vEV,

L

shmal

‘ : . Bly) = hiy) = 1= veA,

© prin definiila lut b

(b) Dack W= W' gi pentru §' presupumen (1) adeviratd,
~ atunol avemi
b BW) = 1a= Raw) =1
&= By =0 (definifia lui W)
=> Y'gA {ipotesa inducfiel)

e el (3)
PREESTEY
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{e) Dach W=y =ygi pentru W,y prosupmen (1) sdevirats,
afumal avest

W =1 e W —gia=l

B womauhiy) =1 (definitia 1ot B)

=

—s BY) 41 sanBly) =g

= W'€A msn XEA {ipotasa indootiai
= Wea ssugEA (5

= (W-—=ylsa (4)

> WYEA

Decl interpreterea h verific® (1).

la inceputul demcmsirafisl mm stabilit ¢ TQEA , d:uni
confors (1) resolth, B (719 ) = 1,edich R ()= ou

Dar = @ ineemnesss c& b { § ), decl =m obiinut o
diefie, cees ce face gl avem — G-

contra-

Io-eoest fel, teorsms de completiiuding s fost demonstratsd
goeplet,

OBSEHVATII: (1) Io demonstraiia de mai sus s-a folosit &~
proape ispliclt urmdtcares proprietatel pentru orics muliine con-
sistesi® I gi peatru orice @K, oo pulen aves ginultan
M—o@ r—2d,

Intr-adevir, presupmind Mk—g 31 O =74, atmel
arios W= E, din

pentry

Mg —={(g—=—w) (Propesiiia 7, § 2
st poates deduce aplicind de doufi orl modus ponens el P4,
ceen on contranios fepiul cf ™ ssie consistant.
heanatl obeervatie mail ponte fi deduss gi din Proposigia 3.

(44} Semnificails ecestel teoress ents ouw totul decoohitf;
#d identified teoremele formale mle sistemilul formal sl ealeoulu-
lai propozijtonal ew cnunturile universsl sdevirate. Do ssemenea,
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ga oo di wn procedeu comod de verificare a faptulul cA wmn  emumf
este o teoremd formalh.

(111) Teorema de completitiuding a fost stabllitd (pentru
pagul mai peneral al ealeululul predicatelor) de K.G3del, In 1930.
Mterior | s=an dat mumercess alte demonstrafil gi a fost extinsd
gl 1a nlte sisteme formale. Printre nltz demonsiratii, menf{londnm
una algebrich, ou njutorul algsbrelor Bools.

PROPOZITIA 9. Orice muliime consistenti MC B are m model.

Deémonatrajie. Vom schita numai aceastll demonstraile, fiind
foarte nsemBnftoare ou ces & propozitiei precedents.

Conform Propozitied T, existd o mul {ime paxime]l oconaisten-
ti A petfel Ineit MCA. La fel on In demonstratina proposiflei
precedents, se arati of

(L)A-9=> pEA , pentru orice PER
(2) Dacad e B, atunol gEA s8u TQEL

(3) (p—=Y)lch &=+ 19EA smu VEA.
Se definsgte interpratsres h: ¥ —= L, prin

1, dacli TEA
s pentro orice vy EV
o, dacd v&4

hiv) =

gi oe arsth, ou sajutorul proprietfitilor (1) - (3) cA peniru orice
gEE avenm:

(4 Blp) = 1= pea

Cun MCA, este evident conform (4) ca

: B(9) = 1, pentru orice yEr,

" deci h este un model al lul .

Corplar. Pentru orice @EE gi pentru orice 'CE, aven
g eD =
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Demonstrafie: =>1 Propozifia 3,
<=1t Presupmind M7~ g, la fel ca In de-
monsiratia Fropomitisl B, avem r'!-;‘-r-'t"lw. deal r‘U{"| l.p‘} eake
comsistent. Va exista deci un sodel f3 ¥ ——1, a1 1wt ru{-¢).
f este m nodel al lut T, darou el 1ud @, decl [ == g

OBSERVATTE. Deductiis din ipotese _M— ¢"pe mal mmegte

gducile sintactics, lar .MMi=g" deduciie semanticl, Corolaral
de mel sus ldentifich cele doull feluri de .deduciie™, motlv pon-
iru care se nubegte .ieoremm de oompletitudine extins®”™.

§ 4. DORECTORIIV, A, ——.

Axiomele sistemului formal L siu fest Formulate folosiod nu-
sal cogectordl 7 , —= , Cellaltl comectorti v, A , =—= au fost
iotrodogi prin:

VW e q——
PAW e 9 (g——-1w)
9= A (=) A (U =)

PHOPOZITIA 1: Pentru orice intsrpretare h: 'i’—-"-l.E 8 lui
L aven:

Blyv ) =Rg)viiw)
Boa W =Rigiakiw
Bie—u1 = Brg)—THlw)

Desonstratie. Operatiile din dreapis au loe In algebra Bo-
ole Ly, Vom sven decl:

Blo vw) = htag —w)
=1 hio) — Hiw)
s R v hiw)
= hgiviow)

-.]!E-
Bloa ) =801 tp—u)
= 2 (Bly) —Rlw))
- RGP v BlW)
= Blg) A Ry
Rp=-4h) = W(lo =W} A (W—g))
= (Ble)— Bowna®Bw) — Rten
= hig)=—RIW).

EEML. Peptru orice enmfy ¢ definis dualul lul @ ,
motat ¢, prim:
(1 ) e ¥, pantru orice v&EY.
e el dscs pey,

d i d
(114) {"-i-'—-':ﬂ. = A x", declh =Y — 4,
Urnfitoares proposifie ne va ardia & A gl siot oofiunmi

15

dunle:

FPHOPORITIA 2.

ta) =l a W)t — plyyd
(b} =gy W)t e g p
(e) — p— g

(3) duck #,p sfut interpretivt o dect T0v) = Bl v} pans
tru orice v €V, atunct ?'{qﬂ = 'E'hcpd}. pantro orice smmi ¢ .

(e} M —ges{1v®|Wwer}i—ag®
() — g o= —pt

(@ 9 —= W o= —uwl— ¢?

(k) = b f— gy,
Demonstratie: (a)

LA wytd . h{ﬁ—-ﬁw}',id -‘I['I.P-—-ﬂlll'}d
- -q{n;pﬂn{'-r#-}- A(pd xqwd)




| —— =

- 132 -

Vou artita o —[1 (108 A w8 )= ot v )] forosima
teorema de completitodine:pentiru orice interpretare h: 'I’—"'-LE,
avem:

B E‘I‘f"l :p'ih Ay g u:ﬂv'w'l}] =
=[5l A ﬁ‘ﬁ{ﬂli}]—*— [i?'t mﬁ}v'ﬁ'{wd}] -
- [Fadv W) = [EcghivBowd)] - 1,
deoarsce fntr-o algebri Boole (z=—e1) = 1,
(b} Analog cu (a}.
{e) Prin induciies
= Featru g = vEV, aven q:“ = ¥ =i, decil—g——10p.,
= Pentru Q=W , pruuupmrni—'-l-'-—-lﬂdd i aritin peantro 1Y

Prin definitie mven 'E"|-'-I='.'!11r1 - qydd gi
W=y o (el

aaie o tantologie, dupd cun Be porte arits ou teorema de comple-
titudine,

Aplicind modus ponena , resulid
= == ()8 ),
= Peatru @ o it 21 pmuupunn-f—'ll-'---wdﬂ ql!—-;—-—rxﬂ
gl arités off
= [ ) (W )8 ]
Avem egnliti{ile:
(W—e 392 o Hmin'\f,‘lld
(9 (1wl ——exd))d
Al ——q i b
1 (Wi (el
U GR UL [
= (P g8

- 1585 =
Cu ajutorul teoremel de conpleiitudine se aratd stonci off
'—(f“”"f‘d} +({1—- ) = [(w— 1}-—-{4’-*17*‘])
hplicind do doull ori modus ponens resultl !
— =)= (v —x)4 ]
(d) Prin induotis:
= Pentru ¢ = vEV, eate evident, conform lputeini.
- Prosupuntnd ge gl TEW) = B W), atunct resultss
Tig) = Fow) « 1 Ftw) = 28w -
- E’t‘l‘lwﬂl - EI'.‘IHEHI#.'I = gln I;,pal.

- Presupmnind @ = W—1 gt (W) = B0, Tix) -

- O 1‘1}, stunci avems

Tip) » Fiw—x)
- FlWE —=Fl)
w Fawd) — FaxH
= 1w = 7iah
= g A B
R ST
= 2w —0Y - ¥ t1 Y,

(n) S¢ demonstreasd folosimi (d) gi teorema de complefite-
dine sxtinsd.

{(f) Results din (e}, lufnd M= §. :

(g) Tinind seama da (@ ~)? . Wﬁdh 'lillﬂ'. rozul {4
g —alp == Wi-—g?).

" Apliefind (f), rezultl
' = =t P pd |
(k) Resultd din (gh.
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ITY S g e L
i s A5 L

¥ g n'"‘:-!="'-l-
poo= 154 -

Definiffs 2t Dack §y,..., ¢ € E, vom serie

I.. , .n i
= '\‘-1':'1 - {Ill{t"lv W'E}""" q}j}v I m :
P 2

o
AT = ey A @l pgd A o APy
1=1 '

PROPOZITIA 3: Pentru orice interprotars h: ¥ —= L, aven:
h }"-‘-ﬁ)' 1= exigtd 1€ {1,..,,n}, astfel Ineft
= h r'¢1: - 11-
P e "
.1 ,ﬁ;pl)- 1= h{ u;rl:l =1, pentru orice 1 = 1,,,,,n,
i=

Dencnstmiia scestel propozijil sste un aimplu exeroiiin,

PROPOZITIA A: Fie MALCE QLA E, Dack PUA = W, atunct
existd n N 5i Precess P 80, astiel Inctt

P I_'tulfli ‘lIﬂw.'-*' w}'

Desonsirsile. Conform Propeziiied 1, (41), § 2, results o
pulbn presupuns S fintis.

Este deet suficient =4 demonstrim prin tnduc§ie mauprn  lui
m el peniru oriee a€N0 3l pentru orice Pyraney Q-E!, dacd
FU{®y0ees 9, }i= ¥ atunet |

M= (q:lm.. A — ).

Pentrom = 1, docd F‘U{r.pl}l—iﬂ. din teoresa deduciiod re=
eul il M=y — W). Presupines afirsaiis adeviratd pentru m i

. peniry foate enunfurile. Dok PLSO. ..., @ =W, atunci spli-
eipd teorems deductie] Avenm { } Hl.} ;

FU{I_PI,... .,m.} I"""tw.‘_l — ‘up 1 -
Conform ipotesed inductied, svem

gt
Lig

-

' et rag = R Yap T e — T

| b S W
e L R e e Ty ot B

- 5 —— - L e F ]
T o P R Tk Py
. & ) ! . ST e

|- -

".l'q..ﬂ‘.'.-a.-

n
r - I:,ﬂ_qt —— (wml-—w*ﬂﬂ .
{sl ",

Yolosind Propoziiia 3 gi teorema de complotiludine se poate
dumonatra ¢l

B . o+l
Pasiasvz (b

Aplicind medus pontns, se obfine

B+l
PRl =N
1=l -

. deol propristatea este verificatd gi pentru mel.
E@EEITLI 5t Foniru orice mul{ime ™ de enmiurl, umitoares-
e afirmaiil siot echivalente:
e (L) I este inconsiatentd.
(14) Existh n€N g1 Py,eess P EM, astfel inctt

m
=\ g .
1=1 &5
Dsonsteatie: (1)ed (13) ¢ Presupmind ol Mests inoon-
mistentd, avem
: F—%aA3W, peatru orics YER.
b Cum ¢ ¢ute consistents, avem I £ §f, Conforn proposiftei
~precadente, existl nEN gl @yoeeny PLET astfel Inoit
- l L
= A\ =AY,
1=l

fu ajutorel teoréel de complotituline, s6 poate arfits of

[ & -
iy e RS T Y e, T




o -
., l':- " - Fu v T n-.-_ i = 4= J:-‘. J'.:_,.\_ .
e

iy o 2 "-'i.l.-ﬁ-
n a
l-—l;;:; B —=WaAd w]—-—ﬁ T .

Aplicind modus ponems, rezultd I—"-:-"-npi.
1=l

——
it

- {i4) == (4). Fresupmind prin sbeurd off " ests conaistanta,

resulth of [ are wn nodel f: V—=L,. Conform (11), existd

B - |
i=] i=1 '

? v )- i
(E'"’* deci.
1 lll.'! = 0, pantru orice i = 1,.u.,0.

Aceasta contrazice faptul o& Preevealp €M i i f egte wn
sode]l &l Iut T,

§ 5.

Pantru orice MCE, consistents, vom considera relafia bina-
™ ru. pe mulfimes B & enunfurilor, definitd In felul waldtor:

O oW <= M i—(g=—w).

Lema 1. o este o relajle de echivalenid pe K,

Demonstratia. Trebule s stabilim proprietffile urmfitocare:

() ri—(p—g)

(151) M= (g == W)," — W= x)=r—(p—=x)

Pmpriluhl (1} regultd In baza Propositiel 2, § 2, Voa
demonstra, epre exemplu pe (111}, pe basa teoremei de completitu-
dine extinsd,

Fia f5 ¥ "-'-!.z o interprotare astfel Incit ?Eri =1, pm-
tru oricayer, l.‘émgl’all teoremed de completitudine extinsdl  aves

=

r.li‘ B % " LRy T — ' _. § . ﬂf‘ % @ ..i-- !

- " !

(g ) g (W) deot
 Hlg—w) =1, FlWw——) = 1.
Aplicind Proposifis 1, § 4, resulis
Hp)=—=TW) =1, FWI—Tx) = 1,
de unde aven TL@) = T0W) s FOW) « Flx), dect T(g) = flx).

- - - ' [
i r-i- |.'I I':'r_'_‘1 --'_I~ I .1_ & - - i . 3

hgndar Flo )==TF(%) = 1, 44 unde se obfine ?Hp-—:h:&’t

i ardtat o M—{g——x), deol N—{g=—=x).

Analog {dar mai simplu) se poate demonstra gi (i1).
: Exercitius 58 me demonstreze sintactic proprietijile (11)
gt (). :

Lona 23 Peatru orlce 9, ¢, ¥,V EE, avemt
i (@) @ru, W= T9 s WS
(B o W, W= v e Wy oap mr_'-lm\rfl
N te) mn-npmrumﬂu;wviwmr,w'ﬂul.
| ' _ Deponstratiet Folosind teorems de completitudina, totul se
- raduce la a ariita ofis 2

M ={g=—=¥)=r =0 g—1¥)
=g v == Wy ')
M= (pag——WaWw'")

o (g , () =

S |=H¢n'| e (R 'H'}]

= [(evrg)—(Wvn w)]
:’ -
. Yom demgnstra, de exemplu, ps ultima din mcemste relafii.
¥ "_i’_l V—-L, 0 interprotore oarscare. Atuncl aven

| H[Cov @) ——(wy9)])
18  =(Fle) vt (e) —(F @) v T (W)
adosd W,

d

§
a4
2 E—— o
e ——— . ——

s

A e

o g




dect =[Cg v o)== (Wvw)] . Cu atit mat mult vom avear
r o= [{ova¢) —(wva9)].

' Demonatrarea celorlalie proprietdti (fn aceeagl manierd)
* este m exsroltlo otil.

Exerciiiy: 58 se dom o demonsiraiie sintacticd n moestol

Conpiderfie scwm muliiosa olt B w 3""""1"' Conform celor do=
b leme procedente, fn B, putem dafinl urmfitoarele operatiis
v« gv
Salda ﬁ

-w:.-lq:
e
0 = AT

Inm*

ITIA 1t B, este o algebrd Boole,
Lasim demonstrajie sovstet propesitil p2 asana eititornlul.

B. e numegls algebrn Lirdenteun-Tnrekl assciatd lut L gl
lut M.
Definitla 1. Fie B o slgebrd Bocle oarecars gi I.f; #. Spu-

- Bem ok B gste alpebrn Honls 1iberd pensraid de X deck pentru orice

algebrd Boole B* gl pentru orice funstle i X —= B sxigté w ue

nie worfioe de elpgebre lools g B——8" ssifel Inoft glx) = £(x)
pentre orice 11, ! .

marfa.

FROPOZITIA 2. By oste ulpebra Boole Tiberd pemerats de V.

Demonatralios Fle f: ¥ —=—B' o funelie wrbiiracd (B' 1ind
@ algebrd Boole). Tn mcelagi mod cu 1n Froposiffa 1, §'3 e orats
T O exiath o mioh functie T: B ——8' ustfel Tnstis

g

Erereiftu: Orice dous algebre Boole generate de X sfnf fao-

P
ta) Tiv) = £(y), pemtru orice vEV.
) Trve) « %)

(e} Tlo—w) = Flo)—Fon

@ Favy)=Fe) v Fou

(&) TlopaW) =%g) A TW)

) Flo=-4) « Fop)1—Truw),

pentru orice g,V € B, Ubsorvin ¢f operatifle din drespta au  loc
In nlgobrs Boole B'. Exmct oa In demonairatia Propoeifiel 2, & 3,
e poate ardta o8 F(@) = 1 pentru orice teoreal formalf 9.
I Mul{imea ¥V o varisbilelor lui L-poate fi considernil sub-
~ pultins a Ini By prin fuoila injeotivd v b= ¥, V& trebul =4
- probia cl

v =» &%, pentru price v, v'EV.

Intr-adevhy, a5 prosupunes prin absurd i v £ v', dar
N r-iu-ﬂ v', ndicE +—(v—=—=v").
z Dach v £ v' atuncl putem giel o interpretare hi V=1,
. astfel Snoft hiy) = o gl hiv*) = 1, deci hiv) # hiv'), Insk aves

" P (7 ——— 1']1 deai

Tr==1v') =1,

' de unds resultd
. () =—ehlv') =Riv)=—=Th(r") = Bly=—1v") = 1.

: S obiine de aiel hiv) = hir'). Contradicils este wviden-
4, deci Implicafln de mai aus eata coreotdl.

?l ll':‘v_" B L

definita antfel:

Cu afuborul funoilel T3 B——B' de mal sus objines o fusc-




o T i & 1 e =

Fi e e e B 2o S

. | E .ri-.l e
. -
fig) = (), pentru orice PE,

Faptul of defini{ia lui ¥ nu depinde de representaniit

PV = Tlg) = T19)
rim_nii-'l. aatfel:
Dack Py ¥, atmol b—(p=—\), deot

Trg—w) =1,
Jin proprieilstea (f) deo msl sus 22 obiine
) —TFeu) = Flp=—w) =1
et Frg) = TW,

hplicind propristiiile (a) - (f) de mal sus resulis
dint of fi Bo—=3' sslp wn norfion de elgebre Boole:

Pentra orice vEV, avem ,
%) = Tiv) =20,
Cu aceasts propozitie m foat compled demomstratd.

VATIE: In demonstraiis d¢ mal sue ¥ 51 v e-su iden-
lu’lv:nh.

PEOPOZITIA 3. Fie F un filtru al algsbrei Li.nhn‘hnm-hrﬂi:i
B . Dmcd :
a=-lJ @
Ser
atonel M- A gl Erﬁ ente igosorfd cu B,

Demonntratie, Feamintin cf $eeste clasa da echivalendd =
1ol @EE In report ou relofia de echivalenis s Tantrn of aves
trel sul{imi 21t vom nota:
[#]p : clasa ds schivalents n lui & %4 raport ou i §

[ﬁ]n ¢ clasa de echivaleni a lul ¢ fn raport eu rv, 3
. : ; L .

ing=

g ..E.r...‘ :..

Wi d: ke e i

2k

[x]p + clasa de echivalenid a lul x € Boin raport cu

- iﬂ--u ¥ 3
Sate evident et §=[0] s o e r[]

S5 arfitin fnoft off TCA: i
b QEF -#_I"_I:w' " ) ]
=M= h

== (g—(9v1¢))
= (p—(ov0)) .
=9 rv. oV 0) i :
-ﬂr'{lﬂp =[ovae] =1
=t {:p]r EF => PEA.

Pentru orice @ ,W € B, vom arits o& : ¥l
’ [[ﬂn‘.[;" [{wlr'], = [e],- U],
 Avea itplmtiﬂu i .
[te1., ] [01.], = (te),— 1) er
= [e—=v] €7
= (u."H!_}Eﬂ
= [e], =[¥],
Apalop se demonstrenst gi cealnlid implicatie.
Conforn celor demonstrate, putem sd conaiderim funciin in-

.t
‘:l al"‘ —--lll-lﬂl

([['ﬂ Eﬂ , pentru orice [[q]‘_} Elr'.’.
)¢ Late nﬂﬂamt faptul cf f ests surjectivd. De wsemensa, re-
1t modint gt fapiul ed f este morfiss de algebre Boole. Decl

ﬂ-q.hli l.!ﬁ i < M
SeIL T T "i’r . o rl..'.‘ﬂlll..l:_.ll- l.-.-‘u - ..'ll.ﬂ.l"‘.:ﬂl 1
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PROPOZITIA 4¢ Pentru orice algebrdl Boola A existfi m sistem
~ formal &l caleululul proposifienal gl o mulfime I da enunfuri ale
lui L astfel fncft A este izomor?® cu B .

Demonstratie. Considerfm limbajul formal L fn eare mulfimea
¥ a weriabilelor este A,

Pie f: V—= ) functia identich. Conform Propositiei 2,exin-
t& un morfism de algebre Boole

1™ l’ —
astfel tneft
f* () = f{a) = &, pentru orice a€d.
Deci f* este wn morfiss surjectiv, Dack

:‘-nr-{:anﬂr‘m-i}

Il'" 'tthi !;J- § 3]-

Dack = \_/ [g] sstusei confora proposifiel precedente
[¢] 7 %

B'.f.. gt B/. sint tsomorfe. Decl A este Lsomorfd cu H"r, .
OBSERVATIE, Aceasth teoresf are o seanificajle deosebitd,n-

rétind of toate algebrels Hools pot 1 obfinute oa algebre Linden-
‘tmum-Tarski.

stunci A ests izomorfl cu l’ﬂ‘ {vesi Capitolul II, corolerul Propo-

{1)
(2
(5
{4
(5)
(6
(7
(8)
(5)
(1a)
{11)
(12}
(13}
(14)
(15)
{16)
(17}
{18)
19
(20)
{21)
(22)

“temolul formal L:

pYp——7p

q-— pve

pVQ ——qVP

py lqv £} — qyipvrl

(g —r) == ({pva) —= (pvr)]

p—=PVP

PVTIR

pvIIp

p—= (1p —=1)
pvipvy —=p)
apvilp——1a) —a)
p—={lp—a)—=aq)
pvigvr) — pvirvae)
py {gvr) — (pvalvr
(pvqive — pvigvrl
fg=r) —= (pwg —= 1Vl
{q—=r) == {gvp —=pVr
lg—r) —=(qwp —rVp)
pvip=al) ~—al
(p— lp=q)}—lp—=a)
alpva) —=p

lpve) —=719

1. S8 se arate of urmitearele enunfuri sint teoreme ale sis-

'| L b | ". .l,., e J:
B i F e bk S i.h-‘ﬂ.ﬁl




i

3 iﬂ-;

q—(p —pag)
PAGQ=——QAP

(23) " (pval — (Apvq)
(2) 7 lp=g)—(1p—gq)

(25) 7 (p=g)—=ip ="1g) {43y  {panp) 3
(26) 5 (p—=gq) —=(7p-=-g) {50) pAg—p .
(27} 1 (p—=q) —= {g~=p) (51} pAg—3q 1

(52) (pAgq—r) —— (p—I(g—1))
(53) (p—= (g—=r) — (pAqg —=T)
(54) ({p=glAlg—=1) —=(p=r)
(55) Hq--rlhlp_--q]}—-—{p--ﬂ
(56) (pAlp— a))—q '
(5T)  {pAg —=—1) — (pAIr —=1g)
(58) pAg—(p—~3)
(58) (p=—r) — (pAgq —1)
(6o} (g—=—7)— (pAg —r1)
(61) (lp—=—a)Alp —=r1}) — (p—=anr)
(62) (p-=q) — (pAT —qAT)
(63} (p—r)Alyg —0) — (pAg — rAsl
(64} ((p—r)Alg—a) — (pvq—rvs)
165)  (p=—=ql—— (1 p—1gq)
(66} (p=—=71q) lg—=="1p)
(67  (pAg—=ri=— ({pAaTr) —"1q)
(6a) (pAag=—="r)=— (AT —1p)
(69} p==3p
(To} p ql {g=—=pl
(71} [{p=—=g) Alg=—r)) —= (p==r1)
(12)  p=—=(pap)

¥ Ty e | " "FE T . & TTE

(2) pyvgq—=—(p—yg)

(29) (Mp=q) —pvg

(30) “p-={(pvq—g)

Gl g (pvg—=—p)

(32) (p—q) — ({p —1q) —=gq)
(33 (p==q) —= ({np-=g)l=0q)
(34) pve— {{p—q)—=q))

(35 pvg— {1 pugl—q)

(36)  lp—=—q)={{p =g} —1p)

o/ (51} pvg— (g —=(p —=q})

: (38) (p-=ql —= (qg—= pyq)

{38) (p~q) —= (pvavr —=qvr)
(40) pvq — (lpyvq-—=1)=pyr)

() lg=Ilr-—=s)) — (pvg —= {pyr—pyvel

(42) PVRVT —=(pvirves — pyaval

——————ema——— e o
¥
-

_—
¥

W) tp = lg—~r)) =~[lp~tr—sa) = (p=(q =]

(44}  (pvq—=—pyr) — (pvg —r)

(48) (p=—=gq) — lp —g}) — {p=(g —=m))

(46) p—= (g— pAg)




(73)
(14)
(75)
(16)

e)
(79)
{8a)
(e1)
(62)
{83)
(84)
(85)

a7}

(89)
(o)
(91)
(92
(95)
(54)
(95)
(96

»
i #
L e

(o

p—1lpvp

(pAg) —= (g p)
(pva) = (v p)
(PADAT ——pAlaAs)
(pvgdvr ——pyviqvr)

(p==1g) — (pAT—=gAT)
lp=—1q) — fpvr —gqvr)

(p==1IAlg=— 8) — (pAg=—=rvnn)
lp==rinlg— 8) —lpvg=——rva)

(palgv el ==(lpag)v lpar))
(pvigar) J"--_Hw ginlpvr))

p=={lpAglvipa1q)
p—={{pvqialpviq))
p=—pvipAg)
p—=pAlpvy)

{p— ql;-v-h-rvql'
p— pl==(pAaq)

(p —= 2q==1pyg)
AV p—=gl== (T p AT
{p —=g}==(py 4}
{p—=— q]-;--*.{]!-!'--pﬂil
lp—= g)==(p=—= prg)
(- q) iy e 30
g~ (p—=1pAg)

(p =pl=—=rip

'

(99}
(100}

5. B4 se demcmsbrese urmStosrele reguli de deducile.

{n

(2)

(3
s

(5)

{6)

(n

()
{9)

(1o}

1

(12

1...'1":_. ;Maﬂ.‘:uhrilﬁ o :l‘ L I G | '_.: N -

' e
o Sy S |
e 3 - g
& [ I'.'IP I" Tty |

”?__..1}--- {p—=r))==Ig—=7)
(p—+p—=a)}==1{p =1q)

Oy —w)
rU{p—w
Py rpu{wp —w

ru{ew} —opa¥
[‘U{m}:i— pVvWw

rufe} —wirufe} v

NE==%

rufeav) —viru{eet e

rulet =i rTUL¥ ¥
NPutpvW¥ —1 =

rufrie} —e

2 Ll LA S
F‘!_Ur': l_#hw

NiE—gpaAW¥
="

=4
M pv¥

mife =¥l e

mMu My 1




==

P g

.L—. = ‘_*‘—-'

T

N aevy ;r'g_u{qp} g Py U gl —»

(13)

3« B8 se demoneirese cll pentru orice enun{ @ axists
By Byyrens HHEI gl enumiurile qlu. agifel fncit

i
= lp=—"%" A\t
== HH)

unde fiecare @4 28te o variabil® proposzifiopalf sau negnjia u-
nel variabile propozi{ionele pentru l<sm,j = By

4. Peniru orice enunt @ existy m, fyyeee i EN i emungu-
rile ., sstfel fnoft

xR
P A ‘v‘-“u)
! t=1 =l

unde pentra orice l="m, =1, :pij vste o varlnbild propogliio-
nald seu megsiia umei variabile proposifionals,

5. 38 ne arate, pentru orice mullime ) de enmniuri, of

8int schivalente afirmatiile uredicare:

{1}
(11)

L este conaiatenth,
Orice parte finitd a lul 2 este conaistents,

6. 58 se mrste demonsiralis of ariomsle (A 1) = (4 3} ale

siatesulul forsal al enlenlulod proposiitonsl sint independente,

Rl Wl B ELGN R =

TR -

e LR S ST
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CAPITOLUL 4

Sistemul formal al ealeululni predicatelor

- lor, este subiectul prezentulul capitol. In primul parmgraf este
" pregentatf construciis eistesului formal al ealeululul pradicate-
“lor gl propristEi{ile sale sintactios.

A1 doilee parsgraf trateasd algebra Lindenbaun-Tarski &
‘pistemului formel al caloululul predicatelor, care wate o algsbri
Boole obiinutd prin factorizarea muliisii formulelor printr-o re-

" lntie do schivalentd canonied. Proprietftils sintactics ale als-

tesulul formel pe vor reflectn fn proprietdii algebrics ale alge-
brat Ldndsnbam-Taraki,

Ultimul parsgraf al espitelulei definegie conceptul impor-
tant de model al waul snund 1 conjine demonstraiia leoremel de
pozplotitoding pentru calewlul predicatelor. Aceastd demonsire-
tig eate complet alpebricd, bazindp-se pe proprietafile algebred
Lindenbmm-Taraki gi pe teorems Rasiowa-Slkorski,

.' & "I..|:..dl i

. b

Un a1 doilea sisten formsl, acela al caleulului predicate-

Do obicel ealeulul predicatelor este desvoliat pe basza cal-

eululul propoxijioosl la care se adaugl sziomsle specifice. M
preforat =i abordin scest capitol in alih manterd decit ces slee-
8f pantru eapitolul precedent, pentru s avea in fafd dood moduri
demonatraties wmul algebric, ca osl de falf, gi mul pealge-
bric, ca cel din eapitolul precedant.

Von remarcn of acest ultim paragraf eeta doar Inceputul uv-
il domeniv do mare setualitate al logieti! Teorls modelslor.

§ 1, SISTEMUL FORMAL AL CALCULULUI PREDICATELOR
Fie Ao funciie
N —=1

#
1 i
TTh T L5 T i - " }

B T [}

e
Hd'y -.""'.
.




— 0 SRR B R
by "
e T g

£

(1) x =1y, wnde x, y sint variabile oarecars

nul ltﬂ-}t
tmde A eate o oul{ime nevidd, numitd domeniul structurii A gt OBSERVATI®: Aici este punctul unde Incepe =l se vhserve ol
peniru orice n€l, B este o relajie Aln) - ara (Rca ™2 L, este consbruil astfel Inoft =4 exprime formal propristitile
il - - E
Dafinitin 3. Diok. %~ strubtort sk vos Bt Ateetart gl- tuturor structurilor din class de simileritate 2, . Se vede cf
pllare, lar clasa tuturor 2 - strocturilor se va numi elasd de = warisbilele x, ¥, ®,... vor represents elementels ar-

mimilaritate. 3 bitrars din strooturile consideratas

Nothm ou ?Lulan tuturor A - structuriler. - pentry orice nEN, predlcatul 'E'n eete representares

formald a relatiei Aln) - are R.
Pin wuljinen cuvintelor vom selacta submol jimes forwulelor,

pars vor [l cavintele o4 seaa™.

_ Definifia conceptulul de formuld se va fage prin inductle.
-%._nmu. un cuvint p este o formuld dacl satisface una din bﬁni_i-
fiile urnBtoars:

{1} p =ste o formulfl atomicd 4
{2) @ =7, unde Weste o formull §
Pentru oriee n€N, Aln) se vs mumi gradul predisatnlu E. (3) 4 = WA, unde g1 x sint formule ;

(%) Simbolul ' '
vi-ugaltate (4) @ = (I x)W , unde i eate o varlablld gi Y este o for-
f4)  Conectorii 71 g4 A nuld,

(5) Simbolul de cuantificare 3 ,

Flechre: A.: N— 8 11 von nsocis un sisten fornal Ly yhu-

mit sistemul forsal al caleulului predicatalor snooial lul -
Sizbolurile primitive ale lui L, sint urefitoarsle:

(1) 0 mulfime numBrabild ¥ de sisboluri namite Fariabi-
is, notate X, 7, %, O, v, W, ...

(2) 0 multime nimBrabils de pimbolurl numite predicate:

Pi.' P?‘|I-I' PI'I“"

Po 1Ingd conectorit 71, A deflinim ursdicril oonectorit

(6) Parantezele: (3,[ ] . ev ¥ =a(19aWw)
Prin sisboluri logice vom inteleme siobolurile 1, A 81 9. .' e AW '
Celelalie simboluri s vor mumi simboluei nelogioe, : ' ] E —— = El"{iw;hL-—'#]""'(%" “'}.ﬁ"{“'ﬂ“ ?)

Un curint va fi un gir finit de simbolurt ale lud L.

U formul stomicd sau glowentard este un cuvint cnre are u- .
oa din formele wraBioare: (¥xig = {3xiy .

Do asenenen, introducen simbolul de cuanéificars ¥ prin:

7 B Typesnsky (py)s unde B este un predicat de ordi-

S i s R S S

3
i
1_5

e — W W

.
il
g, - it

[

p—

i

s
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Obpervatle: (a) Em&uturii'l,n Ve e 3 pf-
teasc astfel:

Tt Bon §

A gE 5V Baug

it |

inpliedl; ——=1: gchivalent .

(b} 3 me numegte cuantificator exioteniial gi se citsgle
«2xiptl®, lar ¥ ss numegte guzntifiontor miversal £l =e citegte

woricars ar fi% sag,,pentru orice®,

Decd intr-o formull mpare 3%, atuncl x se nmegle waris-

bHA legath sau gusatificsts, O varlabild cars nu gote legntl me
oumegte liberd,

Hal precis, variabilele libere sfnt definiis aatfel

prin
inducties

\a) orice variabilf ce apare fntr-o formula atonicd easts
Tibard ;

dacl x este o variablld Iiberd & lui @ » atmol x aate
o variabild 1iberf a lui < p;

(b}

(e} dach x este o varisbild 1ibers a lug ®oaua lul Y,

alunci x este o variabilh liberf a 1ui pal ;

(d) ‘decdl 2 este o varlabild 1ibers g lui @ definitd do va-

riablle y, atunci x sate o varishild liberd a lul
{EIH} (i

0 formuld In ears nu apare nici o varifabild Tiberd me  nue
megle enunl. Yom nota cu 2 mul yimea enunfurilor, iar cu P solii-
eaa formulelor lui L, .

OBSERVATIE: Peniru a specifica o TpeeessX, 8ot variabile
libers ale wmei formule @, vos notn n:p:'xl....,:nl, Dock avem o
formuls @ix) g1 v este o altn variabild, atuncl prin @(y) vea fn-
felege formula obtinuta Inlocuind fo plx) tat

P2 X cu ¥ poats
undé apars ¥.

= y— ——— PSS e
.I
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Fasul ursfitor in descrierca sintaxei lui Ly este definirea

teoreselor sals.

Axfomale lut L sfnt formule care au wna din  ursbtoarels
formes

Al :p—-—('-i!—"ﬂ}

A2 [0 = (U —x)]—=[[9=¥)= (3 ~x)]
L3 (g—=w)—(v =g)

A 4.
A 5.
A 6.
AT,
i8.
A9,
Alo.
a1,

o AW—=1
P AY—Y

(x—=1) = [(x=¥) = (x=[eaw])]

et AT

G —=—

(o= %)= [(v = %)= ([ov¥]— )]
(va)plz) — i (5}

(Y2l —W) —(p—(y x)¥), dacd @ nu confine
pe % o8& variabild liberE,

(Yxlix = x)
l[‘q":'.li"p":l-{x By {:p Lﬂ—-—iﬂ.‘rl‘]}

k- OBSERVATIE: In eapitolul precedent, A 1 - A 3 au fost azlo-
‘mole sistesulul formal L al caloululul propositional. Se ebearvd
Jl'.'lil fn axiomatizarsa calculului ¢u predicate ce o presentia alci a-
B bmal s prazentate foloseso comectorii p ,V ,7 ,—=. fa m
o reifiu pentru cititor, dupd parcurgeres acestut capitel, risine
“n arita o sistemul de axigme Al - A9 aste echivalemt ou siste-
PRul de axiome presentat In capitolul precedent.

AlZ.
1%,

Regulils ds Zedvotie ale sistemului formal L, sint armd- -
rale: h




3—'3%-"’—‘-— (modus ponens) -
— (generalizares)
%zl

E-:_ule d_m:& refguli de deducile se exprind astfel:

godus ponens : W este o congacinifi o lui ¢ gl g —=\y ,
pentru oriee formule @ pi W ale lul Lai |

generalizares: (Yx)g eote n consecints a lef ¢ , unde
9 este o formuls gi x esie ¢ variabils sarecars B luf L.

0 deneristraiis foroels & wmei formula
3 ¢ =sate un gir fini
de formule L

Broevn by = B,

utfe.!. Ineft pentru orice i = 1,....n, =i fi0 verificald von din
conditiile urnttoare:
&J 9y ente o axlops;
b) ' '
existd J, k <1, astfsl fncit Py = t.Pi—" By

e) existh § < {, aptfel {nott ®y = (Vx) .
B se mumagte lunrines demonstratiel formele ¥y 0 \
paawy a* 1

Dach pentru un anunf tp existi o demonstratie formaln | a-
tmel @ se numegte loorendl a plstemvlul formsl Lq. Hotiim cutl— g
faptul eb @ ente o teoreas a luoi L. Degy multinen T n tocreme-

lor lui Ly eate obtinuth din axiomele luf 1'1 prin  &plicarea
celor douwll reguly de deductie de mal pms,

Fio L o sultime dé formule ale luj Ls. Epm: ofi o for-

mula po ' :
Hwﬂ: este dedusd din dpofesele Eﬂa}u exiotl m gir finit de

; Fle e =9 i

ik Y] = e
a_ it :r -"‘—_‘: 1 ';1.'- F L_!. ]

e
estfel fnoit pentru oriee 145 n este vorificatd unn din condifl-
ile urmftoare:
(1 ¢ este o ariomf ;
i) el
(141)  existd §, k <1, astfel tnelt @ =y =0y ;
(¥} exiss j<i, asifel Incit g, = (¥ tpr
Yom notn ou EI—-m faptul ¢ ¢ sate dedusi din i Omcd
L= #, atuncl asts avident of aves
f R
Deci teoremele alnt formulele deduse din ipotesza tiil:.
QBEERVATIE, Dush |— @, atunei Li— g, pentru orice L CF,
.m. Pentru oriee formuld @ , avem
=ie——n)
| Demongtratis. Ummdtornl gir da formule este o demonstrafie
.;a ald & lul p—p 1t
a2 [o— (o —u]—=9)]—=[lo—Jo=u])=(e—9)]
Wy o—([o—0o]—=9)
- an (90— [9—u]—(0—9))
A1) 9 — [o—q] '
HsPa h— @
Lema 2. Penlru orice formula &, W gl 3, avea
==~ [p—~9)—~le—2)]
Desonsteaiie-
(.2 [~ (W—=x)] = [lo—=4)—=(e~=x)]
wn(lo—@=x] = [lo=9—~(0=0])—~
= (¢ (fo-= (=] ~fle~ = =1}

" T R et W -

— =
e

- -
L] ]

[

T

-~
"

[

o
Rl

. _:‘_:_1.'["!5*-‘1-‘.‘

il i

-
h! - Ty
i

==

- -

et e Sttt

.==.:I'.
e

i ]
.
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b (U=3)~([o~@=x]—[o=¥) = (o)) .
ta-2) (=) = ([ = (= )] [lo— w)~ (6 —)])) —

~ ([0~ [~ @~ ]|~ [0 ~[lo=}~Ge—]
np. (W= =[o-( ~ 0] [ =) = [(o—9) (5~ :-:H]
(4 1} (W)= [p—= (W]
np (W=o) =[(0=¥) ~(p~2)]

Lema 3. Pentru orice formule @, W aven:
19 — (g~ W)

Demonstratie

(4 3) (V=) =(p-—u)

[G¥=19) = (0 =] =19 =10 = ]|~ Frgr(g-~2)
o (bo~ov=0i-Fo--4]

2.7, [-up+l:-|1# --1:&}]—-{'1:9—-—{:.&—- '-I-'ﬂ

A1) vg—=0Y-—"y)

mp. TP~={p—=—1u)

Lewn 4. Pentru orice farmule @, W , @, o wTEm

(8) —(paw)=(Wap) y
ib) = gp— [W—(gpav)]

e} I— Eap,-.ﬂv{umﬂ:]—- E_l.w LIJ}.-*-.I]

@) = (=g}~ [(¢ —(¥ =)= (g-—(¥—0))]
te) — (pv )~ (x-*[{wnﬂu* (Wa 1}])

(1) — [q: —-[w—-ﬂ]—-ﬂ:wﬂ w}—-x}

@) 1= [lovw)ax]— [(onx) vivay)]

th) = (=) = [(W— o) —=(p — )]

Demonntraiin mgestei lome o l8aflm ps seena oliftorulul,
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Lema 5. Pentru orice formuld @ (x,y) a lui L, aves
= 2) (¥ 3) plx,y) — (¥ y)i¥ x) g lx,7)

Upmonistiratie. Conform A 9, avem
=Yz ¥ y) @l y) — (V) glx,y)
(¥ y) glz,y) — 9la.7)
Lenn 4, (h) na spms cé
— [t =) (v y) g x50 —= (¥ 9) @l 7] —
—-E:W v) g lx,yi—oplx, ﬂ] — E"i" Y ) g lz,3)— mh.rﬂ]-
Aplioind de doull ori modus ponens resultl
=% 2} Y 7) @ (x,7) — glx,7)
h wda, conform generalisfirii se obilne
vz [0V 20V ) @ x,9) = (x.5)]

a4 11z ]
b~ (vx) [t 2% 3 plzy) —gla,n)]=[(vx) (¥ ) g x, 1) =)z, 7))
'j:,.- obiine prin modus ponenas
(Y 1) (¥ 33 9 (xag) — (V) @ lxeyd)
In acelagi nod, folosind generalisarsa A 11 gi modus ponens

1% 2) (Y y) @ (x,3) == (¥ 33 (¥ x) plx,;7)

Corolar:
(% 2 Yy lx, )= (¥ y) (¥ x) plx,5).

D formuldl deschisfi este o formuldl cere nu confine nicl wa

Btantificator. Dach @ (%;,..., x,) este o fornuld ale clirel waria-

bilo Libore sfnt %;,..+.%, stuwel prin fnchideres lul P {2y y 00 o By)
) infalege enunful

- ey

L

-




-mq-

W‘l} wEw {vtu}ﬂ‘ll....ilnj.
lema 6. Pentru orice formuls Plxyyaens,) aven

'_.wtll""'xﬂ-}#. |—'."ﬂ'!1.'! Ew {#"njﬂhﬁ'”'"‘h:'

Demonstratie. Isplicajia =3 ss ob{ine aplicind penerali-
exren ds o ori.

<= i Prin procedeul folosit in demonstratis lemsi prece-
dente se aratd ci

=) Ve ) gln,.onx ) — Plxypanesx),
Conform ipotesel, eplicind modus pomens resul ts
I--—:p{:.l..... :n]
Decl o formull & lul L, este teorsnf dach si mumal  daca
inchiderea &l este o teorsmi. Cu alte cuvinte, din punet de vedere

8l wadevBrurilor sintactice” sste suficient st conpiderin et
rile care sint lecreme.

loma T, Dact L9, atunct extath T CL finith  asifel
Incit Q — @

Lisen demonstratin moested leme pe senma cititorului.
Bxsroifil:
¢a) Pentru orice variabile x,y,¢ nle lui Lo wven
—{Vz)Vy) [:I. -3 —=y=x]
ey iy [ yAye ) ——z= %]
il Dask :pl:r_.....:n'r #ote o formuld care are veriakilels
libere Bpoeses®y 88 duch yy, ...,y nu apar In Plxgyena,x ), atuncl

i-[hl = A - rnﬂ _"'[':F{Iln ...:lni--—l,p{;r].....rnﬂ

=~ 153 -

% 2. ALESAA LINDRNBAUM - TARSEI a luj Ly,

In capitolul precedent, sm studiat elgebra I-tﬂm_hn-'hr-
ski B, asociatf unei mulfimi de emwniurl M folosind teorema de
pompletitudine extinsi.

Pantru scopurile noastre, algebra Lindenbawm-Tarski wa ju-

ea un rol important. De mcess, in cazul lui L, , vom folosi mi}-

. lpace strict sintactics pentru studiul sda,

Pe pul {imer F = formulelor conalderfs urmfitoarea relatls
poalp = —p—~—¥ @i —V¥-——9n

Conform Lemei 1, § 1 ~J sote reflexivi gi conform Lemei 2,

§ 2 este transitivi, Este svident cf '~ este simetricd, decl ~v

este o relatle de echivalenis pe ¥,

: Pe puliimea cft F/ru considerfim urmdtoarsa relajie binard:
'Iii:?ﬁ =S l-g--—V .

lasin cititordlul sf srate ei aceastd definiiie nu depinde

# representantis dnch @eo @, Yoo W atmel

—p == = g —V¥
QRSERVATIE: Cu § sm notut class de echivalents a lui @.
FROPOZITIA 1. (Ffre , = ) wote o slgebrd Dools. In sceasil
ird’ Boole myvem:
P=1> 19
?- I i

Bemonatragie: Conform Lemelor 1 gl 2, &1, relajin = oate
reflexivii gi tranzitivi, Conform definijlel, ea este traneitivil,
‘Fael (F/~s, =) este o muliine parfisl ordonatl,

¥ie T, ﬁf dousl slemente oarecars ale lui P/ o 'I':_rl ariia
m_'.ﬂﬁ; gats infimonul mul{imii {ﬁ‘, W}. Mn nxiomsle A4 gi AS:

gl b gt S v i D S
= - = e e —
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— QAW — g
— AW —=—y

a4 obiine

A= o gru=T

Dol @AW este un minorant al lnltihii{ﬁ. W} « 58 ardtim

-1 dw este cel mai mare minorunt al acestei multimi,Pentru
acensta, prasupunes of F=7 g1 X<V |, dect

el n—Y
IMn axioma A 6:

= (=) =[x =%) = {x~(eaw))]
resultd, aplicind de douf ori modus ponens:

—x—(pnv),

cees of Insemneasd ol Tﬂm « Cu scossta, em arfitat off ﬁ‘-’ﬁ
sste col mai mars minorsnt al umuu{ﬁ‘.ﬁ}. Similar as srutl

ot
oV

este supremmul wul{uati {7, Tﬁ} ;
Deci Ffew este o latlos peniru care avem

TAU =AW
¥vi-5vw
Conform Lemsi 4, (o) si (g}, pentru orlce formale ¢, W, %
EYER |
(@VOYRR~ (%) VITAX)
desi

(FVT)AT = (FAT)v(VAY)

Acensts epte suficient pentru a afirsn o F/eu ssts 0 la-
tics distributivi.
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Fresupmen acus b— . Aplicind modus ponene sxiomei A 1z
= — (v — g)

wsultl — W= g, pentru orice WEF, Cu alte curinte, dactl pET,

(= ©, pentru orice WEF,

N Il_n:iui resulth, pentru b— g gi F—-—q;i'. cid avem ﬁ"-l;ﬂ’ni -
dect @ = §'. Deducen cd mul{ines T n teorsmelor formessd o olasa
:j: _::qfnhiuhnﬁ. care va {1 elementul wltim al laticii ¥/~ 3

1=%, pentru wET
Presupunen acum of 1. Aplicind modus ponena Lamei 3:
=19 = (g — q.r]

wEaltd - g—4, pentru orice WEF. Cn alte ourints, duck gETD,

T=<U, pontru ortca Wep,

L Decl pantruorice 9, @' €F, nstfel fnctt1ggi-1q',
¥om sven = §' . Aoeesta eratd of mulfimes
{oer] —a0}

il o clash de echivalentd care va fi alementul prim al 1a-
foa 8

_ ﬂ-'fﬁ'. pesiru p ET.
mtru orios fornuld @, avem

L ey (Lema 1)
o Conforn definijie! conectorulul —= , aceasts sste totmna
== {pAaTp) -

: 'iﬁ-wuuﬂnr, punind In looul lul ¢ pe ¢ , se obfina:




R e ] .

L

—_—— E———

= panag)
adick
= eV
Pin cele doull relatii demonstrate mai sus resultlis

GATH=0gl DvIB el

oeas o8 e mei sorle estfel
TATG =09t gvig=1

: Aceste douf egalitS%i aratd cf T este couplementul lul @,
penire orice formuld ¢ 1

B

In eonolusie, P~y este o algebrdl Boole care verificf gsle
doul proprietftl ale Proposmifiel 1.

OBSEHVATIE. Fiofnd leghtura ou algabrels Lindenbamm-Tarski
peniru sisiemul formal e} calcululul propositionnl, observim cf 4
alcl ma consideral nummi cagul M= @, fiindo-ps suficlent pentru
scopurile noastre. In nolatiile de acolo, am avea Flu = E‘U*

Fentru orice formuldl de forma (Y z) @ (z) vom nots cu @ (y)
formuls obtinutd din @ (x) Inlocuind pe x cu y pesis tot mde x
apare ca variabild liberfl fn @{x).

PECPOZITIA 2¢ Pentru orice formuld @ (x) & 1ol L, , in al-
geore Lindenbaum-Tarakl Ffeo oste vorificati spalitateat

{oTv) | E'.r}
Demanstratie, Pentru orice vEV, sven

Wngim = A

vzl glx) == giv) (A 1o}

deci
(¥z)9(x)= @(v) pentru orics vEY.

i YT
g : . s
Aceasta arntd o (W x)g(x) sste w minorant al mul {imid
{"i"‘:- | 'E'F}

58 arfitis ci tgﬂ $(x) este cel mai mare minorant al sces-
In:ltill.. Featru aceasts, sl considerin o formull ¥ astfel fn-

M U< ;ﬁl, pentru orice v eV, |

'h:t 0 variabil ce gy apare in W sau @lx), Vom avea

= 9 =i

definitiel relatief de ordine < In algebra Lindenbeum- P
« Aplicind generalisarsa, se obiine '

= (Y oW == g (r))

—

'5111 a:mtl relatie gi din axioma A 11:

:'- =AY (W= pla)) —— (W= v) plvi)

o i =

esultd prin modus ponens:

Ly

) =¥ —=(¥ ) piv)

:;._-;_:Ei::_iufnn: A los

LT S W Ty re o p—

=¥ v) @lv) = gix)

"'_:' i i J;hn generalizare resultd
= = IV (Y v plv) — pix))
h.:. aceastsd relafie gi din axiomas 4 11:

|‘!
ulf'—wxuw ¥) gln) = ptx))—=[(¥ v) g lv) = (¥ 2) plx)]

el i 'H‘lﬂﬂdﬂ ponena:
: " =V 7) @lv) —= (¥ 2) plx)
2, “liﬂﬂl clis

1 &
'. -'

¥
0 e il " 1LY .



. Paotru orice elsmenie Byyeeeyiy, Ble lul A, vom dafini acum
relatin:

ll1|l|lli| .hmg' Iﬂmﬂ I.F'{Il“u,!.} In ‘-ﬁ-‘l cara
iy f1 serisd prescurtat

= {P{:‘l' anw .H.]t

! Aceastk defini{ie este dath prin induoiis ssupra modulul
da formare al formulelor aistemului formal Lo s

(1) Dmchh @ este do forme x = yogil &, b €4, atunal

Din aceastd relaiie gi din (a),(b) results, aplicind de
doul orl modus ponens:

= W — {yzlglx)

¥ <iva o),

 de mde results of (¥x) g (x) este cel oni sare mizorant sl oul-

fimid
{61 ] vev}.
Corplar: Pentru orice formuld @(x) a lui L., aven:
(Fxglar = \/ {giv: ver }
Demonstratie: Din relatiaz
TED @ = (Va7 g0 = A {Tow | ver }

resul i, prin aplicares legilor lui de Morgans

Deci

=g eyl [gb] ==aat
: | 'EIE] Dacl i #ate de forma Pn{:]..---'tm:} “ ﬂq ey

s ::',:". %! E‘.‘ atunal

=P, [:1....,11;“:,:'{:}{_;1,...,:““,?%.
i :1',-{-31' Iack peste de forma Wi, ..., ) g1 8y,....0, €A,

o= ‘1?[.1....,5.}ﬁ-ﬂ s “'{'1""- In.]

‘{i'xtl dacd @ eate de forma '-t-'i:l;].....:.n}ﬂxhl,.“.:;.]l at
=yl ©A, atwmels

B D) o]t =i, J 9= 2]

'Tﬁ} Daeh ¢ este do forma (3 2) Wix,xy,...,%,) 8
veny8 E4, atmet:

A0 P = 7@ e

»aA{"em|rev}
.V{-rﬂﬁ'ff | vev }
= oW |vev}

g 3. BODELE
Fie 1 N—=N o funciie oarecars gi
n_ﬂ' = {‘u {EH}HEH ::'

o A-structurll. Considerim o formulf @iz ,...,2) & Lut Lo ou vas
riabilele libers aflate in wul {iaea {xpeees xl} .

'-‘; S I [.:14‘]4:- exiotd HEL, astfol tnelt
| 3= [m Byeeeany]s

| I -
ey B 4 -

A

e T




a prin = @.
=gy W?[ﬁ;mﬁ}#ﬂ#ﬂhu-ﬂ m.w-wﬁ.l,...,..] PROPOZITIA 1. Dack @ este o formuls omrecare a lui Lo, s~

(@ A=l —~Uaymnn,] =] deck 52 =g [-1...-_] atunci —o=Fg

_ e w{'l""’“l] Demonstratiss Prin industis msupra modului de obiinere al
(3 ===y {'1"'"'!] H[M I=l,p[a_1,,,,,-.]dug 5l mimsi dang tooremelor lui Loy, Tratim intfi cezul ﬂ:lﬂ.ﬂﬂﬂ

. (A1), Kste suffcient o4 arfitie of pentru orice J- strus-
'HH = “‘I[‘l'h-'.ﬂi1 - 2 s

i H=ivxlg El'""'llﬁ :q:h.q'r.-_n.]. 4 S == s =W —gp

pesitru arics HEB ":l !m:ﬂ seann de Exercitiul 2, moeasta resultd imediat. In

pnclusie, avem
$¢ =g — (W —=—g)
| (A 2). Presupunen c

el st =gy —y)

Dacl aves un enuny @ , atuncl muliimes variabilelor pale 1i-
tere eaie vidf. In scest cas, sonceptul definit mal aus:

S = lp[nl,.n.lh]

ny depinde de olemeptele Byveeaa 4, deol vom sorie simplu: _ﬁ ol ardtis oA
S g ) 5 =(g=Y) (0= )
Spunen of un emun{ () este adovArat sau yalid fn A- struotu- k dencnstrs (b} este achivalent cu a dsmonstrs ok
ta ¥ fuch 57 =g, In scest cas,. 5 me nimsgte model el lui g . L S g e o -y

Data o sultime Lde snunturi, vom spune ofl .5 este model ul _,: este schivalent cu
luy Em‘ﬂpmmﬂﬂﬂmﬁﬂﬂnﬂlmﬂlmﬁ:dﬁhz S =Y, ==l =y

Un snunt ¢ pe numegta mmiversal adeviirat dacd arice A - \Mn (a),

din S¥ k= resultd 5 b= Y —= , M
atructurd sste model al lul q. L S

B8Pk p—— W results S =W . De ssemenes, din

0 A= structurd este model &l utel formule q}t:l.,.,,:.} da- =V 3 S b= P~y rosultd 5y
:'.fih.'}}. Presupunam cf
i A UREERA £ ST LURETE ¥ o) ¢ =g —— W

; G formuld @iz, ) o0 nmegts imiversal mdevarsil dack 94 vom arlits on
tvll}lIl‘{vxnj¢‘:1|liq|=nJ l-lt" un tnmt mﬂfﬂl M'mt‘ I -. ‘sﬂ h“j _.-w

(=]

¥
ey

Dscd (@ este o formuld universal sdevArata, atunci vom nols 48




-
Pentro & stabili pe (4}, presupunem ﬂ&.ﬂpw.huﬁ.ﬁh&—lw
etuncl din (¢) va resulta cf ¢ K @ dect =g
In mod anslog se aratd pentru axiomele 4 4 - 4 9,

(A 1o}, Ve trebul sf arfiiém of Inchiderss axiomel A lo escta
ralids fn =7,

se= (V) [V g lx)— giy]]
Ple bEA. Vom ardita ol
¢ = (1) plx)— ¢ [b]
ceen ce este totuma ou

S =) g lx) = = g [b]

decarece Vzg(z) este m enupi.
Dar
=V g lx) =58 =g [a] , pentru orice aci
= .9 =p f_h]
(h 11). Presupmnind of
(o) o b= (¢ x)( p —=— )
X\ 91 c& @ nu confine pe ¥ ca varisbils Iiberfi, vom srfitn o
S =g —= (Y)W
Pentru aceasta, fie S¢ =g gl acd. iz (&) resulid

‘i ¢ =[p=y] &)
f agicl

. S¢ =g =2 e=y[a]
| desersce § nu contine pe I oa veriabild liberf,
Presupunind c& W a fost obiinuth prin modus ponens

L, g=\
i W
[

=180 =

Iof am aritat o SP= g, = (p—Y), va trebui =& deduces o&
=\, hcemstn resultd din Exercitiul (2).

& rimas o2 mal tratda canul cind (VI)g s fost

), obliinuth
in generalizars din ¢ .

Dacll ¢ = o (x, Tyyessyi ), atunci presupunsm of inchiderea
q&p :1"“":11: ezta wvalidfl In s

S |=ﬁ’:11 o E‘ﬂ':n.l{"n":'.'w{l, Il"”"n]

ren lul g , este valids In %,
r .-Mi ¢ mul {ime 1 de formule =ma nunegte -opsiotenis

O gecanirello

L—g gt Lo,
M # este consistents,

rajin: Prenupmﬂ prio ebsurd off existd HEF aut-

=g gl =g
de ' ete inchiderss formule ¢ . Contradiciia este avidentd.

—'\-'.-\.

; m Propozitis 1 spune ¢l orice teoremd m sisteau-
! L Lo este un epun{ wniverssl adevirai. Representda a-
shalic astfel:

B

gintzetie =% semantic

'J iﬂl!i'nmitin ¢ o=k obbinut direct faptul cR o formul® a
lﬂl H‘Irtﬂ fi tvoremd in scelagl timp cu negatis el, ceea ce
Mﬂﬁ_ﬂg lui Lo . Do mnceea, putes afirmn cff egen-
al o qutﬂu.l formal al caloululul predicatelor este ne-
ﬂ in h;uumi .-I.ﬂl.utj,g == pepantic®,

prie decl nu exist® nici o formuld @€V geifel in-

— . bai) ity st i

*.
ol

i W




TR WA Pt v e R )

o ) A ' "
(x=y ¥ e
Beciprocs Fropozified 1, v fi isorems de completilulice @ =y & (y=s 1
i e :
bopfoes (xaylAlyssim(zas)

=g

Propogidfin 3. Pestru erice formuld ¢ & lui Ly, avem D mri :
] ste rélatii gi din proprietdiile f{ltrul
g = — g file ui avem:

g ——
Demcngtratis, Fie § o formulf s 1ui Ly pentru care b~ 0. el ™ EeAtA ==y iﬁt‘*?"ﬂl
Veix nrdits of exiets o - structurd ¢ astfel fnett.s@RAC) unde . xeuy, yer == (zapiea, (7-slen
' este Inchiderea lui § . Va resuits o3 0 nu este universal &- B == {3y =7 Ay = siEA
devAraih (0), deol demonstratis va fi terminatd cu sceasts,

Conform Lenel 6, § 1, nruh"jﬁ'*. In iilgeh:n_. Lindenteun-
 Tarski F/~v acest luoru se exprisd prin aﬁr#—‘_l. _dm:rl qaf"-‘qﬁ"*ﬂ'

L3

A

= (x =zl EH

: i
—d

et '—l-_t__'-"-

= IfFE

Cerforn Propositiet 2, § 2, pentra netce foreuld @(x) & _l - ﬁfmluu #a aate o relajie de echivalontd pe V. Nolda
1t L este v=lebilé relatls LT 81 ou I class de schivalen{d a lul zEV.

w GeG =AlT 151'} E"""“’“ orice €N, definis relajta A(x) - arb 4 pe A prin |

i T —
Cum mul {ines formulelor 1ul L, este pumfrabils, in (1) o- . 'm {.:I““' W]Enu# Pu{"‘l""*‘:.. i_’n}] 4

vam o mul jime numdrabild de infiwomurl. Aplicind teorems Resiowa-
- aritim ch pind
Sikorakl (vest Capitolul 1, % B) resultd eximtentn wnul ultrafil- nf?’ ; defini{ia nu depinde do representanti, sdict

tru A al lul B/= - astfel tuctt 10 EA §i peitru orics  formull n ey
(x)] & lul Loy n8 : Bl T Sy e
$ix) & lul Ly o8 avem SR ghpll{ll'““Hﬁﬂaﬁpubl”"lmn}]ﬁﬂ

M) (¥ gdea=s ¢lr)ET , pentru orice vEV, | )™ D)

—

[

- ih—'l.-r-& . - ﬁ--‘

} i='—

Definim pe V ursdtoares relufie binarl ~ 3 FSfupunen deci ok
e - —
:HI :r;':-_,-ﬂ]Eh ‘2] {IL-,len ¥ 1-1.tli| 1{‘“11

Conform nxiomel A 12, aven }— 1 =y, deci T = 7 = 1EA, L Bxmroifiul (b), § 1 results
Hezultd x w0 1, deci == epte reflaxivi, S50 Ao A (E 0 -’;,.{n]i}ﬂfn{ﬁ:----l ] : Pn{r“...,;;:ﬂ

Din sxercitiut (&), § 1 resuitd - ;
‘OTa proprietlf{ilor filtrului, remulis
—X=sy-—=yuax 11

F—rm yAy= ——X=g B NN Ay = Tage)) €8

De mici se abiins . susts relatio oi din tnegalitates de mal sus se obiize

h"' y - [ = 1 L » y. -

[ ﬂ";‘-ﬂ.ﬂ-—'—'.—tf%

,
LS

u.clkl




‘ i .L:iﬁ,_.
Pt(’l"“":u.fn}} =t Pn':."l""'rhln}) .

JI'-_---—-_-_-_-__._-._..
Dacl En{:'l'"'":.{n}}E‘ﬂ' . atunei din relatia precedentd
renulth

..-—-..._\_______._,.-I'
Falfyes oo Ty ) €8 «

In mod amalog se arath cA

Pn{rli"'irﬂnl]Eﬂ =, P“hln.-ril'lm]Eﬁ-

Prin induciie ssupra modulul de formare & formulelor lui
Ly, vom ardte of pentru fiecars foraull J.pl'.i:i."..:nl a lul 'Ly
ale efiral yariabile libers se afl printre Typessnly, #8te  wla-
- bild relatie:

- II|_,.--———|____-ll'

'I:‘ 'l} 'ﬂ.qu[?ir'""n] - l[p{:l’l,---.'l’n}E.ﬂ
pentra orioe v ,..., 7, €V,

Pentru formule atosice, relaiis (= =) este chiar relajlafx).

Uack e TY(xy,.00,x,) 9 presupunen {x =) sdeviratd pen-
tru ¥, elunci

S =g [’1‘1,.. .,?u}::}- ey [“i' ,....ﬂn]
%m #A

e
H—HNT]....,?E]Eﬁ
ﬁ'ﬂ{'1| ll--lpfu} Eﬂ,

Decl @@= WA W, gl preaupunen (w w) adeviiratd pentru 'il-'l
ni 1i-l'i. Atunoi

=g, =y (P18, }"'ﬂ —Vg El"“ A

== (R, -em JEA L U (vy0em ) EA

4= Uy (rpmeatg | A U (1o Vo) €A

ety By ¢ Wt ' AT
s L3 " |_ :l-.“ ot - 'u—.r'- -|.f"- .'r

i L i B
el n';_'..

“wl t'l-. - t-.'n}IH!- wEF:l‘ Y -.'HJ'E ﬁ

d-"'_\-\-.____.,-l" :
" ﬂ mr!lliIl'"."}Eﬂl

~ Din (i1} deduces, pentru orice forsuld @ (x):
- (AngpleasFlyrneplnlea
I.‘ 1 i S
& (Y gpmda
<>exisid vEV, satfel Incit "qlviea
“gxisid vEV, astfel fncit gilviea

: Hﬁt de propristdille de ultrefiltru ale loi A
"+ 19"!““ acum Eu! -m'- {3 l}"y{:- ﬁ.l--ll-.'h} ‘Ei fad:} [' ‘-1
i . “ plﬂi.ﬂt "H':I. I‘l-lll‘:ﬂ:}l ltun.ni BvEms

1". l1¢-ﬂ]ﬁ .]’_t_"t‘ :’E.‘.. “if.l iﬂﬂif 115# 1=w [?-#1-' :in]

r"-__-'--.____..r
<3 axistd vEV, asifel Incit '-#h.rl._.._-rnlEﬁ
__.--—'—-—-._________,.-
b e 3IW{I| '1.-i-|-,rnj'Eﬁ
l'-_.'_'—-.____.i'
e i {':1:'*“".11} EA .

! ba, relatin (= =) a4 fost demonstirstd,
Tl

n (x o) g1 din feptul o8 TT'€4, rezalts 7 =7
U: dm ardint deci cd ' nu este valid fn.sd, deci 58 0

. Pentru orlce foruuli ¢ a lud Ly, aves
—gEFg.

CBSERVATIE. Proposifia 4 identificd teoremsle lul Ly cu e-
urile universal sdovirate. Simbolic putem formuls scessia asi-

L e T T T Tt g, P i . ol

et e -.-Lﬂ_a;#...: i o M e e Sy, 2 R h

i-"lrl!:l-_

.



(s}
(b
(e}
(d)
{e)
I
(g}
(k)
(1}

(5

(1}

(m}

im)
{a)
{p)

fq)

{ri

1. 38 me demonsirese ci urmfitparels formule sint teorems

ale Tui I':n. H

(Wil ylg (z,y)=—= (¥ yiivzlglzy

(3@ ez = (373 ¢lx,y)

(Vo (¥ylelz,y) — (Yxigix,x)

{(Fx)ginx) — (3x)(37) @ lx,5)

AU a) g la) == (Ix) 19 (x)

MIx)glx)==— (¥ )19 (x)

O oo (A W ix))=={¥ x) g (I A (Y D)W (x))
13 g (Dv W ix)—={3 ey 3z g )

(vl lgaWizll=— g A (V2)W(z), dack @ nu confine

pe X en variabild iiberd,

(3 2} {pviix)) =g v (3 2} W(x), dacd ¢ nu confine

pe 3 ca rariabild liberd .

(W z) (v W)= pviv2)W(x), dacd ¢ nu coniine

pe ¥ ea variahild 1iberd,

(Fx{@AW(x)}) =—=—tpA (I x)W(x), dacd @ nu confine

e x ocn veriabilf libard.
(3l @ixiAWiz)) — ({32 pixia (3 2 Wiz
(09 x) g lxdy (V=W 2} — (v allpilalv g iz))

iV al{g =Wzl (g —{¥2)Wix)), dach x nu este
variabild liberd a lul . ]

(Wl g lx)—= @) == ({3 1) plz) — W), dncd 1 nu

este variabils 1iberd a Iul Y.

{3zl ﬂ_{:}—'—ﬂ-’l-‘-—ﬂ"l" ) plz) —), dnch x
sate variabild liberf & luwl W,

L

ou

| o

ok —
,:I'_.I

_ 115 -
L (8 (30— W)~ (9= {3 DY (1), dock x me
1 este variabilf liberf a lul 9.

L) (Fx} (g (x) —==Wlx) == (1Y 2) ¢ (x) == (T D) W(x})

el i 'F‘_'-'.." ’

s 3
- - -
i
|
-

L2 55 sa avete ol dach L {g==W), atueci:
(@) L= (g —w)

) E—(pAg — war)

te) Li—(gvi=——uwyy)

@ Lo —3)— (¥—1t)
8} T ——0)—{—W")

5. S8 se arate of dack Li—{ g (xl=—W(x)), atunss

Tty ) olx) — (Vo) W(x))
T ({31 gla) —= (3 2)W(x))

4. By exists nici o forwull® ¢ a lui L, asifel Incii sd
¥ ..F L "

|

Lr—9 st L—n¢

. .ﬁ' Noiim cu T{L) muliimes formulalor dedus: din ipotesele L
= HEI) -{mﬁr’*{Ei—w}

B e ok

TurcriLy
: 4 {E}"h Inchisf la modus ponens

Icr=r(D-r
Teles s (Dicr (D)
r ez (BN =D
- dach i nomai dact exista"C L finits sstfel ncit

] "
=2 J
' R z X o o W 2O POk s

R |,

e o — T SNt ik

¥
)
i




7. Dact (5 —), atmct TU{o} - v, ceen co se
scrie simbolic

Li—(p —= w)
E,qpl'-"ﬂ

L. p—w
B. fLﬁ_P—[qJ—"‘-I-'}

Hothi: Exercifiul 8 represintd teorems de deductis pentru

. e

9. Pentru orice muliime de formule sint echivalente afirma-
ti1le:

1 Lo

(11} Zxisth un nundr finit do formule “"1-*---‘4"; ale lui
-

oy BAtTel Troths

Il-pl_-" th"'— {lilfwu—hwj}iil}e-f.

L= (g—=y), L —(W—=¢)

.18
L—(p—73)
11. Ci—qvwe=Tufro} —w
X Lkng
Li—(g = w)

13, L—gpe=Lr—an9p
4. 0 mulfime A de f.nmula se nmeglie sistem deductiv dacd

Al R2CA 3

b AATF

e} A este inchisf ls modus ponens:
PpEA, {1;-——!#_] EA = VYEA
58 se arste od T(L) =2, ]Jﬂll.t.]"!;l orice sistem 'ﬂ.-_duu_t_;i.r E

(L ) [ B [l

D = = =] - =T

- 171 =

15. Orice intersecile de sistems deductive ests un asistem
dedustiv.

16, Kulfimea sistemelor deductive ordomate de  imcluziune
este inductivi,

17. Orice sistem deduciiv eate inclus fntr-un sistem dedun-
tiv marims]l.

18. Pentru orice sistem deductiv 1., sint schivalente afir-
matiile:

(1) L este maximal,
(11) Pentru orice EF, L i—p sau g
19, Orige sistem deductiy L satle intersectia toturor sis-

molor deductive saximale ce includ ps L.,

20. Dacd T este un ataten deductiy maximal, stuned:
peL ==Ly
el = ¢¢L

pvWeL e=>pelsau yel

gAvEL e ygel pgwel

[p=~v)eL = ¢¢L sau WeL |

2l. Pie F/ru algebre Lindenbamm-Tarskl a lul L, . Pentru
orice LCF sint echivalente afirmatiile:

s} L sate gloten deductiv.
bl f -{$|¢Ez}unu un filtru propriu al lui Ffeu.

22, In conditiile exercl{iulul precedeat sint echivalente
efirmatiiler

al E gate un siaten deductiv maximal.
b) Leste m ultrafiltru al lul o .

&

S T*




. e - — — e P g = e
. 3 oy k = = - - ¥ -
‘. ' T - r =3 T AL e Ti e g ! b Fom Tk L AT -
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23, 58 se descrie funcfia A gi sistemul formal al calenluv-
lul predicatelor corespunzftor urmStoarelor clase de
structuriz

CARITOLLUL §-

s} wuliini parfial ordonate § Algebre Lukasiewicz si logici s
cu mai multe v i -
b) mulfimi total ordonate E alori |
el latiei distributive 3 Al 3
i .~ Lagicile cu mai multe valori (polivalsnts) mu fost intro- ]

d) algebre Boole ; dupe gi studiate de logicimnul polones J. Lukasiewice In ures u- i

e] grupuri ; ir corcoatdri legats de studivl spdalitEfiler. Legate da aceste
£) inele 3 ggiol, Or. C. Moisil & stuiist fncepind din 1940 o olaed de struc-

jord elgebrice (numite algebra Iukasiewvies In onosres logicianu-
g} corpuri. 3y

_pn:l.nnlﬂ care sint reflectaren pe plen slgebric a  loglocilor

i Lukasiswicz, Astfizi teorin slgebrelor Lukasievios ests destul
Inmluﬂ:;u:::: axiomele structurilor respective in sistemels .I. mtd, silt prin resultatsls lod Moimil gi ale elevilor sAl,
_._- prin contribulis a nmerogl ceroeifitori sirdini. In primul
mragraf presentfa susar ideile care l-an condus pe  lukssiswice
onsiderares logicilor ou mai multe valori. Paragraful 2 pre-
o serie de rosultate privind nlgebrele Luknsievies, cel mal
ant filnd teorssa de representars a lui Moipil. In sffrglt,
paragraf contine citews elemente inoiplente ale ioglolil
ente neformalisate, ficindu-se legitura cu mlgebrele luks-
trivalente.

4§ 1. IDEI CARR AU CONDUS LA APARITIA L0GICILOR CU MAI
MULTE VALORT

_i-ngina trivalenti a apirut ca urmare o studierii proposi-
E- -fm .-’t..‘ p.l‘ﬂ “-II--I‘ 5410 -.‘ltﬂ nacesaT by s

bolul M derivs de ls .afiglich® (postibil).

Ty L F it s L P
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Putes forma urmltonrele combinatii de propozifii:

{1 l-]i este fnls” <
) «p @ste posibil® Mp
{3 «p ou este poaibil® Mp
(4) «£5t2 posibil nom-p* Kp
5] «0u aste posibil mon-p” T Mp.

Propozitis (5) esta echivalentd ou .ou este posibil ez
sf fie falsd®, care este totuna ou .p este necesar adevirats” sau
pe acurt .p este necesar”. Vom nota mceastd proposiiie ou ¥p,Pro-
pozifin (3) s va mal oltl .p este imposibil®.

Llukasievics considerfl off urmitoarels propozifil trebuless
aoceptate ca evidente:

{13 "iMp —-1p

[1I}) —p—="1Mp

(111} (g —="1p) — (p-—=7q)

(W} (9p—=1gq) — (Mg — p)

(3] (p—=-1gq) —= (g —==p)

V1) (p—=gq) —=(lg —= £} —= (p—=r})

Frims propoziiie este .dacd p este lmposibil, stunci p este
fals®, lar a doun sste .dacl p este fa.h.' atunci p oo este  posi-
til®, Celelalte patru propositii au fac s& intervinA consotorul M
gl nu comportd nici o dimcuiie.

Le meeste propositll, Lukaslewics sdangd proporifiile de
forant

«fentry ¢ anusitd proposifie p, este posibil p gi este po-
2ikil on-p". Lukasiewicz di urmltorul exemplu: .Se poats ca acest
solnay o moard, dar se poate o8 gi nu moard™.

i [ "

Pentru formularen simbolick & scestel proporiiii eate
introdoceres wnnl cuantifieator portioular L ¢ ]]

w &p = pentru un sausit p*.

-

Proposiila de mai sus i ‘wreficarss formd simbalich:

vit. Lp (Mpa o Mp)e

i B
- T

e =t-m- £

Din propozifiile (I} - (V1) se pot deduce ureBicarels pro-

O

W p—Mp {

(5) Mp—p ;

|

“On alte cuvinte, orice propoaiile p ¢eots schivalentf cu ot
fim .p eate poaibil". Acemsts ar fece superfluzfi conmide- :I-I
.;iﬁpuni‘!.iilur de tipul ,p este posibil®™, cess oo din punot . 1
lars, real ou pete acceptabil. d\
A prezenta propoaiflei (¥]I) ao poate deduce urmftoares .'H
roposifia ¢ -.

HFI. .

I Aplielnd modus ponems, din (b} gi (c) ee deduce i orice
mpoditie este adevEratld, cesa co aratd contradietim propozifi-
dor noceptate oa axioms mai aus, E

; '.i_u_ﬂ_.t oonstatfri l-au condus pe Lukasiewicz la concluzia
itoares principiul teriiulul exslus, dupl care orice propozifle
p adevirati asu falsf, nu funciloneszl pentru propositii de
P eate poalbil”,

Dg nilds, propozitin chmul wiitor, In I peptembrie, este po-
4 plouli 1a Bucuregti® nu sete nici sdevdratd, niel falsa,

i

e PR L N )

" In mod necesar se impune considersres unei o treia valor de
#liry .posibilul” , objinindu-se natfel punctul de plecare pentru
8 '6e o chensd ,logica trivalentd”.

B
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OBSERVATIE. Acewte somsideraili sparits lui J, Lukasiewios. 3 & oA -3
Peotru consulteres lor In dstaliy gl pentru demonstrares wnor afir- n II" R S bty R 5

matii foute In mcest parngraf, trimitem citiforul la ecarten luoi , a) G 1) = f(x), pentru 1 + | = n gl pentru ories
A, Dmitriu Jlogica polival=nts™, Cap.¥, pag.157-207. y L. )

g s it 1) Oy = Oyx) < ... G,y (x), pentru orice 2€L,
Mgebrale Lokasiswics n-valsnte au font fntroduss ds  Gr.C, B ok O(0)) = 0,03 pantroortent wikicori s o
Moigil In anul 1946 ce models algebrice paniry I.ugmlh ou mei mul- W

te valori ale lul Iukasfewics, Ioninte ds-a presenta sistemul for- . VATIE: Axioms g) =8 mmeste principiul determinfiril
. DBSERVATIE: prineipiul doterminarii
mal al logicii 4rivelente, vom studia ofieve proprietisi ale alge- At Maiail

. brilor Lukasiewios n-velents. e
0 s-eey Oy 90 numesc endamorfieme chrysipieme.
Yom presupune in continuars cf n sate un numfr natural Pixet. N n=
\  Definitis 2. Daofl L, L' olnt doud algebre Lukasiewics n-va-

Definifis 1. O alpebrd Lukssievics n-valenth sate o latice

o i
Aateihabtrt #nte, stunci o funcile L—+1L' as mmegte norfise de algebre

e __ p-yelents dacd pentru orice x, yEL avem:

I . o) =07 Hl) =13
gy prim elesent 0 gl cu ultinm element 1, sstfel fncits Y = o
flxvy) = L{x)v Iily) ;

flxay) = T{xdaf{y) 1
£l ﬁ"lil” = G, (#(x)).

(1) EBrist o oporatie wnarf = ¢ L —=1 oy proprietitils:
1{:1.-111 = TXATIY
Tlzay)l =z vy
EEALZ0 _ H!_l Daed f3 L—=L1' gate un morfism de algebre Luknsie-
Yt i 5, b -'_:qiani.u atumci £{72) = 71 {ix), pentru orice x€L.
(1) Bxioth (o-1) aplicayti Oyf L—= 1k, dol,ere,n-l on i wiana. s sty
proprietiitile: | . f]’f:hr": Oy (x) =1, G ixdan iz} = o
8 Gle) =01 G(1) =1, pemtru i = L,..., 51,
bl l[}'l{:w.r-:l- I:Fl!tl i ﬁi{;}, ﬁ'lt:.h:r:l - ﬂ'll‘i:]l n 0y,
peniru L= J,..., 0=} 81 ¥, yEL.
(] ﬂ'ihl".-"t Gilxl =1, ﬂ'i[li.ﬁ‘l ﬂi[ﬂ = o, paniru orios i hm' AR TR L
TEL gt 1= 1,04, B=l,

, prin aplicarea lui f.

ﬁ';fﬂ*:”vfh 0 fx)¥ = o, l]'{ﬂ:i.‘mrh ﬂ"ﬂtl = 0,




= 1B{ =

ﬂi!ﬂﬂ‘.l vl G (z)) = I.‘.I'liﬂxlllv'l 0, {f(x)) = 1
O, iz A £l G (x)) = Gif{xl) A G (£(x)) = 0
Deel (7 0, (x)) gl f( O;(z)) verifich proprietdiile de

complement ale lui ﬂliﬂ:”. Din unicitates complementului wmuai
alement intr-o laties distributivd ouw o gl 1, rexulti:

{0 (x)) = 74( Gi(x)), pentru orice 1 = 1,..., o-1.

Conform acestel relefii gia sxicmei o)din Definifis 1 re-
2l i, pentro i+ ] = of

ﬂiii‘lt” = I{ ﬂl-i'l:l'.' = fhﬁif:” = "1 £{ ﬁ"j{:” =
=9 ﬂiiﬂ:il = E"j-_{‘l £lx)).

Bin O, (f(7x)) = G (7f(x)) pentru orice i = 1,..., 0-1,
=& obiine (5 x) =fix), conform principiulul determinfrii.

EXENPLE 1) Considerin Iz muliinea

W e S TN -

urndtoarele opamailiis
vy = max (x,¥)
gAYy = min (x,¥y}

r=]-x

Befinim funeittle 0),...,0 s L—=T prin umsStorul tablou

I 1
W | G | e | 8w | 6w

Bl o o | 0 0 0
I 0 0 0 1
[ [ [ L
:

B =

Be. :

-

|§5f 0 1 1 1
| Y 1 1 - 1 T

et — SN

_1-':.._.:

~ Se poate verifica cu ugurinih of L, este o algebrd
o8 p-valontd:

.‘;.'!JI. Detallem exomplul 1)fn casul o = 3
N L}-{n,%, 1}

nl ’Eﬂ:':l.u cperatiile Iui I.al sub formdl de Lubele:

==

3
0|31 o |0
3

o n= | D
o] rol | e

(1112 1|0
IVY AT : TR
T ﬂ'lft] l.'.':'zl'.':}
0 i 0
‘ _% 0 1
b o R \

) B e e

s
1
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Ezercitiv. Dupf modelul Bxsmplulul 2 de mai sun, ofl 88 tra-

tese cazul no= 4 gt o = 5,

OBSEAVATIE. Fis L o mlgebrs Lukasiswios Lrivalentd (n = 3).
Pentru orice r€L, aplicind sxioms s} din definifia 1 obiinem:

ﬁ'lixl = G3(7x) = = Oalx)
II:I'E{::.'I - ﬁ'?hjﬂ . ﬂihzl

Decl endomorfimsele chryoipiens
nul In funcile de celdlalt.

Definitia 3. Un elesent x nl unei mlgebre lukasiswiss n-va-
lente L se numegie element chrysipian daofl xvxs=1l, TA-E=0.

Lema 2. Un element x€L este chrysipian dned gt nussl dach
!3'1{:] = ¥, pentru orioe 4 = 1,..., o=1.

Hemonsirntier Dacd x este chrysipian, stunci xyvjx = Ly
EAE = 1, du_i

.Tl' ué g2 pot exprima o~

{F‘i{ﬂ W ﬁii—i:} -]

Conform unicitdfil complementuluf Entr-o latice distribati-
¥l ocu 0 gl 1, aven

G (x) = = 0 ix), pentru orice 4 = 1,..., oL,

bar GAT2) = V0 a), deol 2 (2} = 20 (x), da wnde

resulth

Gix) = 77 Gl w00, 1 x) = O ()

Tintnd cont e

o ohtine oA 'ﬂ'ifl.:l - ﬂ-‘EhJ - e o ﬁ'n_'_lh;}..

il-m....

Atuncl, pentru orice L, §, aves ﬂ]{:l = Oy (x) = 'ﬂ:,l.fﬂ'j_{:ﬂ.

Ponfore prinolpiulel determinfril resulif x = 0y (x) pentru orice

i
o

4= 1,..., -1,

Mirmaiis reciprocd, rezultd din Definitis 1.

b Vom pota cu C(L) mal {imea elesantslor chrysiplens als lui
e = { x| Gy(0) = x, peutru 1 =1,...001 b

PROPOEITIA 1, €L} eate nlgebrdl Boole,

Demonstraiie. Conform Lemei 2, O(L) sate tnohisd is A v
i e€Cil), 1ECIL), D noeménsa, orice xECIL) admite un comple-

Exercitiy (i), Dech F: L—1' eate un sorfism de elgebre
':___ wwios p-valenis, atmaol

Clf) = fimm: O(L) —= o{L*)
IR acrfioe ds algebos Bocla.

(iL), O algebrn Lukasievice n-valente sste o algebrs Boale
gl numal daok L = O(L).

Dngfl B este o algebrd Boole varwoars, notéu

D{B} = {E:l,...,:ﬂ_lil EB“‘IJ e }

In D{B} introdoces urmdtonrele aperatii:

hl"*""n-ll AR TRTETE SR - ST T AE )
[ ST S Y, (Xovereig) = 05 V 2, 0eny 13 V I0)
MEyuenny 2 q) = h‘n-l""*.“lj

“1‘“1-----&-11 = {xyyeeeaZy), pontru orioe 4 = 1,... 051,

-
s e b

T .

L L TR

ol s

s

a_-.-‘.-'-til_ _._-—"-i:

=
gl

e

lj-u—-ﬂl:_-\_.

L e i

s




