
Bună ordonare şi inducţie

Principiul bunei ordonări

Orice submulţime nevidă a lui N are un cel mai mic element.

Principiul inducţiei

Fie S ⊆ N astfel ı̂ncât:

(i) 0 ∈ S şi

(ii) pentru orice n ∈ N, dacă n ∈ S , atunci n + 1 ∈ S .

Atunci S = N.

Observaţie

Principul bunei ordonări şi principiul inducţiei sunt echivalente.
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Principiul inducţiei (forma tare)

Principiul inducţiei (forma tare)

Fie S ⊆ N astfel ı̂ncât:

(i) 0 ∈ S şi

(ii) pentru orice n ∈ N, dacă {0, 1, . . . , n} ⊆ S , atunci n + 1 ∈ S .

Atunci S = N.

Dem.: Aplicăm Principiul inducţiei pentru

S ′ = {n ∈ N | {0, . . . , n} ⊆ S}.

Obţinem S ′ = N. Rezultă că, pentru orice n ∈ N, {0, . . . , n} ⊆ S ,
deci n ∈ S . Prin urmare, S = N.
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Principiul inducţiei

Fie P : N→ {0, 1} un predicat (o proprietate). P(n) = 1 ı̂nseamnă
că P(n) este adevărat.

Principiul inducţiei

I Pasul iniţial. Verificăm că P(0) = 1.

I Ipoteza de inducţie. Presupunem că P(n) = 1, unde n ∈ N.

I Pasul de inducţie. Demonstrăm că P(n + 1) = 1.

Concluzie: P(n) = 1 pentru orice n ∈ N.

Principiul inducţiei (forma tare)

I Pasul iniţial. Verificăm că P(0) = 1.

I Ipoteza de inducţie. Presupunem că P(k) = 1 pentru orice
k ≤ n, unde n ∈ N.

I Pasul de inducţie. Demonstrăm că P(n + 1) = 1.

Concluzie: P(n) = 1 pentru orice n ∈ N. 3

Principiul diagonalizării

Principiul diagonalizării

Fie R o relaţie binară pe o mulţime A şi D ⊆ A definită astfel:

D = {x ∈ A | (x , x) /∈ R}.

Pentru orice a ∈ A, definim

Ra = {x ∈ A | (a, x) ∈ R}.

Atunci D este diferit de fiecare Ra.

Dem.: Presupunem că există a ∈ A astfel ı̂ncât D = Ra. Sunt
posibile două cazuri:

I a ∈ D. Rezultă că (a, a) /∈ R, deci a /∈ Ra = D. Contradicţie.
I a /∈ D. Rezultă că (a, a) ∈ R, deci a ∈ Ra = D. Contradicţie.

Prin urmare, D 6= Ra pentru orice a ∈ A.
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Argumentul diagonal al lui Cantor

Teoremă Cantor
Nu există o bijecţie ı̂ntre N şi mulţimea 2N a părţilor lui N, deci N
şi 2N nu sunt echipotente.

Dem.: Presupunem că există o bijecţie f : N→ 2N. Prin urmare,
2N poate fi enumerată ca 2N = {S0,S1, . . . ,Sn, . . . , }, unde
Si = f (i) pentru orice i ∈ N. Considerăm relaţia binară R ⊆ N×N
definită astfel:

R = {(i , j) | j ∈ f (i)} = {(i , j) | j ∈ Si}
şi aplicăm Principiul diagonalizării. Astfel,

D = {n ∈ N | (n, n) /∈ R} = {n ∈ N | n /∈ Sn},
Ri = {j ∈ N | (i , j) ∈ R} = {j ∈ N | j ∈ Si} = Si , i ∈ N.

Deoarece D ⊆ N şi f este bijecţie, există k ∈ N a.̂ı. D = Sk = Rk .
Pe de altă parte, conform Principiului diagonalizării, D 6= Ri

pentru orice i ∈ N. Am obţinut o contradicţie.
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Mulţimi numărabile

Definiţie

O mulţime A este numărabilă dacă este echipotentă cu N .
O mulţime finită sau numărabilă se numeşte cel mult numărabilă.

Corolar

2N nu este mulţime numărabilă.

Propoziţie

(i) Orice submulţime infinită a lui N este numărabilă.

(ii) Reuniunea unei familii cel mult numărabile de mulţimi
numărabile este mulţime numărabilă.

(iii) Z şi Q sunt numărabile.

(iv) Produsul cartezian al unei familii cel mult numărabile de
mulţimi numărabile este mulţime numărabilă.

Dem.: Exerciţiu. 6

Relaţii binare

Fie A o mulţime nevidă şi R ⊆ A× A o relaţie binară pe A.
Notaţie: Scriem xRy ı̂n loc de (x , y) ∈ R şi ¬(xRy) ı̂n loc de
(x , y) 6∈ R.

Definiţie
I R este reflexivă dacă xRx pentru orice x ∈ A.

I R este ireflexivă dacă ¬(xRx) pentru orice x ∈ A.

I R este simetrică dacă pentru orice x , y ∈ A,

xRy implică yRx .

I R este antisimetrică dacă pentru orice x , y ∈ A,

xRy şi yRx implică x = y .

I R este tranzitivă dacă pentru orice x , y , z ∈ A,

xRy şi yRz implică xRz .

I R este totală dacă pentru orice x , y ∈ A,

xRy sau yRx . 7

Relaţii de echivalenţă

Definiţie

Fie A o mulţime nevidă şi R ⊆ A× A o relaţie binară pe A. R se
numeşte relaţie de echivalenţă dacă este reflexivă, simetrică şi
tranzitivă.

Exemple

I Fie n ∈ N∗. Definim relaţia ≡(mod n) ⊆ Z× Z astfel:

≡(mod n) = {(x , y) ∈ Z | n divide (x − y)}.

Relaţia ≡(mod n) se numeşte congruenţa modulo n. Folosim
notaţia x ≡ y(mod n) pentru (x , y) ∈≡(mod n).

I Fie f : A→ B o funcţie. Definim relaţia ker f ⊆ A×A astfel:

ker f = {(a1, a2) ∈ A× A | f (a1) = f (a2)}.

ker f se numeşte şi nucleul lui f .

Notaţii: Vom nota relaţiile de echivalenţă cu ∼. Scriem x ∼ y
dacă (x , y) ∈∼ şi x 6∼ y dacă (x , y) /∈∼. 8



Relaţii de echivalenţă

Fie A o mulţime nevidă şi ∼⊆ A× A o relaţie de echivalenţă.

Definiţie

Pentru orice x ∈ A, clasa de echivalenţă [x ] a lui x este definită
astfel: [x ] = {y ∈ A | x ∼ y}.

Propoziţie

I A =
⋃

x∈A[x ].

I [x ] = [y ] ddacă x ∼ y .

I [x ] ∩ [y ] = ∅ ddacă x 6∼ y ddacă [x ] 6= [y ].

Dem.: Exerciţiu.

Definiţie

Mulţimea tuturor claselor de echivalenţă distincte ale elementelor
lui A se numeşt mulţimea cât a lui A prin ∼ şi se notează A/∼.
Aplicaţia π : A→ A/∼, π(x) = [x ] se numeşte funcţia cât.
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Relaţii de echivalenţă

Fie A o mulţime nevidă şi ∼⊆ A× A o relaţie de echivalenţă.

Definiţie

Un sistem de reprezentanţi pentru ∼ este o submulţime X ⊆ A care
satisface: pentru orice a ∈ A există un unic x ∈ X a.̂ı. a ∼ x .

Propoziţie

Fie X un sistem de reprezentanţi pentru ∼. Atunci A =
⋃

x∈X [x ] şi
A/∼= {[x ] | x ∈ X}.

Dem.: Exerciţiu.

Exemplu

Considerăm congruenţa modulo 2, ≡(mod 2):
[0] = {2n | n ∈ Z} = 2Z, [1] = {2n + 1 | n ∈ Z} = 2Z + 1;
[2n] = [0] şi [2n + 1] = [1] pentru orice n ∈ Z; mulţimea cât este
Z2 = {[0], [1]}. Sisteme de reprezentanţi: X = {0, 1}, X = {2, 5},
X = {999, 20}.
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Partiţii

Fie A o mulţime nevidă.

Definiţie

O partiţie a lui A este o familie (Ai )i∈I de submulţimi nevide ale lui
A care verifică proprietăţile:

A =
⋃

i∈I Ai şi Ai ∩ Aj = ∅ pentru orice i 6= j .

Partiţia (Ai )i∈I se numeşte finită dacă I este finită.

Propoziţie

Există o bijecţie ı̂ntre mulţimea relaţiilor de echivalenţă pe A si
mulţimea partiţiilor lui A:

I (Ai )i∈I partiţie a lui A 7→ relaţia de echivalenţă pe A definită
prin: x ∼ y ⇔ există i ∈ I a.̂ı. x , y ∈ Ai .

I ∼ relaţie de echivalenţă pe A 7→ partiţia ([x ])x∈X , unde
X ⊆ A este un sistem de reprezentanţi pentru ∼.

Dem.: Exerciţiu. 11

Relaţii de ordine

Definiţie

Fie A o mulţime nevidă. O relaţie binară R pe A este relaţie de

I ordine parţială dacă este reflexivă, antisimetrică şi tranzitivă.

I ordine strictă dacă este ireflexivă şi tranzitivă.

I ordine totală dacă este antisimetrică, tranzitivă şi totală.

Notaţii: Vom nota relaţiile de ordine parţială şi totală cu ≤, iar
relaţiile de ordine strictă cu <.

Definiţie

Dacă ≤ este o relaţie de ordine parţială (totală) pe A, spunem că
(A,≤) este mulţime parţial (total) ordonată.
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Mulţimi parţial ordonate

Fie (A,≤) o mulţime parţial ordonată.

Proprietăţii

I Orice relaţie de ordine totală este reflexivă. Prin urmare, orice
mulţime total ordonată este mulţime parţial ordonată.

I Relaţia < definită prin x < y ⇐⇒ x ≤ y şi x 6= y este
relaţie de ordine strictă.

I Dacă ∅ 6= S ⊆ A, atunci (S ,≤) este mulţime parţial ordonată.

Dem.: Exerciţiu.
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Mulţimi parţial ordonate

Fie (A,≤) o mulţime parţial ordonată şi ∅ 6= S ⊆ A.

Definiţie

Un element e ∈ S se numeşte

I element minimal al lui S dacă pentru orice a ∈ S , a ≤ e ⇒
a = e;

I element maximal al lui S dacă pentru orice a ∈ S , a ≥ e ⇒
a = e;

I cel mai mic element (sau minim) al lui S dacă e ≤ a pentru
orice a ∈ S ;

I cel mai mare element (sau maxim) al lui S dacă e ≥ a pentru
orice a ∈ S .
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Mulţimi parţial ordonate

Proprietăţi

I Atât minimul, cât şi maximul lui S sunt unice (dacă există).

I Orice minim (maxim) este element minimal (maximal).
Reciproca nu este adevărată.

I S poate avea mai multe elemente maximale sau minimale.

Dem.: Exerciţiu.
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Mulţimi parţial ordonate

Fie (A,≤) o mulţime parţial ordonată şi ∅ 6= S ⊆ A.

Definiţie

Un element e ∈ A se numeşte

I majorant al lui S dacă e ≥ a pentru orice a ∈ S ;

I minorant al lui S dacă e ≤ a pentru orice a ∈ S ;

I supremumul lui S , notat supS , dacă e este cel mai mic
majorant al lui S ;

I infimumul lui S , notat inf S , dacă e este cel mai mare
minorant al lui S .

Proprietăţi

I Atât mulţimea majoranţilor, cât şi mulţimea minoranţilor lui S
poate fi vidă.

I Atât supremumul, cât şi infimumul lui S sunt unice (dacă
există).
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Mulţimi bine/inductiv ordonate

Fie (A,≤) o mulţime parţial ordonată.

Definiţie

Spunem că (A,≤) este mulţime bine ordonată dacă orice
submulţime nevidă a lui A are minim. În acest caz, ≤ se numeşte
relaţie de bună ordonare pe A.

Exemple

(N, <) este bine ordonată, dar (Z, <) nu este bine ordonată.

Observaţie

Orice mulţime bine ordonată este total ordonată.

Dem.: Exerciţiu.

Definiţie

(A,≤) se numeşte inductiv ordonată dacă orice submulţime total
ordonată a sa admite un majorant. 17

Axioma alegerii

Axioma alegerii (̂ın engleză Axiom of Choice) (AC)

Dacă (Ai )i∈I este o familie de mulţimi nevide, atunci există o
mulţime C care conţine un singur element din fiecare mulţime (Ai ).

Reformulări

Următoarele afirmaţii sunt echivalente cu Axioma alegerii:

I Dacă (Ai )i∈I este o familie de mulţimi nevide, atunci există o
funcţie fC care asociază la fiecare i ∈ I un element fC (i) ∈ Ai .

I Dacă (Ai )i∈I este o familie de mulţimi nevide, atunci
∏

i∈I Ai

este nevid.

I formulată de Zermelo (1904)

I a provocat discuţii aprinse datorită caracterului său
neconstructiv: nu există nicio regulă pentru a construi
mulţimea C sau funcţia alegere fC .

18

Axioma alegerii

I Gödel (1940) a demonstrat că axioma alegerii este consistentă
cu ZF.

I Cohen (1963) a demonstrat că negaţia axiomei alegerii este
consistentă cu ZF. Prin urmare, axioma alegerii este
independentă de ZF. Cohen a primit ı̂n 1966 Medalia Fields.

Teoremă

Următoarele afirmaţii sunt echivalente cu Axioma alegerii:

I Lema lui Zorn Orice mulţime inductiv ordonată are un
element maximal.

I Principiul Bunei Ordonări: Orice mulţime nevidă X poate fi
bine ordonată (adică, pentru orice X există o relaţie binară ≤
pe X a.̂ı. (X ,≤) este mulţime bine ordonată).
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