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INTRODUCERE

Aceasta teza este rezultatul unui program de studii doctorale inceput in anul 2017
sub afilierea Institutului de Matematica ” Simion Stoilow” al Academiei Roméane. Tema
lucrarii sunt procesele de ramificare cu valori masuri si ecuatiile neliniare care descriu
dinamica lor. Astfel, o caracteristica a tezei este dubla perspectiva, atat cea proba-
bilista, de a demonstra existenta unor astfel de procese si a le studia proprietatile de
regularitate, cat si cea ce tine de domeniul ecuatiilor, de a obtine reprezentari (proba-

biliste) pentru solutiile ecuatiilor nelinare mai sus mentionate.

In prima parte a tezei investigam procese cu ramificare discreta care apar ca mod-
ele pentru evolutia in timp a sistemelor de particule, in cazul in care descendentii nu
pornesc din aceeasi pozitie In care particula-parinte a disparut, asa-numitele procese
cu ramificare nelocala. Principala motivatie este de a generaliza rezultatele existente
in literatura pentru cazul in care masura de perturbare nu are densitate in raport
cu masura Lebesgue. Aceasta generalizare presupune considerarea unei functionale
aditive continue abstracte a procesului de baza, asociata masurii de perturbare prin
corespondenta Revuz. Mai intai studiem proprietatile unei clase convenabile de astfel
de functionale aditive continue, suficient de bogata pentru a permite aplicatii de in-
teres. Abordarea noastra consta in obtinerea solutiilor mild ale ecuatiilor cu derivate
partiale neliniare asociate, solutii ale caror formulare va implica functionala aditiva
continua mentionata anterior. Expunerea noastra se concentreaza ulterior pe demon-
strarea existentei unui proces de ramificare, suficient de regulat, avand ca functie de
tranzitie semigrupul obtinut. Strategia demonstratiei presupune mai intai construirea
unui proces auxiliar bazat pe o liniarizare a ecuatiei cu derivate partiale mentionata
mai sus. Finalizarea demonstratiei necesita mai multe metode probabiliste si analitice
de Teoria Potentialului, cum ar fi extinderea spatiului de baza si folosirea capacitatilor.
In final, avand demonstrata existenta procesului de ramificare, revenim la partea de
ecuatii a problemei, un alt obiectiv principal, si obtinem o reprezentare probabilista a

solutiilor ecuatiei neliniare initiale.



In a doua parte a tezei studiem procesele de ramificare in care miscarea spatiala
este data de un curent (flow) continuu. Aratam ca daca mecanismul de ramificare al
unui superproces este independent de variabila spatiala, atunci superprocesul se obtine
prin introducerea ramificarii in evolutia in timp a curentului continuu la dreapta pe
masuri, indus in mod canonic de curentul continuu la dreapta ca miscare spatiala.
Un rezultat analog este valabil pentru procesele cu ramificare nelocala pe multimea
configuratiilor finite ale spatiului de baza, cu conditia ca procedura de ramificare sa
fie compatibila cu curentul continuu la dreapta considerat. Ca si in partea anterioara,
deducem reprezentari probabiliste ale ecuatiilor neliniare asociate. Obtinem si rezultate
referitoare la generatorii slabi (extingi) ai acestor procese.

Teza prezinta aplicatii pentru ambele parti si evidentiaza relevanta acestora pentru

cercetarea actuala din acest domeniu.
Rezultatele originale din aceasta teza sunt incluse in urmatoarele lucrari

e L. Beznea, O. Lupascu-Stamate, C. 1. Vrabie, Stochastic solutions to evolution
equations of non-local branching processes, Nonlinear Analysis 200 (2020), 112021.
https://doi.org/10.1016/j.na.2020.112021;

e [.. Beznea, C. I. Vrabie, Continuous flows driving branching processes and their
nonlinear evolution equations, Adv. in Nonlinear Anal. 11 (2022), 921-936,
https://doi.org/10.1515/anona-2021-0229.



1. PRELIMINARII

Scopul acestui capitol este de a introduce notiunile preliminare care vor aparea pe
parcursul lucrarii. Prezentam concepte fundamentale cum ar fi functii de tranzitie si
rezolvante de nuclee, care sunt omniprezente in aceasta teza, si definim cadrul nostru
de studiu pentru procesele stocastice, procesele drepte, mentionand proprietatile de

regularitate de care suntem interesati.

2. ECUATII DE EVOLUTIE ASOCIATE
PROCESELOR CU RAMIFICARE
NELOCALA

Procesele cu ramificare nelocala apar in modelarea evolutiei in timp a sistemelor
de particule, pe care le putem descrie dupa cum urmeaza. O particula situata intr-un
punct al unei multimi £ incepe sa se deplaseze conform unui proces Markov cu spatiul
starilor £ (numit miscare de bazad), pana la un moment de timp aleator cand este dis-
trusa. Particula este inlocuita de un numar finit de noi particule care se deplaseaza
independent, conform aceleiasi migcari de baza, pana la propriul lor timp terminal cand
sunt inlocuite de catre o noua generatie de particule si procesul continua in acest mod;
cf., de exemplu, [20] si [12].

Consideram un proces Markov drept X = (Q, F, F;, Xy, 0:,P*) pe E cu timp de
viata infinit, functie de tranzitie (T})i=0, Ti.f(x) = E*(f(Xy)), f € By (E), = € E,
t > 0, si generator infinitezimal L, pe care il numim miscarea de baza sau miscarea
spatiala; acesta caracterizeaza miscarea particulelor intre momentele de ramificare.

Fixam o masura U-excesiva m pe FE, unde am notat cu U rezolvanta de nuclee
asociata lui X.

”Omorarea” particulelor este determinata de o masura de perturbare neteda u pe
E. Din corespondenta Revuz (vezi, de exemplu, [4], [17]), procesul omorat este obtinut

din X ca proces subordonat prin functionala multiplicativa (e=4t),>0, unde A = (A;);>0
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este o functionala aditiva continua a lui X', avand masura Revuz p (in raport cu masura

m). Definim semigrupul de nuclee submarkoviene (7}*);~¢ prin formula Feynman-Kac
TV f(z) == E*(e ™ f(X,)) pentru orice f € B, (E).

Se arata ca (T}');>o induce un Cy-semigrup pe LP(E,m), al carui LP-generator poate fi
identificat cu L — pu, folosind corespondenta Revuz, intr-un sens LP-slab ca in [9).

In sfargit, "nagterea” noilor particule este data de un sir de nuclee markoviene By
de la E®) (puterea k simetrica a lui F) la E, pentru fiecare k > 1, By, : bB.(E®) —
bB(E), si un sir (by)g>1 de functii boreliene pozitive pe E astfel incat ), by < 1.
Interpretarea este urmatoarea: pentru fiecare k > 1, by (z) reprezinta probabilitatea ca
o particula care dispare in punctul x € E sa aiba exact k descendenti; By, (probabili-

tatea pe E*) indusa de nucleul markovian By, in ) este distributia celor k descendenti
in E®.

Putem formula acum un prim scop, acela de a studia procesul de ramificare pe F,

avand generatorul pe E de forma

Lu = Lu— pu+ /L(Z b Bit).

k>1

Un alt obiectiv principal este studiul ecuatiei parabolice asociate acestui operator
neliniar si obtinerea unei reprezentari probabiliste pentru solutiile sale.

Cazul 1n care

Lu = Lu— pu+ /”L(Z bru®)

k=1
a fost considerat de E.B. Dynkin in [14] si corespunde situatiei particulare cand By, =
5x pentru orice x € E si k > 1, unde x := (z,...,2) € E® deci, descendentii
pornesc din locul unde a disparut particula-parinte. Procesul de ramificare care rezulta
se numeste proces cu ramificare locald. In contrast, nu vom avea aceasti restrictie,
descendentii nu trebuie sa porneasca din locul unde particula-parinte a disparut. Ca
atare, procesul de ramificare se numeste proces cu ramificare nelocala.
In cazul particular in care A are densitate in raport cu masura Lebesgue, adica

A = [1e(X,)ds, t > 0, atunci generatorul devine

Lu = Lu—cu+chkBkﬂ

k>1
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si procesul de ramificare asociat a fost construit in [6].

2.1. Procese de ramificare cu valori masuri

In prima sectiune a acestui capitol introducem notiunile preliminare legate de pro-
cesele de ramificare cu valori masuri.

Fie E un spatiu topologic Lusin. Notam cu M (FE) multimea tuturor masurilor
pozitive finite pe E. Inzestrim M (F) cu topologia slaba si notam cu M(FE) o-algebra
boreliana pe M (E).

Un al doilea spatiu de masuri pe care il vom considera este multimea E CM(E) a

tuturor sumelor finite de masuri Dirac pe F,

B = {Zéxl 219 € N,ig > 1,2; € E pentru orice 1 <7 < z'o} U {0},

1<10

unde 0 este masura nula pe E. Multimea E se identifica cu reuniunea tuturor puterilor

simetrice E®) ale lui E,

E=|JEW,
k=0
unde, prin conventie, E© := {0} (vezi, de exemplu, [I8]). Multimea E se numeste

spatiul configuratiilor finite ale lui E si este Inzestrata cu topologia slaba pe masurile

finite pe E si o-algebra boreliana corespunzatoare B (E)

In cele ce urmeazi, (M, M) va desemna (M (E), M(E)) sau (E, B(E)).

Un proces Markov drept se numeste proces de ramificare daca pentru orice doua
copii independente ale sale pe M, X si X', care pornesc din masurile p si ¢/, X + X’
si procesul care porneste din p + ¢’ sunt egale in distributie.

Un nucleu marginit @ pe (M, M) se numeste nucleu de ramificare daca

Quiv = @, * @, pentru orice p, v € M,

unde reamintim ca @, desemneaza masura pe M astfel incat [,, hd@, = Qh(u) pentru
orice h € M.

Se arata ca: un proces Markov drept cu spatiul starilor M este un proces de ramifi-
care daca si numai daca functia sa de tranzitie este formata din nuclee de ramificare.

Pentru o functie f € bB,(E) consideram aplicatiile I; : M — R, (functionala
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liniara) si ey : M — [0, 1] (functionala exponentiala), definite prin

) = ()= [ fdu we M, epim e

Pentru orice functie cu valori reale, pozitiva, B(FE)-masurabila ¢ definim functia

multiplicativi @ : E —s R, prin

H(p(azk), daci x = (z)rs1 € E,x # 0,
px)=q &
1, daca x = 0,

cf. [20]; vezi, de asemenea, [§].

2.2. Functionale aditive continue admisibile

Conform [19], pagina 33, ipoteza noastra de lucru este ca functionala aditiva con-

tinua (pe care o vom abrevia CAF) A = (A;)i>¢ este admisibild, adica,

limsup E*(A,) = 0.
t\ozeg ( t)

Consideram si urmatoarea proprietate pentru A = (A;)so:

t
e MR~ 4 8 Em/ e~Autew)q A, <1 pentru orice t, z, (2.1)
0

cua>0si8>0.

Lema 2.1. ([7]) Presupunem ca exista un sir A™ = (A} )10, n = 1, de functionale adi-
tive continue astfel incat fiecare A™ satisface cu constantele av, si B,. Presupunem,
de asemenea, ca A} converge a.s. la Ay pentru fiecare t > 0, lim, oo o, = @ € R §i
lim,, oo Bn =B € R, B#0. Atunci A satisface cu constantele o si 3.

Lema 2.2. ([7]) Au loc urmdatoarele afirmatii.

(1) Pentru un CAF arbitrar, A = (At)i=0, (2.1)) este satisfacuta pentru orice § < 1
sta = 0.

(ii) Daca functionala aditiva continua A este admisibila atunci pentru orice > 0
exista o > 0 astfel incat are loc.

(13i) Daca A are densitatea ¢ € bB(E) in raport cu masura Lebesgue, adicd, pentru
orice t > 0 avem A, = fg c(Xs)ds, atunci A este admisibild. In plus, (Ap)i=o satisface
pentru orice a g1 3 astfel incat a = ||c||oo(8 — 1).

7
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2.3. Ecuatia integrala de evolutie

In a treia sectiune construim o ecuatie integrala neliniara de evolutie care implica
procesul de baza X gi functionala aditiva continua A. Un caz particular al acestei

ecuatii ne conduce catre solutiile mild ale ecuatiei parabolice

d

cu conditia initiala Hyp = ¢, 0 < ¢ < 1, unde reamintim ca L este operatorul neliniar
pe B, Lu = Lu— pu+ p( -, bp Br).

Perechea de siruri ((Bg)g>1, (bx)r>1) induce un nucleu submarkovian B de la Ela
E,
Bg = Zkak(g|E(k)) pentru orice g € By (E).

k>1

Pentru simplitate, vom scrie Byg in loc de By (g|gw ) si cu aceasta conventie avem

B = Zkak'

k>1

Consideram m; := || ;-1 kbk|loo si presupunem ca m; < oo. Notam cu B,
multimea tuturor ¢ € B, (F) astfel incat ¢ < 1.
O aplicatie H : B, — B, se numeste absolut monotona daca exista un nucleu

~

submarkovian H : bB, (E) — bB.(FE) astfel incat Hpy = HQ pentru orice ¢ € B,,.
Teorema 2.3. ([7]) Fie a > 0 si > 0 astfel incat (2.1) are loc. Atunci, pentru orice
w € By, ecuatia de evolutie

t
ho(z) = =BT (e~Ap(X,)) + FE / AU B (XA, (2.3)
0

are 0 unicd solutie local marginita [0,00) x E > (t,x) — Hyp(x) astfel incat Hyp € B,
st au loc urmatoarele afirmatii.
(1) Aplicatia ¢ — Hyp este un operator absolut monoton gi existd o functie pozitiva

crescatoare t —— C(t) astfel incat

sup [[Hs(¢) — Hs()]|loo < C(t)|lp — ¥||oo pentru orice ¢, € B,.

0<s<t
In particular, pentru orice t > 0, aplicatia ¢ — Hyp este Lipschitz.

8
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(11) Familia (Hi)i=o este un semigrup submarkovian de operatori neliniari pe B,.
Mar mult, daca Zk>1 b, =1 si «, B satisfac cu egalitate, atunct H;1 =1 pentru
orice t > 0.

(iii) Dacd functia t — E* (e 4t@(X,)) este continud la dreapta pentru orice x € E,
atunci t — Hyp(x) este de asemenea continud la dreapta pe [0,00).

(iv) Daca Typ converge la ¢ (adica Ep(Xy) — ¢ ) uniform cand t \, 0, atunci

Hip converge de asemenea uniform la ¢ cand t 0.

In plus, este necesara urmatoarea lema, adaptata din monografia [19], Propozitia
2.12, care conduce la un instrument principal in demonstratia Teoremei [2.3] ca un
substitut pentru lema lui Gronwall si pentru demonstrarea proprietatii de semigrup de

la punctul (7).

Lema 2.4. ([7]) Fier > 0 si ¢ € B,. Atunci functia (t,z) — hy(x) este o solutie
pentru (2.3) pentru orice t > 0 dacd $i numai daca verifica ecuafia (2.3)) pentru 0 <

t <rgi(t,x) — hyo(x) este solufie a ecuatiei
t —_—
hipo(z) = e “E*(e h,(X,)) + BE? / e TUBh, W (X)dA,, t =0 (24)
0

De acum inainte vom nota cu (Hy)i=o semigrupul neliniar dat de ecuatia cand
a=0gsp=1

Corolarul 2.5. ([7]) Pentru t > 0 consideram nucleul de ramificare H, pe E astfel
incat Hyp = IAL@E pentru orice ¢ € By. Au loc urmatoarele afirmatii.
(i) (H,)i=o este un semigrup submarkovian de nuclee de ramificare pe (E, B(E)).
(i) Pentru orice t > 0 gi f € bB(F) definim Vif € bB(E) prin V;f =
—1In Hy(e™). Atunci (V;)i=0 este un semigrup neliniar pe bBy (E) (numit semigrupul

cumulant) gi

d —y I/_it@: e_wfa
unae Y ‘—e 7.

2.4. Constructia procesului auxiliar

In a patra si ultima sectiune a acestui capitol construim un proces Markov drept
auxiliar pe E, pornind de la o versiune liniarizata a ecuatiei integrale de evolutie din

sectiunea precedenta.



Teorema 2.6. ([7]) Fie a« > 0 si f > 0 astfel incat (2.1) are loc si K un nucleu

submarkovian pe E. Atunci, pentru orice f € bB,(F), ecuatia liniard de evolutie
t
r(z) = e Tl f(x) + ﬁE‘”/ e~ Ky, W (Xy)dA,, t >0, (2.5)
0

are o unica solutie Q.f € bB(F), functia [0,00) x E > (t,x) +—— Q.f(z) este
masurabila, si au loc urmatoarele afirmatic.

(1) Familia (Q¢)t=0 este un semigrup de nuclee submarkoviene pe (E,B(E)) si este
functia de tranzitie a unui proces Borel drept cu spatiul starilor E.

(11) Functia t — Qif(x) este continua la dreapta pe [0,00) pentru orice x € E
dacd si numai dacd functia de tranzitie t — T} f(x) are aceeasi proprietate.

(i4i) Rezolvanta de nuclee U° = (U?)g>0 pe (E,B(E)) indusd de (Qy):=o0 satisface

us = Uk

q a+q

+ J,KUS = U

a+q

+ G ULy

unde U" = (Ul')g>0 este rezolvanta de nuclee indusd de (T}')i»o $i Jq, G sunt nucleele

marginite pe E definite prin

o

J,f(x) = BE* / e f(X VA, i G S (LK)
0 k=0
In plus, avem cd EUY) C EUlyy), Go(EWULL,)) C EWUT) si [bEWUT)] = [DEUL)].

Propozitia 2.7. ([7]) Ezista un nucleu submarkovian K pe (E,B(FE)) si un semigrup
(Q¢)i=0 care rezolva ecuatia astfel incat

e*atﬁt(lf) =lg,r pentru orice f € bBL(E) sit >0,

unde o = 0 este astfel incat este satisfacuta pentru B = m;.

3. CONSTRUCTIA PROCESELOR CU
RAMIFICARE NELOCALA

3.1. Rezultatul principal de existenta

In prima sectiune a acestui capitol, demonstram un rezultat de existenta pentru

un proces de ramificare suficient de regulat, avand (H;);o ca functie de tranzitie.

10



3. Constructia proceselor cu ramificare nelocala

Din teorema lui Kolmogorov, o functie de tranzitie impreuna cu o distributie initiala
determina in mod unic un proces Markov. Totusi, pentru diferite aplicatii, simpla
existenta a unui proces Markov nu este suficienta si suntem interesati de proprietati
suplimentare de regularitate a traiectoriilor procesului.

Demonstratia urmeaza abordarea Sectiunii 4 din [6], o metoda dezvoltata in [10]
(vezi, de asemenea, [5], Anexa A) pentru demonstrarea existentei unui proces Markov
drept in context infinit dimensional, pornind de la o rezolvanta de nuclee sau de la o
functie de tranzitie, in cazul nostru (H;);=o pe E.

Fie A = [bEUY)], unde inchiderea este in norma uniformi. Avem nevoie de
urmatoarea ipoteza suplimentara, care este o conditie similara cu cea folosita in [6]:
(*) Exista o submultime numarabila F, a lui b€ (U7) care este aditiva, 0 € F,, si separa
masurile finite pe E si o latice vectoriala separabila C C A astfel incat {e " : u € F,} C
C si Vi(F,) C C, unde V; este semigrupul cumulant (neliniar) introdus in Corolarul .

Teorema 3.1. ([7]) Daca procesul de baza X este standard si conditia (x) are loc,
atunci exista un proces de ramificare cadlag cu spatiul starilor E care are (I/th)@O din
Corolarul [2.9 ca functie de tranzitie. Dacd in plus, B1 = 1, atunci acest proces este

standard.

3.2. Reprezentarea probabilista a solutiilor ecuatiei neliniare

Corolarul 3.2. ([7]) Fie X procesul de ramificare cu spatiul starilor E st functia de
tranzitie (ﬁt)t>0, dat de Teorema . Au loc urmatoarele afirmatii.
(1) Daca p € B (E), ¢ < 1, atunci solutia (Hyp) =0 a ecuatiei are reprezentarea

Hyp(z) =E*3(X,), € E, t >0. (3.1)

(17) Fie X' = (X])i=0 procesul drept cu spatiul starilor E si functia de tranzitie

(Q¢)=0, dat de Teorema st Propozitia . Fie A\ 0o masura o-finita st h o functie
Borel, pozitiva si marginita, pe E. Atunci pentru orice t > 0

e EMNh, X,) = E (X)), (3.2)

unde BN := fE E*A\(dx) i in membrul stang A este privitd ca o masurd pe E> E; daca
p € E atunci (h, ) = [ hdpu.

11



3.3. Aplicatie. Miscarea browniana reflectata ca miscare
spatiala
In ultima sectiune a acestui capitol aplicam rezultatele obtinute luand miscarea

browniana reflectata pe inchiderea unui domeniu euclidian marginit neted pe post de

miscare spatiala si rata de omorare data de timpul local pe frontiera.

Corolarul 3.3. ([7/) Consideram problema Neumann pe un domeniu euclidian mdrginit
neted D si fie 0 masura de suprafata pe frontiera 0D a lui D. Atunci solutia ecuatiei

neliniare de evolutie pe D,
%Htgp =AH;p—ocH;p+ O'(Zk>1 b BrHyp), t > 0,
Hop = ¢,

are reprezentarea probabilista (3.1]),
Hyp(z) = B=3(X,), € E, t >0,

unde X este procesul de ramificare pe mulfimea tuturor configuratiilor finite pe inchiderea
lui D, avind miscarea browniand reflectatd X pe D ca miscare de bazd si mdsura de
perturbare o. In plus, formula l} are loc.

In acest fel, enuntul Teoremei 4.4 din [1] are loc pentru orice proceduri de ramificare
data de un sir de nuclee markoviene (By)>1 (reamintim ca By determina distributia
celor k descendentji), deci putem avea ramificare nelocala, altfel zis descendentii nu sunt
fortati sa porneasca din locul unde a disparut particula-parinte. Teorema 4.4 este un
rezultat principal folosit in [1] pentru a reprezenta vorticitatea ecuatiei Navier-Stokes

2d intr-un domeniu planar marginit printr-un model stocastic.

4. PROCESE DE RAMIFICARE
DETERMINATE DE FLOW-URI CONTINUE

In acest capitol punem in evidenta o clasa de procese de ramificare care sunt de-
terminate de un flow continuu la dreapta ® pe F, in sensul ca un astfel de proces de

ramificare cu valori masuri X admite o reprezentare in termeni de un al doilea proces
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4. Procese de ramificare determinate de flow-uri continue

de ramificare X0 si flow-ul pe masuri indus de @,
X, = ©,(XD) pentru orice ¢ > 0.

Se arata ca procesul X0 are acelagi mecanism de ramificare ca X, dar X% nu are
miscare spatiala gi va fi denumit proces de pura ramificare. Aceasta reprezentare are
loc in cazul unui superproces in care mecanismul de ramificare este independent de

variabila spatiala.

Reamintim ca un superproces X furnizeaza o solutie stocastica pentru ecuatia

neliniara de evolutie scrisa formal ca

d
&Uf = DUt + \I’('Ut), t 2 O,

cu conditia initiala vg = f, unde D este generatorul migcarii spatiale si ¥ este mecanis-
mul de ramificare. Ecuatia neliniara de evolutie asociata procesului de pura ramificare
X0 se obtine ca si caz particular al ecuatiei de mai sus in care nu exista termen core-
spunzator miscarii spatiale in membrul drept, adica D = 0. De fapt, vom considera
varianta integrala a ecuatiei sau, echivalent, vom lucra cu solutiile mild ale acesteia.
Ca o consecinta a reprezentarii de mai sus a lui X in termenii procesului de pura
ramificare X0 (in particular, cu D generatorul flow-ului continuu la dreapta ® pe FE)
obtinem o solutie vy, ¢ > 0, a ecuatiei neliniare de evolutie care admite urmatoarele

reprezentari probabiliste:

—

I e g (X0) = — InED L (X0 E t>0
'Ut(x) n efo<I>t( t) n ef( t)a HARS y = U.

In terminologia din [I3], pagina 133, v; se scrie ca ”log-potentialul lui X9 si ®,”.
Daca £ si £° sunt generatorii slabi extinsi ai superproceselor X , respectiv X0 pe
M(F), atunci avem

L=D+L°

unde D este generatorul flow-ului continuu pe M (FE) indus de ®. In acest fel, reprezen-
tarea pe care o stabilim poate fi interpretata ca o consecinta a privirii lui £ ca o
modificare a lui £° cu un operator de ordinul intai IA), care este un substitut pentru
un operator de ”drift” actiondnd Intr-un cadru infinit dimensional. Aceasta este o
exemplificare a unei strategii mai generale dezvoltate in [3].

Se arata ca rezultate analoage au loc pentru procesele cu ramificare nelocala, in

13



4. Procese de ramificare determinate de flow-uri continue

ipoteza ca flow-ul si distributiile de ramificare sunt compatibile.

Acest capitol se bazeaza pe rezultatele obtinute in [11].

4.1. Preliminarii despre procese de ramificare cu valori masuri

In prima sectiune, reamintim constructia generala a proceselor de ramificare, atat

in cazul superproceselor, cat si in cazul proceselor cu ramificare nelocala.

Superprocese. Fie X = (Q,F,F;, Xy, 0;,P*) un proces Markov drept fixat cu
spatiul starilor F si timp de viata infinit. Fie (7});> functia sa de tranzitie, U rezolvanta
sa gi D generatorul sau. Fixam, de asemenea, un mecanism de ramificare, adica o

functie ¥ : E x [0,00) — R de forma
U(z,\) = —b(x)\ — c(z)\? +/ (1 — e — Xs)N(z,ds),
0

unde ¢ > 0 i b sunt functii B(EF)-masurabile marginite si N : B ((0,00)) — B, (F)
este un nucleu astfel incat N(u A u?) € bBy(F). (X, V)-superprocesul este construit
dupa cum urmeaza, cf. [16], [19], si [2].

Ecuatia

d
&vt =Du+V(wy), t=20, vo=f (4.1)

are o unica solutie mild, mai precis, pentru fiecare f € bB, (F), ecuatia integrala de

evolutie

vilx) = T,f (x) +/0 Tz, U( 0 ))ds, t>0, z¢ckF, (4.2)

are o unica solutie masurabila (¢,z) — V,f(x) astfel incat supgc,; ||Vsf|loe < 00
pentru orice t > 0 i [0,00) 3 t — V, f(x) este continua la dreapta pentru orice z € E,
in ipoteza ca t — T, f(x) are aceasta proprietate. Aplicatiile f — V,f formeaza un
semigrup neliniar de operatori pe bB, (FE).
Pentru fiecare ¢ > 0 existd un unic nucleu markovian 7, pe (M(E), M(E)) astfel
incat
Ti(es) = eviy, | €bBL(E). (4.3)
Deoarece familia (V});>o este un semigrup (neliniar) pe bB(E), rezulta ca T = (1)) =0
este o functie de tranzitie pe (M(E), M(E)). Conform Teoremei 4.9 din [2], sub o

conditie de regularitate de tip Feller, exista un proces Borel drept X , cu spatiul starilor
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4. Procese de ramificare determinate de flow-uri continue

M (FE), avand functia de tranzitie T, numit (X, W)-superproces.

Procese cu ramificare nelocala. Lucram in contextul din [6]. Fie X = (Q, F, F,
Xy, 0;,P*) un proces Markov drept fixat cu spatiul starilor E si functia de tranzitie
(T})¢=0. Ca in cazul superproceselor, presupunem ca X are timp de viata infinit. Fie
(br)k=1 un sir de functii din bB, (E) astfel incat ), ., by < 1, fie my := || 32,1 kbiloo
si presupunem ca 1 < my < 00.

Fixam, de asemenea, o constanta c astfel incat 0 < ¢ < % Pentru fiecare k > 1,
fie B), un nucleu markovian de la E*) 1a FE.

Daca ¢ € Bi(E), 0 < ¢ < 1, atunci conform Propozitiei 4.1 din [0] (vezi, de
asemenea, Teorema [2.3] din Capitolul [2), ecuatia integrald de evolutie

t
hy = e Typ + ¢ / eI > b Br(h)ds, t >0, (4.4)
0

k>1

are o unica solutie ¢t — Hyp, masurabila in (¢,x) € R, x E, astfel incat 0 < Hyp < 1.
Pentru o functie 2 € bB,(F) am notat cu h*), k > 1, functia pe E*) definita prin
h*¥)(x) := h(x1) - - - h(x;) pentru orice x = (x1,...,2;) € E®.

Ecuatia integrala de evolutie , asociata unui proces cu ramificare nelocala pe

E, este formal echivalenta cu ecuatia

d
Gl = (L= O+ ¢ bBu(h), t >0, (4.5)
k>1

cu conditia initiala Ay = ¢, unde L este generatorul migcarii spatiale X; vezi, de
exemplu, Remarca 4.2 (ii) din [6].

Se arata ca semigrupul neliniar (H;);>¢ induce un semigrup de nuclee de ramificare
(ITIt)@o pe E astfel incat H,p = ﬁ;p pentru orice ¢ € bB,(E), 0 < ¢ < 1. Conform
Teoremei 4.10 din [6], sub ipoteze suplimentare, exista un proces Markov drept de
ramificare X cu spatiul starilor E (depinzand de migcarea spatiala X, (by)g>1, sirul de

nuclee (By)rs1 §i ¢) avand functia de tranzitie (Hy).so.

4.2. Un rezultat asupra rezolvarii ecuatiilor neliniare de

evolutie

In a doua sectiune, prezentam un rezultat aplicabil pentru ambele spatii de masuri
(M(E) si E).

15



4. Procese de ramificare determinate de flow-uri continue

Lema 4.1. ([I1]) Fie J : E — E o aplicatie B(E)/B(E)-masurabila si notam cu K(J)
multimea tuturor operatorilor (W, D(W)) pe bBL(E), W : D(W) — bB.(E), astfel
incat pentru orice f € bD, (W) avem foJ € D(W) si W(foJ) =W fodJ. Conventie:
Daca domeniul D(W) al lui W nu este indicat, inseamnd ca D(W) = bB,(E).

Awu loc urmatoarele afirmatii.

(1) Multimea IC(J) are urmatoarele proprietati.

(p1) Daca (W,D(W)) este un operator pe bBy(FE) astfel incat exista un sir
(Wi)n in K(J) cu D(W,,) = D(W) pentru orice n, care converge punctual la W (adica
lim, W, f(xz) = W f(x) pentru orice f € D(W) six € E), atunct W apartine lui K(J);

(p2) Daca (W, D(W)) si (V,D(V)) sunt doi operatori pe bB(E) astfel incat
W(DW)) Cc D) si VW € K(J), atunci VoW € KC(J);

(p3) Fie (K,D(K)) un operator pe bB,(E) astfel incat K € K(J). Daca W f =
ng(st)y(ds), unde v este o masura finita pe [0,t] si Wy € K(J), D(W,) = D(K),
W(D(Ws)) € D(K) pentru orice s, atunci si W apartine lui KC(J).

(13) Presupunem ca (K, D(K)) este Lipschitz in raport cu norma uniforma i K(0) =

0. Fiea > 0,t, > 0 gi consideram ecuatia integrala
t
w; =e " f —l—/e‘“(t_S)K(ws)ds, 0<t<t, (4.6)
0

unde f € D(K).

(i1.1) Ecuatia are o unica solutie [0,t,] > t — Wif € D(K) astfel incat
functia (t,x) — Wy f(x) este masurabild, daca una dintre urmatoarele doud conditii
are loc:

(I) D(K) = b, (F);
(I1) DIK) ={f € bB.(E) : f <1} si Kf < a pentru orice f € D(K).

(14.2) Presupunem ca K pastreaza convergenta punctuala, adica, daca (fy), C
D(K) converge punctual la f € D(K), atunci K(f,) — K(f) punctual pe E. Atunci
functia [0,t,) >t — W, f(x) este diferentiabila pentru orice x € E gi uy := W, f este

unica solutie a ecuatier nelintare de evolutie

d'U/t

a = —auy + K(u), 0 <t < t,, (4.7)

cu conditia initiald u, = f.

(7i1) Daca, in plus, presupunem ca K € K(J), atunci Wy € K(J) pentru orice t €
0,t,).
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4.3. Procese de pura ramificare

In a treia sectiune, studiem procesele de pura ramificare si ecuatiile lor de evolutie
neliniare, atat in contextul superproceselor cat si al proceselor cu ramificare nelocala.
Superprocese de pura ramificare. Procesele de pura ramificare apar prin con-
siderarea, in constructia din Sectiunea4.1}, a proceselor de ramificare care nu au miscare
spatiald. Fie X° = (X?)>0 procesul Markov trivial pe E, pentru care P*(X) = x) = 1

pentru orice t > 0 gi # € E. (X° W)-superprocesul se numeste de purd ramificare.

Corolarul 4.2. ([T1]) Fie U un mecanism de ramificare. Au loc urmatoarele afirmatii.

(i) Consideram (X°, W)-superprocesul de purd ramificare, procesul Markov drept
X0 = (X?,]P’OM) cu spatiul starilor M(E), si fie u € bB,(E). Fie

/\ax —
Vou(z) := —InE0 e,(X?), t >0,z € E,

atunci wy == VOu, t > 0, rezolvd urmdtoarea ecuatie neliniard de evolutie:

d
&wt \I/(, wt), t 2 O7 (48)

cu conditia initiala wy = u.

(1) Fie (L%, D(LY)) generatorul slab extins al (X°, ¥)-superprocesului de purd ram-
ificare pe M(E). Fie u € bBY, atunci F := e, apartine lui D(L°), L'F = —F - ly(.)
si, pentru p € M(E), avem

LOF () = / () F" (i, 2)u(de) / () F*(u, ) ) + (4.9)

/ / F(u+sd,)—F(u)—sF'(p, z)|N(z, ds)u(dx).

Procese de pura ramificare nelocala. Similar cu cazul superproceselor, con-
sideram acum procesul de purd ramificare nelocala X° pe E, pentru care procesul de

baza este procesul Markov trivial X°. In acest caz, ecuatia |) devine

hy=e"¢ gp—l—c/ tSZbk.Bk (h*)ds, t > 0. (4.10)

k>1

Fie (H?¢);>0 solutia ecuatiei (4.10), atunci functia de tranzitie a lui X0 este (H?);>0.

Propozitia 4.3. Consideram solutia ecuatiei ca o familie de operatori (HY)¢>o,
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HY : B, — B,. Atunci (H);so este un Cy-semigrup (neliniar) pe By, privit ca o

multime inchisa a spatiului Banach bB(E) inzestrat cu norma uniformd.

Propozitia 4.4. ([11]) Fie M € B(E) si presupunem cd
bk(x)Bk,m(j/[\ﬂ E®Y =0 pentru orice k > 1 six € E\ M, (4.11)

adicd, masura pe E®) indusd de nucleul by By, in x este suportatd pe E*) \ M. Atunci
E \ M este o multime fin inchisa absorbanta a lui E in raport cu procesul de pura
ramificare X0, Restrictia procesului de pura ramificare X0 la M rdméne un proces de
pura ramificare, este indus de procesul Markov trivial pe M si de restrictiile lui By,
k>1,la M.

4.4. Superprocese determinate de flow-uri continue

In a patra sectiune, tratam superprocesele determinate de flow-uri continue la
dreapta. Primul rezultat principal este Teorema Este precedat de o descriere a
generatorului slab extins al unui superproces (Propozitia , care completeaza rezul-
tatele din [15], [19], [16] si [2]. Rezultate legate de ecuatia neliniara de evolutie asociata

si formula de tip log-potential sunt prezentate la punctul (iii) al Teoremei

Fie (L,D(L)) generatorul slab extins al migcarii spatiale X pe E si fie (£,D(L))
generatorul slab extins al (X, ¥)-superprocesului pe M (FE).

Fie (D, D(D)) generatorul slab extins al flow-ului continuu la dreapta ® pe M (E)
indus de procesul Markov drept X, @t(u) = X (P*), p € M(F), adica, generatorul
slab extins al functiei de tranzigie Q° = (Q?%);>0, QYF (1) := F(u o T}) pentru orice
FebMy(E), peME)sit>0.

Propozitia 4.5. ([11]) (i) Fie u € bDS(L) astfel incat Lu este o functie marginita.
Atunci l, apartine domeniului D(L) al generatorului slab extins (L, D(L)) al lui X si

LUU) - lLu—bu-

(16) Fien > 1, uy,...,u, € bD(L) astfel incat toate Lu; sunt functii marginite gi
Y € CHR™). Consideram functia F pe M(E), definitd prin F(p) := ¥({g,uy), ...,

~

(p,un)), p € M(E). Atunci F apartine lui D(D), F'(u,-) € D(L) $i avem

~

DF(u) = /}ELF'(u,x)u(dx) pentru orice p € M(E), (4.12)
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unde reamintim ca derivata variationala a unei functii F' - M(E) — R este F'(u, ) :=

1
lim ~(F(p +0a) — F(p)), € M(E), v € E.

Teorema 4.6. ([11]) Consideram un mecanism de ramificare W care este independent
de variabila spatiala, adica, cu b si ¢ functii constante i N(x,ds) = N(ds) pentru
orice x € E. Presupunem ca miscarea spafiala X = (X;)i=0 este procesul determinist
asociat flow-ului continuu la dreapta ® = ()0 pe E si presupunem ca aplicalia
[0,00) X E'> (t,x) — $y(x) este continud.

Fie X = (Xt)t>0, (X U)- superprocesul indus de miscarea spatiala X si mecanismul
de ramificare U si fie X0 = (Xo)t>0, (X, W)-superprocesul de purd ramificare. Au loc
urmatoarele afirmatii.

(1) (X, ¥)-superprocesul X = ()/(\'t,@“) are urmdtoarea reprezentare, in functie de

procesul de purd ramificare X0 = ()@,@u) st flow-ul continuu ® pe M(E),
X, = <I>t(X ) pentru t > 0, (4.13)

unde egalitatea este in distributie s1 avem, de asemenea

~ ~ —~P, -
PHX, el') =0 (#)(X,? e I') pentru orice p € M(E) si I' € M(E). (4.14)
(i) Fie (D,D(D)) (respectiv (D, D(D)), (L, D(L)) si (L2, D(L®))) generatorul slab
extins al migcarii spatiale X (respectiv al flow-ului ® pe M(E), X si )/(\0) Fie D, :=
U, V3(bC(M(E))), a, 8 > 0, unde (Uy)aso (Tespectiv (Va)aso) este rezolvanta lui X0
(respectiv rezolvanta flow-ului ® pe M(E)). Atunci D, C D¢(L) N Dy(D) N D(LO) si

L=D+L" pe D,.
(1i1) Ecuatia (4.1)),

d
Evt DUt + \Ij(Ut> 2 0, Vo = f7

are o solutie mild vy, t > 0, data de urmatoarea formula de tip log-potential

—

() = —InEO efo@(X ) = —InEO

‘?t(z)

(X)), z€E, t>0. (4.15)

Mai precis, vy este solutia ecuatiei integrale neliniare de evolutie (4.2)).
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4.5. Procese cu ramificare nelocala determinate de flow-uri

continue

Procesele cu ramificare nelocala pe spatii de configuratii, determinate de flow-uri
continue la dreapta, sunt investigate in a cincea sectiune. Teorema [4.7] este al doilea
rezultat principal al acestui capitol. Rezultate similare cu formula de tip log-potential,
dar valide pe E , sunt colectate in aceasta sectiune.

In contextul proceselor cu ramificare nelocala descrise in Sectiunea , presupunem
ca functiile b, € bB,(F), k > 1, sunt constante. Fie ¢ o constantda astfel incat
0<ec< gl fie By, un nucleu markovian de la E®) la E, pentru fiecare k > 1.

Pentru fiecare k > 1, fie (Bg, D(By)) operatorul pe bB,(FE) definit prin By :=
By(p), cu D(By) = {¢ € By (E) : p < 1.

Teorema 4.7. ([11]) Fie X = (X,)is0 procesul cu ramificare nelocald pe E, depinzind
de o migcare spatiala data de un flow continuu la dreapta ® = (D)0 pe E, (bg)is1,
sirul de nuclee (By)g=1 §i c. Presupunem ca aplicatia [0,00) X E > (t,z) — $y(x)
este continua $t

B € K(®;) pentrut >0 si k > 1. (4.16)

Atunci au loc urmatoarele afirmatii.

(1) Procesul de ramificare X = (E(:,I/ES“) are reprezentarea (4.13)) pe E, in functie de
procesul de purd ramificare X0 = ()@,@H) st de flow-ul continuu ®. Mai mult,
are loc pentru orice p € E gi T € B(E)

(17) Ecuatia (4.5), cu L generatorul flow-ului continuu la dreapta ®, are o unicd
solutie mild, mar precis, unica solutie hy, t > 0, a ecuatiet , data de

N () N(#)
—~0gp —9 z
hi(a) =B [ o(®i(at) =B [ olat), 2 € B, (4.17)
k=1 k=1
cu notatia )/(E) = (:C},...,xiv(t)) c EN®) unde N(t) este numdrul de particule la

momentul de timp t.

4.6. Aplicatie. O ecuatie neliniara de evolutie pe masuri

Ultima sectiune este o aplicatie a rezultatelor obtinute in acest capitol si consta in
rezolvarea unei ecuatii parabolice neliniare pe masuri. Fie E un spatiu topologic Lusin

si fie (br)k=1 un gir de numere pozitive astfel incat Y, by < 1si 1<), kb, < oo.

20



4. Procese de ramificare determinate de flow-uri continue

Fie (L, D(L)) generatorul slab extins al unei miscari spatiale X pe E gi fie T = (T}):>0
functia sa de tranzitie.

Consideram urmatoarea ecuatie neliniara de evolutie pe masuri

d
= LF) —cF,+c¢Y_ bFf pe M(E), t >0, (4.18)
k>1

cu conditia initiald Fy = F, unde ¢ > 0 si pentru o functie F : M(R%) — [0, 1] am
notat cu F” derivata sa variationald si LF'(u) := [, LF'(p, z)p(dz).

Fie & = (EI\Dt)t>0 flow-ul continuu la dreapta pe M (FE) indus de procesul Markov
drept X.

In continuare, vom considera urmatoarea conditie:
aplicatia [0,00) X M(E) 3 (t,u) — poT; € M(E) este continua. (4.19)

Se arata ca daca E este local compact cu baza numarabila gi X este Feller atunci
(4.19) are loc.

Corolarul 4.8. ([11]) Dacd ludm E =R?, atunci ecuatia

d
= AF —cF + c; b FF pe M(RY), t >0, (4.20)

are o solutie mild Fy, t > 0, cu Fy = F € M (R?), F < 1, unic determinatd de

—

procesul de purd ramificare Yo pe M(R?), miscarea browniand d-dimensionald (By)i=o

st constanta c,

N(t) N(t)
5, 5,
Fi(p) =B ] F(Bu® ) =B T Fwh), pe MRY),  (421)
k=1 k=1
unde S/QB = (yi,... ,yiv(t)) si N(t) este numdrul de particule in M (R?) la momentul de

timp t.

Mas general, daca ne intoarcem la cazul unui spatiu de baza general E si presupunem
ca are loc, atunci ecuatia are o solutie mild unic determinata de procesul
de pura ramificare Yo pe @, miscarea spatiala X st constanta c, mai precis, pentru

orice FF'€ M (E), F <1, ecuatia neliniara de evolutie

t
F,=e¢"Fod, + c/ emet=9) ZbkFSkds pe M(E), t >0,
0

k>1
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are o unicd solutie t — Fy, masurabila in (t,n) € Ry x M(E), astfel incat 0 < Fy < 1
si (4.21) are loc cu Xy in locul lui By si M(E) in locul lui M(RY).

ANEXA

Prezentam notiunile suplimentare necesare parcurgerii tezei; descriem diferitele

variante de generatori pentru procesele Markov; introducem functionalele multiplica-

tive gi aditive, precum si corespondenta Revuz, un concept esential pentru Capitolele

si B} prezentam notiunile preliminare legate de flow-uri continue la dreapta, folosite
in Capitolul 4]

1]
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