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Introducere

Tema acestei lucrari o constituie intregic regulati modulo n. Un
numar a € 7Z se numeste requlat modulo n daca exista x € Z astfel
incat e’z = a (mod n).

Astfel, studiem functia aritmetica p(n) care reprezinta numarul
intregilor regulati (mod n) mai mici sau egali cu n:

o(n) =4#{a:1<a<nsgia este regulat (mod n)}.

De asemenea, studiem gi o forma generalizata a acesteia, g4(n), unde
s eR.

Desi este multiplicativa, functia o(n) are o comportare neregulata.
Scopul cercetarii noastre este de a gasi proprietati care sa ateste totusi
o anumita regularitate in comportarea asimptotica a acestei functii.
In cele ce urmeazi vom nota cu P multimea numerelor prime strict
pozitive.

Capitolul 1 are ca obiectiv tratarea intregilor regulati (mod n) si
a functiei o(n).

Studiem Sireg] (n), suma puterilor de exponent r a intregilor regulati
(mod n), mai mici sau egali cu n. Ne referim apoi la identitati in care
apar sume si produse de intregi regulati (mod n) in conexiune cu poli-
noame speciale gi anumite functii aritmetice.

Rezultatele din Capitolul 1 sunt preluate, in marea lor majoritate
din Apostol si T6th [6], respectiv Apostol gi Petrescu [5].

Capitolul 2 se refera la ordine medii i ordine extremale ale functiei
o(n). Un ordin mediu al lui o(n) a fost studiat de Joshi [11] si Finch
[8]. Toéth [28] investigheaza ordine medii ale functiilor o(n)/¢(n),
6(n)/o(n), 1/o(n).

Printre rezultatele obtinute in cadrul aceluiasi tip de cercetare, enu-
meram calcularea de ordine medii i extremale pentru anumite produse
si rapoarte de functii aritmetice.

Compuneri de functii au fost studiate printre altii de Makowski si
Schinzel [15], Luca gi Pomerance [14], De Koninck si Luca [12]. Am
continuat investigatia, determinand ordine extremale pentru functiile
o(6(n)), 06" () s altele.

Séandor gi Téth [23] extind cercetarea ordinelor extremale pentru
compuneri de functii aritmetice, facand apel si la functiile unitare
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6 INTRODUCERE

analoage ale acestora. Am continuat acest studiu, luand in calcul
functia o(n).

Cele mai multe rezultate din acest capitol sunt preluate din Apostol
[2], Apostol si Petrescu [5] respectiv Apostol si Téth [6].

Capitolul 3 este dedicat studiului altor comportari de tip asimp-
totic ale functiei o(n).
Séndor [22], arata ca
lim sup(v:(n + 1) — v(n)) = o

n—oo
si
liminf(¢(n + 1) — ¥ (n)) = —o0.
n—oo
Ne-am pus aceeasi problema gi in cazul functiei o(n) i am demon-
strat un rezultat similar. Se gtie ca

1 1
lim inf M =0 gilimsup M
n—oo ¢(n) nosoo (1)
(vezi, de exemplu, Sivaramakrishnan[24]). Am obtinut astfel de evaluari

si pentru functia o(n), considerand raportul o(n + 1)/o(n).
Capitolul 3 se bazeaza pe rezultatele din Apostol [3].

= 0OQ,

In Capitolul 4 studiem functia aritmetici o-(n), unde r € N*.
Aceasta functie este o generalizare a functiei o(n). Obiectivul nostru
este de a cerceta proprietatile functiei g,(n) prin comparatie cu pro-
prietati ale altor forme generalizate de functii aritmetice analizate in
teza. Unele rezultate sunt date intr-un cadru mai general, si anume
pentru functia gs(n), unde s € R.

Demonstram formule de calcul pentru g,(n), analoage formulelor
deja cunoscute pentru functia aritmetica o(n).

Se cunoagte un ordin mediu pentru o(n). Generalizam acest rezul-
tat, obtinand o formula asimptotica si pentru functia o4(n).

Consideram seria Dirichlet a functiei g, (n) si demonstram o formula
pentru aceasta.

Determinam ordine extremale pentru gs(n)os(n), os(n)s(n), unde
os(n) si Ys(n) cu s € R, sunt formele generalizate pentru functiile
o(n) si ¥(n). De asemenea, am considerat rapoartele o,.(n)/o,(n) si
Ur(n)/ o (n).

Studiem ordine extremale ale functiei g, (n) in conexiune cu functiile
of(n) sif(n), formele analoage unitare generalizate ale functiilor o,.(n)
si ¢ (n).

Problema gasirii unor astfel de ordine a fost aplicata si la compuneri
de functii generalizate, in finalul capitolului al patrulea.

Rezultatele acestui ultim capitol au la baza lucrarile Apostol si Pe-
trescu [4], si, de asemenea, Apostol si Téth [6].



CAPITOLUL 1
Intregi regulati modulo n si functia o(n)

Daca R este un inel, un element a al acestui inel este numit regulat
(in sens von Neumann) daca exista « € R astfel incat a = aza.

Daca R este inelul Z,, claselor de resturi modulo un numar natural
n > 2 atunci se poate da urmatoarea definitie:

Definitie. Fie n € Nyn > 2. Un numar a € Z se numeste requlat
(mod n) dacd existd un x € Z astfel incit a*r = a (mod n).
Morgado [18, 9] a investigat acesti intregi pe care i-a gi numit intregi
requlati modulo n. Proprietatile au fost redescoperite de Alkam si Osba
in [1], folosind consideratii specifice teoriei inelelor.
T6th [28] da demonstratii directe, tindnd cont ca demonstratiile din
[18] si [19] sunt mai lungi iar cele din [1] tin strict de teoria inelelor.
Este justificat atunci sa consideram multimea

Reg, ={a:1<a<nsgia este regulat (mod n)}
si fie o(n) = #Reg,.

Sumele Ramanujan sunt definite prin

cn(t) := Z exp(2mikt/n),unde (n € N*,t € Z).

1<k<n,
ged(k,n)=1

Functia n — ¢, (t) este multiplicativa spre deosebire de t — ¢, (t), care
nu este multiplicativa, in general.
Pentru ¢ = 0, ¢,(0) = ¢(n) iar pentru t = 1, ¢, (1) = u(n).
Functia
ca(t) == Z exp(2mikt/n) (n € N*t € Z),
keReg,,

reprezentand o forma analoaga sumei Ramanujan ¢, (t) a fost cercetata
in [9]. Avem

alt) = calt)
d||n

Astfel, pentru fiecare t fixat, functia n — ¢,(t) este multiplicativa,
¢.(0) = o(n) §i (1) = n(n), unde 7i(n) = > ,, #(d) este functia
caracteristica a numerelor intregi n care sunt powerful.

Functia care da suma celor mai mari divizori comuni este definita

prin P(n) = 370 ged(k,n) = >2,,dd(n/d), vezi [26]. O forma
7



8 1. INTREGI REGULATI MODULO n SI FUNCTIA o(n)

analoaga a acestei functii a fost introdusa in articolul [25]:

ﬁ(n) = Z ged(k,n).

k€Reg,,

Avem

Bln) = S do(n/d) = n ] (2 _ ]19) (n € N,

dl|n pln
peP

proprietatile asimptotice ale lui ﬁ(n) fiind investigate in [13|, 26], [31),
30].

Pentru r € N* consideram S[reg| (n), suma puterilor r pentru
intregii regulati (mod n) apartinand multimii Reg,,. Deducem o for-
mula exacta pentru Sreg], (n) cu ajutorul numerelor B,, ale lui Bernoulli.
Pentru un numar real pozitiv s demonstram o formula asimptotica pen-
tru Sfreg],(n, x), suma puterilor s a intregilor regulati (mod n) mai mici
sau egali cu x, unde z € R, z > 1.

Combinam functiile ¢,(t) si P(n) definite mai sus si stabilim iden-
titati cu sume, respectiv produse peste intregi din Reg, cu referire la
polinoamele lui Bernoulli B,,(X), functia Gamma a lui Euler, poli-
noamele ciclotomice ®,,(X) si anumite functii trigonometrice. S& ob-
servam ca pentru n liber de patrate aceste identitati se reduc la cele
corespunzatoare peste multimea {1,2,...,n}. De asemenea, deducem
o forma analoaga a identitatii lui Menon.

Suma S[reg|.(n)

Pentru r € N* consideram S[reg],(n) := >, cg., k", suma puterilor de

exponent r a intregilor regulati (mod n), mai mici sau egali cu n. In
continuare investigam suma puterilor 7 (r € N*) a intregilor regulati
(mod n). Vom face apel gi la B, (m € N), numerele Bernoulli.
Pentru un numar real s, consideram functia os(n), generalizarea
functiei o(n), care va fi studiata in Capitolul 4. Avem pentru m € N,

Ql—2m(n) = n1_2m H (p(Zm—l)a _ me—l + 1) ‘

p* || n
p€eP

In urmétoarea propozitie dam o formula pentru suma puterilor
intregilor regulati (mod n).
Propozitia 1.3.3 (Apostol si T6th[6, Proposition 4]). Pentru orice

n,r € N*,
[r/2]
n" n" r+1
(1.1) Slreg), (n) = & + —— > ( o >32m 01-2m(n).
m=0

O formula asimptotica pentru Sfreg] (n)

Pentru un numar real s sa consideram suma



1. INTREGI REGULATI MODULO n SI FUNCTIA o(n) 9

S[reg]( Z k.

k<z
k€Reg,,

O evaluare asimptotica a acestei sume este data de
Propozitia 1.4.1 (Apostol si Téth[6, Proposition 5]). Fie s > 0 un
numar real fivat. Atunci pentrux € R, x > 1 si n € N*,

$s+1

o(n) sew(n
o + 0 (2°3°™) .

Sume in care apar polinoamele Bernoulli

Slreg],(n, z) =

Daca By, (z) (m € N) sunt polinoamele Bernoulli, avem:

Propozitia 1.5.1 (Apostol si T6th[6, Proposition 6]). Pentru orice
n,m e N m > 2,

(1.2) Tlregl,, (n) == Y Bu(k/n) = Buor u(n),

k€Reg,,
unde g1-pm(n) =n'"" Hpa || n, peP (p(m_l)a —p"t 1)‘

Sume in care apar functii care depind de cel mai mare divizor
comun si functia exponentiala

Consideram in cele ce urmeaza functia

Plreg],,(n) Z f(ged(k,n)) exp(2mwikt/n) (n € N*t € Z),
k€Reg,,

unde f este o functie aritmetica arbitrard. Pentru ¢t = 0 si f = id
(unde id(n) = n, pentru orice n € N*), reobtinem functia P(n) si
pentru f =1 (1(n) = 1, pentru orice n € N*) obtinem ¢,(t), cea din
urma analoaga cu sumele Ramanujan si ambele definite in introducerea
acestui capitol.

In cazul in care f = id obtinem o generalizare a functiei

P(n)= Y ged(k,n)=n]] (2 - 1) .

keReg,, pln p

Astfel,
Plreg] ldt chn/d
d||n

pentru orice n € N* gi orice ¢ € Z. Din aceasta reprezentare rezulta
imediat ca P[reg],,,(n) este o functie aritmetica cu valori intregi si
multiplicativa. Un rezultat mai general este dat de

Propozitia 1.5.3 (Apostol si T6th[6, Proposition 7]). Pentru orice f
st pentru orice n € N* it € Z,

Plreg], (n Zf )ensa(t

d||n



10 1. INTREGI REGULATI MODULO n SI FUNCTIA o(n)

Daca f este o functie cu valori intregi i multiplicativa (caz par-
ticular cand f = id), atunci n — Plreg; ,(n) are de asemenea aceste
proprietati.

Urmatorul rezultat stabileste o formula asimptotica pentru functia
Plreglq;:

Propozitia 1.5.4 (Apostol si T6th[6, Proposition 8]). Avem
x? 1 1 9
;P[reg]idyl(n) = ?};IP <1 ~ + E) + O(z log” ).

O identitate analoaga cu cea a lui Menon

In urméitoarea propozitie demonstram o identitate analoaga celei a lui
Menon ([17], [27])

n

(1.3) > ged(k —1,n) = ¢(n)r(n) (neN).

k=1
ged(k,n)=1

Propozitia 1.5.5 (Apostol, Téth[6, Proposition 9]). Pentru orice

n € N*,
> gd(k—1,n)=> o(d)r(d)= [ @ 'p—Dla+1)+1).
keReg,, d||n p* || n

peP

Sume trigonometrice

Pornind de la identitati trigonometrice cunoscute am descoperit forme

analoage ale acestora, peste multimea Reg,,. De exemplu, avem
Propozitia 1.5.6 (Apostol si T6th[6, Proposition 10]). Pentru orice

n € N*,
3 cos? (k_W) _ o(n) +/~b(n),
n 2
k€Reg,,

unde Ji(n) este functia caracteristica a intregilor powerful.

Propozitia 1.5.7 (Apostol gi T6th[6, Proposition 11]).Pentru orice
n € N* numar impar,

> (U7) = o) - ofo)

k€Reg,,

Z tan? (]%T) = é(m(n) —405(n) +30(n)).

k€Reg,,
Produse de numere din Reg,

Este cunoscut (vezi de exemplu [20] p. 197, Ex. 24]), ca pentru orice
n € N*,
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n

(1.4) Qlrelpr](n) :=  [[ *=n""A(n),

ged(k,n)=1

A(n) = [ J(al/aty /™.
dln
Am demonstrat
Propozitia 1.5.8 (Apostol si T6th[6, Proposition 12]). Pentru orice

n € N
Qlregl(m) = [ k=n [ A(a)

k€Reg,, d||n
Produse in care apare functia Gamma

Fie I' functia Gamma a lui Euler, definita pentru z > 0 prin
(e}
['(x) :/ e " dt.
0

Este binecunoscut faptul ca pentru orice n € N*,
27T)(n 1)/2

(1.5) HF k/n) BV I

Propozitia 1.5.9 (Apostol si T6th[6, Proposition 13]). Pentru orice
n € N¥,

(1.6) Rreg]( H ['(k/n) =

k€Reg,, ’}/(TL)

(2rr)(e(m =12

Sa observam ca pentru n liber de patrate, (1.6]) se reduce la relatia

[3).

Identitati care contin polinoame ciclotomice

Consideram ®,(X) (n € N*); al n—lea polinom ciclotomic (vezi, de
exemplu, [10, Ch. 13]) definit prin

,(X)= [] (X - exp(2rik/n)).
gcdgclj%)zl
Gradul polinomului @,,(X) este ¢(n), indicatorul lui Euler. Este bine-
cunoscuta formula lui Dedekind,

X" —1=]]2ux
d|n
Sa consideram acum urmatoarea forma analoaga a polinomului @,,(X):

Ofreg],(X) = ] (X — exp(2rik/n)).

k€Reg,,
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Propozitia 1.5.10 (Apostol si T6th[6l, Proposition 14]). Pentru orice
n € N*,
Blreg], (X) = [] u(x).
d||n
Mai mult, definim polinoamele modificate

®[regmod],,(X) = (X —1)~" @[reg], (X) = [ [ 2a(X).

d||n
d>1

Obtinem urmatoarele identitati:
Propozitia 1.5.11 (Apostol si Téth[6, Proposition 15]). Pentru orice

n c N*; n Z 27
n—1
- _ (km\ _ ®[regmod], (1)  ~v(n)
Ulregmod](n) := U sin (7) = 20(n)—1 ~ 90(n)-17
keReg,
si pentru orice n € N*, n > 3 impar,
S (kr\ _ @fregmod), (1) _ ([ 1)*%
T regmod], (1) [ 1
V[regmod|(n) := ,H cos <7> = (—4)(em-1)/2 o ( 4)



CAPITOLUL 2

Ordine medii si ordine extremale ale functiei o(n)

Scopul acestui capitol este de a studia ordine medii si ordine ex-
tremale ale functiei o(n).

Am determinat ordine medii pentru functiile o(n)/¢¥(n), o(n)/o(n) si
o(n)/o*(n). Spre exemplu, urmatoarea propozitie ne precizeaza un or-
din mediu pentru functia o(n)/v¥(n):

Propozitia 2.2.1 (Apostol si Petrescu [5l, Proposition 6]).

Zw Kx+0(3:8)

n<x

pentru 0T’ZC€€>O, unde
© 1 _ 1
K = 1—— )1+
() ()

Ordine extremale pentru produse de functii aritmetice

Produsul ¢(n)o(n) are un ordin maximal 6/7. Un ordin minimal al
acestuia este 1.

Am studiat ordine extremale ale produselor g(n)o(n) si o(n)(n),
considerand gi cazul cand n este powerful.

Propozitia 2.3.1 (Apostol [2], Proposition 1]).
(0 o(n)o(n) _

pentru orice n > 1.

(i4) lim inf 20070 _ 4.
o(n)a(n) _ ¢(2)
) S o)

pentru orice numar powerful n.

(1v) lim sup ¢ T = e
whmea SO
O problema deschisa a fost formulata in [2]: Putem determina
ordine maximale pentru functiile p(n)o(n) si o(n)y(n)? Raspunsul
este dat de

13



14 2. ORDINE MEDII $I ORDINE EXTREMALE ALE FUNCTIEI o(n)

Propozitia 2.3.4 (Apostol si T6th[6], Proposition 16]).

6
lim sup 207 _ gy L0 6

n—oo  N%loglogn n—oo n2loglogn 72
Ordine extremale pentru rapoarte de functii aritmetice
Propozitia urmatoare arata ca un ordin maximal al lui a((n)) este e*¥(log log n)?:

o(n
Propozitia 2.4.1 (Apostol [2], Proposition 4]).
lim sup o(n) = 27

oo 0(n)(loglogn)?
Functiile 6*(n)/o(n) si *(n)/o(n) au un ordin minimal 1. Determinam
ordine maximale ale acestor functii in urmatoarea propozitie.
Propozitia 2.4.3 (Apostol [2, Proposition 6]).

: o*(n) : ¢*(n)
2.1 1 — =1 —— ="
(2.1) lin_i}ip o(n)loglogn ffol.fp o(n)loglogn ‘

Compuneri de functii aritmetice

Séandor si T6th [23 Theorem 6] au investigat ordine maximale ale
compunerii ¢*(¢(n)). Acest lucru ne sugereaza ideea studierii com-
punerii p(¢(n)). Ca urmare, avem urmatoarea propozitie:
Propozitia 2.5.1 (Apostol [2| Proposition 7]). Un ordin mazimal al
lui o(p(n)) este n.

In ceea ce priveste studiul de ordine maximale ale compunerii o(¢*(n)),
propozitia urmatoare da un raspuns acestei probleme.

Propozitia 2.5.2 (Apostol [2 Proposition 8]). Un ordin mazimal al
lui o(¢*(n)) este n.



CAPITOLUL 3
Alte proprietati ale functiei aritmetice o(n)

Investigam anumite proprietati de natura asimptotica ale functiei
o(n).
Propozitia 3.1.1 (Apostol [3, Proposition 3]).
limsup(p(n + 1) — o(n)) = 400 gi liminf(p(n + 1) — o(n)) = —oo.
n—oo n—oo
Sa consideram acum multimile
A:{nGN*:M>1} si B:{HEN*2M<1}
o(n) o(n)
care sunt infinite.
Propozitia 3.2.2 (Apostol [3], Proposition 2]).

1 1
lim inf o(n+1) =1 g limsup (n+1) =1
2 o(n) o o(n)

J. Sandor |22 Chapter 3, §21], studiind probleme de densitate, arata ca

multimile {M tn > 1} si {M tn > 1} sunt dense in (1, +00),
n ¢(n)

in sens topologic.

Cercetand acelasi tip de proprietate pentru functiile M si m
. o(n) = ¢(n)
obtinem
Propozitia 3.3.2 (Apostol [3, Proposition 4]).
(i) Multimea {% tn > 1} este densa in (1,400);
o(n
y . o(n) -
(17) Multimea o) n>1¢ este densain (1,+00).
n

15






CAPITOLUL 4

O generalizare a functiei o(n)

In acest ultim capitol introducem si studiem functia aritmetica
or(n) (r € N*), o forma generalizata a functiei o(n). Functia o.(n) este
analoaga functiei lui Jordan de ordinul r, respectiv ¢,(n), reprezentand
numarul sistemelor ordonate de r intregi (aq,...,a,) € {1,...,n}" ast-
fel incat ged(ayq, ..., a,) este prim cu n (vezi, de exemplu, [16]).

Pentru r € N* consideram p,(n) numarul de sisteme ordonate de r
intregi (k1,...,k.) € {1,...,n}" astfel incat ged(ky, ..., k) este regulat
(mod n). Daca r = 1, atunci g; = . Mai mult,

Qr(n> - Z 1.

(alv""a’l‘)e{1727"'7n}7‘
ged(ar,az,....ar)€Reg,,

Urmatoarea propozitie ne da o formula pentru g, (n), analoaga celei

deja cunoscute, o(n) = Z o(d).
dln
Propozitia 4.2.1 (Apostol si T6th[6, Proposition 1]). Pentru orice
r,n € N*,
or(n) = Z ¢r(d).
d||n

Pentru un numar real fixat s definim ¢(n) = >_,, d°n(n/d), functia
Jordan generalizata si functia o, prin

(4.1) 0s(n) =Y ¢s(d) (n€NY).
d||n
Functiile ¢, si o, care vor fi utilizate in continuare sunt multiplica-
tive.
O formula asimptotica pentru o4(n)

Studiind comportarea asimptotica a functiei gs(n) cu s > 1, am
obtinut urmatorul rezultat:
Propozitia 4.3.1 (Apostol si Téth|6, Proposition 2]). Dacd s > 1
este un numar real, atunci
xs—&-l

42 Yot =I5 TT (1= e + sty ) 06

n<z peP

17



18 4. O GENERALIZARE A FUNCTIEI o(n)

Seria Dirichlet a functiei o, (n)

B. Apostol si L. Petrescu [5] au studiat seria Dirichlet a functiei o(n).
In cele ce urmeazd dim o formuld pentru seria Dirichlet a lui o,(n)
pentru r > 2.

Propozitia 4.4.1 (Apostol i Petrescu[4, Proposition 1.1]). Pentru
orice s=o0+it € C cuo>r+1,

n>1 peP

Ordine extremale pentru ps(n)os(n) si os(n)ys(n)

Precizam un ordin maximal pentru gs(n)os(n) si os(n)vs(n), unde
os(n) si ¥s(n) sunt forme generalizate pentru o(n) si ¥(n).

Propozitia 4.5.1 (Apostol si T6th[6, Remark 4]).
) _

lim sup —Qs(n)gj(n) = lim sup QS( ) (n

n—300 n 00 n?  ((2s)

pentru orice numar real s > 1.

or(n) . ¥.(n)
si
or(n) = or(n)

Prezentam un rezultat care afirma ca un ordin maximal al functiilor
or(n) . Ye(n)
si
or(n) * or(n)

Propozitia 4.6.1 (Apostol si Petrescu[4, Proposition 1.2]).
Pentru orice r > 2,

Ordine extremale ale functiilor

6
este Fe%(log log n)?:

wr (n) £€2’y‘

i or(n) i
im su = limsu =
P o-(n)(loglogn)? ool or(n)(loglogn)?  x?

Functiile unitare analoage pentru o,.(n) si ¢.(n)

In cele ce urmeazi considerim, pentru r > 1, functiile o7 (n) si
¢k(n), forme generalizate pentru functia suma a divizorilor unitari ai
lui n si pentru functia unitara analoaga a lui Euler, respectiv. Un ordin
minimal al functiilor ¢ (n)/e,(n) si ¢:(n)/o-(n) este 1.

Pentru un ordin maximal al acestor functii demonstram
Propozitia 4.7.1 (Apostol si Petrescu[4, Proposition 3.1]). Pentru
oricer > 1,

lim sup & = lim sup ¢r(n) — e,
n—so  0r(n)loglogn nsoo  0r(n)loglogn
Compuneri de functii aritmetice generalizate

Ne indreptam atentia asupra ordinelor extremale ale anumitor com-
puneri de functii aritmetice, in forma lor generalizata. Incepem cu
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grggr(n)) i ¢,(o,(n)) pentru r > 1, care au un ordin maximal egal cu
n" .

In [2] a fost investigati existenta unui ordin maximal al lui o(¢(n)).
Am continuat cercetarea pentru formele generalizate ale functiilor o(n)
si o(n). In consecintd, am demonstrat
Propozitia 4.8.1 (Apostol si Petrescu[4l, Proposition 4.1]). Un ordin
mazimal al lui 0,(¢dy(n)) este n'.

Am demonstrat ca un ordin maximal al lui o(¢*(n)) este n (vezi [2]).
Pentru un ordin maximal al lui g,(¢*(n)) dam
Propozitia 4.8.2 (Apostol si Petrescu[4, Proposition 4.2]).

or(¢"(n))

limsup —————== = 1.
Nn—00 n

06" ()t (6"(m)
or(¢*(n)) * 0r(¢*(n))
Propozitia 4.8.5 (Apostol si Petrescu[4, Proposition 4.3]).

(4)

Ordine maximale pentru sunt date de

. o) 6,
| P G () (oglogn? ~ 7
)
lim sup Ur<¢ (n>> _ 2627.

oo 0r(¢%(n))(loglog¢*(n))*

| b(@'(n) 6
| P G @ ) loglogm® ~ w2
St

limsup 1/)1"<¢ (n>> _ 6 627'

nso 0r(¢"(n))(loglog ¢*(n))2 — 72
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