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REZUMAT

Subiectul acestei teze este pseudoconvexitatea analitică, teza tratând
probleme privind spaţii Stein, q-convexitate şi reprezentări integrale.

Prima parte a tezei, reprezentată de primele două capitole, cuprinde
noţiuni generale despre spaţii complexe, spaţii complexe normale, spaţii
Stein, q-convexitate şi q-convexitate cu colţuri. De asemenea, mai conţine şi
definiţii şi rezultate necesare pentru a doua parte a tezei: teorema Colţoiu-
Diederich care face legătura ı̂ntre problema Levi şi existenţa anvelopei de olo-
morfie, teorema lui Skoda, teorema lui Colţoiu privind dimensiunea finită a
unor anumite grupuri de coomologie şi, ı̂n final, teorema Grauert-Lieb privind
construcţia unui nucleu integral Ramı́rez, care asigură existenţa soluţiilor
mărginite pentru ecuaţia ∂ pe domenii strict pseudoconvexe.

A doua parte, formată din ultimele trei capitole (capitolele 3,4, şi 5),
conţine rezultatele originale ale acestei teze. Aceste teoreme sunt cuprinse
ı̂n articolele autorului [19], [20], şi [21].

Teorema principală din capitolul 3 generalizează o teoremă a lui Fornæss
şi Narasimhan, privind problema Levi pe spaţii Stein normale, arătând că
aceasta rămâne adevr̆ată chiar şi fără ipoteza de relativ compacitate. Ea este
apoi aplicată pentru a demonstra un rezultat privind problema Serre, care
afirmă că o condiţie necesară şi suficientă pentru ca un fibrat olomorf local
trivial E cu baza Stein şi cu fibra domeniu de olomorfie mărginit din Cn este
Stein dacă şi numai dacă E are anvelopă de olomorfie. O demonstraţie a
acestei teoreme, dar numai ı̂ntr-un caz particular şi cu o demonstraţie mult
mai complicată a fost dată de Zaffran, folosind suprafeţe Hirzebruch-Inoue.

Teorema centrală a capitolului 4 este un rezultat despre proprietătile
coomologice ale intersecţiei de deschişi (n − 1)-compleţi din Cn: intersecţia
transversală a unui număr finit de deschişi (n − 1)-compleţi, mărginiţi, cu
frontierele de clasă C2, este coomologic (n− 1)-completă.

În ultimul capitol al tezei este demonstrat un rezultat care dă un raspuns
pozitiv la problema Corona pentru deschişi strict pseudoconveşi, mărginiţi
din Cn, când o condiţie suplimentară este verificată de funcţiile olomorfe
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f1, . . . , fk din ipoteza problemei: se presupune că există i 6= j pentru care
mulţimile de subnivel {|fi| < α} şi {|fj| < α} sunt separate ı̂n apropierea
frontierei.

În cele ce urmează, aceste rezultate principale noi vor fi prezentate cu
mai multe detalii.

Următoarea teoremă este rezultatul principal al capitolului 3:

Teorema 1. Fie X un spaţiu Stein normal şi Ω ⊂ X un deschis local Stein
al lui X. Atunci, pentru orice şir de puncte (xn)n ı̂n Ω care tinde la o limită
x ∈ ∂Ω\Xsing, există o funcţie olomorfă pe Ω, care este nemărginită pe acest
şir.

Această teoremă generalizează un rezultat al lui Fornæss şi Narasimhan
[10], prin eliminarea ipotezei de relativ compacitate a lui Ω. Demonstraţia
urmează aceiaşi paşi principali ca cea dată de Fornæss şi Narasimhan, dar
fiecare pas este demonstrat utilizând argumente diferite, care evită folosirea
ipotezei de relativ compacitate a lui Ω.

Strategia demonstraţiei este următoarea: alegem un punct p ∈ ∂Ω \Xsing

şi h1, . . . , hm funcţii olomorfe pe X, cu p singurul zero comun. Definim
funcţia f : X → C prin f(x) = det((viΦj(x))i,j=1,...,n), unde (Φ1, . . . ,Φn) sunt
componentele unei aplicaţii olomorfe Φ : X −→ Cn cu locul de ramificare Z ′,
astfel ı̂ncât Φ are fibre discrete şi p 6∈ Z ′, iar v1, . . . , vn sunt câmpuri vectoriale
olomorfe pe X, care generează spaţiul tangent al lui X ı̂n p. Z = {f = 0}
este o hipersuprafaţă a lui X, care nu conţine p.

Apoi, o versiune modificată a unei teoreme a lui Henri Skoda [25, Thm.1]
asigură existenţa a m funcţii olomorfe g1, . . . , gm pe Ω\Z, cu suma modulelor
ce tinde la infinit ı̂n punctul p. Folosind normalitatea spaţiului şi proprietăţile
bune ale funcţiei olomorfe f , funcţiile fgi vor fi extinse la funcţii olomorfe
pe Ω. Mai departe, dat un şir ı̂n Ω ce tinde la p, cel puţin una dintre aceste
funcţii va fi nemărginită pe acest şir, iar astfel demonstraţia se ı̂ncheie.

Această teoremă generalizată poate fi aplicată pentru a obţine o teoremă
de caracterizare pentru un caz particular al problemei Serre, care, ı̂n cazul
general, cere să se studieze dacă un fibrat olomorf local trivial cu baza Stein şi
fibra Stein este de asemenea Stein. De când Serre a propus această problemă,
ı̂n 1953, diverse contraexemple au fost date si cazuri speciale au fost studiate.

Pentru cazul particular al domeniilor de olomorfie mărginite din Cn ca
fibră, cu o condiţie suplimentară asupra fibrei, Siu [24] a demonstrat că prob-
lema Serre are răspuns pozitiv. Primul contraexemplu la problema Serre a
fost dat ı̂n 1977 de Skoda [26], care a construit un fibrat olomorf local trivial
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care nu este Stein, cu fibra C2, iar baza domeniu din C. Mai târziu, Demailly
[8] a ı̂mbunătăţit acest exemplu, arătând că baza fibratului poate fi aleasă să
fie C sau discul unitate D ⊂ C. Un alt contraexemplu a fost dat ı̂n 1985 de
G. Coeuré şi J.J. Leob [4]: ei au rezolvat negativ problema Serre pentru cazul
particular al fibraţilor olomorfi local triviali cu baza Stein şi domeniu de olo-
morfie mărginit ı̂n Cn ca fibră. Studiind exemplul lui Coeuré şi Loeb, Pflug
şi Zwonek [18] au dat o caracterizare a domeniilor Reinhardt hiperbolice ce
pot fi utilizate ca fibră pentru a obţine contraexemple la problema Serre. În
2001, D. Zaffran [27] a demonstrat, utilizând suprafeţe Hirzebruch-Inoue, că
exemplul de fibrat construit de Coeuré şi Loeb nu admite anvelopă de olo-
morfie. În legătură cu acest lucru, ca o aplicaţie a Teoremei 1, demonstrăm
următorul rezultat:

Teorema 2. Fie p : S → B un fibrat olomorf local trivial cu baza Stein B şi
fibra domeniu de olomorfie mărginit din Cn, notată F . Atunci, S este Stein
dacă şi numai dacă S are anvelopă de olomorfie.

Aceasă teoremă are o demonstraţie foarte scurtă şi elegantă, care face
apel la Teorema 1: Notăm cu Z anvelopa de olomorfie a lui S. Folosind
un rezultat al lui Siu [24], funcţiile olomorfe globale pe S separă punctele
şi dau coordonate locale, prin urmare S este deschisă ı̂n anvelopa sa de
olomorfie Z. Cum B este Stein, poate fi reprezentat ca o subvarietate ı̂nchisă
a lui Cn, definită de funcţii olomorfe globale. În consecinţă, p se poate
extinde olomorf la p1 : Z → B. Pentru fiecare deschis Stein suficient de
mic U al lui B, pe care fibratul este trivial, p−1

1 (U) este un deschis ı̂n Z, iar
p−1

1 (U) ∩ S = U × F , iar din ipoteză ştim că F este domeniu de olomorfie
mărginit din Cn. Mai mult, fiecare punct de pe frontiera x ∈ ∂S este conţinut
ı̂ntr-unul dintre aceşti deschişi p−1

1 (U) de mai sus. Prin urmare, S este local
Stein ı̂n Z. Acum, folosind o versiune generalizată a teoremei lui Colţoiu
şi Diederich [7] (obţinută eliminând ipoteza de relativ compacitate, lucru
posibil de făcut, datorită Teoremei 1), deducem că S este Stein. Implicaţia
inversă este trivială. În acest mod, am obţinut o demonstraţie mai generală
decât teorema lui Zaffran, cu o demonstraţie mult mai simplă.

În capitolul 4, proprietăţile coomologice ale intersecţiilor finite de deschişi
(n− 1)-compleţi din Cn sunt studiate.

Diederich şi Fornæss [9] au demonstrat că orice funcţie q-convexă cu
colţuri pe o varietate complexă poate fi aproximată cu funcţii q̃-convexe, unde
q̃ = n−bn

q
c+ 1. Combinând acest rezultat cu teoremele din [1], se obţine, ı̂n

particular, că orice intersecţie finită de deschişi q-compleţi ai unei varietăţi
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complexe este coomologic q̃-completă. Un rezultat parţial ı̂mbunătăţit a fost
obţinut de Matsumoto [17], care a introdus ı̂ntregul q̂ = n − bn−1

q
c, care

verifică q̂ = q̃ dacă q|n şi q̂ = q̃ − 1 dacă q 6 |n, şi a demonstrat că pentru
orice intersecţie finită ∩tj=1Dj de deschişi q-compleţi ai unei varietăţi com-
plexe necompacte M , avem H i(∩tj=1Dj,F) = 0, pentru orice F ∈ Coh(M)
şi pentru orice i ≥ q̂.

Totuşi, pentru q = n−1, teoremele din [9] nu sunt de nicun folos, deoarece
q̃ = n şi deja ştim din teorema Greene-Wu [14] că orice varietate complexă
necompactă n-dimensională este n-completă.

De asemenea, pentru q = n − 1, q̂ = n − 1, dar teorema lui Matsumoto
nu demonstrează (n−1)-completitudinea coomologică, deoarece ipoteza cere
ca F sa fie coerent pe toată varietatea, şi nu doar pe intersecţia ∩tj=1Dj.

În survey-ul [6], Colţoiu propune următoarea problemă: dacă D este un
deschis (n − 1)-complet cu colţuri din Cn, rezultă că D este chiar (n − 1)-
complet? O versiune mai slabă a acestei probleme este să se studieze dacă
orice deschis (n−1)-complet cu colţuri din Cn este coomologic (n−1)-complet.
Un caz particular de deschişi (n− 1)-compleţi cu colţuri este reprezentat de
intersecţiile finite de deschişi (n − 1)-compleţi. În capitolul 4 al tezei, se
demonstrează că dacă punem nişte condiţii suplimentare asupra frontierelor
acestor deschişi din intersecţie, atunci problema are un răspuns afirmativ.

Demonstraţia utilizează metodele elaborate de Colţoiu pentru a demon-
stra conjectura W. Barth [5]. Mai ı̂ntâi, următoarea lemă topologică este
demonstrată:

Lema 3. Considerăm Dj ⊂ Cn, j = 1, . . . , r deschişi mărginiţi, cu frontierele
de clasă C2, astfel ı̂ncât oricare două frontiere se intersectează transversal.

Atunci, există constantele d0 > 0 şi η0 > 0 suficient de mici, cu propri-
etatea următoare: pentru orice τ1, . . . , τr ∈ C∞0 (∩rj=1Dj), τ1 ≥ 0, . . . , τr ≥ 0,
există o constantă suficient de mică λo = λ0(τ1, . . . , τr) > 0, astfel ı̂ncât
pentru orice constante 0 ≤ µj ≤ λ0, j = 1, . . . , r, mulţimea

Bij(d) = (Di ∪Dj) \

\
(
{δ∂Di

(x)e−η0‖x‖
2−µiτi(x) > d} ∪ {δ∂Dj

(x)e−η0‖x‖
2−µjτj(x) > d}

)
nu are componente conexe compacte, pentru orice 1 ≤ i, j ≤ r şi pentru orice
0 < d < d0.

Cu toate că enunţul este similar cu [5, Lemma 2.4], demonstraţia este
diferită şi foloseşte retracta tare de deformare dată de Teorema vecinătăţii-
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guler pentru varietăţi cu bord, pentru trei parţi diferite ale lui Bij(d), iar
aceste trei retracte sunt apoi ”lipite” convenabil pentru a obţine o retractă
tare de deformare a lui Bij(d) ı̂n ∂(D1 ∪ D2), care implică non-existenţa
componentelor conexe compacte pentru Bij(d).

Următoarea lemă este o adaptare a Lemei 3.5 din [5], la contextul si
notatiile problemei ı̂n discuţie. Ea foloseşte pentru demonstraţie rezultatul
de aproximare [1, p.250], partea dificilă a demonstraţiei fiind constituită de
aproximarea grupurilor de (n−2)-coomologie, necesară pentru a aplica lema
[1, p.250]. Acest rezultat este valabil numai pentru d > 0 suficient de mic,
dat de Lema 3.

Lema 4. Fie Dj ⊂⊂ Cn, 1 ≤ j ≤ r, deschişi (n− 1)-compleţi cu frontierele
de clasă C2, astfel ı̂ncât oricare două frontiere se intersectează transversal.

Atunci, există o constantă c0 > 0 şi o funcţie de exhaustiune (n − 1)-
convexă ϕj : Dj → R, astfel ı̂ncât, dacă notăm ϕ = max(ϕ1, . . . , ϕr), atunci
pentru orice fascicul F ∈ Coh(∩rj=1Dj) şi pentru orice c > c0, aplicaţia de
restricţie

Hn−1(∩rj=1Dj,F)→ Hn−1({ϕ < c},F)

este bijectivă. În particular, ∩rj=1Dj este coomologic (n− 1)-convex.

Este un exerciţiu simplu demonstraţia faptului că ı̂ntr-un spaţiu Stein,
şi ı̂n particular ı̂n Cn, q-convexitatea şi q-completitudinea sunt echivalente.
Următoarea lemă, inspirată din rezultatele lui Ballico [2], arată, folosind
inducţie dupa dimensiunea spaţiului şi reducerea la absurd, că ı̂ntr-un spaţiu
complex olomorf separat, şi ı̂n particular ı̂n Cn, q-convexitatea coomologică
şi q-completitudinea coomologică sunt echivalente.

Lema 5. Într-un spaţiu complex olomorf separat X, cu dim(X) <∞, orice
deschis coomologic q-convex U ⊂ X este coomologic q-complet.

Drept o consecinţă directă a lemelor 4 şi 5, se obţine teorema principală
a capitolului 4:

Teorema 6. Fie Dj ⊂⊂ Cn, 1 ≤ j ≤ r deschişi (n − 1)-compleţi cu
frontierele de clasă C2, astfel ı̂ncât oricare două frontiere se intersectează
transversal. Atunci, ∩rj=1Dj este coomologic (n− 1)-complet.

Capitolul 4 se ı̂ncheie cu o demonstraţie care arată că exemplul de dome-
niu din Cn dat de Diederich şi Fornæss pentru a arăta optimalitatea lui q̃



6 Rezumat

verifică ipotezele teoremei 6 pentru q = n− 1, prin urmare este un domeniu
coomologic (n− 1)-complet pe care există o funcţie de exhaustiune (n− 1)-
convexă cu colţuri, care nu poate fi aproximată cu funcţii (n − 1)-convexe.
Este ı̂ncă o problemă deschisă dacă orice deschis coomologic q-complet este
chiar q-complet. Prin urmare, ı̂n vederea găsirii unui raspuns la această prob-
lemă, este de interes să se studieze dacă acest exemplu de deschis construit
de Diederich şi Fornæss este chiar (n− 1)-complet.

Ultimul capitol al tezei, capitolul 5, este dedicat studierii unui caz par-
ticular al problemei Corona pentru domenii tare pseudoconvexe din Cn.

Algebra Banach comutativă şi spaţiul Hardy H∞(D) constă ı̂n funcţiile
olomorfe mărginite pe discul unitate deschis D. Spectrul S al acesteia conţine
D, deoarece pentru orice z ∈ D, există idealul maximal ce constă ı̂n toate
funcţiile f ∈ H∞(D) cu f(z) = 0. Subspaţiul D nu poate forma tot spectrul
S, ı̂n principal pentru că spectrul este un spaţiu compact, iar D nu este com-
pact. Conjectura lui Kakutani din 1941 afirmă că complementul ı̂nchiderii lui
D, numit coroana (eng. corona) este vid. Aceasta este cunoscută drept prob-
lema Corona. Se dovedeşte că această problemă este echivalentă cu un enunţ
mult mai elementar: Să presupunem că f1, . . . , fk sunt funcţii mărginite olo-
morfe pe discul unitate D, cu proprietatea

|f1(ζ)|+ |f2(ζ)|+ . . .+ |fk(ζ)| > δ > 0

pentru o anumită constantă pozitivă δ şi pentru orice ζ ∈ D (f1, . . . , fk se
numesc datele Corona pentru D). Atunci, există funcţiile olomorfe mărginite
g1, . . . , gk pe D, astfel ı̂ncât

f1(ζ)g1(ζ) + f2(ζ)g2(ζ) + . . .+ fk(ζ)gk(ζ) ≡ 1

pentru orice ζ ∈ D.
Lennart Carleson [3] a rezolvat afirmativ problema Corona pentru discul

unitate D ⊂ C ı̂n 1962. De atunci, problema a fost studiată atât pe domenii
arbitrare din C, cât şi ı̂n mai multe variabile. S-a demonstrat că are răspuns
pozitiv pentru mai multe tipuri de domenii din C (exemple pot fi gasite
ı̂n [12]). Fornæss şi Sibony ı̂n [11] şi [23] au studiat problema Corona ı̂n
mai multe variabile şi au construit exemple de domenii pseudoconvexe ı̂n
care problema are răspuns negativ, unul dintre aceste exemple fiind chiar un
domeniu mărginit cu frontiera strict pseudoconvexă, cu exceptia unui singur
punct. Totusi, pentru domenii cu frontiera strict pseudoconvexă (peste tot),
un astfel de contraexemplu nu a fost găsit şi chiar pentru domenii simple,
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cum este bila unitate din Cn, problema este ı̂ncă deschisă. Până acum, nu
se cunoaşte niciun domeniu din planul complex C pe care problema să aibă
răspuns negativ şi niciun domeniu din Cn pe care problema să aibă răspuns
pozitiv.

În ultimul capitol, este studiată problema Corona pe domenii mărginite,
strict pseudoconvexe din Cn, când o condiţie suplimentară este verificată de
datele Corona. Obiectivul este generalizarea la mai multe functii a rezul-
tatelor lui Krantz [16], folosind aceeaşi metodă de demonstraţie şi obţinând,
ı̂n acest context, o soluţie afirmativă a problemei. Capitolul 5 se ı̂ncheie cu o
remarcă asupra necesităţii folosirii unei condiţii suplimentare mai tari pentru
teorema centrală din [16], pentru ca aceasta să rămână adevărată.

Rezultatul principal al capitolului este următorul:

Teorema 7. Fie Ω ⊂⊂ Cn un domeniu mărginit, tare pseudoconvex şi
f1, . . . , fk date Corona pentru Ω. Fie Vj(α) = {z ∈ Ω : |fj(z)| < α}. Pre-
supunem că există α > 0 şi i, j ∈ {1, . . . , k} pentru care

Vi(α) ∩ Vj(α) ∩ ∂Ω = ∅,

unde ı̂nchiderile sunt luate ı̂n Cn.
Atunci, există funcţii olomorfe mărginite g1, . . . , gk pe Ω, pentru care∑

j

fjgj ≡ 1.

Strategia demonstraţiei este următoarea: dacă f1, . . . , fk reprezintă datele
Corona pe Ω, definim Uj(α) = {ζ ∈ Ω : |fj(ζ)| > α}. Este clar că Uj(α) sunt
deschise şi

⋃
j Uj(α) ⊇ Ω pentru orice α < δ/2k, unde δ este constanta din

condiţia Corona. Considerăm (ϕj)j o partiţie a unităţii arbitrară subordo-
nată acoperirii (Uj(α))j. Apoi, punem

gj =
ϕj
fj

+
∑
i

vjifi,

unde vij = −vji şi vii = 0. O simplă verificare formală arată că gj sunt corect
definite şi

∑
j fjgj ≡ 1. Deoarece ϕj sunt funcţii reale, funcţiile gj definite

astfel nu sunt neapărat olomorfe, dar se poate alege o partiţie a unităţii
convenabilă pentru care se pot gasi funcţiile vji astfel ı̂ncât gj să fie olomorfă
şi mărginită.
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Olomorifia lui gj este echivalentă cu ∂gj =
∂ϕj

fj
+ ∂ (

∑
i vjifi) ≡ 0, şi

notăm cu S(k) = S(k;ϕ1, . . . , ϕk) acest sistem de k ecuaţii. Inductiv, se
poate demonstra că acest sistem are soluţii mărginite vji, extinzând la fiecare
pas la un domeniu mai mare de definiţie soluţiile obţinute la pasul anterior.
Pentru pasul de inducţie, se foloseşte existenţa soluţiilor mărginite pentru
ecuaţia ∂ cu coeficienţi mărginiţi pe domenii tare pseudoconvexe cu frontiera
netedă pe porţiuni, demonstrată ı̂n [15]. Singurul pas diferit ı̂n demonstraţie
este penultimul, unde o lemă bazată pe construcţia lui Grauert şi Lieb [13]
a unui nucleu integral Ramı́rez [22] cu proprietăţi speciale este, ı̂n schimb,
folosită: dacăD este un deschis mărginit, tare pseudoconvex ı̂n Cn şiW (α′) =
{z ∈ D : γ(z) < α′}, unde γ este o funcţie tare pseudoconvexă, iar f este o
(0, 1)-formă ∂ -̂ınchisă ı̂n W (α′) cu coeficienţi mărginiţi şi cu supp(f) relativ
compact ı̂n D, atunci ecuaţia ∂u = f are soluţii mărginite pe W (α) = {z ∈
D : γ(z) < α}, unde α < α′.

Condiţia suplimentară din enunţul teoremei 7, pentru date Corona for-
mate din doar două funcţii, cere ca mulţimile de subnivel V1(α) şi V2(α) să
fie separate pentru o constantă suficient de mică α.

Un caz mai general ar fi ca această condiţie suplimentară să ceară nu-
mai ca zerourile funcţiilor f1 şi f2 să fie separate. Totuşi, această condiţie
nu este suficientă pentru existenţa unei partiţii a unităţii (ϕj)j subordo-
nată acoperirii (Uj(α))j, care să verifice proprietatea (chiar mai slabă decât

mărginirea derivatelor parţiale) |∇ϕj(z)| ≤ Cd∂Ω(z)−
1
m , unde C > 0 este o

constantă, iar d∂Ω(z) este distanţa euclidiană de la z la ∂Ω şi m > 2n + 3,
condiţie presupusă indeplinită ı̂n [16]. De fapt, pentru m > 2, această es-
timare nu mai este valabilă, deci metoda folosită ı̂n [16] pentru obţinerea
soluţiilor mărginite pentru ecuaţia ∂ nu funcţionează. Un contraexemplu
simplu care arată acest lucru este construit ı̂n ultima parte a capitolului 5,
folosind produse Blaschke infinite pe un disc din C.



BIBLIOGRAFIE
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