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Singularităţile simple reprezintă una dintre noţiunile de care te loveşti, oricare ar fi domeniul matematicii în care lucrezi: topologie algebrică, geometrie algebrică, analiză, algebră comutativă, combinatorică, teorie Lie, teoria grupurilor etc. Poate că acesta este unul dintre aspectele cele mai frumoase ale matematicii: acelaşi adevăr poate fi exprimat în cele mai diverse chipuri… Acesta este motivul cel mai important pentru care mi-am ales ca temă a lucrării de disertaţie să prezint o introducere în teoria singularităţilor simple – introducere de ordin algebric, dar prezentând şi aplicaţii în alte domenii.


Lucrarea am structurat-o în 4 părţi. În primul capitol, prezint câteva preliminarii necesare : inele şi module Cohen-Macaulay, inele complete, inele de serii formale şi convergente, inele Henseliene, modulul canonic. 

În al doilea capitol, definesc şi exemplific noţiunea de factorizare matriceală şi demonstrez teorema de factorizarea matriceală a lui Eisenbud.


În al treilea capitol, demonstrez teorema de structură a singularităţilor simple. Mai precis, arăt că orice singularitate simplă este de tip A-D-E. De asemenea, în finalul capitolului, prezint interpretarea din punctul de vedere al analizei a singularităţilor simple.


În cel de-al patrulea capitol, enunţ şi demonstrez teorema Buchweitz-Greuel-Schreyer care face practic o conexiune între capitolele anterioare, teoremă care arată că o singularitate e simplă dacă şi numai dacă este reprezentare de tip finit (admite doar un număr finit de tipuri de izomorfism de MCM). În final, prezint o generalizare a teoremei B-G-S datorată lui J.Herzog.


Acestea fiind spuse, vă doresc o lectură agreabilă! (
Capitolul 1: Preliminarii.

a. Inele şi module Cohen-Macaulay.
Definiţia 1: Fie R un inel local-noetherian şi M un R-modul. Spunem că x
[image: image1.wmf]Î

R este element regulat pe M, dacă el nu este un divizor al lui zero pe M. 

Un şir x = x1,x2,...xn (xi
[image: image2.wmf]Î

R) se numeşte slab regulat, dacă elementul xi este regulat în M/(x1,...xi-1)M. Un şir slab regulat se numeşte regulat, dacă în plus M
[image: image3.wmf]¹

(x1,...xn)M.

Exemplul 1: Fie K – corp şi inelul R = K[X1,...Xn], atunci şirul X1,...Xn este un şir R-regulat. (Desigur, Xi este non divizor al lui zero în K[Xi,.. Xn] !)

Exemplul 2: Ordinea în care sunt daţi termenii este importantă. De exemplu: Fie R=K[X,Y,Z] şi a1=X, a2=Y(1-X), a3=Z(1-X). Atunci a1, a2, a3 este un şir R-regulat, dar a2, a3, a1 nu este! 

Teoremă (Rees): Fie R inel noetherian şi M un R-modul finit generat. Fie I
[image: image4.wmf]Ì

R ideal cu IM
[image: image5.wmf]¹

M. Fie x = x1,x2,...xn un şir regulat maximal de elemente din I. 

Atunci: n = min{i|ExtiR(R/I,M)
[image: image6.wmf]¹

0}.

Definiţia 2: Numărul n de mai sus se notează depth(I,M) şi se numeşte profunzimea idealului I în M. În cazul când IM=M, depth(I,M)=+(, prin definiţie, lucru justificat şi de faptul că în acest caz ExtiR(R/I,M)=0, 
[image: image7.wmf]"

i.


Dacă (R,m) este inel local noetherian şi M un R-modul, notăm depth(M)=depth(m,M)= profunzimea modulului M.
Lema depth-ului: Fie A un inel noetherian şi I
[image: image8.wmf]Í

A un ideal. Fie O 
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 M 
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 N 
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 P 
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 0 un şir exact de A-module finit generate. Atunci avem relaţiile:

(a) grade(I,N) 
[image: image13.wmf]³

 min{grade(I,M),grade(I,P)}.

(b) grade(I,M) 
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 min{grade(I,N),grade(I,P)+1}.

(c) grade(I,P) 
[image: image15.wmf]³

 min{grade(I,M)-1,grade(I,P)}.

Propoziţie: 
Dacă (R,m) este inel local noetherian şi M un R-modul, atunci depth(M) 
[image: image16.wmf]£

 dim(M).
Definiţia 3: Fie (R,m) un inel local noetherian. Un R-modul finit generat M se numeşte modul Cohen-Macaulay dacă dim(M)=depth(M). M se numeşte modul maximal Cohen-Macaulay, dacă în plus dim(M)=dim(R). Un inel local noetherian R se numeşte inel Cohen-Macaulay, dacă dim(R)=depth(R).

Fie A un inel inel noetherian şi M un A-modul finit generat. Spunem că M este un A-modul Cohen-Macaulay, dacă 
[image: image17.wmf]"

m
[image: image18.wmf]Ì

A ideal maximal, avem că Mm este un Am-modul Cohen-Macaulay.De asemenea, A este inel Cohen-Macaulay, dacă este A-modul Cohen-Macaulay, privit ca modul peste el însuşi.

Propoziţia 1:  Fie A un inel noetherian. Atunci U.A.S.E.:

1)A este inel Cohen-Macaulay.

2)A[X] este inel C-M.  2’)A[X1,...Xn] e inel C-M.

3)A[[X]]este inel C-M. 3’)A[[X1,...Xn]]e inel C-M.

Propoziţia 2: Fie A un inel Cohen-Macaulay cu dim(A)=n şi F: ...
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 Fn 
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...
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 F1 
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 F0 
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 M 
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 0 o rezoluţie liberă pentru M. Notăm N = Ker(Fn
[image: image25.wmf]®

Fn-1). Atunci N = 0 sau N este maximal-Cohen-Macaulay. (O vom utiliza ulterior!)

Definiţie: Fie R un inel şi M un A-modul. Se numeşte dimensiunea proiectivă a lui M, lungimea minimă a unui şir exact 0 
[image: image26.wmf]®

 Mn 
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 Pn-1 
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...
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 P1 
[image: image30.wmf]®

 P0 
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 M 
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 0, în care Pi şi Mn sunt R-module proiective. Notăm pdR(M) = dimensiunea proiectivă a R-modulului M. Dacă nu există nici un şir finit ca în definiţie, punem pdR(M) = +
[image: image33.wmf]¥

.
Teorema Ausslander-Buchsbaum: Fie (R,m) un inel local-noetherian şi M un R-modul finit generat. Dacă pd(M)<+
[image: image34.wmf]¥

, atunci: depth(R)=depth(M)+pd(M).

Definiţia 4: Fie (R,m) un inel local noetherial. R se numeşte inel local-regulat dacă: dim(A) = dimk(m/m2) = ((m). (În general avem doar “
[image: image35.wmf]£

”)

Teorema Auslander-Buchsbaum-Serre: Dacă (R,m,k) este un inel local noetherian, atunci U.A.S.E.:

a)A e local-regulat. b)pd(M)<+
[image: image36.wmf]¥

, 
[image: image37.wmf]"

M f.g. c)pd(k) < +
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.

Teorema Auslander-Buchsbaum-Nagata: 

Orice inel local regulat e factorial.
b. Inele complete.
Definiţie: Fie R un inel şi I
[image: image39.wmf]<

R. Se numeşte topologie I-adică pe R, topologia dată de (In)n drept sistem fundamental de vecinătăţi pentru 0
[image: image40.wmf]Î

R. Este uşor de observat că această topologie este compatibilă cu operaţiile algebrice ale inelului R. 


Un şir de elemente (xn)n se numeşte convergent la x
[image: image41.wmf]Î

R în topologia I-adică, dacă 
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m>0, 
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nm astfel că pentru orice n
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nm avem xn-x 
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 In.


Un şir de elemente (xn)n se numeşte şir fundamental, dacă 
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m>0, 
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nm astfel că pentru orice n,p
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nm avem xn-xp
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In.


Evident, pentru orice inel R şi I
[image: image50.wmf]<

R, un şir convergent este fundamental. Un inel R se numeşte complet, dacă orice şir fundamental este convergent. În mod analog cu definiţia numerelor reale, putem defini completatul inelului R, în raport cu topologia I-adică, ca fiind mulţimea claselor de echivalenţă de şiruri fundamentale în care două şiruri sunt echivalente dacă diferă printr-un şir convergent la zero. Evident, avem o incluziune canonică a inelului în completatul său, un element x fiind dus în şirul constant x,x,x,…. De asemenea, dacă inelul iniţial este complet prin completare obţinem acelaşi lucru. În mod algebric, completatul se scrie ca 
[image: image51.wmf]lim

suuu

R/In+1.


Cazul care ne interesează este cel când (R,m) este un inel local-noetherian pe care considerăm topologia m-adică. Din lema de intersecţie a lui Krull, rezultă imediat că topologia m-adică este separată Haussdorf. Notăm 
[image: image52.wmf]ˆ

R

 completatul lui R în topologia m-adică. Ne plasăm în cazul particular de mai sus. Fie M un R-modul. Definim completatul lui M ca fiind 
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M

=
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M/In+1 M. 

Propoziţie: În condiţiile de mai sus, avem:

(1) 
[image: image55.wmf]ˆ

M
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 M
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image58.wmf]ˆ

R

. (2) dim(
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M

)=dim(M)

(3) Morfismul canonic R 
[image: image60.wmf]®
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R

 este fidel plat.

Teorema de structură a domeniilor locale complete: Dacă (R,m) este un inel local complet integru, atunci există un inel local-regulat complet (R’,m’) astfel că avem o extindere finită R’ 
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 R.
c. Inele de serii formale (şi convergente).

Definiţia 1: Fie R un inel. Notăm R[[X1,…,Xn]] inelul seriilor formale în nedeterminatele X1,…,Xn. Dacă R=k=
[image: image63.wmf]¡

 sau 
[image: image64.wmf]£

 are sens să definim k{X1,…,Xn} inelul seriilor convergente, adică al acelor serii formale care converg în topologia uzuală ca serii de puteri.


În primul rând, să observăm că, k{X1,…,Xn} este inel local de ideal maximal (X1,…,Xn).

Rezultatele cele mai importante valabile pentru inelele S=k{X1,…,Xn} le voi sintetizate în cele ce urmează. Mai întâi, reamintesc următoarea definiţie:

Definiţia 1: O serie f
[image: image65.wmf]Î

S se numeşte regulată în Xn de ordin b, dacă f(0,…0,Xn) = abXnb + ab-1Xnb-1 + … + a0, cu ab(0. 

O serie p
[image: image66.wmf]Î

S se numeşte polinom Weierstrass de grad b în Xn dacă p= Xnb+ab-1Xnb-1 +…+a0 unde ai
[image: image67.wmf]Î

(X1,…,Xn-1)k{X1,…,Xn-1}. 

Teorema generală a lui Weierstrass:


Dacă R şi S sunt 2 k-algebre analitice (adică algebre cât ale unor algebre de serii convergente) şi f:R ( S un morfism de k-algebre, atunci: S este R-modul finit generat, dacă şi numai dacă dimk(S/mRS)<+(.
Teorema de divizibilitate Weierstrass:


Dacă f,g
[image: image68.wmf]Î

S şi f este regulată în Xn de ordin b, atunci  (
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!)q
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S şi r
[image: image71.wmf]Î

k{X1,…,Xn-1}[Xn] polinom cu grad(r)<b astfel încât g=qf+r.

Teorema de pregătire Weierstrass:


Dacă f
[image: image72.wmf]Î

S şi f este regulată în Xn de ordin b, atunci (
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!)u
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S inversabilă şi p
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S polinom Weierstrass cu f=up.

Lemă: Fie f1,…,fs
[image: image76.wmf]Î

k{X1,…,Xn}=S. Atunci există o transformare k-liniară (: S ( S astfel că ((fi) sunt toate regulate în Xn (cu ordinele eventual diferite).

Teoremă: 

1.k{X1,…,Xn} este noetherian.

2.k{X1,…,Xn} este factorial.

Demonstraţie: Rezultă din teorema de pregătire Weierstrass. Cred că este instructiv de văzut cum: Aplicăm inducţia după numărul de variabile n. Pentru n=0 nu avem ce demonstra. Fie n>0. Din ipoteza de inducţie, k{X1,…,Xn-1} este local-noetherian. Fie I
[image: image77.wmf]<

k{X1,…,Xn}. Vrem să arătăm că I este finit generat. Presupun I
[image: image78.wmf]¹

0 şi aleg 0
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f
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I. Conform lemei, pot presupune că f este regulată de ordin b în Xn. Din teorema de pregătire, f=up, unde u – unitate şi p – polinom Weierstrass. 

Am k{X1,…,Xn}/(f)
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k{X1,…,Xn}/(p)
[image: image82.wmf]@

k{X1,…,Xn-1}[Xn]/(p)=M. M este un k{X1,…,Xn-1} modul finit generat, deci noetherian, deci I/(f) ca ideal în M este finit generat, deci şi I este finit generat.

Factorialitatea se demonstrează similar.

Teoremă. k{X1,…,Xn} este inel Henselian,separat în topologia m-adică. (topologia dată de baza de vecinătăţi(mn), unde m=(X1,…,Xn)) Completatul său este k[[X1,…,Xn]].

Observaţie: Separarea Haussdorf rezultă imediat din noetherianeitatea lui k{X1,…,Xn} şi din lema de intersecţie Krull: Dar (R,m) local-noetherian 
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[image: image84.wmf]n1

³

I

mn =0.

Teoremă: k{X1,…,Xn} este local-regulat.
Teorema funcţiilor implicite:

k{X1,…,Xn} admite teorema funcţiei implicite, adică, date f1,…,fm
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k{X1,…,Xn,Y1,…,Ym} şi a
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m=(X1,…,Xn)
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S astfel că fi(Y=0)
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a iar det(
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j

f

Y

¶

¶

(Y=0))i,j 
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 m, atunci există în mod unic g=g1,…,gm
[image: image91.wmf]Î

a astfel încât fi(x,g(x))=0, 
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i. Ca o consecinţă:

Teorema funcţiei inverse:

k{X1,…,Xn} admite teorema funcţiei inverse, adică, date f1,…,fm
[image: image93.wmf]Î

m
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k{X1,…,Xn}, det(
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j

f

X

¶

¶

)i,j 
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 m ( Aplicaţia canonic indusă de f1,…,fm   k{X1,…,Xn} ( k{X1,…,Xn} (Xi ( fi) este un izomorfism liniar.

Observaţie: Evident, toate rezultatele de mai sus pot fi interpretate în limbajul analizei matematice (care e dealtfel cadrul natural în care au apărut). Este suficient să observăm că, de exemplu, inelul k{X1,…,Xn} este izomorf cu inelul germenilor de funcţii analitice în origine Okn,0:


Într-adevăr, unui germene de funcţie analitică f:kn ( k îi asociem dezvoltarea sa în serie de puteri în origine, care reprezintă o serie convergentă!


Inelele de serii formale sunt extrem de uşor de manevrat din punct de vedere algebric. Totuşi, prin însăşi modul cum au fost construite, reprezintă o clasă infimă în categoria inelelor noetheriene. Din acest motiv, s-a dorit să se găsească o clasă mai largă de inele care să păstreze proprietăţile „bune” ale inelelor de serii formale. 


O astfel de clasă este cea a inelelor henseliene.
d. Inele Henseliene.

Definiţie: Un inel local noetherian R se numeşte Henselian, dacă oricare ar fi A o R-algebră 
[image: image97.wmf]Þ

 A este sumă directă de R-algebre locale. 

Rezultatele cele mai importante despre inele henseliene sunt sintetizate în următoarea prezentare:

Teoremă:

1)R Henselian 
[image: image98.wmf]Û
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F
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R[X] monic cu 
[image: image101.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image102.wmf]F

=gh, unde g,h
[image: image103.wmf]Î

k[X] sunt polinoame unitare din k[X] prime între ele, atunci există G,H
[image: image104.wmf]Î

R[X] cu F=GH şi 
[image: image105.wmf]G

=g şi 
[image: image106.wmf]H

=h.

2)Dar R un inel local local noetherian, lui i se poate asocia printr-o proprietate de universalitate un inel henselian în care R se scufundă.

3)R local noetherian complet 
[image: image107.wmf]Þ

 R Henselian. Reciproca nu e adevărată. (Importanţa inelelor henseliene rezidă în faptul că este mai uşor de lucrat cu ele decât cu cele complete)

4)Mai general, R algebră analitică (= cât al unei algebre de serii convergente k{x1,…xn}) 
[image: image108.wmf]Þ

 R Henselian.

5)Dacă R este Henselian şi M este un R-modul atunci M se scrie în mod unic ca sumă directă finită de R-module indecompozabile.

6)Dacă R este Henselian, atunci R admite teorema funcţiilor implicite. (şi tot ce rezultă de aici…) 

e. Modulul canonic.

Definiţie: Fie (R,m,k) un inel local Cohen-Macaulay (implicit noetherian). Un R-modul finit generat C se numeşte modul canonic al inelului R, dacă verifică următoarele proprietăţi:

(1) id(C) < +
[image: image109.wmf]¥

. (id = dimensiunea injectivă = lungimea minimă a unei rezoluţii injective 0 ( C ( I0 ( I1 ( … )

(2) C este maximal Cohen-Macaulay.

(3) r(C)=dimkExtn(k,C)=1 (r(C)=tipul modulului C), n=dim(C).

Teoremă: Dacă un inel R admite un modul canonic C, atunci acesta este unic până la un izomorfism şi se notează C=(R.

Definiţie: Un inel R se numeşte Gorenstein dacă id(R)<+
[image: image110.wmf]¥

. Avem următoarea teoremă de caracterizare:

Teoremă: Un inel R este Gorenstein 
[image: image111.wmf]Û

 R este Cohen-Macaulay şi de tip 1 (adică r(R)=1).
Teoremă: Fie (R,m,k) un inel local Cohen-Macaulay. Atunci R posedă modul canonic 
[image: image112.wmf]Û

 R este cât de inel Gorenstein.

Cele mai importante proprietăţi ale modulului canonic le prezint în următoarea propoziţie:

Propoziţie: Fie(R,m,k) un inel local Cohen-Macaulay.Atunci:
(1)(R 
[image: image113.wmf]@

 R 
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 id(R) < +
[image: image115.wmf]¥
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 R e Gorenstein.

(2)Dacă x este un şir maximal, atunci: (R/x 
[image: image117.wmf]@

(R/x(R.

(3)Dacă S
[image: image118.wmf]Ì

R e un s.m.î, atunci: (S-1R 
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 S-1(R.

(4)Dacă S ( R ( 0 este o surjecţie finită, şi există (S, atunci există (R 
[image: image120.wmf]@

 Extdim(S)-dim(R)(R,(S).

(5)r(R)=(((R)=numărul minim de generatori. Evident, (1) apare ca o consecinţă imediată!

(6)Dacă M este un MCM, notez M0=Hom(M,(R)=dualul canonic al modulului M. Atunci: r(M)=((M0) şi ((M)=r(M0). Mai mult, avem un izomorfism canonic: M 
[image: image121.wmf]@

 M00. În plus, trecerea M ( M0 este functorială contravariantă.

Observaţie: R0 
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 (R şi (R0 
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R. Deci, singurele inele autoduale (ie R0 
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 R) sunt cele Gorenstein.

Capitolul 2: Factorizare matriceală. Teorema lui Eisenbud.

Cadrul general:


Considerăm S un inel local regulat şi R=S/I un inel factor al acestuia. Presupunem în plus că R este un inel Henselian. (Cazul particular care ne va interesa în mod deosebit în capitolul 2 şi 3 este: S=k{x1,…xn}, unde k este un corp algebric închis de caracteristică zero. Totuşi, teoria e adevărată în general, motiv pentru care o prezint ca atare).

Dacă I=(f) este ideal principal, spunem că S este un inel de tip hipersuprafaţă. Acesta va fi cazul pe care îl vom studia în cele ce urmează. Se observă că R este inel Cohen-Macaulay, fiind chiar intersecţie completă!


Ne propunem să studiem categoria MCM(R) a modulelor-maximale Cohen-Macaulay peste inelul R. Vom presupune că f(0, altfel, R fiind local regulat, rezultând că orice maximal Cohen-Macaulay peste R este liber (din teorema Auslander-Buchsbaum) – caz neinteresant.

Propoziţia 1: Fie M un R-modul maximal Cohen-Macaulay(pe scurt MCM). Atunci M admite o rezoluţie 0 ( Sn (( Sn ( M ( 0 ca S-modul. În plus ( (:Sn ( Sn cu (o( = fIdSn.

Demonstraţie: Privit ca S-modul, lui M i se aplică teorema Auslander-Buchsbaum (deoarece are dimensiunea proiectivă finită, conform Auslander-Buchsbaum-Serre) de unde rezultă relaţia următoare: 

 PdS(M) = depthS(S) - depthS(M) = depth(R) + 1-depth(R) = 1.

Prin urmare avem rezoluţia: (*)0 ( Sn ( Sn ( M ( 0. (Implicit, am utilizat observaţia că rangS(M)=0.)

Cum M este R-modul, avem fM=0 deci din (*), rezultă că fSn (((Sn), altfel spus:(x
[image: image125.wmf]Î

Sn,((!)y
[image: image126.wmf]Î

Sn astfel încât fx=((y). În acest mod definim o aplicaţie liniară (:Sn ( Sn , punând ((x)=y, cu proprietatea că (o( = fIdSn. 

Compunând în această relaţie cu ( la dreapta, şi ţinând cont că ( e injectivă, rezultă imediat că (o( = fIdSn.

Astfel, propoziţia este demonstrată!

Observaţie: Fixând o bază în Sn, putem privi ( şi ( ca matrici pătratice de ordin n cu coeficienţi în S. Propoziţia de mai sus ne sugerează să introducem definiţia:

Definiţia 1: Fie S un inel local regulat şi f
[image: image127.wmf]Î

S. O pereche de matrici ((,() de elemente din S, pătratice de ordin n, care satisfac relaţiile (1)(o( = fIdSn şi (2) (o( = fIdSn se numeşte factorizare matriceală a lui f.


Fie ((1,(1) şi ((2,(2) două factorizări matriceale ale lui f. Se numeşte morfism de factorizări matriceale, o pereche de matrici ((,() care fac următoarea diagramă comutativă: Adică: ((1 = (2( şi (2( = ((1.
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Vom scrie ((,():((1,(1) ( ((2,(2).
 Două factorizări ((1,(1) şi ((2,(2) se numesc echivalente dacă ( şi ( sunt izomorfisme. În general ((,() nu e echivalentă cu ((,()!
Observaţii: 

1.Dacă ((1 = (2(, atunci şi (2( = ((1, deci pentru a verifica că ((,() este morfism, este suficient să veficăm doar această primă identitate.

2.Dacă ((,() este o factorizare matriceală pentru f, atunci ( şi ( sunt injective.

Demonstraţie: 1.
În ((1 = (2( compunem cu (1 la dreapta şi cu (2 la stânga şi obţinem (2((1(1 = (2(2((1. Dar cum ((1,(1) şi ((2,(2) sunt factorizări matriceale, rezultă: f(2( = f((1 de unde, după simplificarea cu f, obţinem ceea ce vrem.

2.
Dacă ((x)=0 
[image: image133.wmf]Þ

 fx = ((((x))=0 
[image: image134.wmf]Þ

 x=0, pentru că f e non-divizor al lui zero pe Sn.

Notăm: FMS(f) categoria factorizărilor matriceale ale lui f cu obiectele şi morfismele definite mai sus. Se observă că această categorie este aditivă, cu suma directă definită astfel: ((1,(1)(((2,(2)=(
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Definiţia 2:
O factorizare matriceală ((,() se numeşte redusă, dacă elementele matricilor ( şi ( sunt neinversabile. Ex:(1,f) şi (f,1) sunt factorizări ale lui f care nu sunt reduse.
Propoziţia 2: Un modul MCM peste o suprafaţă are o rezoluţie periodică liberă de periodicitate 2.

Demonstraţie: Fie ((,()
[image: image139.wmf]Î

FMS(f). Notăm 
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 şi 
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 matricile ( şi (, luate modulo f. Cum 
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o
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=0, obţinem complexul următor: (**) Rn 
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De fapt, acest complex este exact: Într-adevăr, dacă 
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Rn şi 
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)=0, deci ((z)
[image: image155.wmf]Î

fSn = (((Sn), dar cum ( este injectiv, rezultă că z
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((Sn), deci 
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(Rn)=Im(
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Dar ţinând cont de faptul că avem şirul exact 0 ( Sn ( Sn ( M ( 0, rezultă că şirul (**) se termină cu ( M ( 0, deci obţinem rezoluţia dorită.

Propoziţia 3: Fie ((,()
[image: image161.wmf]Î

FMS(f). Atunci există M, un R-modul MCM, astfel încât să avem rezoluţia 0 ( Sn ( Sn ( M ( 0.

Notaţie: M=Coker((,().

Demonstraţie: Evident, M=Coker((). Mai avem de arătat că M este MCM. Dar conform propoziţiei anterioare, avem rezoluţia liberă 
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 M ( 0 a lui M, deci M=syz2i(M)! Dar atunci, cum R este C-M 
[image: image166.wmf]Þ

 M este MCM. (asta rezultă din aplicarea iterativă lemei depth-ului)

Propoziţia 4: Dacă ((,():((1,(1) ( ((2,(2) este un morfism între două factorizări matriceale, atunci el induce în mod canonic un morfism între M1 şi M2, MCM-urile asociate factorizărilor ((1,(1) şi ((2,(2).

Demonstraţie: Ţinem cont de definiţia morfismului de factorizări de propoziţia 2 şi de următoarea diagramă e comutativă:
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Consecinţă: Am definit functorul aditiv Coker: FMS(f)( MCM(R). Se observă că Coker(1,f)=0 şi Coker(f,1)=R.

Demonstraţie: Într-adevăr, dacă avem 0 ( S id( S ( 0, Coker(id)=0. De asemenea, dacă avem 0 ( S f( S, atunci Coker(f)=S/fS=R.

Nu e greu de observa că functorul Coker nu reprezintă o echivalenţă de categorii. Totuşi, dacă modificăm puţin prima categorie, vom obţine echivalenţă. Asta ne spune teorema de factorizare matriceală a lui Eisenbud, pe care o voi demonstra în continuare. Pentru început, o definiţie:

Definiţia 3:
Fie C o categorie abeliană şi F o familie de obiecte obiecte din C. Vom defini categoria cât a lui C prin F, C/F categoria ale cărei obiecte sunt tot obiectele din C, şi ale cărei morfisme sunt: HomC/F(A,B) = HomC(A,B)/F(A,B), unde F(A,B)={f:A(B,f factorizează printr-o sumă directă de obiecte din F, adică f: A ( 
[image: image175.wmf]Å

Fi ( B}.

Observaţie:
Orice obiect din F este obiect nul în C/F ,adică în el intră şi iese doar morfismul nul. De asemenea, categoria C/F este cel mai mare cât al lui C cu această proprietate.

Notaţii: Utilizând definiţia 3, definim categoriile:

 - FMS(f) = FMS(f)/{(1,f)}

 - FMRS(f)= FMS(f)/{(1,f),(f,1)}

 - MCM (R)= MCM(R)/{R}

Teorema de factorizare matriceală a lui Eisenbud:


Dacă R=S/(f) este o hipersuprafaţă, atunci Coker-ul induce o echivalenţă de categorii între FMS(f)
[image: image176.wmf]@

MCM(R). Mai mult, avem echivalenţa FMRS(f)
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MCM(R).

Demonstraţie: Cum Coker(1,f)=0, atunci Coker: FMS(f)( MCM(R) induce functorul notat tot Coker: FMS(f)( MCM(R). Vom construi un functor reciproc (: MCM(R) ( FMS(f) în modul următor. Dat M un MCM, el admite o rezoluţie liberă 0 ( Sn (( Sn ( M ( 0 din care se obţine factorizarea matriceală ((,() după cum am văzut în propoziţia 1. 

Arătăm că ((,() este unic determinat ca obiect în categoria FMS(f). Presupunem că rezoluţia lui M este minimală şi alegem ((’,(’) o altă factorizare matriceală obţinută din M. Cum rezoluţia 0 ( Sn (( Sn ( M ( 0 este minimală, rezultă că ea este sumand direct în rezoluţia 0 ( Sn’ (’( Sn’ ( M ( 0. Dar atunci găsim izomorfisme liniare (:Sn’ ( Sn’ şi (:Sn’ ( Sn’ astfel încât să avem următoarea diagramă comutativă:

0  (  Sn’ 
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Se observă că ((,() constituie un izomorfism de factorizări matriceale între (
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) şi ((’,(’). Deci este suficient să arăt că factorizările (
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) şi ((,() sunt izomorfe în categoria FMS(f). Numai că (
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(1,f-1), iar (1,f-1)=0, în FMS(f)! În concluzie, ((M) este unic determinat.
Fie g:M1 ( M2 un morfism în categoria MCM(R). 

Atunci el induce următoarea diagramă comutativă:

    0 ( Sn1 
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    0 ( Sn2 
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Dar atunci ((,() constituie un morfism de factorizări matriceale între ((M1) şi ((M2) pe care îl notăm ((g). Dacă ((’,(’) este o altă pereche de morfisme care fac diagrama de mai sus comutativă atunci există morfismul 
[image: image189.wmf]m

: Sn1 ( Sn2 care verifică proprietăţile: ( - (’ = (2
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 şi ( - (’ = 
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(1. 

(
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 este operatorul de omotopie)

Atunci ((,() - ((’,(’) = ((2
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,
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(1) = ((2,1)o(
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,
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(1), unde ((2,1):(1n2,f1n2) ( ((2,(2) şi (
[image: image197.wmf]m

,
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(1): ((1,(1) ( (1n2,f1n2), adică morfismul ((,() - ((’,(’) factorizează prin (1n2,f1n2) deci este nul în FMS(f). Deci ((g) este unic determinat. 

Următoarea diagramă va arăta mai clar aserţiunea anterioară:   
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E uşor de verificat că ( o Coker = 1 şi  Coker o ( = 1,  utilizând propoziţiile anterioare deci avem echivalenţa  FMS(f)
[image: image217.wmf]@

MCM(R).


A doua echivalenţă de categorii este o consecinţă directă a primeia, deoarece Coker(f,1)=R.
Lemă: Dacă ((,() este o factorizare matriceală redusă atunci M=Coker((,() nu are sumand direct liber. 

Demonstraţie: Presupunem că M are pe R ca sumand direct. Atunci, în rezoluţia 0 ( Sn (( Sn ( M ( 0 putem presupune că (=(’
[image: image218.wmf]Å

f pentru un (’: Sn-1 ( Sn-1. Dar atunci ((,()=((’,(’)
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(f,1) ceea ce contrazice ipoteza că ((,() este redusă. Avem de fapt următoarea propoziţie:

Propoziţia 5: Dacă ((,() este o factorizare matriceală, atunci ea admite o descompunere unică până la un izomorfism de forma: (*) ((,()=((0,(0)
[image: image220.wmf]Å

(f,1)p
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(1,f)q, unde ((0,(0) este redusă.

Demonstraţie: A.
Existenţa: Dacă matricea ( conţine un element unitar, printr-o schimbare de coordonate, putem presupune că ((,() îl are pe (1,f) ca sumand. De asemenea, dacă ( conţine un element unitar, printr-o schimbare de coordonate, putem presupune că ((,() îl are pe (f,1) ca sumand. De aici rezultă imediat descompunerea (*).

B.
Unicitatea: Presupunem că ((,()=((1,(1)
[image: image222.wmf]Å

(f,1)p’
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(1,f)q’ este o altă descompunere.Notăm M=Coker((,(), M0=Coker((0,(0) şi M1=Coker((1,(1). Aplicăm teorema de factorizare matriceală a lui Eisenbud şi obţinem că M 
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Rp 
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 M1
[image: image227.wmf]Å

Rp’. Cum din lema anterioară, atât M0 cât şi M1 nu au sumanzi direcţi liberi, rezultă că p=p’ şi M0 
[image: image228.wmf]@

 M1, izomorfism care prin ( induce un izomorfism între ((0,(0) şi ((1,(1) (în FMS(f), dar, fiind reduse, şi în FMS(f)!). În cele din urmă, comparând dimensiunea matricilor, rezultă q=q’.

Consecinţă: Functorul Coker induce o corespondenţă bijectivă între familia claselor de echivalenţă de factorizări matriceale reduse ale lui f şi familia claselor de izomorfism de module maximale Cohen-Macaulay peste R care nu îl au pe R drept sumand direct. 

Observaţie: Factorizările matriceale indecompozabile corespund modulelo MCM indecompozabile.
Definiţie: Fie M un R-modul şi 0 ( N ( Fn-1 ( … ( F0 ( M ( 0 un şir exact de R-module cu Fi liber. Atunci N se numeşte modul syzygy de ordin n al lui M. Notăm syznR(M)=N/F(N), unde F(N) este cel mai mare sumand direct liber în N. syznR(M)se numeşte modulul syzygy redus de ordin n al lui M. Se poate arăta că syznR(M) este unic determinat până la un izomorfism. 

Observaţie: Dacă M este liber, atunci syznR(M)=0, 
[image: image229.wmf]"

n(0, şi dacă pd(M)=p, atunci syznR(M)=0,
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n(0.
Propoziţia 6: Fie M un R-modul MCM indecompozabil care nu e liber, dat prin M=Coker((,(), cu ((,() o factorizare matriceală redusă a lui f. Atunci syz1R(M)
[image: image232.wmf]@

 Coker((,().

Demonstraţie: Evident ((,() e la rândul ei o factorizare matriceală.
M indecompozabil 
[image: image233.wmf]Þ

 ((,() indecompozabilă. Dacă prin absurd ((,()=((1,(1)
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((2,(2) atunci şi ((,()=((1,(1)
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((2,(2) ceea ce e fals. Deci şi ((,() e indecompozabilă. Analog se arată că ((,() este redusă, deci Coker((,() nu e liber!


Considerând rezoluţia 
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 M ( 0 rezultă că avem şirul 0 ( Coker((,() ( Rn ( Coker((,()(0, şi cum Coker((,() e indecompozabil neliber rezultă q.e.d. 

Observaţie: Fie M un modul indecompozabil MCM şi N un alt modul MCM dat de N= Coker((’,(’) cu ((’,(’) o factorizare matriceală. Dacă h:N ( syz1R(M) este un morfism el induce un morfism de factorizări matriceale, ((,():((’,(’) ( ((,() astfel încât Coker((,()=h. 

Este lesne de observat că şi(
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) este o factorizare matriceală a lui f. Fie L=Coker(
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). Obţinem şirul exact:0( M( L( N(0 a cărui clasă în Ext1(N,M) este imaginea lui h prin morfismul natural r:Hom(N,syz1R(M)) ( Ext1(N,M). Cum r este surjectiv, orice extensie a lui M prin N poate fi obţinută în acest mod. Utilitatea acestei observaţii o vom vedea ulterior, la sfârşitul capitolului 4.

Exemple de factorizări matriceale.

1. Dacă M=0, atunci M admite prezentarea 0 ( S Id( S ( 0, deci ((,() = (IdS,fIdS) = (1,f).

2. Dacă M=R, avem 0 ( S f( S ( S/(f)=R ( 0, deci R admite factorizarea (f,1).

3. R=
[image: image243.wmf]k[[x,y]]

(xy)

 şi M=
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(x)

. Am 0 ( k[[x,y]] X( k[[x,y]] ( M(0 deci M admite factorizarea (X,Y).

4. S=k[[x,y]], R=
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 (A2) şi M=(x,y)R. Avem prezentarea 0 ( k[[x,y]]2 
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 k[[x,y]]2 ( M ( 0, unde ( este dat pe baza canonică {e1,e2} prin ((e1)=xe1 +y2e2 şi ((e2)=-ye1 + xe2. Matricea lui ( este 
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. Se observă că det(()=x2+y3, deci ( = (* = 
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[image: image249.wmf]
Capitolul 3: Structura singularităţilor simple. 


Ca şi în capitolul 1, (R,m,k) este un inel Henselian de tip hipersuprafaţă, adică R=S/(f), unde S este un inel local-regulat şi f
[image: image250.wmf]Î

S. Notăm n
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S idealul maximal din S.
Definiţia 1:
Fie R=S/(f). Notăm c(f)={I
[image: image252.wmf]<

S |I ideal cu f
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I2}. Spunem că inelul R este o singularitate simplă (Sau hipersuprafaţă simplă) dacă mulţimea c(f) este finită.

Definiţia 2:
Fie R=S/(f). Se numeşte multiplicitatea lui R, numărul e(R)=sup{e
[image: image254.wmf]Î
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Observaţie: În cazul când S=k{X1,…,Xn}, e(R)=ord(f)=ordinul seriei f.

Lema 1:
Fie R o singularitate simplă. Presupunem în plus k corp algebric închis. Atunci:

(1)Dacă dim(R) = 1, atunci e(R) ( 3.

(2)Dacă dim(R) ( 2, atunci e(R) ( 2.

Demonstraţie: Fie (:n ( n/n2 surjecţia canonică şi fie {x0,…xd} o mulţime de elemente din n cu {((x0),… ((xd)} bază în n/n2, unde d=dim(R), deci dim(S)=d+1.

(1)
Presupunem că e(R) ( 4. Notăm J(=(-1(() unde ( este un subspaţiu vectorial în n/n2. Cum f
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n4 ( f
[image: image258.wmf]Î

J(2 ,(
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) (. De asemenea, dacă ( ( (’ ( J( ( J(’ în mod evident. Numai că, k este infinit, fiind algebric închis, deci şi spaţiul vectorial n/n2 este infinit (desigur, dim(n/n2)=d+1 !) deci are o infinitate de subspaţii vectoriale. În consecinţă, există o infinitate de ideale {J(}( ale lui R cu f
[image: image260.wmf]Î

J(2, ceea ce contrazice faptul că R e singularitate simplă.

(2)Presupunem e(R) ( 3 şi d ( 2. Atunci f=
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, unde fi este un polinom omogen de grad i în variabilele {x0,…xd} care constituie sistem minimal de generatori pentru n. 

Considerăm V hipersuprafaţa din Pd dată de {f3=0. Cum d(2 rezultă că dim(V)(1. În particular, V este infinită. Pentru fiecare punct (=[a0:a1:…:ad]
[image: image262.wmf]Î

V definim idealul următor: I( = (aixj – ajxi|0 ( i,j ( d)S + n2. 

Este evident că ( ( (’ ( I( ( I(’ , deoarece ecuaţiile omogene {aixj – ajxi =0 din I(/n2 definesc exact punctul (
[image: image263.wmf]Î

Pd. Dacă arătăm că f
[image: image264.wmf]Î

I(2 demonstraţia se încheie deoarece familia (I()( este în mod evident infinită.

După o schimbare de bază, putem presupune (=[1:0:…:0]. Atunci I(=(x02,x1,…xd)S, deci I(2 =(xixj,x02xi,x04|0 (i,j( d)S. Cum f3 este omogen de gradul 3,rezultă că f3 ( ax03(mod I(2). Dar cum (
[image: image265.wmf]Î

V ( a=f3(1,0,…,0)=0 deci f3
[image: image266.wmf]Î

I(2.
Lema 2:
Dacă R este o singularitate simplă de dim(R)(1, atunci R e inel redus (singurul element nilpotent este 0).

Demonstraţie: Presupunem prin reducere la absurd că există un element h
[image: image267.wmf]Î

R nilpotent. Se poate arăta uşor că pentru orice ideal I care conţine pe h avem f
[image: image268.wmf]Î

I2. Dar cum dim(R)(1  există o infinitate de astfel de ideale.

Lema 3:
Fie R o singularitate simplă de dim(R)=1. Presupunem că S conţine un corp infinit F (De exemplu: S=F{X,Y}). Atunci pentru orice două elemente x,y
[image: image269.wmf]Î

n ,avem f
[image: image270.wmf]Ï

(x3,x2y2,xy4,y6).
Demonstraţie: Prin reducere la absurd, presupunem f
[image: image271.wmf]Î

(x3,x2y2,xy4,y6). Considerăm mulţimea de ideale în S, I( = (x+(y2,y3), (
[image: image272.wmf]Î

F. Dacă arătăm că ( ( (’ ( I( ( I(’ ,atunci propoziţia este demonstrată deoarece f
[image: image273.wmf]Î

I(2 (Pentru că (x3,x2y2,xy4,y6)(I(2) şi există o infinitate de astfel de ideale I( ajungând la o contradicţie cu faptul că R e singularitate simplă.


Presupunem că (
[image: image274.wmf]$

)( ( (’ cu I( = I(’ = I. Atunci       ((-(’)y2
[image: image275.wmf]Î

I ( y2
[image: image276.wmf]Î

I ( x
[image: image277.wmf]Î

I. Deci I=(x,y2). Presupunem ((0. Imaginea idealului I (respectiv I() în S/(x+(y2) este generată de y2 (respectiv de y3). Deci 
[image: image278.wmf]$

a
[image: image279.wmf]Î

S astfel încât: y2-ay3 = y2(1-ay) 
[image: image280.wmf]Î

 (x+(y2)S, deci y2 
[image: image281.wmf]Î

 (x+(y2)S şi deci x
[image: image282.wmf]Î

(x+(y2)S. 


Dar atunci, avem că (x,y2)S ( (x+(y2)S şi cum incluziunea inversă este evidentă, avem chiar egalitate! Dar asta este absurd, din motive de înălţime : ht((x,y2))=2 şi ht((x+(y2))=1, de exemplu!

Lema 4:
Fie S=k{x0,x1,x2,…,xd} şi presupunem k este un corp algebric închis cu car(k)=0. Atunci pentru orice element unitar u
[image: image283.wmf]Î

S şi pentru orice n
[image: image284.wmf]Î
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* există v
[image: image286.wmf]Î

S cu vn=u. În particular, există ( un automorfism al k-algebrei S astfel că: ((x0n)=ux0n şi ((xi)=xi pentru i>0.

Demonstraţie: Considerăm ecuaţia Xn – u(0 mod (x0,x1, …,xd)S. Cum S admite teorema funcţiilor implicite, rezultă că această ecuaţie admite soluţie în S, ceea ce arată existenţa lui v. Ultima afirmaţie a lemei rezultă din teorema funcţiei inverse. Mai precis, cum v
[image: image287.wmf]Ï

m, aplicaţia (:S ( S, definită prin ((x0)=vx0 şi ((xi)=xi pentru i>0 este un automorfism.
Lema 5:
Fie k un corp algebric închis de car(k)=0 şi S=k{X,Y}. Dacă R=S/(f). Atunci există y
[image: image288.wmf]Î

m2-m şi un număr natural n astfel că ymn = mn+1. (Un astfel de element y se numeşte reducţie minimală a lui m). În plus, R este un modul finit generat peste T=k{y} şi R
[image: image289.wmf]@

T[X]/(g) cu grad(g)=e(R).
Demonstraţie: Rezultă din teorema generală a lui Weierstrass. Pentru detalii vezi [3].Matsumura (Commutative ring theory).
Definiţie: Fie S=k{X1,…,Xn} şi f
[image: image290.wmf]Î

S. Notăm Jf={
[image: image291.wmf]1

f

x

¶

¶

,…,
[image: image292.wmf]n

f

x

¶

¶

}. Algebra S/Jf se numeşte algebra Milnor al lui f. Dimensiunea peste k a lui S/Jf se notează ((f) şi se numeşte numărul Milnor al lui f (sau al lui R=S/(f)).

Definiţie: Fie S=k{x,y}. Se numeşte A-D-E singularitate, un inel izomorf cu unul dintre următoarele inele R=S/(f) cu

(An) f = x2 + yn+1 (n(1) .(Dn) f = x2y + yn-1 (n(4) .
(E6) f = x3 + y4 .(E7) f = x3 + xy3. (E8) f = x3 + y5.
Observaţie: Indicii singularităţilor A-D-E reprezintă tocmai numerele lor Milnor. De exemplu, pentru f=x2 +yn+1(An) avem S/Jf = k{x,y}/(x,yn) 
[image: image293.wmf]@

 k{y}/(yn) 
[image: image294.wmf]@

 kn.


Analog se verifică pentru toate celelalte. 

Observaţie: Singularităţile de tip A-D-E sunt simple! Mai importan este că avem şi reciproca:

Teorema 1(structura singularităţilor simple peste k{x,y}):


Fie k un corp algebric închis de car(k)=0 şi S=k{x,y}. Dacă R=S/(f) este o singularitate simplă, atunci R este o A-D-E singularitate.

Demonstraţie: Conform lemei 1, avem următoarele cazuri:

A. e(R)=2: Fie y
[image: image295.wmf]Î

m2-m o reducţie minimală a lui m. Atunci luând T=k{y}, avem R=T[x]/(X2+a) pentru un a
[image: image296.wmf]Î

T. Putem aşadar presupune f=x2+a. Cum a
[image: image297.wmf]Î

T=k{y} ( a=uyn+1 pentru u
[image: image298.wmf]Î

T inversabil. Aplicând lema 4, există v
[image: image299.wmf]Î

T cu u=vn+1 deci putem scrie a=(vy)n+1. Prin schimbarea de variabilă y ( vy, obţinem f = x2 + yn+1 , deci cazul (An). Desigur, mai e de observat că n(1, ceea ce e clar deoarece f nu este în idealul maximal al lui S.

B. e(R)=3 şi {f=0} are două sau trei direcţii tangente distincte (adică, liniar independente). În acest caz, f=gh cu {g=0} şi {h=0} au direcţii tangente distincte. Cum e clar că e(R)=e(S/(g))+e(S/(h)) putem presupune e(S/(g))=2 şi e(S/(h))=1. Alegem y
[image: image300.wmf]Î

R un element ale cărui imagini în S/(g) şi S/(h) sunt reducţii minimale ale idealelor lor maximale. Fie T=k{y}.

Atunci S/(h)=T[X]/(X-t) şi S/(g)=T[X]/(X2+yn) (asta rezultând analog cu cazul e(R)=2). Atunci, observăm uşor că R = T[X]/(X-t)(X2+yn). Deci putem presupune f=(x-t)(x2+yn). 

Cazul n(3: Cum {f=0} are direcţii tangente distincte putem alege că t=uy cu u
[image: image301.wmf]Î

T o unitate. Înlocuind y cu x-uy, rezultă că, pentru n>2, avem:

 f=(x-t)(x2+yn)=y(x2+(x-uy)n)=y(x2+xn-nuxn-1y+
[image: image302.wmf]n
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xn-2y2….
[image: image303.wmf]±

unyn)= 

=y(x2(1+neinv) + 
[image: image304.wmf]±

nxyn-1 + unyn) = y(ax2 + bxyn-1 + cyn), unde a,b,c
[image: image305.wmf]Î

S sunt unităţi. În cele ce urmează, încercăm să grupăm termenii lui f pentru a obţine o sumă de două pătrate în interiorul parantezei. Mai precis:

 f=y(ax2+bxyn-1+cyn)=y((
[image: image306.wmf]a

x)2 +2
[image: image307.wmf]a

xyn-1
[image: image308.wmf]b
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 +
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b
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y2n-2-
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b

4a

y2n-2+cyn)=

=y((
[image: image311.wmf]a

x+
[image: image312.wmf]b

2a

yn-1)2+(c-
[image: image313.wmf]2

b

4a

yn-2)yn).Aplicăm următoarele schimbări de variabilă: 
[image: image314.wmf]x

=a1/2x+
[image: image315.wmf]1

2

a-1/2byn-1 şi (=y(c-
[image: image316.wmf]1

4

a-1b2yn-2)1/n. 

Este uşor de văzut că f=v((
[image: image317.wmf]x

2+(n), unde v este o unitate. Obţinem imediat de aici cazul (Dn+2). 

În cazul n=2, obţinem f=y(x2+(x-uy)2)=y(2x2-2xuy-u2y2). Notând a=2, b=-2u, c=u2 este clar că a,b,c
[image: image318.wmf]Î

S sunt unităţi şi f=y(ax2+bxy+cy2). Absolut analog ca în cazul n>2, calculăm: f = y(ax2 + 2
[image: image319.wmf]a

xy
[image: image320.wmf]b
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 +
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b
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y2 - 
[image: image322.wmf]2

b
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y2 + cy2) =

        = y((
[image: image323.wmf]a

x + 
[image: image324.wmf]b

2a

y)2 + (c-
[image: image325.wmf]2

b
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)y2).

Notăm v=(c-
[image: image326.wmf]2

b

4a

)1/2 şi facem schimbarea de variabilă 
[image: image327.wmf]x

=a1/2x+
[image: image328.wmf]1

2

a-1/2by şi (=vy rezultând f=v-1((
[image: image329.wmf]x

2 +(2), adică (D4)
C. Cazul e(R)=3 şi {f=0} are o unică direcţie tangentă. Împărţim la rândul său acest caz în două:

C.1:Cazul când f este reductibil: 

Luând y
[image: image330.wmf]Î

m2-m o reducţie minimală şi T=k{y} obţinem f=x(x2+ax+b) cu a,b
[image: image331.wmf]Î

T. Dar dim(R)=1 cf. lemei 1. Atunci,din lema 3, f
[image: image332.wmf]Ï

(x3,x2y2,xy4,y6). Cum x3 este termenul iniţial al lui f, am f=x(x2+cxy2+dy3), unde c,d
[image: image333.wmf]Î

T. Dar d trebuie să fie o unitate în f, altfel d=ye şi obţinem că f
[image: image334.wmf]Î

(x3,x2y2,xy4,y6) ceea ce e absurd. Aplicând lema 5 lui d, putem scrie f=x(x2+exy2+y3) cu e
[image: image335.wmf]Î

T. Folosind schimbarea de variabilă a lui Cardan y=y-
[image: image336.wmf]1

3

ex, obţinem prin calcul direct următoarele:

f = x(x2+ex(y-
[image: image337.wmf]1

3

ex)2+(y-
[image: image338.wmf]1

3

ex)3) = x(x2+ex(y2-
[image: image339.wmf]2

3

exy+
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e2x2) +

 +y3-exy2+
[image: image341.wmf]1

3

e2x2y-
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e3x3)=x(x2-
[image: image343.wmf]1

3

e2x2y+
[image: image344.wmf]8

27

e3x3-y3). De aici, este uşor să aducem pe f la forma f=x(x2+sx2y+tx3+y3) pentru nişte s,t
[image: image345.wmf]Î

S. Scriem
f = x(x2(1 + sy + tx) + y3) şi aplicăm schimbarea de variabilă 
[image: image346.wmf]x

 = x(1+sx+tx)1/2, pentru a obţine astfel f=
[image: image347.wmf]x

(
[image: image348.wmf]x

2+y3) şi deci (E7).

C.2:Cazul când f este ireductibil :


Putem scrie R=k{y}[X]/(X3+aX+b) cu a,b
[image: image349.wmf]Î

k{y}, deci putem presupune f=x3+ax+b. Cum f e ireductibil, evident b(0. Dacă a=0 s-a terminat, căci putem scrie f=x3+y4 sau f=x3+y5 caz în care obţinem (E6) sau (E8). De remarcat că nu putem avea alte cazuri, căci f nu ar mai fi ireductibil! Să presupunem că a(0. Putem scrie f=x3+uxyn+ym(folosind lema 5) cu u unitate.Cum x3 este termenul iniţial al lui f ( n(3 şi m(4.


Vom arăta că n(4 sau m=4. Presupunem că nu ar fi aşa, adică m(5 şi n=3. Atunci găsim 
[image: image350.wmf]x
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T o soluţie pentru 
[image: image352.wmf]x

3+u
[image: image353.wmf]x

2+y(2m-9)=0. Se observă că modulo y ecuaţia are ca rădăcină pe –u care poate fi ridicată la o soluţie în T, căci T este complet (deci putem aplica lema lui Hensel).

Mai mult, 
[image: image354.wmf]x

 este o unitate în T ca şi u. Într-adevăr, dacă nu ar fi aşa, am avea că u
[image: image355.wmf]x

2 =- 
[image: image356.wmf]x

3 - y(2m-9) cu ord(
[image: image357.wmf]x

)>0 ceea ce este evident absurd! Arătăm că f(
[image: image358.wmf]x

-1ym-3,y)=0:

Într-adevăr, f(
[image: image359.wmf]x

-1ym-3,y)= 
[image: image360.wmf]x

-3y3m-9 + u
[image: image361.wmf]x

-1ym + ym = w. Atunci w
[image: image362.wmf]x

3 = ym(y2m-9 + u
[image: image363.wmf]x

2 + 
[image: image364.wmf]x

3) = 0 ( w = 0. Dar atunci f este divizibil prin x-
[image: image365.wmf]x

-1ym-3 ,contradicţie!
Dacă m=4 facem substituţia y=y-
[image: image366.wmf]1

4

uxyn-3 şi din lema 5, obţinem f=x3+wy2x2+y4, w
[image: image367.wmf]Î

S şi prin substituţia x=x+
[image: image368.wmf]1

3

wy2 ceea ce îl transformă pe f în x3+ey4, şi de aici în x3+y4. (E6)
Dacă n(4 şi m(4 arăt că m=5. Fac y=y+
[image: image369.wmf]1

4

ux şi obţin uşor f= x3+wy2x2+y5, w
[image: image370.wmf]Î

S. Apoi prin x=x+
[image: image371.wmf]1

3

wy2 , f este adus la forma x3+ey5, şi de aici în x3+y5. (E8)
Teorema 2:(de structură a singularităţilor simple)

Fie S=k{x,y,z2,…zd} şi presupunem k este un corp algebric închis cu car(k)=0. Dacă R=S/(f) este o singularitate simplă atunci f poate fi adus la forma:

(An) x2 + yn+1 + z22 + … + zd2 (n(1) .

(Dn) x2y + yn-1 + z22 + … + zd2 (n(4) .
(E6) x3 + y4 + z22 + … + zd2 .

(E7) x3 + xy3 + z22 + … + zd2 .
(E8) x3 + y5 + z22 + … + zd2 .

Demonstraţie: Facem inducţie după d=dim(R). Pentru d=1, teorema 2 este tocmai teorema 1. Presupunem d(2. În acest caz, ştim din lema 1 că e(R)=2. Deci f
[image: image372.wmf]Î

n2-n3. Aplicând teorema de pregătire a lui Weierstrass, după o schimbare de variabilă, obţinem f(x,y,z2,…zd) = g(x,y,z2,…zd-1) + zd2. Dar lui g îi putem aplica ipoteza de inducţie! Deci k{x,y,z2,…zd}/(g’) este o singularitate simplă.
E suficient să mai observăm că aplicaţia următoare c(g) ( c(f) dată prin I ( (I,zd) este injectivă.

În finalul acestui capitol, doresc să prezint o definiţie echivalentă a singularităţilor simple, care provine din analiză.


Mai întâi, reamintesc că putem identifica inelul Okn,0 al germenilor de funcţii analitice în origine cu inelul de serii convergente k{x1,x2,…xn}.

Definiţie: Fie f:U(kn ( k. Un punct p(U se numeşte singular dacă toate derivatele parţiale ale lui f se anulează în p. Dacă privim pe f drept germen de funcţie analitică în 0, atunci, faptul că 0 este punct singular pentru f se traduce algebric prin faptul că f(n2 unde n=(x1,x2,…xn). În acest caz, spunem că f este o singularitate.

Definiţie: Două singularităţi f şi g se numesc drept-echivalente (scriem f R( g) dacă, privite ca germeni de funcţii analitice în 0
[image: image373.wmf]Î
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n , putem scrie f=goh, unde h este difeomorfism local în 0.

Definiţie: O serie convergentă F
[image: image375.wmf]Î

k{x1,x2,…xn,t} se numeşte deformare a lui f, dacă: (1) F(t)
[image: image376.wmf]Î

n şi (2) F(x,0)=f(x).

Definiţie: O singularitate f se numeşte simplă dacă există doar un număr finit de singularităţi g1,…gn(neechivalente R() astfel că oricare ar fi F deformarea pentru f, există o vecinătate deschisă U pentru 0
[image: image377.wmf]Î
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 a.î. (t
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U, F(t) R( gi, pentru un i. Avem următoarea propoziţie:
Propoziţie: Cele două definiţii ale unei singularităţi simple (cea analitică şi cea algebrică) coincid.

Capitolul 4: Teorema Buchweitz-Greuel-Schreyer. 


Ca şi în capitolul 2, S este un inel local-regulat, R=S/(f) este un inel de tip hipersuprafaţă, Henselian. (În particular S=k{x1,x2,…,xn}).

Definiţia 1:
Fie ( : Sn ( Sn un morfism de S-module. Definim următorul morfism ( : Sn
[image: image380.wmf]Ä

(Sn)* ( S prin ((f
[image: image381.wmf]Ä

g) = g(((f)). Notăm I(()=Im((). Să observăm că dacă îl reprezentăm pe ( printr-o matrice n×n de elemente din S, atunci I(() este idealul generat de elementele respectivei matrici.

Definiţia 2:
Fie M un R-modul MCM fără sumanzi liberi şi ((,() factorizarea matriceală redusă a lui f corespunzătoare, adică M=Coker((,(), în notaţia din capitolul 1. Definim idealul I(M)=I(()+I((). Corectitudinea definiţiei este garantată de următoarea propoziţie:

Propoziţia 1:

a.
În condiţiile definiţiei 2, I(M) nu depinde de alegerea factorizării matriceale ((,().

b.
Dacă M şi N sunt module MCM atunci I(M
[image: image382.wmf]Å

N)=I(M)+I(N).

Demonstraţie:

a.
Dacă ((’,(’) este o altă factorizare matriceală redusă pentru f cu M=Coker((’,(’) ea trebuie să fie echivalentă cu ((,() din corolarul teoremei de factorizare a lui Eisenbud. Dar asta implică imediat I((’) + I((’) = I(() + I(().

b.
Rezultă din faptul că sumei directe de module M
[image: image383.wmf]Å

N îi corespunde suma directă a factorizărilor lui M şi N.

Observaţie:
Dacă {Mi}i este o familie completă de R-module MCM indecompozabile atunci {I(M)|M e MCM}={
[image: image384.wmf]i

i

I(M)

å

|sumă finită}. În particular: Dacă R are doua un număr finit de clase de izomorfism de MCM-uri indecompozabile, mulţimea {I(M)|M e MCM} este finită.

Lema 1:
Fie M un R-modul maximal-Cohen-Macaulay (MCM). Atunci I(M)
[image: image385.wmf]Î

c(f) (ie f
[image: image386.wmf]Î

I(M)2).

Demonstraţie: Fie ((,() o factorizare matriceală a lui f. Cum ((=fIdSn, rezultă f
[image: image387.wmf]Î

I((o()=I(()I(()
[image: image388.wmf]Í

I(M)2.
Definiţie: Fie R=S/(f). Presupun f
[image: image389.wmf]Î

n2. Atunci f=
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 cu xi,yi
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n. Considerăm (Sr algebra exterioară a lui Sr. Definim următoarele aplicaţii (+ , (- : (Sr ( (Sr astfel:

(-(ei1(ei2(…(eit) = 
[image: image392.wmf]j
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(+(w) = (
[image: image393.wmf]r
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Mai întâi verificăm faptul că (+ şi (-  sunt diferenţiale pe (Sr de grad +1, respectiv –1 (Adică: (+(+ = (-(- = 0):

(+(+(w) = (+((
[image: image394.wmf]r
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[image: image395.wmf]r

jj

j1

ye

=

å

)((
[image: image396.wmf]r

jj

j1

ye

=

å

)(w = 0.

(-(-(ei1(ei2(…(eit) = (-(
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Nu ne mai rămâne decât să observăm că în această expresie, termenii din cele două sume interioare se reduc 2 câte doi, deoarece apar cu semn schimbat!

Definim ( = (+ + (-  şi observăm că (( = (+(- + (-(+ . (Într-adevăr : (( = ((+ + (-)((+ + (-) = (+(+ + (+(- + (-(+ + (-(- =

             = (+(- + (-(+ , deoarece (+(+ = (-(- = 0.)

Printr-un calcul uşor se constată că (( = fId(Sr după cum vom vedea mai jos:

(((ei1(ei2(…(eit) = ((+(- + (-(+)(ei1(ei2(…(eit) =

= (+(
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)(ei1(ei2(…(eit)=

= … (las cititorul „plăcerea” să continue calculul !) =

= f ei1(ei2(…(eit, ceea ce trebuia demonstrat!


Calculele anterioare ne permit să formulăm şi să justificăm următoarea afirmaţie:

Propoziţie: În notaţiile de mai sus, ((,() este o factorizare matriceală  pentru f cu I(()=(x1,…,xr,y1,…,yr)S. 

Lema 2:
Fie R=S/(f). Atunci aplicaţia M ( I(M) care asociază R-modulului M, fără sumanzi liberi, idealul I(M) este surjectivă. (Desigur, prin M consider clasa sa de izomorfism)

Demonstraţie: Fie I
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c(f).Vrem să construim un R-modul MCM cu I(M)=I. Presupunem că I=(x1,x2,…,xr). Atunci f=
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I. Construim pe ( ca mai sus şi obţinem factorizarea matriceală ((,() cu proprietatea că I(()=I. Este suficient să-l alegem pe M=Coker((,().

Definiţie:
Un inel R se numeşte de reprezentare de tip finit dacă admite doar un număr finit de module MCM indecompozabile neizomorfe.
Teorema Buchweitz-Greuel-Schreyer.


Dacă R=S/(f) este un inel de reprezentare finită, atunci R este o singularitate simplă.

Demonstraţie: Cum R admite un număr finit de tipuri de module MCM neizomorfe, conform unei observaţii anterioare, rezultă conform lemei 2 că c(f) = imaginea lui I este finită, deci conform definiţiei, R este o singularitate simplă, adică de tip A-D-E.

Rezultatele cele mai importante din ultimile două capitole pot fi rezumate în următoarea propoziţie :

Consecinţă: Următoarele afirmaţii sunt echivalente pentru:

(1)R este o singularitate simplă.

(2)R este o A-D-E singularitate.
(3)R este de reprezentare de tip finit.

În partea a doua a acestui capitol, voi demonstra că ipoteza ca R să fie inel de tip hipersuprafaţă din enunţul teoremei Buchweitz-Greuel-Schreyer nu este necesară. Aceasta rezultă imediat din următoarea teoremă al lui Jurgen Herzog, a cărei demonstraţie o voi da mai jos.

Teoremă(Herzog):


Fie R un inel de forma R=S/a unde S este un inel local-regulat de ideal maximal n şi a
[image: image405.wmf]<

S cu a
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n2. Presupunem că R este Gorenstein de reprezentare de tip finit. Atunci a este un ideal principal şi deci R este un inel de tip hipersuprafaţă.


Obţinem imediat următoarea consecinţă:

Consecinţă:
Dacă R este un inel Gorenstein izomorf cu câtul unui inel local-regulat (În particular, R intersecţie completă) atunci dacă R e de reprezentare de tip finit rezultă că R este o singularitate simplă.

Lema 1:
Fie R un inel local Gorenstein şi 0 ( N q(
[image: image407.wmf]F p( M ( 0 un şir exact de module MCM unde F este liber şi p
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R/m este un izomorfism. Atunci, dacă M e indecompozabil, rezultă că şi N este indecompozabil.

Demonstraţie: Presupunem prin absurd că N=N1
[image: image409.wmf]Å

N2 (cu N1(0 şi N2(0) şi fie q=(q1,q2) descompunerea morfismului q. Considerăm următorul şir exact obţinut prin dualizarea canonică a şirului exact din enunţ (notez M’ = dualul canonic al lui M; M’=Hom(M,(R)):

0 ( M’ (
[image: image410.wmf]F’ ( N’1
[image: image411.wmf]Å

N’2 ( 0. Morfismul q’=(q1’,q2’). Cum R este Gorenstein rezultă că R’=R şi deci F’=F e liber. Presupunem mai întâi că nici N1 şi nici N2 nu sunt libere. Atunci cum M’ conţine syz1(N’1)
[image: image412.wmf]Å

syz1(N’2) ca sumand direct şi cum M’’
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M rezultă că M este decompozabil. Absurd!

Presupunem că N1 este liber. Atunci epimorfismul q1’ splitează şi deci q1 admite retractă. În particular, obţinem că q1
[image: image414.wmf]Ä

R/m este injectiv. Cum pq1 = 0 obţinem o contradicţie cu faptul că p
[image: image415.wmf]Ä

R/m este izomorfism.

Această contradicţie ne arată că N este indecompozabil, ceea ce trebuie demonstrat!

Definiţie: Fie R un inel şi M un R-modul. O rezoluţie liberă: … ( Fn+1 
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 Fn ( … ( F1 ( F0 ( M ( 0 se numeşte periodică mai puţin o parte finită, dacă există două numere naturale n şi h, astfel că: (k+h = (k pentru k
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h.


În general, pentru o rezoluţie liberă minimală … ( Fn+1 
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 Fn ( … ( F1 ( F0 ( M ( 0, notăm 
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n(M)=rang(Fn) al n-lea număr Betti al modulului M.
Lema 2:
Fie R un inel de forma R=S/a unde S este un inel local-regulat de ideal maximal n şi a
[image: image420.wmf]<

S cu a
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n2. Dacă pentru orice R-modul MCM există o rezoluţie liberă periodică, mai puţin o parte finită, atunci a e principal.

Demonstraţie: Fie … ( Gn+1 
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 Gn (…( G1 ( G0 ( M( 0 o rezoluţie minimală pentru M. Conform unui rezultat al lui J.Tate(1957), în condiţiile date, a este ideal principal dacă şi numai dacă există o margine superioară pentru mulţimea {
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N}, unde k este corpul rezidual al inelului local R = S/a. Vrem să arătăm că acest lucru se întâmplă în cazul nostru. Pentru asta considerăm rezoluţia liberă minimală pentru k şi obţinem următorul şir exact:   0 ( M ( Fd-1 ( … ( F1 ( F0=R ( k ( 0, unde d=dim(R). Observăm că M este R-modul MCM. Presupunem că M = 
[image: image425.wmf]Å

Mi este descompunerea lui M în module indecompozabile. Cum fiecare Mi admit rezoluţii libere periodice, mai puţin o parte finită, numerele Betti pentru ele sunt mărginite. Dar atunci şi numerele Betti ale lui M sunt mărginite!

Demonstraţia teoremei lui Herzog: Din lema 2 rezultă că e suficient să arătăm că orice R-modul MCM admite o rezoluţie liberă periodică mai puţin o parte finită. Presupunem că M este un R-modul MCM indecompozabil. Fie rezoluţia minimală a lui M din care reţinem doar: 0 ( N ( F0 p( M ( 0. 

Observăm că p
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R/m este izomorfism(destul de evident!). Din lema 1 ştim că N este un MCM indecompozabil. Notăm N=
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(M). Atunci 
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 este o aplicaţie între mulţimea modulelor indecompozabile MCM peste R în ea însăşi. Dar cum R este de reprezentare de tip finit, această mulţime este finită! Atunci este evident că există două numere naturale n şi h, astfel că: 
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k+h = 
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h. De aici rezultă imediat că M are o rezoluţie periodică, mai puţin o parte finită!
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