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0. Prezentarea referatului.

Coomologia locală reprezintă un instrument puternic al algebrei comutative cu multe aplicaţii în alte domenii ale matematicii, mai ales în geometria algebrică, dar şi în combinatorică, în analiză etc.

Scopul acestui referat este să prezinte câteva teoreme fundamentale de anulare de coomologie locală şi să aducă calificativul (cel puţin) „bine” autorului!

Lucrarea propriu-zisă este structurată în 4 capitole. În primul capitol este prezentată definiţia functorului de coomologie locală şi proprietăţile fundamentale ale acestuia. În capitolul 2 sunt trecute în revistă rezultatele cele mai importante care vor fi utilizate în continuare (comutarea coomologiei locale cu limita directă, şirul Mayer-Vietoris, teorema de independenţă, teorema de schimbare plată a bazei).

Rezultatele principale ale referatului sunt prezentate în capitolul 3. Acestea pot fi sintetizate astfel: Dar R un inel noetherian, I
[image: image1.wmf]<

R şi M un R-modul, atunci avem:

(1) HIi(M)=0, (
[image: image2.wmf]"

)i>ara(I).

(2) HIi(M)=0, (
[image: image3.wmf]"

)i>dim(M).

(3) HIi(M)=0, (
[image: image4.wmf]"

)i<depth(I,M) (M f.g. cu IM
[image: image5.wmf]¹

M)

(4) Hmn(M)
[image: image6.wmf]¹

0, ((R,m) local şi M f.g.)

În fine, în capitolul 4 prezint câteva exemple de utilizare a coomologiei locale.

1. Functorul de coomologie locală.
Cadru general:


În cele ce urmează, R este un inel comutativ unitar noetherian. I
[image: image7.wmf]<

R un ideal. Prin C(R) înţeleg categoria R-modulelor. 

Definiţia 1: Fie M un R-modul arbitrar şi I
[image: image8.wmf]<

R un ideal. Notez (I(M)={x
[image: image9.wmf]Î

M|(
[image: image10.wmf]$

)n cu Inx=0}. Este uşor de constatat că (I(M) este un submodul în M, numit submodulul de I-torsiune a lui M.


Un modul M se numeşte fără I-torsiune dacă (I(M)=0, respectiv I-torsionat dacă (I(M)=M.

Propoziţia 1: În condiţiile definiţiei anterioare,avem:

  1)(
[image: image11.wmf]"

)J
[image: image12.wmf]<

R, avem (I((J(M)) = (I+J(M) = (J((I(M)).

  2)
[image: image13.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image14.wmf]I

 = 
[image: image15.wmf]J

 
[image: image16.wmf]Þ

 (I(M) = (J(M).

  3) Dacă f: M 
[image: image17.wmf]®

 N este un morfism de R-module, atunci el induce, prin restricţie (I(f): (I(M) 
[image: image18.wmf]®

 (I(N).

  4) (I(M) = {x
[image: image19.wmf]Î

M| Supp(Rx) 
[image: image20.wmf]Ì

 V(I)}.

  5) (I(-): C(R) 
[image: image21.wmf]®

 C(R) este un functor R-liniar, exact la stânga.

Demonstraţie: 
1) Fie x
[image: image22.wmf]Î

(I((J(M)) 
[image: image23.wmf]Þ

 x
[image: image24.wmf]Î

(J(M) şi (
[image: image25.wmf]$

)n cu Inx=0. Cum însă x
[image: image26.wmf]Î

(J(M) 
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 (
[image: image28.wmf]$

)m cu Jmx=0. Dar atunci (I+J)n+mx=0, deci avem că x
[image: image29.wmf]Î

(I+J(M). Reciproc, dat x
[image: image30.wmf]Î

(I+J(M) 
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 (
[image: image32.wmf]$

)n cu (I+J)nx=0 şi deci Inx=0 şi Jnx=0 
[image: image33.wmf]Þ

 x
[image: image34.wmf]Î

(I((J(M)).

2) Este suficient să arăt pentru J=
[image: image35.wmf]I

. Cum I
[image: image36.wmf]Ì



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image37.wmf]I

 este evident că (
[image: image38.wmf]I

(M) 
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 (I(M). Arăt inegalitatea inversă: Fie x
[image: image40.wmf]Î

(I(M) 
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 (
[image: image42.wmf]$

)n cu Inx=0. Dar R este un inel noetherian, deci (
[image: image43.wmf]$

)m cu 
[image: image44.wmf]I

m 
[image: image45.wmf]Ì

 I. Atunci 
[image: image46.wmf]I

mn x=0, deci x
[image: image47.wmf]Î

(
[image: image48.wmf]I

(M), ceea ce încheie demonstraţia.

3)Este suficient să constat că f((I(M))
[image: image49.wmf]Ì

(I(N).

4)Se utilizează observaţia: Supp(Rx)=V(Ann(x)). Restul este un exerciţiu uşor…
5) (I(-) e functor conform 3). Exactitatea la stângă e o proprietate a restricţiilor de funcţii.

Definiţia 2: Functorii derivaţi la dreapta ai lui (I(-) se numesc functorii de coomologie locală în idealui I şi se notează HIi(-) = Ri(I(-). Dat un R-modul M, modulele de coomologie locală în I ale sale se calculeză, în mod standard, astfel:


Se consideră E*: 0 
[image: image50.wmf]®

 M 
[image: image51.wmf]®

 E0 
[image: image52.wmf]®

 E1 
[image: image53.wmf]®

 … o rezoluţie injectivă pentru M. Se aplică functorul (I(-). Se elimină termenul (I(M), iar coomologia complexului rezultat este tocmai coomologia locală a modulului M în idealul I.

Observaţie: Dacă 0 
[image: image54.wmf]®

 L 
[image: image55.wmf]®

 M 
[image: image56.wmf]®

 N 
[image: image57.wmf]®

 0 este un şir exact scurt de R-module, atunci, prin trecere la coomologie, obţinem şirul lung exact: … 
[image: image58.wmf]®

 HIi(L) 
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 HIi(M) 
[image: image60.wmf]®

 HIi(N) 
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 HIi+1(L) 
[image: image62.wmf]®

 … (fapt clasic de algebră omologică).

Observaţie: Dacă I
[image: image63.wmf]<

R şi M un R-modul, avem izomorfismul canonic: Hom(R/I,M) 
[image: image64.wmf]@

 (0:MI), f
[image: image65.wmf]®

f(1).

Propoziţia 2: Dat I
[image: image66.wmf]<

R şi M un R-modul, avem:

1) (I(M) = 
[image: image67.wmf]n

lim

¾¾®

 Hom(R/In,M).

2) HIi(M) = 
[image: image68.wmf]n

lim

¾¾®

 Exti(R/In,M).

Demonstraţie:

1) Este suficient să observăm că dacă (Mn)n este o familie de submodule M1 
[image: image69.wmf]Ì

 M2 
[image: image70.wmf]Ì

 … , atunci 
[image: image71.wmf]n

lim

¾¾®

Mn = 
[image: image72.wmf]n

n

M

U

. Rezultă că (I(M) = 
[image: image73.wmf]n

U

(0:MIn) = 
[image: image74.wmf]n

lim

¾¾®

(0:MIn) = 
[image: image75.wmf]n

lim

¾¾®

Hom(R/In,M) conform observaţiei anterioare.

2) Se utilizează faptul că Exti(R/In,-) sunt functorii derivaţi la dreapta pentru Hom(R/In,-). Totuşi, demonstraţia nu este imediată, utilizând noţiunea de limită inductivă de functori, motiv pentru care o omit.

Exemplu: 

(pZ(Q/Z)= 
[image: image76.wmf]n

lim

¾¾®

 Hom(Zpn,Q/Z) = 
[image: image77.wmf]n

lim

¾¾®

 Zpn = Zp(, unde Zp( = {a/pn| a=0,…p-1 şi n
[image: image78.wmf]Î

N}.

2. Rezultate preliminarii.

Lema 1: Fie I
[image: image79.wmf]<

R şi M un R-modul. Atunci :

(1) Dacă I conţine un element M-regulat 
[image: image80.wmf]Þ

 (I(M)=0.

(2) Reciproc, dacă M este finit generat şi (I(M)=0, atunci I conţine un element regulat pe M.

Demonstraţie: (1)Fie x
[image: image81.wmf]Î

(I(M) 
[image: image82.wmf]Þ

 (
[image: image83.wmf]$

)n cu Inx=0. Fie a
[image: image84.wmf]Î

I un element M-regulat. Am anx=0, dar şi an este un element regulat pe M 
[image: image85.wmf]Þ

 x=0!

(2)Presupun (I(M)=0 şi I nu conţine nici un element regulat pe M. Atunci I 
[image: image86.wmf]Ì

 Div0(M) = 
[image: image87.wmf]PAss(M)

P

Î

U

, deci există un P
[image: image88.wmf]Î

Ass(M) cu I
[image: image89.wmf]Ì

P. Dar P=Ann(x) pentru un 0
[image: image90.wmf]¹

x
[image: image91.wmf]Î

M. Atunci Px=0, deci Ix=0 
[image: image92.wmf]Þ

 x
[image: image93.wmf]Î

(I(M), contradicţie!

Lema 2: M/(I(M) este fără I-torsiune.

Demonstraţie: Fie 
[image: image94.wmf]ˆ

m



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image95.wmf]Î

M/(I(M). Presupun că 
[image: image96.wmf]ˆ

m



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image97.wmf]Î

(I(M/(I(M)). Atunci (
[image: image98.wmf]$

)n cu In
[image: image99.wmf]ˆ

m

=0, deci Inm
[image: image100.wmf]Ì

(I(M). Dar R este noetherian deci Inm e un submodul finit generat al lui M. Presupun că Inm=<g1,…,gs>. Cum gi
[image: image101.wmf]Î

(I(M) 
[image: image102.wmf]Þ

 (
[image: image103.wmf]$

)ni cu Inigi =0. Dar atunci, pentru t=max(ni) avem că It<g1,…,gs>=0, deci It+nm=0, de unde reiese că m
[image: image104.wmf]Î

(I(M) 
[image: image105.wmf]Þ

 
[image: image106.wmf]ˆ

m

=0.

Observaţie: Dacă M este un modul de I-torsiune, şi N este un submodul în M, atunci N şi M/N sunt la rândul lor module de I-torsiune. În particular, dacă am un şir exact de R-module 0 
[image: image107.wmf]®

 L 
[image: image108.wmf]®

 M 
[image: image109.wmf]®

 N 
[image: image110.wmf]®

 0 atunci M este de I-torsiune dacă şi numai dacă L şi N sunt de I-torsiune.

Lema 3: Hi+1I(M) sunt module de I-torsiune.

Demonstraţie: Fie 0 
[image: image111.wmf]®

 M 
[image: image112.wmf]®

 E0 
[image: image113.wmf]®

 E1 
[image: image114.wmf]®

… o rezoluţie injectivă pentru M. Atunci modulele de coomologie ale lui M sunt modulele de coomologie ale complexului 0 
[image: image115.wmf]®

 (I(E0) 
[image: image116.wmf]®

 (I(E1) 
[image: image117.wmf]®

… deci sunt câturi de module de I-torsiune. Q.e.d

Propoziţie: Dacă E este un modul injectiv, atunci (I(E) este modul injectiv.
Propoziţie: Dacă M este un modul de I-torsiune, atunci există o rezoluţie injectivă a lui M în care fiecare termen este modul de I-torsiune.

Corolar: Dacă M este un modul de I-torsiune, atunci HiI(M)=0 pentru toţi indicii i>0.

Demonstraţie: Consider o rezoluţie injectivă a lui M cu module de torsiune. Aplicând fuctorul (I(-) obţin complexul care calculează modulele de coomologie ale lui M. Numai că functorul (I(-) aplicat unor module de torsiune este identic, deci complexul care se obţine e exact.

Definiţia 1: Fie I
[image: image118.wmf]<

R un ideal şi M un R-modul. Se numeşte transformata lui M după I, modulul DI(M)= 
[image: image119.wmf]n

lim

¾¾®

Hom(In,M). 

Se numeşte trasformata de ordin i a lui M după idealul I, modulul EIi(M)= 
[image: image120.wmf]n

lim

¾¾®

Exti(In,M). Evident EI0(M)=DI(M)! 

Propoziţia 1:
  RiDI(M)
[image: image121.wmf]@

EiI(M). (RiDI(-) = functorii derivaţi pt. DI(-) )

Demonstraţie: Rezultă din faptul că Exti(In,-)sunt functorii derivaţi la dreapta pentru Hom(In,-) şi dintr-o propoziţie de algebră omologică.

Propoziţia 2:  RiDI(M)
[image: image122.wmf]@

Hi+1I(M), pentru i>0.
Demonstraţie: Consider şirul exact 0 
[image: image123.wmf]®

 In 
[image: image124.wmf]®

 R 
[image: image125.wmf]®

 R/In 
[image: image126.wmf]®

 0 şi aplic Hom(-,M). Obţin şirul lung exact de coomologie: … 
[image: image127.wmf]®

 Exti(R,M) 
[image: image128.wmf]®

 Exti(In,M) 
[image: image129.wmf]®

 Exti+1(R/In,M) 
[image: image130.wmf]®

 Exti+1(R,M) 
[image: image131.wmf]®

… şi pentru i>0, am Exti(R,M)=0 (deoarece R este R-modul liber!) deci avem izomorfismul: Exti(In,M)
[image: image132.wmf]@

Exti+1(R/In,M). Nu mai rămâne decât să aplic 
[image: image133.wmf]n

lim

¾¾®

 şi să utilizez propoziţia 1!

Propoziţia 3: Presupunem că R este un inel integru şi I
[image: image134.wmf]<

R. Presupun I=(f1,…,fm). Notez K=Q(R) corpul de fracţii. Atunci avem: DI(R) = 
[image: image135.wmf]n

U

(R:K In) = 
[image: image136.wmf]n

I

Rfi = 
[image: image137.wmf]Î

PSpec(R)\V(I)

I

RP. În particular pentru I=(a), obţinem D(a)(R) = Ra rezultat care se poate generaliza pentru orice modul M. Adică: D(a)(M) = Ma/(a).
Teorema Mayer-Vietoris: Fie M un R-modul, J,K
[image: image138.wmf]<

R şi I=J+K. Atunci avem următorul şir lung exact natural de R-module:  0 
[image: image139.wmf]®

  H0I(M) 
[image: image140.wmf]®

 H0J(M)
[image: image141.wmf]Å

 H0J(M) 
[image: image142.wmf]®

 H0J(K(M) 
[image: image143.wmf]®

  H1I(M) 
[image: image144.wmf]®

 … 
[image: image145.wmf]®

 HiI(M) 
[image: image146.wmf]®

 HiJ(M)
[image: image147.wmf]Å

 HiJ(M) 
[image: image148.wmf]®

 HiJ(K(M) 
[image: image149.wmf]®

…
Teoremă: (Comutarea coomologiei locale cu limita inductivă)


Fie I
[image: image150.wmf]<

R şi (M()( un sistem inductiv de R-module. Atunci avem: 
[image: image151.wmf]lim

a

¾¾®

HiI(M()= HiI(
[image: image152.wmf]lim

a

¾¾®

M().
Consecinţă: HiI(
[image: image153.wmf]Å

M()= 
[image: image154.wmf]Å

HiI(M()

Teorema de independenţă: Fie I
[image: image155.wmf]<

R. Dacă R 
[image: image156.wmf]®

  R’ e un morfism de R-module şi M e un R’- modul, atunci: HiI(M|R)
[image: image157.wmf]@

 HiIR’(M).

Teorema de schimbare plată a bazei: Dacă R 
[image: image158.wmf]®

  R’ este un morfism plat,I
[image: image159.wmf]<

R şi N un R-modul am: HiI(N)
[image: image160.wmf]Ä

R'
[image: image161.wmf]@

HiIR’(N
[image: image162.wmf]Ä

R').

Consecinţă: Fie I
[image: image163.wmf]<

R, S
[image: image164.wmf]Ì

R un s.m.î. şi M un R-modul.Atunci: S-1(HiI(M))
[image: image165.wmf]@

 HiS-1I(S-1M). În particular, dacă P
[image: image166.wmf]<

R este un ideal prim cu I
[image: image167.wmf]Ì

P, atunci: (HiI(M))P 
[image: image168.wmf]@

 HiIp(MP).

Tot în particular, avem: Hmn(M)
[image: image169.wmf]Ä



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image170.wmf]ˆ

R

 
[image: image171.wmf]@

 H
[image: image172.wmf]ˆ

m

n(
[image: image173.wmf]ˆ

M

), unde 
[image: image174.wmf]ˆ

R

 e completatul inelului local (R,m) în topologia m-adică. Şi 
[image: image175.wmf]ˆ

M

 e completatul modulului M. (Voi explica ulterior ce înseamnă asta).

3. Teoreme fundamentale de anulare.

Definiţia 1: Fie I
[image: image176.wmf]<

R un ideal. Se numeşte rangul aritmetic al lui I, numărul ara(I)=min{n|
[image: image177.wmf]$

b1,…,bn
[image: image178.wmf]Î

R cu 
[image: image179.wmf]=

1n

I(b,...,b)

} adică numărul minim de generatori pentru un ideal care are acelaşi radical ca şi I.

Observaţie: Evident, rangul aritmetic este o noţiune cu profunde semnificaţii geometrice!

Lemă: Dacă M este un R-modul şi a
[image: image180.wmf]Î

R 
[image: image181.wmf]Þ

 H(a)i(M)=0, (
[image: image182.wmf]"

)i>1.

Demonstraţie: Fie i>1.Din propoziţia 2.2
[image: image183.wmf]Þ

H(a)i(M)
[image: image184.wmf]@

Ri1D(a)(M). Pe de altă parte,din propoziţia 2.3 
[image: image185.wmf]Þ

 D(a)(-)
[image: image186.wmf]@

(-)a = functorul de localizare în a, care este un functor exact, deci Ri-1D(a)(-)=0 pentru i>1, adică H(a)i(-)=0 pentru i>1. Să mai observăm că această lemă reprezintă cazul t=1 pentru următoarea teoremă:

Teorema 1: Fie I
[image: image187.wmf]<

R un ideal care poate fi generat cu t elemente. Atunci (
[image: image188.wmf]"

)M un R-modul 
[image: image189.wmf]Þ

 HIi(M)=0, (
[image: image190.wmf]"

)i>t. În particular, obţinem că HIi(M)=0, (
[image: image191.wmf]"

)i>ara(I).

Demonstraţie: Facem inducţie după numărul de generatori t. Pentru t=0 
[image: image192.wmf]Þ

 I=0 
[image: image193.wmf]Þ

 (I(-)=(0(-)=functorul identitate,pentru care, în mod evident H0i(M)=0, (
[image: image194.wmf]"

)i>0.


Cazul t=1 este tocmai lema precedentă. Presupun t>1. Atunci I=(a1,…,at)=(a1,…,at-1)+(at).Notez J=(a1,…,at-1),K=(at). Evident I=J+K. Din ipoteza de inducţie aplicată lui J şi K avem că : HJi(M)=0, (
[image: image195.wmf]"

)i>t-1 şi HKi(M)=0, (
[image: image196.wmf]"

)i>t-1.


Scriem şirul Mayer-Vietoris pentru J,K şi obţinen că :  (*) … 
[image: image197.wmf]®

 HJ(Ki-1(M) 
[image: image198.wmf]®

 HIi(M) 
[image: image199.wmf]®

 HJi(M)
[image: image200.wmf]Å

HKi(M) 
[image: image201.wmf]®

 HJ(Ki(M) 
[image: image202.wmf]®

…  Devreme ce 
[image: image203.wmf]JKJK

Ç=

 
[image: image204.wmf]Þ

 HJ(Ki(M)= HJKi(M), 
[image: image205.wmf]"

i şi cum idealul JK=(a1,…,at-1)(at)=(a1at,…,at-1at) are t-i generatori, avem că HJ(Ki-1(M)=0, (
[image: image206.wmf]"

)i>t-1.


Deci de fapt, (*) devine : 0 
[image: image207.wmf]®

 HIi(M) 
[image: image208.wmf]®

 0, deci HIi(M)=0, ceea ce încheie demonstraţia.


În cele ce urmează, vom folosi următorul rezultat clasic din teoria modulelor Cohen-Macaulay: (vezi [2])

Teorema Rees: Fie M un R-modul finit generat şi I
[image: image209.wmf]<

R un ideal cu IM
[image: image210.wmf]¹

M. Atunci U.A.S.E.:

(1) depth(I,M)
[image: image211.wmf]³

n

(2) Exti(N,M)=0, (
[image: image212.wmf]"

)i<n şi(
[image: image213.wmf]"

)N R-modul f.g.cu supp(N)
[image: image214.wmf]Ì

V(I)

(3) Exti(N,M)=0, (
[image: image215.wmf]"

)i<n şi(
[image: image216.wmf]"

)N R-modul f.g.cu supp(N)=V(I)

(4) Exti(R/I,M)=0, (
[image: image217.wmf]"

)i<n

Teorema 2: Fie M un R-modul finit generat şi I
[image: image218.wmf]<

R un ideal cu IM
[image: image219.wmf]¹

M. Atunci U.A.S.E.:

(1)depth(I,M)
[image: image220.wmf]³

n  

(2)HIi(M)=0, (
[image: image221.wmf]"

)i<n

Demonstraţie: „(1)
[image: image222.wmf]Þ

(2)” Fie x1,…,xn
[image: image223.wmf]Î

I un şir M-regulat. Atunci, pentru 
[image: image224.wmf]"

h
[image: image225.wmf]Î

N avem că x1h,…,xnh
[image: image226.wmf]Î

Ih rămâne M-şir. Din teorema lui Rees 
[image: image227.wmf]Þ

 Exti(R/Ih,M)=0, (
[image: image228.wmf]"

)i<n. Dar atunci, avem HIi(M)= 
[image: image229.wmf]h

lim

¾¾®

 Exti(R/Ih,M)=0.

„(2)
[image: image230.wmf]Þ

(1)” Facem inducţie după n. Pentru n=0 nu avem ce demonstra. Pentru n=1: Dacă HI0(M)=(I(M)=0 
[image: image231.wmf]Þ

(din lema 2.1) 
[image: image232.wmf]Þ

 I conţine un element regulat pe M. Presupunem n>0 şi că HIi(M)=0, (
[image: image233.wmf]"

)i<n. Din ipoteza de inducţie depth(I,M)
[image: image234.wmf]³

n-1 şi deci, din teorema lui Rees avem Exti(R/I,M)=0, (
[image: image235.wmf]"

)i<n-1. Ca în demonstraţia implicaţiei inverse, observăm că de fapt depth(Ih,M)
[image: image236.wmf]³

n-1 pentru 
[image: image237.wmf]"

h
[image: image238.wmf]Î

N şi deci Exti(R/Ih,M)=0,
[image: image239.wmf]"

i<n-1.

Consider următorul şir exact pentru k
[image: image240.wmf]³

h. 0 
[image: image241.wmf]®

 Ih/Ik  
[image: image242.wmf]®

 R/Ik 
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R/Ih 
[image: image244.wmf]®

0.Cum supp(Ih/Ik)
[image: image245.wmf]Ì

V(I)
[image: image246.wmf]Þ

 Exti(Ih/Ik,M)=0,
[image: image247.wmf]"

i<n-1. Trecând la şirul lung exact, deducem că avem următoarea injecţie: 0 
[image: image248.wmf]®

 Exti(R/Ih,M) 
[image: image249.wmf]®

 Exti(R/Ik,M). Trecând la 
[image: image250.wmf]k

lim

¾¾®

 obţinem 0 
[image: image251.wmf]®

 Exti(R/Ih,M) 
[image: image252.wmf]®

 
[image: image253.wmf]k

lim

¾¾®

Exti(R/Ik,M)= HIn-1(M) = 0, de unde deducem că Exti(R/Ih,M)=0. În particular, pentru h=1, avem Exti(R/I,M)=0, deci din teorema Rees, depth(I,M) 
[image: image254.wmf]³

n.
Observaţie: Pentru demonstraţia implicaţiei „(1)
[image: image255.wmf]Þ

(2)” ipoteza de finit generare a lui M nu este necesară. În schimb, pentru ”(2)
[image: image256.wmf]Þ

(1)” ea este vitală.

Corolar: Fie M un R-modul finit generat şi I
[image: image257.wmf]<

R un ideal cu IM
[image: image258.wmf]¹

M. Atunci depth(I,M)=min{i| HIi(M)
[image: image259.wmf]¹

0}.

Demonstraţie: Rezultă imediat din teorema anterioară. Totuşi, există o demonstraţie oarecum independentă pe care o prezint în cele ce urmează. 

Se foloseşte inducţie după g=depth(I,M). Dacă g=0 
[image: image260.wmf]Þ

 I conţine doar divizori ai lui zero pe M şi cum M este finit generat, din lema 2.1 
[image: image261.wmf]Þ

 HI0(M)=(I(M)
[image: image262.wmf]¹

0. Presupun g>0. Atunci (
[image: image263.wmf]$

)x
[image: image264.wmf]Î

I un non divizor al lui zero pe M. Consider şirul exact 0 
[image: image265.wmf]®

 M 
[image: image266.wmf]t

x

¾¾¾¾¾®

 M 
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 M/xtM 
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 0. În mod evident, depth(M/xtM)=g-1. Trecând la coomologie, obţinem şirul lung exact: … 
[image: image269.wmf]®

 HIi-1(M/xtM) 
[image: image270.wmf]®

 HIi(M) 
[image: image271.wmf]t

x

¾¾¾¾¾®

 HIi(M) 
[image: image272.wmf]®

 …. Din ipoteza de inducţie avem că HIi-1(M/xtM)=0. Atunci cum HIi(M) este I-torsionat, rezultă că pentru un t suficient de mare avem xtHIi(M)=0 şi deci obţinem că HIi(M)=0. Pentru i=g, obţinem: 0 
[image: image273.wmf]®

 HIg-1(M/xtM) 
[image: image274.wmf]®

 HIg(M). Dar HIg-1(M/xtM)
[image: image275.wmf]¹

0 din ipoteza de inducţie, deci şi HIg(M)
[image: image276.wmf]¹

0. Cu aceasta, propoziţia este demonstrată.
Definiţie: Fie M un R-modul finit generat. Se numeşte dimensiunea lui M, numărul dim(M)=dim(R/Ann(M)). În cazul când M nu este finit generat,dim(M)=dim(Supp(M)), unde Supp(M) îl privesc ca subvarietate în Spec(R).

Teorema de anulare Grothendick:


Fie M un R-modul (nu neapărat finit generat) şi I
[image: image277.wmf]<

R. Atunci HIi(M)=0, (
[image: image278.wmf]"

)i>dim(M).

Demonstraţie: Mai întâi, eliminăm cazurile triviale. Dacă I=0 
[image: image279.wmf]Þ

 (I(-)=(0(-)=functorul identitate şi afirmaţia este evidentă. Dacă I=R, atunci (I(-)=(0(-)=0 şi iarăşi nu avem nici o problemă. La fel, dacă M=0. În cele ce urmează, mă reduc la cazul local:


Dacă P
[image: image280.wmf]Î

Spec(R) avem Supp(MP)={qRP| q
[image: image281.wmf]Î

Supp(M) cu q
[image: image282.wmf]Ì

P}. Cum HIi(M)=0 
[image: image283.wmf]Û

 (HIi(M))P=0 (
[image: image284.wmf]"

)P
[image: image285.wmf]Î

Spec(R) iar(HIi(M))P
[image: image286.wmf]@

HIpi(MP) pot să mă reduc la cazul local ţinând cont că dim(M)=sup{dim(MP)|P
[image: image287.wmf]Î

Spec(R)}. Presupun deci (R,m) local. În continuare, mă reduc la cazul M finit generat:


Cum M = 
[image: image288.wmf]lim

a

¾¾®

M( unde (M()( este familia submodulelor finit generate ale lui M, şi coomologia comută cu limitele directe, adică HIi(M) = HIi(
[image: image289.wmf]lim

a

¾¾®

M() = 
[image: image290.wmf]lim

a

¾¾®

HIi(M() şi, desigur, dim(M()
[image: image291.wmf]£

dim(M), pot presupune că M este finit generat. În cele ce urmează, aplic inducţie după n=dim(M). 


Dacă n=0 
[image: image292.wmf]Þ

 Supp(M)={m} şi deci (m(M)=M, adică M este modul de m-torsiune. Dar atunci Hmi(M)=0 pentru i>0 şi cu atât mai mult HIi(M)=0 pentru i>0, deoarece I
[image: image293.wmf]Ì

m. Presupunem că n>0. Pentru început, mă reduc la cazul M este fără I-torsiune. Asta o pot face imediat, plecând de la şirul exact: 0 
[image: image294.wmf]®

 (I(M) 
[image: image295.wmf]®

 M 
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 M/(I(M) 
[image: image297.wmf]®

 0 de unde, prin trecere la coomologie, obţin că HIi(M)
[image: image298.wmf]@

HIi(M/(I(M)) pentru i>1. Şi cum în plus dim(M/(I(M))
[image: image299.wmf]£

dim(M), rezultă că pot presupune că M este fără I-torsiune.


Dar atunci, din lema 2.1,
[image: image300.wmf]$

x
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I un element regulat pe M. Pentru (
[image: image302.wmf]"

)t, avem (*) 0 
[image: image303.wmf]®

 M 
[image: image304.wmf]t

x

¾¾¾¾¾®

 M 
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 M/xtM 
[image: image306.wmf]®

 0. Notez M’=M/xtM. Observ că dim(M’)<dim(M) deoarece M’ este obţinut din M prin factorizarea cu un element regulat, care deci nu aparţine reuniunii primelor minimale ale lui M! Aplicând ipoteza de inducţie, obţin în particular că     HIi-1(M’)=0, pentru i>dim(M.).


Trecând la coomologie în (*)
[image: image307.wmf]Þ

 0 = HIi-1(M’) 
[image: image308.wmf]®

 HIi(M) 
[image: image309.wmf]®

 HIi(M) 
[image: image310.wmf]®

 0 unde ( HIi(M)
[image: image311.wmf]®

HIi(M) ) e indusă de multiplicarea cu xt. Deci xtHIi(M) = HIi(M) şi cum HIi(M) este modul de I-torsiune, alegând un t>>0, obţinem HIi(M)= xtHIi(M)=0, adică exact ceea ce doream să demonstrăm!

Corolar:

1. Dacă M este R-modul finit generat, I
[image: image312.wmf]<

R. Atunci, dacă HIi(M)
[image: image313.wmf]¹

0 
[image: image314.wmf]Þ

 depth(I,M) 
[image: image315.wmf]£

 i 
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 dim(M) şi i
[image: image317.wmf]£

ara(I). În particular, obţinem:
2. Dacă (R,m) este inel local noetherian şi M este un R-modul finit generat, dacă Hmi(M)
[image: image318.wmf]¹

0 
[image: image319.wmf]Þ

 depth(M)
[image: image320.wmf]£

i
[image: image321.wmf]£

dim(M).

3. Dacă (R,m) este inel local şi M este un modul Cohen-Macaulay (adică M este finit-generat şi dim(M)=depth(M)) atunci există un Hmi(M)
[image: image322.wmf]¹

0 
[image: image323.wmf]Û

 i=dim(M). În particular, avem:

4. Dacă (R,m) este inel local C-M 
[image: image324.wmf]Þ

 Hmdim(R)(R)
[image: image325.wmf]¹

0. Vom vedea imediat că asta e valabil pentru orice R-modul M f.g.

Definiţie: Fie R un inel şi I
[image: image326.wmf]<

R. Se numeşte topologie I-adică pe R, topologia dată de (In)n drept sistem fundamental de vecinătăţi pentru 0
[image: image327.wmf]Î

R. Este uşor de observat că această topologie este compatibilă cu operaţiile algebrice ale inelului R. 


Un şir de elemente (xn)n se numeşte convergent la x
[image: image328.wmf]Î

R în topologia I-adică, dacă 
[image: image329.wmf]"

m>0, 
[image: image330.wmf]$

nm astfel că pentru orice n
[image: image331.wmf]³

nm avem xn-x 
[image: image332.wmf]Î

 In.


Un şir de elemente (xn)n se numeşte şir fundamental, dacă 
[image: image333.wmf]"

m>0, 
[image: image334.wmf]$

nm astfel că pentru orice n,p
[image: image335.wmf]³

nm avem xn-xp
[image: image336.wmf]Î

In.


Evident, pentru orice inel R şi I
[image: image337.wmf]<

R, un şir convergent este fundamental. Un inel R se numeşte complet, dacă orice şir fundamental este convergent. În mod analog cu definiţia numerelor reale, putem defini completatul inelului R, în raport cu topologia I-adică, ca fiind mulţimea claselor de echivalenţă de şiruri fundamentale în care două şiruri sunt echivalente dacă diferă printr-un şir convergent la zero. Evident, avem o incluziune canonică a inelului în completatul său, un element x fiind dus în şirul constant x,x,x,…. De asemenea, dacă inelul iniţial este complet prin completare obţinem acelaşi lucru. În mod algebric, completatul se scrie ca 
[image: image338.wmf]lim

suuu

R/In+1.


Cazul care ne interesează este cel când (R,m) este un inel local-noetherian pe care considerăm topologia m-adică. Din lema de intersecţie a lui Krull, rezultă imediat că topologia m-adică este separată Haussdorf. Notăm 
[image: image339.wmf]ˆ

R

 completatul lui R în topologia m-adică.

Ne plasăm în cazul particular de mai sus. Fie M un R-modul. Definim completatul lui M ca fiind 
[image: image340.wmf]ˆ

M

=
[image: image341.wmf]lim

suuu

M/In+1 M. Vom utiliza următoarele rezultate:

Propoziţie: În condiţiile de mai sus, avem:

(1) 
[image: image342.wmf]ˆ

M

 
[image: image343.wmf]@

 M
[image: image344.wmf]Ä



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image345.wmf]ˆ

R

.

(2) dim(
[image: image346.wmf]ˆ

M

)=dim(M)

(3) Morfismul canonic R 
[image: image347.wmf]®

 
[image: image348.wmf]ˆ

R

 este fidel plat.

Teorema de structură a domeniilor locale complete:


Dacă (R,m) este un inel local complet integru, atunci există un inel local-regulat complet (R’,m’) astfel că avem o extindere finită R’ 
[image: image349.wmf]®

 R.

Teorema de neanulare:


Fie (R,m) un inel local noetherian şi M un R-modul f.g. cu dim(M)=n. Atunci Hmn(M)
[image: image350.wmf]¹

0. În plus, dacă dim(M)>0, atunci Hmn(M) nu este f.g.

Demonstraţie: Fie 
[image: image351.wmf]ˆ

R

 completatul lui R. Cum R 
[image: image352.wmf]®

 
[image: image353.wmf]ˆ

R

 este un morfism fidel plat, din teorema de schimbare plată a bazei avem: Hmn(M)
[image: image354.wmf]Ä



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image355.wmf]ˆ

R

 
[image: image356.wmf]@

 H
[image: image357.wmf]ˆ

m

n(
[image: image358.wmf]ˆ

M

). În plus, cum dim(
[image: image359.wmf]ˆ

M

)=dim(M), pot presupune uşor că R este inel local complet.


Fie P
[image: image360.wmf]Î

Min(M) cu dim(R/P)=n.Cum PM
[image: image361.wmf]Ì

M 
[image: image362.wmf]Þ

 dim(PM)
[image: image363.wmf]£

dim(M). Consider şirul exact 0 
[image: image364.wmf]®

 PM 
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 M 
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 M/PM 
[image: image367.wmf]®

 0. Scriu şirul lung exact 
[image: image368.wmf]Þ

 … 
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 Hmn(M) 
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 Hmn(M/PM) 
[image: image371.wmf]®

 Hmn+1(PM). Numai că Hmn+1(PM)=0 pentru că dim(PM)
[image: image372.wmf]£

n şi coomologia se anulează în indicii care depăşesc dimensiunea (din teorema de anulare). Morala: Este suficient să arăt că Hmn(M/PM)
[image: image373.wmf]¹

0. Totodată, observ că dim(M/PM)=dim(R/Ann(M/PM))=dim(R/P)=n=dim(M). De asemenea, din teorema de independenţă Hmn(M/PM)
[image: image374.wmf]@

Hm/pn(M/PM). În concluzie, pot înlocui R cu R/P şi M cu M/PM, deci pot presupune că R este un inel local complet integru.


Nu mai rămâne decât să aplic teorema de structură pentru a găsi un inel local-regulat-complet R’ şi o extindere finită R’ 
[image: image375.wmf]®

 R. Aplicând iarăşi teorema de independenţă, pot înlocui pe R cu R’ şi deci pot presupune că R este un inel local-regulat-complet. Mai am doar o reducere de făcut:


Notez t(M)={x
[image: image376.wmf]Î

M|
[image: image377.wmf]$

0
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a
[image: image379.wmf]Î

R cu ax=0} partea de torsiune a modulului M. Cum M este f.g. 
[image: image380.wmf]Þ

 Ann(t(M))
[image: image381.wmf]¹

0, de unde rezultă (R fiind integru) că dim(t(M))<dim(M). Consider şirul exact 0 
[image: image382.wmf]®

 t(M) 
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 M 
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 M/t(M) 
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 0. Trecând la coomologie, am 0 = Hmn(t(M)) 
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 Hmn(M) 
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 Hmn(M/t(M)) 
[image: image388.wmf]®

 Hmn+1(t(M)) = 0 (din teorema de anulare). În concluzie, avem izomorfismul: Hmn(M)
[image: image389.wmf]@

Hmn(M/t(M)). Cum Ann(M/t(M))=0, este evident că dim(M/t(M))=dim(M)! Morala: Putem presupune că M este un R-modul fără torsiune. 

Avem nevoie de această cerinţă pentru a putea să-l scufundăm pe M într-un R-modul liber să zicem Rt. Asta se face astfel: Cum t(M)=0 
[image: image390.wmf]Þ

 Am injecţia 0 
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 M 
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 M
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K, unde K este corpul de fracţii pentru R. Dar M
[image: image394.wmf]Ä

K
[image: image395.wmf]@

Kt pentru un t. Presupun că M=<m1,…,mt>. Notez gi: M 
[image: image396.wmf]®

 M
[image: image397.wmf]Ä

K
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Kt  pri
[image: image399.wmf]®

 K. Atunci gi(mj)=aij/bij. Fie b=
[image: image400.wmf]P

bij. Definesc h: M 
[image: image401.wmf]®

 Rt prin h=(h1,…,ht) şi hi(m)=bgi(m) şi obţin ceea ce doream!


Fie şirul exact 0 
[image: image402.wmf]®

 M 
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 Rt 
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 Rt/M 
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 0. Prin 
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K, obţin izomorfismul M
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K 
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 Kt deci Ann(Rt/M)
[image: image409.wmf]¹

0 de unde rezultă că dim(Rt/M)<dim(M)=n. Aplicând teorema de anulare, obţinem, prin trecere la coomologie în şirul scurt exact de mai sus: … 
[image: image410.wmf]®

 Hmn(M) 
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 Hmn(Rt) 
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 Hmn(Rt/M) = 0. Numai că, evident Hmn(Rt) 
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 Hmn(R)t iar Hmn(R)
[image: image414.wmf]¹

0, conform unui corolar anterior. De fapt, se poate spune şi mai precis: Hmn(R)
[image: image415.wmf]@

E(k), unde E(k) este anvelopa injectivă a corpului rezidual k=R/m. În orice caz, obţinem Hmn(M)
[image: image416.wmf]¹

0!


Prin reducere la absurd, presupunem că Hmn(M) este finit generat. Observăm că M
[image: image417.wmf]¹

(m(M) deoarece dim(M)>0. Înlocuind M cu M/(m(M) şi ţinând cont de izomorfismul canonic: Hmn(M) 
[image: image418.wmf]@

 Hmn(M/(m(M)) pot presupune că M este un modul fără m-torsiune. Ştim că în acest caz există un element r
[image: image419.wmf]Î

m regulat pe M. Consider şirul exact standard    0 
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 M 
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 M 
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 M/rM 
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 0 şi cum dim(M/rM)<dim(M), prin trecere la coomologie am Hmn(M) 
[image: image424.wmf]®

 Hmn(M) 
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 0, unde morfismul este dat de înmulţirea cu r. Deci Hmn(M)=rHmn(M). Dacă Hmn(M) ar fi finit generat, atunci din Lema lui Nakayama ar rezulta că Hmn(M)=0, absurd!

Rezultatele prezentate în acest capitol pot fi sintetizate astfel: Dar R un inel noetherian, I
[image: image426.wmf]<

R şi M un R-modul, atunci avem:

(5) HIi(M)=0, (
[image: image427.wmf]"

)i>ara(I).

(6) HIi(M)=0, (
[image: image428.wmf]"

)i>dim(M).

(7) HIi(M)=0, (
[image: image429.wmf]"

)i<depth(I,M) (M f.g. cu IM
[image: image430.wmf]¹

M)

(8) Hmn(M)
[image: image431.wmf]¹

0, ((R,m) local şi M f.g.)

În finalul capitolului enunţ următoarea teoremă de anulare, care dă un criteriu pentru anularea în indice dim(R) a coomologiei lui R într-un ideal I
[image: image432.wmf]<

R. Mai precis:

Teorema Hartshorne-Lichtenbaum:

Dacă (R,m) este un inel local-noetherian cu dim(R)=n şi I
[image: image433.wmf]<

R un ideal propriu, atunci U.A.S.E.:

(1) HIn(R)=0.

(2) (
[image: image434.wmf]"

)P
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Spec(
[image: image436.wmf]ˆ

R

) cu dim(
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R

/P)=n 
[image: image438.wmf]Þ

 dim(
[image: image439.wmf]ˆ

R

/(I
[image: image440.wmf]ˆ

R

+P))>0.

5. Aplicaţii şi exemple .

Exemplu 1: H4(X,Y,Z)(T,U,V)(R[X,Y,Z,T,U,V])=0.

Demonstraţie: Notez J=(X,Y,Z) şi K=(T,U,V). De asemenea, notez S = R[X,Y,Z,T,U,V]. Evident, I=J+K=(X,Y,Z,T,U,V) este idealul irelevant din S. Scriu şirul Mayer-Vietoris, făcând implicit observaţia că H4JK(S) 
[image: image441.wmf]@

 H4J(K(S) şi obţin:

… 
[image: image442.wmf]®


H4J(S)
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H4K(S) 
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 H4JK(S) 
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 H5I(S) 
[image: image446.wmf]®

 …


H4J(S)=0 deoarece ara(J)=3. Din acelaşi motiv, H4K(S)=0. Cum depth(I,S)=6 în mod evident, rezultă că H5I(S)=0. În concluzie, obţinem H4JK(S)=0!
Exemplu 2: H3(X2,XY+Y3,Y4)(R[X,Y,Z])=0.

Demonstraţie: Observ că (X,Y) 
[image: image447.wmf]Ì

 (X2,XY+Y3,Y4) 
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 (X,Y)4 de unde rezultă  că 
[image: image449.wmf]234

(X,XYY,Y)

+

=(X,Y). Dar ara((X,Y))=2, şi deci H3(X2,XY+Y3,Y4)(R[X,Y,Z])= H3(X,Y)(R[X,Y,Z])=0.

Exemplu 3: Fie Hi(X,Y,Z)(k[X,Y,Z]/(XY,XZ,YZ))=0 pentru i
[image: image450.wmf]¹

1 deoarece inelul k[X,Y,Z]/(XY,XZ,YZ) este Cohen-Macaulay de dimensiune 1.
Exemplu 4: ((X,Y)(k[X,Y]/(X2,XY))=k, deoarece clasa lui X este singurul element din inel anulat de o putere a idealului (X,Y). De asemenea H1(X,Y)(k[X,Y]/(X2,XY))
[image: image451.wmf]¹

0 pt. că dim(k[X,Y]/(X2,XY))=1. Hi(X,Y)(k[X,Y]/(X2,XY))=0 pentru i>1.
Exemplu 5: ((X,Y)(k[X,Y,Z]/(X2,Y2))=k[X,Y,Z]/(X2,Y2) după cum se poate uşor constata. Deci k[X,Y,Z]/(X2,Y2) este modul de (X,Y)-torsiune. În particular, nu are coomologie în dimensiune mai mare decât 0.
Exemplu 6: Fie I=(XT-YZ,X2Z+XY-Y2,Z3+ZT-T2)
[image: image452.wmf]<

S = R[X,Y,Z,T]. Atunci ara(I)=3.
Demonstraţie: Ideea este să arătăm că H2I(S)
[image: image453.wmf]¹

0, ceea ce nu este tocmai simplu!
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