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Rezumat

Studiul polimatroizilor constituie una din temele centrale ale combinatoricii si ale
algebrei combinatorice.

Polimatroizii discreti sunt o generalizare naturala a matroizilor, de mult timp
incetateninta in matematica.

In acest referat prezint combinatorica si algebra polimatroizilor discreti. De aseme-
nea, arat cum se poate aplica aceasta teorie combinatorica in algebra comutativa,
via ideale polimatroidale.

Referatul il structurez in urméatoarele capitole. In prima sectiune, prezint definitii
si rezultate preliminare. In a doua sectiune definesc notiunea de ideal polimatroidal
si prezint proprietatile elementare ale acestora. In cea de-a treie sectiune, demonstrez
teorema de caracterizare a idealelor polimatroidale Cohen-Macaulay.

Remarca: Trebuie sa mai lucrez la aceasta introducere...



1 Definitii si rezultate preliminare

Definitia 1.1. Fie [n] = {1,2,...,n} si P([n]) = multimea submultimilor lui [n]. Se
numeste matroid, orice familie neviddi M C P([n]) = 2" care verificd wrmdtoarele pro-
prietati:

1. Daci Fe M si G C F = G e M.

2. Daca F,G € M si |F| < |G| atunci (3)z € G a.i. FU{z} € M.
Elementelui lui M se numesc multimi independente. O baza in M este o mulfime inde-
pendenta maximiald.
Propozitia 1.2. 1. Multimea bazelor lui M are proprietatea de interschimbare urmatoare:
(B) Daca By si By sunt doud baze a lui M gi x € By \ By, atunci exista y € By \ By
astfel ca (By \ {z}) N{y} este o baza in M.

In particular, rezulta ca orice doua baze au acelasi cardinal, numit dimensiunea lut

M.

2. De fapt, multimea bazelor lui M are proprietatea de interschimbare simetrica:

(S) Daca By si By sunt doud baze a lui M gi x € By \ Ba, atunci exista y € By \ By
astfel ca (By \ {z}) n{y} si (B1\ {y}) N{x} sunt baze in M.

3. O multime B C 2" este multimea bazelor unui matroid M dacd si numai dacd B
verifica proprietatea (B).
Notatii:
Notam ey, ..., e, baza canonica din R" (e; = (0,...,1,...,0)).
Pe R” consideram ordinea naturala ” <7 (u < v < w; > v;, (V)i € [n]).
Daca u € R™, notam |u| = > | u,.
Notam R = {u = (uq,...,u,) € R"u; >0, (V)i € [n]}.
Notam Z7 = R} NZ".
Observatia 1.3. Un matroid poate fi inteles ca o familie de vectori in M C {0,1}" care
verifica proprietatile:
1. Dacau e M siv e {0,1}" astfel incat uw < v atunci v € M.
2. Dacd u = (uy,...,u,) € M giv = (v1,...,0,) € M cu |u| < |[v| atunci existd un
numari € [n] cuu; =0 st v; =0 giu+e; € M.
Aceasta remarca ne permite sa introducem urmdatoarea generalizare.
Definitia 1.4. Un polimatroid discret este o familie nevida P C Z} care verifica urmatoarele
proprietati:
1. Dacau € P siv e Z} cuv<u atunciv € P.

2. Daca uw = (Uy,...,u,) € P siv = (v,...,v,) € P cu |u|l < |v|, atunci exista un
numar i € [n] cuu; < v; siu+e; €P.



2 Ideale polimatroidale.

Definitia 2.1. Fie k un corp $i S = K[Xy, ..., X,] inelul de polinoame in n variabile peste
k. Fie I S un ideal monomial. Notam G(I) = multimea generatorilor minimali ai lui I.

Se numeste acoperire cu varfuri a lui I o submultime de variabile W = {X;,,..., X }
cu proprietatea ca I C (X;,,...,X;,). O acoperire minimald este o acoperire din care nu
putem extrage una mai micd. In acest caz, idealul P = (X, ..., X;,) este un prim minimal
asociat lui 1.

Un ideal monomial se numeste nemiztat, daca toate acoperirile minimale ale lui I au
acelagi cardinal. Daca S/I este Cohen-Macaulay, atunci I este nemiztat, deoarece toate
primele minimale ale lui I au aceiasi inaltime. Mai mult, in acest caz avem relatia:

dim(S/I) =n — ht(I).

Definitia 2.2. Spunem ca un ideal monomial I <9.S are caturi liniare, daca exista o ordine
pe multimea generatorilor minimali, uy, . . ., us, astfel incat:

(V)2 <j <s, idealul (uy,...,u;—1):u; este generat de variabile.
Vom utiliza ulterior urmatorul rezultat:

Lema 2.3. Daca I < S este un ideal monomial care are caturi liniare, atunci I admite
rezolutie liniara.

Definitia 2.4. Un ideal monomial [<4S se numeste (matroidal) polimatroidal daca sistemul
sa de generatori minimali G(I) corespunde bazei unei matroid (polimatroid). Mai precis
spus, avem proprietatea:

Oricare ar fi monoamele u = XM - X si v = X2 ... X din sistemul minimal
de generatori ai lui I, pentru fiecare ¢ cu a; > b; exista un j cu a; > b; astfel incat

zju/z; € G(I).

Observatia 2.5. Un ideal matroidal este un ideal polimatroidal generat de monoame libere
de patrate.

Propozitia 2.6. Daca I, J<S sunt ideale polimatroidale, atunci I -J este ideal polima-
troidal. In particular I este polimatroidal.

Teorema 2.7. Un ideal polimatroidal I < S are caturi liniare in raport cu ordinea invers-

lexicografica indusa de X1 > X1 > ... > X,,. Mai precis spus, daca I este un ideal
polimatroidal, iar G(I) = {uy,...,us} este sistemul sau minimal de generatori ordonati
descrecator uy >pep Uz >rep - .- >rep Us atunci idealul (uy, ..., uj_q) : u; este generat de o

mulfime de variabile.
In particular, rezulta ca I admite rezolutiv liniare.

Exemplul 2.8. Fie d > 0 un intreg. Definim idealele:
Vi = (X%, |a| = d) idealul Venonese de grad d.
V)= (X |a| =d,a; <1) idealul Venonese de grad d, liber de patrate.
Atunci atat Vy cat i V] sunt ideale polimatroidale (V) este chiar matroidal).
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Exemplul 2.9. Consideram in S = K[X1, Xo, X3, X4, X5, Xg], urmatorul ideal:
I = (X1X37 X1X47 X1X57 X1X67 X2X37 X2X47 X2X57 X2X67 X3X57 X3X67 X4X57 X4X6)'

Atunci I este ideal matroidal si nemiztat, dar I nu este Cohen-Macaulay. Ramane sa scriu
s1 justificarea acestui fapt.



3 Clasificarea idealelor polimatroidale Cohen-Macaulay

Lema 3.1. Dacd IS este un ideal polimatroidal, atunci /I este un ideal de tip Veronese
liber de patrate.

Demonstratie. O]

Teorema 3.2. (Teorema de clasificare a idealelor polimatroidale Cohen-Macaulay)
Un ideal polimatroidal I < S este Cohen-Macaulay, daca st numai daca, este:

1. un ideal principal,
2. un ideal Veronese sau
3. un ideal Veronese liber de patrate.

Demonstratie. Conform lemei anterioare, vI = V; pentru un d € {2,...,n — 1}. Cum [
este Cohen-Macaulay, avem ht(I) = ht(v/I) =n —d + 1. O
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