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Aceasta tezaa este dedicata studiului unor proprietati globale si locale pentru pro-
cese Markov impreuna cu semigrupurile si rezolvantele asociate, utilizand instrumente
analitice si probabiliste de teoria potentialului: recurenta, tranzienta, ireductibilitate si
ergodicitate in spatii LP, existenta masurilor invariante, cvasi-martingale si semimartin-
gale pe spatii Markov. Cadrul este indeajuns de general pentru a permite aplicatii
in analiza pe spatii infinit dimensionale via forme Dirichlet, la ecuatii stocastice cu
derivate partiale pe spatii Hilbert, sau la procese cu valori masuri.

Exceptand preliminariile prezentate in primul capitol al lucrarii, deosebim patru
teme centrale diferite (prezentate pe scurt mai jos), tratate separat in patru capitole.

In prima parte studiem proprietatile de tranzienta, recurenta si ireductibilitate
pentru rezolvante sub-Markoviene de nuclee gi dualele lor, in raport cu o masura sub-
invarianta m. Prezentam o caracterizare completa a functiilor invariante, scotand in
evidenta faptul ca o functie din L? este armonica daca si numai daca este armonica fata
de rezolvanta duala. Tehnicile folosite sunt cele specifice teoriei potentialului pentru re-
zolvante in dualitate slaba. Demonstram ca recurenta m-ireductibila pentru rezolvante
este echivalenta cu extremalitatea masurii m in multimea tuturor masurilor invariante
si aplicam acest rezultat la masuri Gibbs. De asemenea, aratam ca rezultatele obtinute
se pot aplica la forme Dirichlet nesimetrice, in situatii generale sau concrete. O a doua
aplicatie consta in extinderea aga numitei teoreme de ergodicitate a lui Fukushima
pentru forme Dirichlet simetrice, la rezolvante sub-Markoviene de nuclee.

In a doua parte prezentam o noua abordare, in doi pasi, pentru a demonstra
existenta masurilor invariante finite pentru semigrupuri Markoviene. Intai identi-
ficam o masura auxiliara convenabila, iar apoi demonstram conditii echivalente pentru
existenta unei masuri invariante finite absolut continue in raport cu masura auxiliara.
Ca aplicatii, dam o demonstratie scurta pentru rezultatul lui Lasota si Szarek asupra
masurilor invariante si obtinem o generalizare cu caracter unificator pentru diferite ver-
siuni ale teoremei de ergodicitate a lui Harris, ce ne permite sa dam un raspuns unei
probleme deschise a lui Tweedie. Aratam ca pentru o ecuatie stocastica cu derivate
partiale pe un triplet Gelfand, conditia de coercivitate stricta este suficienta pentru
a garanta existenta unei unice probabilitati invariante pentru semigrupul asociat, de
indata ce o inegalitate de tip Harnack este satisfacuta. De asemenea, un corolar ar
rezultatului principal arata ca orice semigrup uniform marginit pe LP admite o masura
invarianta, dupa care consideram cateva aplicatii la perturbari sectoriale a formelor
Dirichlet.

In partea a treia studiem functiile u cu proprietatea ca u(X) este un cvasi-martingal,
unde X este un proces drept fixat. Analiza se bazeaza pe o reformulare pur analitica a
proprietatii de cvasi-martingal pentru «(X) in termenii unei variatii a lui u in raport
cu functia de tranzitie a procesului. Aratam ca u(X) este un cvasi-martingal daca si
numai daca u este o diferenta de doua functii excesive finite. In particular, aratam
ca structura de cvasi-martingal a lui u este pastrata la transformari de tipul omorare,
schimbare de timp, sau subordonare Bochner. Dam conditii suficiente ca u(X) sa
fie un cvasi-martingal si, in final, extindem la cazul semi-Dirichlet o caracterizare a



functionalelor semimartingal obtinuta de Fukushima pentru procese Markov simetrice.

In ultima parte, printr-o abordare directa bazata pe teorema lui Lusin, demon-
stram teorema Bochner-Kolmogorov de existenta a limitei proiective de sisteme de
spatii Hausdorff (ne-metrizabile) cu baza numarabila, inzestrate cu probabilitati inte-
rior regulate, pentru care aplicatiile de proiectie sunt doar functii masurabile. Motivul
reluarii acestui rezultat clasic provine dintr-o aplicatie la constructia de procese de
fragmentare in timp continuu, in asociere cu procese de ramificare.

Aceasta teza este constituita in principal din lucrarile [BeCiR6 15], [BeCiR6 15a],
[BeCi 16], si [BeCi 14].

In cele ce urmeazd detaliem structura si rezultatele principale ale acestei teze.
Mentionam ca celor patru teme principale precizate mai sus le corespund capitolele
2-5.

In Capitolul 1, Preliminarii, pentru a veni in sprijinul cititorului dar gi pentru a
fixa notatiile, trecem in revista cateva definitii gi rezultate mai mult sau mai putin
clasice, ce vor fi folosite intensiv dealungul capitolelor ulterioare: rezolvante de nu-
clee, functii excesive, dualitate, procese Markov si teoria potentialului, elemente de
teoria formelor Dirichlet. In aceasté parte, pentru a sublinia intrumentele sau tehnicile
standard pe care le-am folosit in demonstratiile rezultatelor principale ale acestei teze,
ne-am straduit sa indicam macar sectiunea unde ele sunt invocate.

Cel de-al doilea capitol, intitulat Proprietati ergodice pentru rezolvante si aplicatii,
are un dublu-scop: in primul rand, sa clarifice legatura dintre variatele definitii pentru
tranzienta, recurenta si ireductibilitate, si sa unifice diferite caracterizari ale acestor
ntiuni; in al doilea rand, sa studieze in ce masura tranzienta, recurecta si ireductibili-
tatea sunt proprietati stabile cand se trece la structura duala, adica procesul Markov
dual sau respectiv resolvanta duala, masura de dualitate fiind una sub-invarianta pen-
tru rezolvanta initiala. Pe parcurs, sunt obtinute o serie de rezultate noi pe acest
subiect, folosind tehnici de teoria potentialului.

Motivati de exemple relevante ce apar cu precadere pe spatii infinit dimensionale,
tratam acest subiect pe spatii LP, pentru rezolvante sub-Markoviene. Aceasta abordare
se dovedeste a fi cu caracter unificator, permitandu-ne, in particular, sa consideram
aplicatii la masuri invariante si masuri Gibbs.

Probleme legate de recurenta, tranzienta si ireductibilitate a proceselor Markov au
fost tratate in contexte variate si cu instrumente specifice, atat din punct de vedere
probabilistic cat si analitic: a se vedea [ChenFu 11|, [Get 80], [Oshi 92], [Sturm 94],
[Fu 07], [FuOsTa 11] si [MaUeWa 12] pentru procese in timp continuu, si [MeTw 93]
si [Norr 97] pentru lanturi Markov, cat si referintele mentionate in aceste lucrari.

Structura si rezultatele principale ale capitolului 2 sunt urmaroarele.

In prima parte a sectiunii 2.1 studiem diferite caracterizari ale tranzientei, recurentei
si ireductibilitatii unei rezolvante sub-Markoviene de nuclee U pe un spatiu Lusin
masurabil £, in raport cu o masura sub-invarianta o-finita m. Dorim sa subliniem
ca nu presupunem nicio proprietate de continuitate a rezolvantei si ca demonstratiile
prezentate se bazeaza pe dualitatea slaba pentru rezolvanta U si pe tehnicile de teo-



ria potentialului asociata, venind in contrast cu cele din [Fu 07] si [FuOsTa 11], unde
ingredientele principale sunt inegalitatea maximala a lui Hopf gi continuitatea functiei
de tranzitie. Atunci cand U este rezolvanta unui proces drept, aratam ca m-tranzienta
si recurenta m-ireductibila sunt respectiv echivalente cu tranzienta si recurenta pro-
cesului in sensul mai tare din [Get 80], in afara unei multimi m-inesentiale. Aceasta
fateta probabilista a fost studiata in [FuOsTa 11| pentru procese Hunt m-simetrice.
Apoi, prezentam o caracterizare a functiilor invariante din LP(E,m), 1 < p < oo,
unificand abordarile de la procese stocastice, forme Dirichlet, semigrupuri pozitive,
sau teorie ergodica. Rezultatele obtinute acopera si extind pe cele din [Schi 04] si le
vom utiliza in sectiunile 2.2 i 2.3 pentru a demonstra echivalenta dintre ireductibili-
tate si extremalitatea masurilor invariante, respectiv extremalitatea masurilor Gibbs.
O a doua consecinta afirma ca un element u din nucleul generatorului unei rezolvante
sub-Markoviene de contractii tare continua pe LP, apartine, de asemenea, nucleului
co-generatorului de pe L? indus de dualitatea slaba.

In sectiunea 2.2 aplicam rezultatele din sectiunea precedenta pentru a demonstra
echivalenta dintre recurenta ireductibila si ergodicitatea unei rezolvante de nuclee sub-
Markoviene, in raport cu o masura sub-invarianta o-finita, extinzand asa numita teo-
rema ergodica a lui Fukushima pentru o forma Dirichlet (cvasi) regulatd; a se vedea
[FuOsTa 11], Teorema 4.7.3 si [AIKoR0 97a], Teorema 4.6. Ingredientul cheie afirma
convergenta tare a unei familii rezolvante LP-uniform marginita de operatori (aUy,)as0
la proiectia pe nucleul operatorului Z— U, cand « tinde la 0, pentru unul (deci pentru
toti) 5 > 0.

Rezultatul central al sectiunii 2.3 afirma ca rezolvanta sub-Markoviana de nuclee U
este m-recurenta si m-ireductibila daca si numai daca probabilitatea m este extremala
in multimea tuturor probabilitatilor invariante pentru U. Acest rezultat le extinde pe
cele din [AIKoR® 97a], [AIKoR6 97b] si [DaZa 96], Sectiunea 3.1, cu privire la ergod-
icitatea si extremalitatea masurilor invariante.

In sectiunea 2.4 aplicam rezultatele obtinute despre tranzienta, recurenta, ire-
ductibilitate gi extremalitatea masurilor invariante, in contextul formelor (nesimetrice)
Dirichlet. Ca aplicatii, extindem la cazul nesimetric doua bine cunoscute criterii de
recurenta a formelor simetrice, unul in termeni de existenta a unui sir de elemente
din domeniul formei care urca la 1 gi converge in energie la 0 (ca in [Oshi 92] si
[FuOsTa 11]), iar celalalt in termeni de cregtere in volum a bilelor (cf. [Sturm 94]).
O generalizarea similara este obtinuta pentru tranzienta. De asemenea, prezentam o
caracterizare pentru ireductibilitatea formelor Dirichlet. Aceasta din urma o extinde
pe cea din [AIKoR6 97a], Propozitia 2.3, unde formele sunt simetrice, recurente, ce ad-
mit operator carré du champ. Dorim sa scoatem in evidenta alta consecinta, si anume
ca proprietatea de m-recurenta, dar si cea de m-recurenta ireductibila in cazul in care
masura m este finita, depind doar de partea simetrica a formei Dirichlet, de indata ce
conditia tare de sector este satisfacuta. Ilustram acest lucru printr-un exemplu concret
in dimensiune infinita.

Rezultatule principale al acestei ultime sectiuni din capitolul 1 sunt prezentate intr-



o subsectiune despre extremalitatea masurilor Gibbs. Reamintim ca in [AIKoR6 97a],
autorii extind rezultate clasice ale lui Holley gi Strook pentru modelul Ising, demon-
strand ca o masura Gibbs este extremala daca si numai daca forma Dirichlet asociata
este ireductibila (sau, echivalent, ergodica), pentru clase de modele pe latici, cu spatiu
de spin ne-compact dar liniar. In particular, numeroase exemple de forme Dirichlet
ireductibile pe spatii infinit dimensionale au fost obtinute. Pentru aplicatii la mod-
ele mai generale facem trimitere la [AIKoR6 97b]. Scopul acestei subsectiuni este de
a reobtine doua dintre rezultatele centrale din [AIKoR6 97a] ca situatii particulare
ale rezultatelor noastre, plasand astfel problema extremalitatii masurilor Gibbs intr-un
context mai larg. Punctul cheie 1l constituie un rezultat care afirma ca spatiul masurilor
Gibbs care sunt absolut continue in raport cu o masura Gibbs fixata m coincide cu
spatiul tuturor probabilitatilor U-invariante care sunt absolut continue in raport cu
m; aici, U este rezolvanta asociata formei Dirichlet. Rezultatul principal reobtinut se
refera la echivalenta dintre extremalitatea masurilor Gibbs gi ireductibilitatea formelor
Dirichlet corespunzatoare.

In Capitolul 3, intitulat Fxistenta masurilor invariante pentru semigrupuri Markoviene,
ne concentram asupra masurilor invariante, care sunt obiecte centrale in teoria ergodica.
Mai precis, avem de a face cu problema existentei masurilor invariante finite pentru
semigrupuri Markoviene. Acest subiect a fost studiat de multi autori in ultimii zeci de
ani, din diferite puncte de vedere; a se consulta, de exemplu, monografiile [MeTw 93],
[DaZa 96| si referintele mentionate in ele.

Daca spatiul de baza E este un spatiu polonez, semigrupul este functia de tranzitie
a unui proces Markov si este Feller (adica duce spatiul functiilor reale continue si
marginite pe F in el insusi), atunci existenta unei masuri invariante finite poate fi
obtinuta aplicand rezultatul din [LaSz 06], de indata ce exista o submultime compacta
a lui E, pe care procesul o viziteaza infinit de des. Degi aceste ipoteze se verifica in
cazul multor exemple, uneori ele sunt destul de greu sau chiar imposibil de verificat,
mai ales daca E este infinit dimensional. O alta tehnica de a demonstra existenta
masurilor invariante decurge din teorema lui Harris i versiuni ale acesteia, precum
in [MeTw 93], [MeTw 93b], [MeTw 93c], [MeTw 93d], [DoFoGu 09] si [Hai 10]. In
constrast cu cel mentionat mai sus, aceste rezultate presupun conditii netopologice
precum existenta multimilor mici (in sensul precizat in subsectiunea 3.2.2) vizitate
infinit de des. Aceste multimi sunt mai usor de specificat atunci cand procesul e
ireductibil; a se vedea [MeTw 93], Teorema 5.2.2 De asemenea, masurile invariante au
fost investigate si dintr-o perspectiva analitica, cum ar fi in [BoR&Zh 00] si [Hino 00],
lucrand cu semigrupuri Markoviene tare continue pe LP, 1 < p < oo. Exemple de
astfel de situatie apar considerand perturbari sectoriale ale formelor Dirichlet ce satisfac
anumite inegalitati funtionale (a se vedea subsectiunea 3.2.4).

Principalul scop al Capitolului 3 este de a propune o noua abordare a existentei
masurilor invariante pentru semigrupuri Markoviene, ce consista din doi pasi. Intai
construim o masura auziliara convenabila, iar apoi impunem conditii asupra perechii
(P, m) care caracterizeaza existenta unei functii nenule, integrabile si co-excesive pen-



tru (P;)s>0, privit ca semigrup pe L>(m), ceea ce e echivalent cu existenta unei masuri
finite invariante nenule pentru (F;);>o, care este absolut continua in raport cu m.
Asadar, numim aceasta procedura abordarea in doi pasi; a se vedea subsectiunea 3.1.2.

Mai multe aplicatii sunt considerate: In subsectiunea 3.2.1, desi nu in toata gen-
eralitatea, prezentam o demonstratie foarte scurta a unui bine cunoscut rezultat al
lui Lasota si Szarek [LaSz 06]. Aici, abordarea in doi pasi vine cu un beneficiu
aditional deoarece atrage dupa sine, in particular, absolut continuitatea masurii in-
variante obtinute fata de masura auxiliara fixata.

In subsectiunea 3.2.2 unificam diferite versiuni ale teoremei a lui Harris intr-una
mult mai generala, toate celelalte reprezentand cazuri particulare. Ca o consecinta,
oferim un raspuns unei probleme deschise mentionate de Tweedie [Tw 01].

In subsectiunea 3.2.3 demonstram ca pentru o ecuatie stocastica neliniara cu derivate
partiale pe un triplet Gelfand V' C H C V*, a carei solutii satisface o inegalitate de tip
Harnack, conditia de stric coercivitate fata de norma de pe H este suficienta pentru a
garanta existenta unei unice probabilitati invariante. Acest rezultat le imbunatateste
pe cele din [Liu 09] si [Wa 13], unde scufundarea V' C H este asumata compacta, iar
strict coercivitatea este considerata in raport cu norma mai puternica de pe V. De
asemenea, consideram o perturbare cu un nucleu Markovian ce satisfae o conditie com-
binata Harnack-Lyapunov, pentru care rezultatul lui Tweedie nu poate fi folosit, dar
pentru care abordarea in doi pasi propusa de noi poate fi aplicata cu usurinta. De
asemenea, discutam aplicabilitatea rezultatului lui Harris in cazul acestei perturbari.
Mentionam ca ultima parte a acestei subsectiuni a fost redactata luand in considerare
o remarca amabila a lui Martin Hairer.

In subsectiunea 3.2.4 studiem situatia unui Cy-semigrup uniform marginit pe LP,
p > 1. Utilizand abordarea in doi pagi obtinem aplicatii noi la semigrupuri obtinute
prin mici perturbari ale formelor Dirichlet, generalizand [BoR6Zh 00] si [Hino 98].

In Capitolul 4 intitulat Functionale semimartingal asociate proceselor Markov ne
indreptam atentia catre un alt subiect central, si pentru asta consideram un pro-
ces Markov drept X = (Q,F,F;, X;,P*) cu spatiul starilor E. In lucrarea celebra
[CiJaPrSh 80], autorii demonstreaza ca o functie cu valori reale u pe E are propri-
etatea ca u(X) este un semimartingal pentru orice P* daca si numai daca exista un
sir de multimi fin deschise (E,),>1 astfel incat J,, E,, = £, timpii de iesire T, din E,
tind la infinit a.s., si u este diferenta a doua functii 1-excesive pe fiecare FE,. Aceasta
caracterizare a fost atacata mai tarziu de Fukushima in [Fu 99] din perspectiva teoriei
formelor Dirichlet. Mai precis, a aratat ca daca X este asociat unei forme Dirichlet
simetrice (€, F) si u € F, atunci u(X) este un semimartingal daca si numai daca exista
un nest (F},),>1 §i constante (¢,),>1 astfel incat pentru fiecare n > 1

|€(u,v)| < cpljv]|e pentru orice v € Fy g, . (1)

Ideea de demonstratie a lui Fukushima pentru a demonstra suficienta inegalitatii (1)
a fost sa presupuna intai ca &€ este o forma Dirichlet regulata, astfel ca din reprezentarea
Riesz, avem &(u,v) = v(v) pentru o masura Radon v pe E. Urmatorul pas a fost sa



arate ca v este o masura regulata, ceea ce inseamna ca functionala aditiva continua din
descompunerea Fukushima este cu variatie marginita, deci u(X) este un semimartingal.
Extensia la forme simetrice quasi-regulate a fost obtinuta prin aga numita ”metoda de
transfer”. Acest rezultat a fost folosit ulterior de autor pentru a dezvolta o fateta
probabilista profunda a functiilor cu variatie marginita atat in dimensiune finita cat
gi infinita; in afara de lucrarea deja mentionata, trimitem cititorul gi catre [Fu 00]
si referintele aferente. De fapt, aceasta abordare cu forme Dirichlet are originea in
lucrarea lui Bass si Hsu [BaHs 90] in care se aratd ca miscarea browniana reflectata
intr-un domeniu Lipschitz este un semimartingal, rezultat ce a fost extins mai tarziu
in [ChFiWi 93] la multimi (tare) Caccioppoli, unde autorii investigheaza structura de
cvasi-martingal a procesului reflectat. Merita sa mentionam ca in [ChFiWi 93] autorii
considera cvasi-martingale doar pe intervale finite si nu pe intreaga semi-axa pozitiva,
aga cum facem noi. Desgi ar putea parea doar o mica diferenta, acesta este de fapt
punctul cheie ce face studiul nostru posibil, gi din cate stim, nou.

Dezideratul Capitolului 4 este dublu: intai, investigam acele functii cu valori reale u
pe E pentru care u(X) este un cvasi-martingal; apoi, ultilizand formele semi-Dirichlet,
studiem acele functii u pentru care u(X) este un semimartingal uitandu-ne la structura
locala de cvasi-martingal. Mai departe, prezentam pe scurt structura si rezultatele
principale ale acestui capitol.

In sectiunea 4.1 ardtdm ci proprietatea de cvasi-martingal a lui u(X) poate fi
reformulata in raport cu variatia

V(U) = Sup{z Pti71 |U - Pti_ti71u| + Ptn|u|}
T=1

a lui u in raport cu semigrupul procesului (FP;):>o, ceea ce ne permite sa dezvoltam
studiul dintr-un punct de vedere pur analitic. Rezultatele centrale spun in esenta ca
{z € E : u(X) este un cvasi-martingal fata de P*} = {V(u) < oo}, si ca u(X) este un
cvasi-martingal (prin conventie insemnand in raport cu toate probabilitatile P* x € F)
daca si numai daca u poate fi descompusa ca o diferenta de functii excesive finite. In
particular, daca procesul este ireductibil si (e™*u(X;));>0 este un P*-cvasi-martingal
pentru un zy € F, atunci e un P*-cvasi-martingal pentru toti x € E. O descompunere
de tip Riesz si cateva remarci asupra spatiului diferentelor de functii excesive sunt
discutate in finalul acestei sectiuni.

In sectiunea 4.2 aratam ca proprietatea de cvasi-martingal a functiilor este pastrata
la omorare, schimbare de timp, si subordonare Bochner. In plus, aratam ca pen-
tru o functionala multiplicativa M cu multimea punctelor permanente E,;, avem ca
(e7**Myu(X})); este un cvasi-martingal daca si numai daca (e=*%u|g,, (X*)); este un
cvasi-martingal, unde XM denota procesul omorat cu M. De asemenea, aratim ca
daca (e *u(X})); este un cvasi-martingal, atunci la fel este si procesul (e~ *™u(Y}));,
unde 7 este inversa unei functionale aditive fixate a procesului X iar Y este procesul
schimbat de timp in mod corespunzator.



In sectiunea 4.3 prezentdm conditii tractabile asupra lui u astfel incat (e~ *"u(X;)),
sa fie un cvasi-martingal. Distingem doua moduri de a considera aceste conditii, pe care
le tratam separat: primul mod implica utilizarea rezolvantei U = (U, ), a procesului,
pe cand cel de-al doilea implica un context LP(u), unde p este o masura o-finita sub-
invarianta. Pe scurt, ideea e ca o estimare de tipul U, (|Pu — u|) < ¢ in cazul primei
abordari, si de tipul pu(|Pu — ulf) < t||f|leo In contextul LP, sunt suficiente pentru
a garanta proprietatea de cvasi-martingal pentru u(X). Prezentam, de asemenea, o
conditie exprimata in raport cu generatorul dual de pe L”.

In sectiunea 4.4 tratam functionalele cvasi-martingal si semimartingal din perspec-
tiva formelor Dirichlet. Mai precis, daca (€, F) este o forma Drichlet (nesimetrica),
atunci pentru un element u € F, o inegalitate de tipul

|E(u,v)| < c||v|| forallve F, (2)

garanteaza ca (e”*u(X;)); este un cvasi-martingal. De fapt, aratdm ca afirmatia
ramane adevarata i in situatia mai generala, cand expresia ||[v||o, din (2) este inlocuita
cu ||v]|oo + [[v]|L2(u)- Apoi, extindem caracterizarile pentru semimartingale datorate lui
Fukushima, la forme Dirichlet nesimetrice. Mai mult, tratam si situatia cand u nu este
neaparat din F (de exemplu u € F,e), sub ipoteza aditionala ca forma are proprietatea
locald. In acest moment dorim si scoatem in evidenta ca spre deosebire de abordarile
anterioare, pentru a demonstra suficienta conditiilor (1) sau (2), nu folosim descom-
punerea Fukushima sau corespondenta Revuz. In schimb, utilizam in mod consistent
rezultatele obtinute in sectiunile precedente, si de fapt, aceasta abordare ne permite
sa extindem rezultatele de mai sus la forme semi-Dirichlet, fara nicio conditie in plus.
Sectiunea se incheie cu cateva remarci despre situatiile cand este suficient sa verificam
inegalitatile (1) sau (2) doar pentru v dintr-un subspatiu al lui F, cum ar fi nucleele
sau nucleele standard speciale.

Ultima parte a tezei (Capitolul 5, intitulat Teorema Bochner-Kolmogorov) este de-
votata teoremei clasice Bochner-Kolmogorov. Demonstram un rezultat de existenta
a limitei unui sistem proiectiv ce consista din spatii topologice Hausdorff, cu baza
numarabila, nu neaparat metrizabile, inzestrate cu probabilitati regulate. Aceste ipoteze
topologice sunt automat satisfacute daca spatiile sunt spatii topologice Lusin (sau mai
general, Radon), iar extinderea la spatii Lusin masurabile decurge fara complicatii.

Motivatia tratarii acestui subiect provine din aplicatiile acestui rezultat in [BeDeLu 15]
si [BeDeLu 15al, cu scopul de a construi procese de ramificare asociate unor procese de
fragmentare si de a propune un model probabilist pentru faza de fragmentare a unei
avalanse.

Reamintim ca teorema clasica de extensie a lui Kolmogorov asigura ca o colectie
compatibila de distributii finit-dimensionale definesc un proces stocastic. Bochner (vezi
[Boch 55]) a considerat situatia abstracta a unui sistem proiectiv de spatii topologice
Hausdorff cu masuri si a demonstrat existenta limitei sub conditiile ca masurile sa fie
aproximabile din interior cu compacti si ca proiectiile canonice sa fie continue.

Aplicatii recente ale teoremei Bochner-Kolmogorov pentru a demonstra rezultate



netriviale despre sisteme spatiale, cum ar fi existenta masurilo Gibbs (a se consulta, de
exemplu, [KoPaRo6 12] si [Pres 05]), necesita, mai degrabd, ipoteze de masurabilitate
decat topologice. O imbunatatire semnificativa, utila in astfel de aplicatii, a fost
obtinuta de Parthasaraty (vezi [Parth 67], Capitolul V, Teorema 3.2). Parthasaraty a
demonstrat existenta limitei unui sistem proiectiv de spatii masurabile indexate dupa
multimea numerelor naturale, unde spatiile sunt Lusin masurabile iar aplicatiile de
proiectie sunt doar masurabile. Ideea principala a demonstratiei a fost sa se reduca
contextul, via izomorfisme masurabile, la spatii compacte gi proiectii continue (situatii
in care limita proiectiva exista); o altd demonstratie a acestui rezultat poate fi gasita
in [DeMe 78|, Capitolul III, pagina 70. Dorim sa scoate in evidenta ca in constrast cu
abordarea noastra, metrizabilitatea spatiilor joaca un rol important in demonstratiile
rezultatelor mai sus amintitite, deoarece unul din ingrediente este teorema Souslin-
Lusin asupra imaginilor directe de multimi masurabile, respectiv Souslin. Facem trim-
itere gi la [Rao 71] (Teoremele 4.3, 4.5 si 4.7) pentru caracterizari ale existentei limitei
proiective in termeni de corpuri m-pure, o-aditivitate uniforma, martingale uniform
integrabile si spatii Orlicz.
Capitolul 5 este organizat astfel: in sectiunea 5.1, dupa cateva preliminarii, prezentam

rezultatele principale. In sectiunea 5.2 discutam aplicatia anuntata deja, necesara in
constructia unui proces de ramificare plecand de la unul de fragmentare.
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