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3 Présentation du projet scientifique

3.1 Motivation

Le semi-anneau max-plus, ou tropical, s’obtient en considérant ’ensemble des réels muni du maximum,
vu comme un loi additive, et de la somme usuelle, vue comme une loi multiplicative.

Des structures de ce type ont été introduites et étudiées par plusieurs écoles, avec des motivations variées,
tout d’abord, dans des domaines des mathématiques appliquées, de la modélisation mathématique, ou de
Pinformatique (optimisation [Vor67, [CG79], systemes a événements discrets [BCOQ92], [CGQI9], théorie des
automates [Pin9g]), de la physique mathématique (asymptotiques quasi-classiques [Mas8T7]), du calcul des
variations et du contréle optimal abordés sous I'angle de la programmation dynamique ou des équations
d’Hamilton-Jacobi [AQV98| [KM97al, [LMS01l, McE06, [AGWO08|, [AGW06], parfois en liaison avec ’étude de
problémes de grandes déviations en théorie des probabilités [Aki99, Puh01l [AGKO5], et plus récemment, de
la géométrie algébrique [Vir01l, [Mik05, [EKLO06L [FPT00, IMSO7, RGST05].

On s’intéresse ici a ’analogue max-plus ou tropical de la géométrie convexe. L’étude de celle-ci remonte
a K. Zimmermann [Zim77], et elle a été développée plus récemment dans plusieurs courants de recherches
d’inspirations diverses, initiés de maniere indépendante.

On peut ainsi citer les travaux en analyse idempotente de Maslov et de ses collaborateurs, parmi lesquels
Kolokoltsov, Litvinov et Shpiz [KM97bl [LMS01]. L’analyse idempotente traite notamment des analogues
max-plus des résultats classiques de I’analyse fonctionnelle, qui sont intimement liés aux questions de con-
vexité en dimension infinie.

Un autre courant est issu du travail de Cohen, Gaubert, Quadrat [CGQO1], [CGQ04], motivé par I’analyse
des systemes dynamiques a événements discrets. Celui-ci étudie les analogues max-plus des modules, appelés
semi-modules, qui ne sont autre que des cones convexes tropicaux.



La convexité tropicale peut étre considérée dans la perspective plus large de la convexité abstraite,
développée en particulier par Singer [Sin97]. Plusieurs de ses travaux, notamment avec Martinez-Legaz et
Rubinov [MLRS02], se sont trouvés rejoindre les travaux en convexité tropicale [CGQS05].

Une série importante de recherches sur les polyedres convexes tropicaux, motivée par le développement de
la géométrie et de la combinatoire tropicale, est due a Develin, Joswig, Sturmfels et Yu [DS04} [Jos05, DY07].

Enfin, Briec et Horvath [BH04], étudiant une classe de déformations de convexes classiques, ont introduit
une notion appelée “B-convexité”, qui se trouve coincider avec la convexité tropicale.

Ces différents courants ont commencé a se rapprocher, et le domaine est actuellement tres actif. On
peut ainsi citer les travaux récents [AS03, BHRO5, [AR06, (GK06a, [GK06b, [LS06l BSS07al [GS07, INSQO7al,
NSO7bl [AGGOS8, [BHO8b, BHO8al, (GMO0S8], émanant d’auteurs déja cités, ainsi que de nouveaux : Adilov,
Akian, Allamigeon, Butkovi¢, Goubault, Katz, Meunier, Nitica, Schneider, Sergeev.

L’ensemble de ces travaux contribuent & développer un analogue tropical de la géométrie et de ’analyse
convexe, tant du point de vue de la combinatoire et de Palgebre (questions de polyedres) que de 1’analyse
fonctionnelle. Les techniques de preuves sont souvent tres différentes des techniques classiques. Les analogues
tropicaux des propriétés suivantes ont ainsi été obtenus : théoréeme de Hahn-Banach sous forme géométrique
(séparation) [CGQO1,[CGQO04, |[CGQS05] ou analytique [LMSO1], représentation des formes linéaires [KM97h|
Aki99, [LMS0T], [CGQ04] [LS06], génération des convexes compacts par leurs points extrémes - théorémes de
Krein-Milman ou de Minkowski [GK06b, [BSS07D], voire de Choquet [AGWOS], théorémes de Helly [BHO04,
GS07, [GMO0S], de Radon [BH04, [GM0S], de Carathéodory [DS04], de Carathéodory coloré [GMOS] ou de
Tverberg [GMOS].

Cependant, des difficultés inhabituelles en convexité classique apparaissent dans le cas tropical. Ainsi,
il n’existe pas de notion satisfaisante de face d’un ensemble convexe; il est toujours possible de définir des
ensembles polaires, mais ceux-ci vivent dans des espaces de dimension supérieure et il n’existe pas de résultat
aussi simple que le théoreme de Farkas [GKOS8]|; et enfin, les caractéristiques combinatoires des polyedres
tropicaux (et en particulier 'analogue tropical de la théorie des f-vecteurs, qui traite du dénombrement des
faces d’un polyedre) sont moins bien appréhendées que dans le cas classique.

Par ailleurs, des questions algorithmiques de base restent ouvertes. Ainsi, ’appartenance & un polyedre
tropical défini par des générateurs peut étre vérifiée en temps linéaire, mais lorsque le polyedre est défini
par des contraintes, on sait seulement que le test de ’appartenance se rameéne [DG06] & un probléme de jeu
combinatoire avec paiement ergodique pour lequel l'existence d’un algorithme polynomial est un probléeme
ouvert (I’existence d’un tel algorithme est trés probable car le probleme appartient & la classe NP N coNP).

La convexité tropicale fournit évidemment un modele (inhabituel) de géométrie convexe, et elle est pour
cela d'un intérét intrinseque, cependant, son étude a été motivée par plusieurs questions ou applications
spécifiques.

Ainsi, les solutions d’équations d’Hamilton-Jacobi stationnaires issues de problémes de controle optimal
déterministe vérifient une propriété de superposition [KM97b|, de sorte que les espaces formés de ces solu-
tions constituent des cones convexes tropicaux. Les directions extrémes de ces derniers peuvent étre mis en
correspondance avec les stratégies stationnaires optimales [AGWO08, [AGW06]. Le point de vue de la convexité
tropicale renseigne également sur la compactification d’un espace métrique par ses horofonctions. On montre
en effet que les fonctions de Busemann, lesquelles sont définies comme des limites de géodésiques dans cette
compactification, peuvent étre identifiées aux directions extrémes du convexe tropical formé des fonctions
Lipchitziennes [AGWO0S]. Ce résultat a trouvé par exemple une application dans [Wal(07].

Par ailleurs, les polyedres tropicaux interviennent dans plusieurs problemes de nature discrete ou com-
binatoire. Ils représentent ainsi des espaces associés a des problemes de controlabilité et d’observabilité de
systémes & événements discrets [CGQ99, Kat07], ils ont été employés dans [AGGOS] pour résoudre des
problémes d’analyse statique de programme (détermination automatique d’invariants de nature disjonctive,
qui interviennent notamment dans la vérification de procédures d’allocation mémoire). Par ailleurs, Develin
et Sturmfels [DS04] ont mis en évidence des relations remarquables entre les polyedres tropicaux et certains
problemes d’analyse phylogénétique.

Il existe un autre modele de géométrie convexe, intimement liée a la convexité tropicale, et qui peut
étre vu comme une dégénérescence de celle-ci : la convexité max-min, obtenue en faisant toujours jouer au



maximum le réle de ’addition, mais en prenant cette fois ci le minimum comme la multiplication. Les cones
convexes max-min interviennent naturellement dans 1’étude de problemes de calcul des variations lorsque
I'on cherche & minimiser une fonctionnelle d’une trajectoire donnée par un supremum plutét que par un
terme additif. A la différence de la convexité tropicale, la convexité max-min est encore assez peu étudiée.
Elle a été abordée pour la premiére fois par K. Zimmermann [Zim'77], dans le cadre général de la convezité
extréme, et récemment, dans des travaux de Nitica et Singer [NS08a, INSO8D].

3.2 Recherches projetées

Nous nous proposons ici d’étudier les analogues des résultats de convexité classique, pour diverses struc-
tures de nature tropicale (max-plus, max-min, ...), & la fois du point de vue de I'analyse fonctionnelle et du
point de vue de la convexité discrete.

Les recherches proposées s’articulent selon les axes suivants.

1. Géométrie des convexes max-min. Dans le cas de la convexité max-min, les propriétés de séparation
concernant plusieurs ensembles convexes ne sont pas encore connues. Par ailleurs, les analogues des résultats
de génération des convexes par leur points extrémes (théoremes de Minkowski, de Krein-Milman, ou de
Choquet) restent encore & découvrir. La théorie de la dualité est encore mal comprise. Enfin, les analogues
de théoremes classiques de convexité discréte (Carathéodory, Radon, Helly, ...) méritent d’étre examinés.

2. Meilleure approximation. Un autre sujet classique dont ’analogue tropical ou extréme n’est pas en-
core bien compris est la théorie de la meilleure approximation, qui vise a caractériser les éléments minimisant
certaines distances. Dans le cas tropical, deux distances peuvent étre vues comme des analogues naturels de
la métrique euclidienne, celles-ci peuvent étre identifiées a la métrique projective de Hilbert et a la métrique
de Thompson sur un cone simplicial. On espére que cette étude puisse éclairer des problemes d’approximation
plus généraux, faisant notamment intervenir les métriques de Hilbert ou de Thompson sur d’autres cones.
On peut aussi se demander s’il existe d’autres métriques compatibles avec la structure convexe, dans ’esprit
du travail [MLMO7].

3. Hémi-espaces. Un autre theme concerne la classification des hémi-espaces, c’est-a-dire des convexes
dont le complémentaire est également convexe, qui s’avere plus difficile dans le cas tropical ou max-min que
dans le cas classique [MLS8S].

Pour conclure, en guise d’illustration, nous montrons le dessin de l’analogue tropical d’un polytope
cyclique & quatre générateurs (les points rouges), produit par le programme POLYMAKE de Gawrilow
et Joswig (voir [GJ01] pour une présentation générale de POLYMAKE, sans lextension tropicale qui est
récente).

4 Financement demandé au LEA

Les visites suivantes sont envisagées :

— I. Singer : 1 visite d’une semaine au CMAP (Palaiseau/Paris) en 2009.
— V. Nitica : 1 visite d’une semaine au CMAP (Palaiseau/Paris) en 2010.
— S. Gaubert : 1 visite d’une semaine a Bucarest en 2009.

— M. Akian : 1 visite d’une semaine & Bucarest en 2010.



Deux aller-retour Paris-Bucarest ainsi qu’un séjour d’une semaine en France pourront étre financés par

I'INRIA.

Nous demandons donc au LEA le financement de 2 séjours d’une semaine a Bucarest pour les participants
francais, d’une semaine a Paris pour 'un des deux participants roumains, et de 2 aller-retour Bucarest-Paris.
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