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M¢éthodes variationnelles en micromagnétisme.

1 Introduction

Les matériaux ferromagnétiques sont tres employés de nos jours comme
outils technologiques dans le stockage d’information (disques durs, bandes
magnétiques, mémoires magnétiques), ainsi que dans la protection radar et
les télécommunications. La modélisation des particules ferromagnétiques de
petites taille fait appel a la théorie du micromagnétisme. Dans cette théorie,
les matériaux sont décrits par une distribution d’un champs de vecteurs, appelé
atmantation dont les états stables correspondent aux minimiseurs de l’énergie
micromagnétique. Le probleme variationnel sous-jacent est non-convexe et non-
local. De plus c’est un probleme multi-échelle comprenant des parametres in-
trinseques (liés au matériau ferromagnétique) et des parametres extrinseques
dépendants de la géométrie de I’échantillon. Selon la petitesse relative de ces
parametres, différents régimes asymptotiques apparaissent et conduisent a la
formation de nombreuses structures stables.

Génériquement, un état stable comporte des vastes régions uniformément
magnétisées (domaines magnétiques) séparés par des couches limites, les parois,
ou l'aimantation varie tres vite. En fonction de régimes des parametres du
systeme, les expériences physiques prédisent asymptotiquement des défauts de
type paroi (paroi de Néel, paroi de Bloch asymétrique ), vortex (ligne de Bloch)
ou de type mixte paroi-vortex (paroi ”"cross-tie”).

Notre but est d’analyser qualitativement et quantitativement le compor-
tement des minimiseurs globaux de 1’énergie micromagnétique dans certains
régimes asymptotiques. Nous voulons donner une justification mathématique
a la prédiction physique sur la création et la classification des singularités de
I’aimantation. Les méthodes classiques de I'analyse fonctionnelle linéaire sont
insuffisantes a rendre compte de ces phénomenes de perte de régularité. Des
nouvelles approches sont nécessaires mettant en oeuvre des outils de la théorie
géométrique de la mesure appliqués a l'analyse des équations aux dérivées
partielles. Notre étude demandera également 1’élaboration et ’adaptation de
quelques nouvelles méthodes d’analyse non-linéaire (méthodes topologiques et
de point critique) pour 'investigation des états d’équilibre.



2 Chercheurs impliqués dans le projet

Ce projet comporte une équipe de trois chercheurs parisiens et une équipe
roumaine de I’Université de Cluj :
Equipe francaise :

- Francois Alouges, Professeur, Laboratoire de Mathématiques, Université
Paris-Sud ;

- Radu Ignat, Maitre de Conférences, Laboratoire de Mathématiques, Uni-
versité Paris-Sud ;

- Benoit Merlet, Maitre de Conférences, LAGA, Université Paris 13.

Equipe roumaine :

- Radu Precup, Professeur, Faculté de Mathématiques et Informatique,
Université Babes-Bolyai, Cluj;

- Adrian VIOREL, Doctorant, Université Babes-Bolyai, Cluj;

- Florin-Cristian CRISTEA, étudiant en Master, Université Babes-Bolyai,
Cluj.

3 Montant demandé et justification des dépenses

Ce projet est prévu pour les deux ans 2008 et 2009. Les actions suivantes
sont envisagées (tous les montants sont HT) :

1. Organisation d'un groupe de travail a I’Université de Cluj pendant 10
jours en 2008. Un cours et des exposés sur le sujet sont prévus. Il faudra
prendre en charge les frais de voyage et de séjour des chercheurs invités.
Soit 4000 euro.

2. Echanges des chercheurs et des étudiants entre I’Université de Cluj et
I"Université Paris-Sud pour des courts séjours (1 semaine) en 2008-2009.
Soit 4 séjours et voyages a 1000 euro chaque : 4000 euro.

3. Achat d’une dizaine d’ouvrages sur le sujet. 500 euro.

Total : 8500 euro HT.



4 Description scientifique détaillée

L’aimantation adimensionnée d'un échantillon ferromagnétique 2 C R? est
décrite par un champs de vecteurs unitaires m : 2 — S? et est créée par le mou-
vement des spins des électrons. Les aimantations observées expérimentalement
sont des minimiseurs (locaux) de ’énergie ferromagnétique écrite ici en I’ab-
sence de champs extérieur ou d’anisotropie :

E(m) :dQ/ |Vm|2dx+/ |Vul? dx.
Q R3

Le premier terme, appelé I'énergie d’échange est dii aux interactions a courte
distance des spins et a la tendance d’aligner les spins voisins. Ce terme local
est mis en compétition avec I'énergie démagnétisante due aux interactions a
longue distance des spins modélisées par 1’équation de Maxwell stationnaire.
Plus précisement, le potentiel démagnétisant u : R® — R est déterminé par

Au = (imtn). 1)

ie., Vu~V§da::/m-VCda:, V¢ € C(RY).
R3 Q

Le potentiel u est donc généré d’un coté par la divergence de m a 'intérieur de
Q (les charges volumiques) et d’'un autre coté par la composante normale de m
a la surface de I’échantillon magnétique (les charges surfaciques). La longueur
d’échange d est un parametre du matériau et caractérise la force relative entre
I’énergie d’échange et I’énergie démagnétisante.

Nous nous considérons un échantillon magnétique sous la forme d’un cy-
lindre de hauteur t et de section transversale {2 de diametre £. Les trois lon-
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Fig. Echantillon ferromagnétique.

gueurs caractéristiques du systeme d, ¢ et t déterminent les régimes asymp-
totiques qui comportent diverses structures pour I’aimantation. L’aimantation
varie uniformément sur des vastes régions (“domaines magnétiques”) séparées
par différents types de couches limites (“parois”) : parois de Néel et de Bloch
asymétrique, ligne de Bloch, paroi “cross-tie”.

Par la suite, nous décrivons quelques régimes asymptotiques en focalisant
sur la création des parois.



4.1 Reégime de film mince

Dans le régime de film mince, I’épaisseur de ’échantillon est petite devant
la constante d’échange, i.e., t < d; de plus, nous supposons que ’échantillon
est assez large, i.e., d> < tf. Pour des configurations invariantes dans la direc-
tion x3, i.e., m = m(x') : ¥ — S% 2/ = (x1,22), I'énergie micromagnétique
approchée d’'un film mince (voir [6]) s’écrit :

1 1 1 1

—E ~ v/ 2d/ _/ V/—gv/' ,]-w’ le _/ 2d l7 9

B~ [ [wmpar s [ v )P a 5 [ mia @)
ou w = '/l est la section transversale adimensionnée, € := % est la taille
du vortex et n := % correspond a la taille de la paroi de Néel. L’apostrophe

)

indique toujours une quantité 2D. Le but est d’étudier le comportement
asymptotique des minimiseurs de (2) dans le régime du film mince

ekl

Etat de Landau. La configuration limite de 'aimantation a été prédite par
van den Berg [15] :

{mgzo, Im/|=1¢et V'-m'=0 dans ', )

m v =0 sur Ow',

ou v/ est le vecteur normal unitaire au bord de w’. Remarquons que les condi-
tions (3) sont trop rigides pour l'existence d’aimantations régulieres m’. Ceci
peut étre vu en écrivant m’ = V'44); alors (3) se transforme en un probleme
de Dirichlet pour I'équation eikonale en 9 :

V'* 9| =1 dans ', ¢ =0 sur o' (4)

En utilisant la méthode des caractéristiques, il n’y a aucune solution réguliere

Fig. Etat de Landau.

de Iéquation (4) pour un domaine w’ borné et simplement connexe. Mais il
existe une infinité de solutions continues qui satisfont (4) au sens des distri-
butions et qui induisent des singularités de type lignes ou vortex pour m'.
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L’expérience physique prédit que la configuration optimale de I'aimantation
limite correspond a la “solution de viscosité” de (4), appelée I'état de Landau :

m/ (') = V*+dist(z/, 0u').

Les lignes de singularités de m’ sont une idéalisation au niveau mésoscopique
de la formation des parois de Néel dans les films minces. Ces parois sont
déterminées par un unique angle # formé par les aimantations dans les do-
maines adjacents. Il y a également un phénomene de vortex (la ligne de Bloch)
créé par la contrainte topologique m’ - v/ = 0. Pour I'état de Landau, la
prédiction physique affirme que le vortex apparait a 'intérieur dans I'un des
points de jonction des parois de Néel.

Question 1 : Comment montrer rigoureusement que les minimiseurs de
(2) convergent vers l’état de Landau ?

L’idée est d’analyser le comportement qualitatif et quantitatif des parois
de Néel et de la ligne de Bloch. Ces parois donnent 'ordre de grandeur du
niveau d’énergie de ’état de Landau, ainsi que I'information sur ’aspect local
de cet état.

Paroi de Néel. La paroi de Néel est la couche limite prédominante dans les
films tres minces. Elle est caractérisée par une rotation monodimensionnelle
de Paimantation dans S* qui connecte deux directions d’angle —6 et 6 :

cos 6

j— p— / p—
mg =0, m=m(x;) et m(wl)—(isme

) si +a>1. (5)

On veut connaitre le niveau de 1’énergie de cette paroi de Néel. Pour des
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Fig. Paroi de Néel d’angle 6.

aimantations 1D, 'énergie spécifique (2) se réduit a

2
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La paroi de Néel correspond au minimiseur global 1D de (6) sous la contrainte
(5). C’est un objet a deux échelles : un petit coeur (|z1] < Weore) OU lai-
mantation varie rapidement et deux queues (Wepre S 71| < 1) a décroissance




logarithmique. Le fait que la section transversale soit finie dans la direction x;
nous sert de mécanisme de confinement pour les queues de la paroi de Néel.
La prédiction de la décroissance logarithmique a été formellement prouvée
par Riedel et Seeger [14]; une présentation mathématique détaillée de leurs
résultats a été effectuée par Garcia-Cervera [4]. Finalement, Melcher a établi
rigoureusement dans [12, 13] I’échelle logarithmique exacte des queues de paroi
de Néel. Le niveau d’énergie de cette structure a deux échelles est d’ordre

7(1 — | cosf])?
7| 7

Enea = quand n — 0.

La stabilité de la paroi de Néel sous des perturbations arbitraires 2D a été
montrée par DeSimone, Kniipfer et Otto dans [5]. Cela signifie qu’asympto-
tiquement, 1’énergie minimale est atteinte par une paroi droite et donc, les
variations 2D de la couche limite 1D ne décroissent pas l'ordre principal de
I'énergie. Ensuite, Ignat et Otto [9] ont montré I'optimalité de la paroi de
Néel, i.e., asymtotiquement la couche limite 1D est I'unique minimiseur 2D de
I’énergie (2) au tour de la paroi.

Question 2 : Quel est le comportement des minimiseurs locaur 1D de
I’énergie micromagnétique (6) ?

Nous attendons la création de plusieurs défauts de type paroi pour un
minimiseur local. Le but est de localiser les parois et de déterminer 1’énergie
gouvernant la position de ces défauts. Cette énergie comporte un terme de
répulsion entre les parois ainsi qu’un effet de répulsion a la frontiere. C’est une
énergie similaire a I’énergie renormalisée entre les vortex dans les problemes
de type Ginzburg-Landau. L’analyse asymptotique de la structure des parois
est liée au probleme suivant de la ['—convergence pour les énergies normalisées
des aimantations 1D (voir Ignat [8]) :

Question 3 : Etudier la T—limite de la famille d’énergies

dm 2 d 12

quand n — 0 pour la classe des aimantations m : R — S*.

2
dxl

Ligne de Bloch. La ligne de Bloch est une régularisation d’un vortex

x/J_

m’(l") = |?/|
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ou | denote une rotation de 90° dans le plan. En dehors du coeur de la ligne
de Bloch, I'aimantation tourne comme un vortex. En s’approchant du coeur,
le systeme evite la singularité en créant un phenomene de “fuite” dans la di-
rection verticale, i.e., I’aimantation devient perpendiculaire au plan horizontal
au centre de la ligne de Bloch. Par conséquent, la ligne de Bloch est essentiel-
lement un objet zero-dimensionnel. Pour estimer son énergie, nous regardons
les aimantations 2D & valeurs dans S? sans charges volumiques V/ - m/ = 0
dans R? (engendrant une contrainte topologique m’ - v/ = 0 sur '), mais qui
gentrent des charges surfaciques m2 = 1 — |m/|> = 0. Alors (2) correspond a
une énergie de type Ginzburg-Landau

1
/|V'm|2dx'+€—2/ mj da’.

En utilisant les résultats de Béthuel, Brezis et Hélein [3], le minimum de cette

énergie sous la contrainte topologique que m’ reste tangente au bord de w’ est
d’ordre
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Fig. Ligne de Bloch.

EBioen, = 2m|Ine| quand € — 0.

En sachant que 1’état de Landau comporte des parois de Néel et une ligne
de Bloch, on déduit son niveau d’énergie :

C
ELandau Nt 27T| 1Il€|
7| |

ou C est une constante qui dépend de la longueur des parois de Néel ainsi que
de leurs angles. Dans ce contexte, le probleme suivant lié a la Question 1 se
pose naturellement :

Question 4 : A-t-on la compacité des aimantations d’énergie proche au
niveau de l’état de Landau ?

La réponse est positive si I’énergie du vortex est plus importante que
I'énergie des parois (voir Ignat et Otto [10]). Bien évidemment, les configura-
tions limites vérifient la prédiction physique de van den Berg (3). Le probléeme
reste ouvert dans le régime Epjoen < Eneer-



4.2 Autres comportements dans le cas de films plus
épais et de matériaux anisotropes

Nous étudions également un régime de film plus épais ot les parois typiques
sont les parois “cross-tie” et la paroi de Bloch asymétrique.

Paroi “cross-tie”. Dans les échantillons ferromagnétiques moins minces, le
cout relatif d’une ligne de Bloch par rapport a une paroi de Néel devient
plus favorable. Cela explique que dans les échantillons épais, des parois ayant
une structure bidimensionnelle appelées parois “cross-tie” sont observées. Ces
parois combinent des lignes de Bloch (vortex) et des parois de Néel.
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Fig. Transition par parois “cross-tie”

Une justification mathématique rigoureuse de ce phénomene a été réalisée
par Alouges, Riviere et Serfaty [2]. Dans cet article, le domaine magnétique
considéré est un cylindre de hauteur infinie 2’ x R et ’aimantation est supposée
invariante par translation verticale. De plus le matériau est supposé anisotrope
et favorise les aimantations dans le plan de la section . L’énergie considérée
a la forme

1 1
Fo(m) — g/ |v'm|2+—/ |v'A'—1v'-<m'1Q,)|2+—2/ m(7)
Q/ € Jr2 19 Q/

pour les aimantations m € H'(€/, S?).

A la limite ¢ 1 0, les minimiseurs m. de F. convergent a extraction pres
vers un champs 2D : mo € L'(€,S'). Dans [2], il est montré que le cotit
asymptotique d'une transition entre deux états my,mg € S séparés par un
angle 20 est (pour une paroi de longueur 1)

o 2(sinf — 6 cos 0) si @ e [0,7/4],
folmg,mg) = {2((8—7r/2)c0s8—sin9—|—\/§) sife[r/4,m/2].
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Pour 6 € [0, /4], ’énergie optimale est obtenue par une transition de type
paroi de Néel et pour 6 € [r/4,7/2] par un paroi de type cross-tie wall.

Paroi de Bloch asymétrique. Un autre type de paroi de transition est
observé dans les échantillons ferromagnétiques épais. Dans des échantillons
suffisemment épais, il est possible que dans ’énergie la contribution due au
champs démagnétisant domine celle due a 1’énergie d’échange. 11 devient alors
avantageux d’annuler le champs démagnétisant, i.e.,

V-(mlg)= 0 & (V-szdansQ et m3:OSix3€{0,t}>. (8)

Dans ce cas, (contrairement aux transitions exposées plus haut), au niveau
microscopique, I'aimantation varie dans la direction de I'épaisseur de la paroi
(Ozym #Z 0) et n'est pas 2D (mg #Z 0). Les parois de Bloch asymétriques sont
des transitions satisfaisant (8).
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Fig. Paroi de Bloch asymétrique

Pour évaluer le cotit énergétique de ces transitions, nous considérons un do-
maine de hauteur ¢ fixe et font tendre la longueur d’échange d vers 0. Pour sim-
plifier nous supposons que les aimantations ne dépendent pas de x3. Apres de
nouvelles simplifications, nous sommes amenés a 1’étude de la famille d’énergies
G définies par

Ge(m) = e[ |[VmP+et | m3, (9)
o o

pour des aimantations m € H'(€)', S?) satisfaisant la contrainte V' - m’ = 0.
Formellement, la I'-limite pour cette famille dénergies est

= /lm& —mg |*
J



ou I” aimantation limite satisfait
my € L, SY), V' -mg=0

et est régulicre en dehors de lignes de sauts J ol les traces de mg sont mg et
myg .

On obtient cette I'-limite a priori en supposant qu’au travers des lignes
de sauts, les aimantations m, varient essentiellement dans la direction du saut
et pas transversalement. Démontrer que Gy est bien la I'-limite cherchée in-
diquerait que cette hypothese est correcte, les sauts seraient essentiellement
monodimensionnels.

Ce n’est pas toujours vrai comme nous l’avons vu dans le cas des pa-
rois “cross-tie”. Par ailleurs, Jin et Kohn [11] étudient la I'-limite de fa-
milles d’énergies treés proches de (9). En particulier, ils construisent une fa-
mille d’énergies pour lesquelles des transitions non-monodimensionnelles ap-
paraisssent.

C’est a cette discrimination entre structure monodimensionnelle et struc-
ture plus complexe que l'on s’interesse tout d’abord. Pour le moment nous
avons obtenu l'inégalité

Go(mp) < Climinf G.(m.), (10)

el0

quand m, est une famille d’aimantations satisfaisant V'-m. = 0 et convergeant
vers mg € L' (€, S1).

Question 5 : Etudier la T —limite de la famalle d’énergies G, quand e — 0
pour la classe des aimantations m : Q' — S' satisfaisant V' -m = 0. En
particulier : démontrer (10) avec C' = 1.
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