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3. Déscription du projet:

La résolution numérique des problemes de contact avec frottement nécessite des exi-
gences particulieres concernant la discrétisation du probleme et la méthode de calcul utilisée.
Ceci est relié principalement au fait que le modele mathématique du frottement de Coulomb
engendre une inéquation quasi-variationnelle qui introduit beaucoup plus de difficultés (du
point de vue de l'existence et 'unicité de la solution et aussi des méthodes numériques)
qu’une inéquation variationnelle standard. Par exemple, 'existence et 'unicité de la so-
lution pour le probleme statique de contact avec frottement de Coulomb ne peuvent pas
étre dérivées en utilisant directement les résultats de minimisation d’analyse convexe; au
lieu de cela, des techniques de point fixe et de régularisation doivent étre appliquées (voir
[7], [12] pour le cas statique ou [8], [13], [14] pour le cas quasi-statique). Quand le seuil de
frottement est supposé connu, on obtient la loi de frottement de Tresca. Dans ce cas, nous
obtenons une inéquation variationnelle de deuxieme espece et ’existence et 'unicité de la
solution peuvent étre démontrées en utilisant les techniques d’analyse convexe.

La plupart des méthodes pour la résolution numérique des problemes de contact avec
frottement sont basées sur les techniques de point fixe, en se rapprochant du frottement de
Coulomb par une suite de problemes avec frottement de Tresca ([10, 11]). Cependant, la
convergence de la méthode n’est pas prouvée théoriquement pour la formulation primale.
Dans le méme temps, di au colit du calcul élevé, qui est imposé par la résolution répétée
des inéquations variationnelles de deuxieme espece, cette procédure n’est pas attirante d’un
point de vue du calcul. De plus, le taux de contraction de l'itération de point fixe dégénere
pour les maillages fins. Par conséquent, une approche plus directe de la loi de frottement
de Coulomb peut étre une alternative plus efficace et fiable. Nous nous proposons dans ce
projet d’étudier la convergence des méthodes de décomposition des domaines de Schwarz
pour les problemes de contact avec frottement décrits par les deux lois, de Tresca et de
Coulomb.

Bien que les méthodes de Schwarz soient largement utilisées pour les probléemes linéaires,
ou elles fournissent des méthodes robustes et efficaces, leurs généralisations aux problemes
non-linéaires comme, par exemple, les inéquations quasi-variationnelles, ne sont pas sim-
ples. En particulier, une évaluation du taux de convergence des méthodes de Schwarz a



deux ou plusieurs niveaux dans le cas des problemes non linéaires est loin d’étre établie
théoriquement, a tres peu d’exceptions. Concernant I'application de la méthode multiplica-
tive de Schwarz & un seul maillage au problémes de contact avec frottement, on peut citer [5]
et [6]. Dans les deux papiers, le probleme décrit la dynamique des séismes, modélisés comme
des instabilités de glissement avec frottement entre deux plaques tectoniques. Dans [5], le
probleme anti-plan est considéré. Dans ce cas, le probléeme est equivalent a la minimisation
avec contraintes d’une fonctionnelle non-quadratique, et on peut appliquer les résultats de
convergence de la méthode de Schwarz de [1] et [2] (pour de résultats similaires concernant
la convergence de la méthode additive de Schwarz, on peut voir [3]). Dans [6], le probleme
genéral (2D ou 3D) a été considéré. Dans ce cas, on a a résoudre une inéquation quasi-
variationnelle. Méme si les résultats numériques ont été tres encourageants, la convergence
de la méthode n’est pas démontrée théoriquement.

La plus simple des méthodes de Schwarz est la méthode de relaxation de Gauss-Seidel
(ou la minimisation successive sur les coordonnées). Il est prouvé dans [9] que cette méthode
converge pour une inéquation variationnelle de deuxieme espece dans R¢ si le terme non
différentiable est localisé, c’est-a-dire s’il peut étre écrit comme @(v) = S>%, wi(v;), pour
v = (v1,...,04). Une telle décomposition localisée peut étre obtenue, par exemple, si le
probléme continu est discretisé par les éléments finis et ¢(v) est approché par une intégration
numérique. La méthode de Gauss-Seidel est un cas particulier d’'une méthode de Schwarz
dans laquelle le domaine est décomposé a I'aide de 'intérieur des supports des fonctions de la
base nodales. Par conséquent, la décomposition précédente de ¢ peut étre regardée comme
une décomposition en concordance avec la décomposition du domaine. Une généralisation
simple de la preuve de convergence de [9] aux décompositions plus générales peut étre
obtenue en utilisant cette idée, mais elle n’est pas tres évidente pour les méthodes de
Schwarz a plusieurs niveaux, dans le cas ou on veut obtenir une convergence plus rapide.
Ceci est du au fait que les nonlinéarités ne sont pas découplées sur les mailles grossieres.

Dans cette étude, en utilisant des techniques similaires a celles de [4], nous nous pro-
posons aussi de donner des méthodes de Schwarz qui soient globalement convergentes pour
les inéquations variationnelles et quasi-variationnelles de deuxieme espece. De méme, nous
nous proposons de prouver que ces méthodes ont un taux de convergence optimal dans
le cas de plusieurs maillages, c’est-a-dire il dépend seulement de H/d et de H/h (comme
dans le cas des problemes linéaires), H et h étant les parametres des maillages et § le re-
couvrement des domaines. Ce résultat serait d’un intérét particulier, puisque, en outre la
convergence, la scalabilité de la méthode est d’une grande importance. Davantage que pour
les problémes non linéaires, les maillages grossiers fournissent une robustesse supplémentaire
de la convergence de la méthode.

En conclusion, nous nous proposons dans ce projet d’étudier théoriquement la con-
vergence des methodes de Schwarz (y compris & plusieurs maillages) pour les inéquations
variationnelles et quasi-variationnelles de deuxieme espece et de les appliquer a la résolution
numérique des problémes de contact avec frottement.
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Lori Badea - & Marseille - 2 semaines en 2008 (entre 28 juillet et 10 aott) et 2 semaines en
2009



Marius Cocou - a Bucarest - 1 semaine en 2008 (en octobre ou novembre) et 2 semaines en
2009

Frédéric Lebon - & Bucarest - 1 semaine en 2008 (en octobre ou novembre) et 2 semaines
en 2009

5. Financement demandé au L.E.A.: Frais de voyage, frais d’hébergement et perdiem
pour 8 semaines de séjour, 2 semaines en France et 6 semaines en Roumanie. Les frais
de la visite de deux semaines en 2008 de M. Lori Badea seront supportés par 'Institut de
Mathématiques de I’Académie Roumaine sur un contrat de recherche.
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