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Introducere.

Originile geometriei torice se pierd in calculul aproximativ al numerelor irationale.
Aria unei figuri in plan poate fi aproximatd cu numadrul de puncte cu coordonate
intregi pe care le contine. Cu cét figura este mai mare, cu atat aproximatia este mai
bund. De exemplu, pentru a aproxima numarul 7 putem considera un cerc cu raza
de 5 unitdfi si obtinem 7 ~ 3, 24, vezi Figura 1. Considerand un cerc de raza egald

\e 606066600/

Figura 1: 81 de puncte cu coordonate intregi.

cu 10 unitati, vom obtine aproximatia deja mult mai bund m ~ 3, 17, vezi Figura 2.
In cazul unui poligon convex cu varfuri intregi, existi o legituri directd, dati de
formula Pick (1899), intre numarul de puncte intregi continute in poligon, numarul
total de puncte intregi de pe laturi si aria poligonului. In dimensiune superioari insi,
inlocuind poligonul cu un politop convex, calculul volumului devine complicat. De
aici incolo, este nevoie de instrumente de lucru mult mai puternice decat o simpla
analizd combinatoriald. Este exact locul unde intervine Geometria Algebrica.

Un curs de geometria varietdtilor torice este in primul rand de un curs de Geo-
metrie Algebricd. Obiectele principale de studiu sunt varietitile algebrice, dar este
vorba de varietati de un tip special, care sunt asociate unor obiecte provenind din
geometria convexa : conuri, eventaie, politopuri. Un avantaj indiscutabil al Geo-
metriei Torice este faptul cd varietdtile pot fi vizualizate intr-un mod cat se poate
de concret. Nu mai suntem deci obligati sd trasdm o varietate complexa (asa cum
se Intdmpld adesea, mai ales Tn Geometria Curbelor Complexe) ca si cum ar fi o
varietate reald. Pentru edificare, am inclus o figurd care ne aratd planul proiectiv
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Figura 2: 317 puncte cu cordonate intregi.

complex vazut din perspectiva Geometriei Torice, vezi Figura 3.

0,1)

> (1,0)

Figura 3: Planul Proiectiv Complex din Perspectiva Geometriei Torice.

Primul Capitol reaminteste notiunea de varietate algebricd afind (peste corpul
numerelor complexe) si proprietatile de baza. O parte din demonstratii au fost omise
in mod intentionat, fiind lasate ca exercitii. Alte rezultate sunt teoreme clasice (pre-
cum Teorema Zerourilor a lui Hilbert) care pot fi gdsite in orice curs de algebra
comutativd, de exemplu [AM69]. Al doilea Capitol este o introducere rapida in
Geometria Convexi. In timp ce o buni parte a tratatelor de Geometrie Convexi in-
cep cu studiul politopurilor (din motive de compaccitate), am preferat calea indicata
de [Fu93], anume de a incepe prezentarea cu teoria conurilor convexe. Motivul este
unul simplu, deoarece conurilor de un anumit tip (ascutite, rationale, poliedrale con-
vexe) li se asociaza in mod natural varietdti algebrice afine. Or, varietdtile afine sunt
piesele constitutive ale varietdtilor algebrice abstracte. Definirea varietdtilor torice
afine este tratatd in Capitolul 3. In Capitolul 4, studiem varietiiti torice abstracte
ca fiind asociate unor evantaie. Ele sunt obtinute prin lipiri ale varietdtilor torice



afine, asa cum varietdtile algebrice abstracte sunt obtinute prin lipiri succesive ale
varietatilor afine. In fine, ultimul Capitol trateazd varietdtile torice proiective.

Este imposibil de pretins, intr-un domeniu cu traditie si referinte solide, origi-
nalitate deplind in pregdtirea unui curs introductiv. Nici unul din rezultatele sau
notiunile din acest manuscris nu este original, fiind parte integranta a patrimoniului
stiintific clasic. Sursele principale de inspiratie pe care le-am folosit sunt publica-
tiile citate in Bibliografie, cu un accent special pe notele de curs ale lui William
Fulton [Fu93], ale lui Mircea Mustatd [Mu04], precum si pe notele de la Scoala de
Vara de la Grenoble [BBBCOO]. Pentru partea generald de Geometrie Algebrica,
cartea lui Robin Hartshorne [Ha77] este indiscutabil referinta ideald, iar [AM69]
ramane inca dupd atdtia ani un excelent tratat de algebrd comutativd. Totusi, tre-
buie subliniat faptul cd materialul prezent nu este o simpld traducere a referintelor
mentionate, ci a fost trecut prin prisma gandirii personale a autorului.

Bucuresti, 2006






Capitolul 1

Notiuni de Geometrie Algebrica.

Pentru simplitate, pe parcursul intregului curs vom lucra numai cu varietafi definite
peste corpul C al numerelor complexe.

1.1 Varietati Afine. Definitii si Exemple.

Definitia 1.1 O varietate algebrica afind V' este o multime de tipul
V=A{z=(21,...,2,) € C", P(x) =--- = P,(z) =0},

unde Py, ... P, € C[Xy,...,X,]. Senoteaza V=V (Py,...,P,);V provine de
la cuvantul englez "vanishing” = "anulare".

O varietate algebrica abstractd este un obiect care local aratd ca o varietate
afind : definitia exactd va fi precizatd mai tarziu. Varietdtile algebrice apar in nume-
roase locuri, de exemplu, 1n teoria numerelor, teoria codurilor sau in fizica teoreticd
modernd. Este justificatd deci dorinta de a intelege cat mai bine posibil geometria
acestor obiecte. Categoria varietatilor algebrice fiind suficient de bogata, este difi-
cil de imaginat un procedeu unitar de prezentare a unei liste exhaustive. Unul din
telurile geometriei algebrice este acela de a indica metode viabile de clasificare a
varietdfilor si de a le organiza in liste, in functie de comportamentul lor geometric.

Iatd cateva exemple familiare.

Exemplul 1.2 1. Varietdtile liniare afine. Multimea solutiilor unui sistem liniar
cu coeficienti complecsi :

este o varietate algebrica.

2. Cuadricele. Este vorba de o singurd ecuatie de gradul doi cu coeficienti com-
plecsi.

n

i=1 i=1
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Deja in stabilirea formei canonice a unei cuadrice cu coeficienti reali se simfea
nevoia introducerii numerelor complexe, datoritd faptului cd ecuatii de tipul
X? 4+ X2 4+ 1 = 0 nu au solutii reale.

3. Hipersuprafetele in C". Sunt varietdti definite printr-o singurd ecuatie netri-

viala :
d
o (e}
E E Qoo X1 - X0 = 0.

i=1 a1+-+an=d

4. Curba lui Fermat de grad n. Pentru orice numar natural n > 3, se considera
ecuatia
"4+ yt =1
A durat aproape 400 de ani pana cand matematicienii au reusit sd arate (ul-
timele detalii fiind puse la punct cu tehnici extrem de avansate de catre A.

Wiles) cd ecuatia de mai sus nu are solutii =,y € Q ; acest rezultat este
cunoscut sub numele de Marea Teoremd a lui Fermat.

Observatia 1.3 Fie V C C” o varietate afind definitd de ecuatiile P, = --- =
P,, = 0. Atunci orice combinatie ale polinoamelor F;, cu coeficienti polinomiali,

m

P(Xy,... . Xn) =) QiX1,..., X)) Pi(X1,... . Xy),

=1

se va anula pe V. In limbajul algebrei comutative, aceasta inseamni ci elemen-
tele idealului I = (P, ..., P,,) generat de polinoamele Py, ..., P, definesc aceasi
multime a zerourilor V. De aceea are sens sd notam V(/) := V(P,,..., P,,) (pa-
rantezele aici nu mai joacd nici un rol).

Exercitiul 1.4 Aritati ca multimile urmatoare sunt varietati algebrice :
1. {(z1,22) € C?, 2y + tzy = 0, pentru orice t € C}.

2. {(w1,22,23) € C?, 23 + a3 4 tx3 + 1 = 0, pentru orice t € C}.

Exercitiul anterior si solutia sa ne aratd un fenomen interesant : chiar dacd por-
nim cu un numdr infinit de ecuatii polinomiale, din ele putem extrage un numar
finit pastrind multimea solutiilor. Acesta este in fapt enuntul Teoremei Bazei a lui
Hilbert, care ne aratd cd intotdeauna va avea loc aceastd proprietate.

Teorema 1.5 (Hilbert) Orice ideal din inelul C[X, ..., X,] este finit generat.

In particular, pentru orice ideal arbitrar [ C C[X1, ..., X,,], are sens si introdu-
cem multimea zerourilor :

V(I) :={x € C", P(xz) = 0 pentru orice P € I}.
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Observatia 1.6 Proprietatea ca orice ideal sa fie finit generat, numita noetheriani-
tate, deosebeste fundamental geometria algebricd de geometria diferentiald. Dacd
inlocuim inelul de polinoame cu inelul de functii diferentiabile C* pe C" (sau mai
general pe R™), atunci nu mai este adevdrat ca din orice mulfime de ecuatii putem
extrage o multime finitd. Exercitiu : Gasiti un exemplu.

Pana acum am vorbit despre multimea zerourilor unui ideal de polinoame. Pu-
tem sa inversam definitia :

Definitia 1.7 Fie V C C[Xy,..., X,,] o varietate afind. 1dealul lui V' este idealul
I(V):={P e C[Xy,...,X,], P(x) =0 pentru orice x € V'}.
Exercitiul 1.8 Aritati ca I(V) este intr-adevir un ideal.

Evident, ne putem pune intrebarea ce legiturd existd intre idealul de definitie al
lui V' si idealul asociat lui V. Raspunsul este dat de urmatoarele trei rezultate :

Propozitia 1.9 Dacd V' C C" este o varietate afind atunci
V =V(I(V)).

Demonstratie. Exercitiu. 0

Propozitia 1.10 Dacd I C C[X1,..., X,,] este ideal atunci
I Ce(l) CI(V(D)),

unde
t(I):={P e ClXy,...,X,], existiqg € N, ai. P1 €[}

este radicalul lui I.

Demonstratie. Exercitiu. 0J

Exercitiul 1.11 Aratati ca t(¢(/)) = ¢(/) pentru orice ideal.

Propozitia anterioara admite o formd mult mai tare, Teorema Zerourilor a lui
Hilbert (Nullstellensatz).

Teorema 1.12 (Hilbert) Cu notatiile de mai sus, avem

Exercitiul 1.13 Aritati cd in general I # ¢([). (Indicatie : considerati ideale gene-
rate de puteri ale unor polinoame ireductibile)
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Idealele care verificd I = v(/) se numesc ideale radicale. Teorema Zerourilor
a lui Hilbert stabileste o corespondentd bijectiva ntre multimea varietdtilor afine
din C™ si multimea idealelor radicale din C[X4,...,X,]. Versiunea originald a
Teoremei Zerourior (numitd azi forma slabd) este o consecinta a Teoremei 1.12 :

Corolarul 1.14 (Hilbert) Orice ideal maximal al lui C[ X1, ..., X,,] este de forma
men g = (X1 —ay,..., Xp—ap), cua = (ay,...,a,) € C" In particular, obtinem
o corespondentd bijectivd a +— mcn , intre punctele spatiului afin C" si idealele
maximale din C[ X7, ..., X,].

In rezultatul de mai sus, este esential faptul ci lucrdm peste corpul numerelor
complexe. Daca inlocuim C cu R, atunci enuntul nu mai este valabil.

Exercitiul 1.15 Gasiti un exemplu de ideal maximal intr-in inel de polinoame peste
corpul numerelor reale care nu este de forma de mai sus. (Indicatie : peste R exista
polinoame ireductibile de grad cel putin doi, de exemplu X2 + 1 € R[X]).

Exercitiul 1.16 Aratati cd orice multime din R” datd prin ecuatii polinomiale reale
poate fi definita printr-o singurd ecuatie. Teorema Zerourilor a lui Hilbert interzice
acest fenomen cand lucram peste corpul C.

Propozitia 1.17 (Proprietati ale corespondentei intre ideale si varietati) Fie V; C
C"™ o multime arbitrard de varietdti afine si I; C C[Xy,...,X,| o multime arbi-
trard de ideale. Atunci

L I(NV;) = v (3 L(VA)).

2. I(Vi UVa) = I(Vy) N1(Va).
3. V(L) = nv(I).

4. V(I N L) = V(1) N V(I).

Observatia 1.18 Suma a doud ideale radicale nu este neaparat un ideal radical. De
exemplu, pentru [ = (X3) C C[X1, Xy], J = (X5 — X?) C C[X1, X3], suma lor
nu este radical. Exercitiu : Justificati.

1.2 Topologia Zariski.

Fiind date de anularea unor polinoame, care sunt in particular functii continue, va-
rietdtile afine sunt multimi inchise in topologia Euclidiand a spatiului afin C". Ele
se comporta 1nsa ca inchisii dintr-o topologie de sine stdtdtoare :

Propozitia 1.19 Multimea varietdtilor afine din C" formeazd o topologie pe C™.
Mai precis :

1. Multimea vidd este o varietate afind.

2. C™ este varietate afind.
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3. O intersectie arbitrard de varietdfi afine este o varietate afind.

4. O reuniune finitd de varietdti afine este o varietate afind.

Demonstratie. 1, 2, Exercitiu. Pentru 3 si 4 se aplicd Propozitia 1.17 si Teorema
Bazei a lui Hilbert. Pentru 4, se aplicd inductia dupa numarul de varietéti. U

Aceastd noud topologie pe C", diferita de cea uzuald, in care inchisii sunt va-
rietdtile afine, se numeste Topologia Zariski. Deschisii Zariski, complementarele
varietdtilor, au tendinta de a fi foarte mari :

Exercitiul 1.20 Demonstrati ca orice doud multimi deschise nevide din topologia
Zariski au intersectia nevida.

Urma topologiei Zariski pe o varietate afind V' se numeste In mod logic Topolo-
gia Zariski a varietdtii V. Multimile inchise sunt intersectiile lui V' cu alte varietéti
afine. Printre deschisii unei varietdti se distinge o clasa speciald, a complementare-
lor suvarietatilor definite de cate o singura ecuatie.

Definitia 1.21 Fie V' C C" o varietate afind si P € C[X1,...,X,]. Deschisul
Zariski

Vp:={x €V, P(x) # 0},
se numeste deschis afin principal.

Observatia 1.22 Deschisii afini principali formeazad o bazd de deschisi pentru to-
pologia Zariski : orice deschis Zariski este o reuniune finitd de deschisi principali.
Nu orice deschis Zariski 1nsd este un deschis afin principal (Exercitiu : Justificati).

Observatia 1.23 Un deschis principal Vp nu se schimbd daca inlocuim P cu un alt
polinom @ asa incat P — @ € I(V).

Exercitiul 1.24 Aratati cd intersectia a doi deschisi principali este un deschis prin-
cipal.

Exercitiul 1.25 Aritati cd, inlocuind C cu R peste tot in definitiile anterioare, orice
deschis Zariski este un deschis principal. (Indicatie : Exercitiul 1.16).

Definitia 1.26 Pentru orice submultime A C V a unei varietdti afine, inchiderea
sa in topologia Zariski A este cea mai micd varietate afind care contine A.

Exercitiul 1.27 Gasiti exemple n care inchiderea In topologia Zariski si inchiderea
in topologia Euclidiana sunt diferite.

Definitia 1.28 Un spatiu topologic se numeste ireductibil dacd nu poate fi expri-
mat ca reuniunea a doud submultimi inchise proprii. Echivalent, intersectia oricd-
ror doud submultimi dechise nevide este nevidd. Prin definitie, mulfimea vidd se
considerd ca fiind un spatiu ireductibil.

Exemplul 1.29 Spatiul afin C” este un spatiu ireductibil.

Propozitia 1.30 Orice submultime nevidd deschisd o unui spatiu ireductibil este
un spatiu ireductibil si dens. Inchiderea unei submultimi ireductibile al unui spatiu
topologic este un spatiu ireductibil.

Demonstratie. Exercitiu. UJ
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Propozitia 1.31 O varietate afind V este un spatiu ireducitibil in topologia Zariski
dacd gi numai dacd 1(V') este un ideal prim.

Demonstratie. Exercitiu (indicatie : folositi Propozitia 1.17). U

Propozitia 1.32 Orice varietate afind V' se exprimd in mod unic, pand la o per-
mutare a factorilor, ca o reuniune V = Vi U --- UV, unde V; sunt varietdti afine
ireductibile astfel incat V; ¢ V; pentru orice i # j.

Demonstratia are la bazd noetherianitatea inelului de polinoame (Teorema Bazei
a lui Hilbert), noetherianitatea inelelor cat si definitii echivalente ale noetherianitatii.

1.3 Inele de coordonate. Morfisme.
Definitia 1.33 Inelul de coordonate afine al varietdtii afine V' C C" este inelul cdt
OV) :=C[Xy,..., X,]/I(V).

Elementele lui O(V') se numesc functii regulate pe V, de aceea O(V') se mai nu-
meste si inelul de functii regulate.

In spatele acestei definitii se afli ideea este ci doud polinoame diferite care
coincid pe varietatea V' induc aceeasi functie pe V. Functiile regulate sunt de fapt
functii definite pe V' care sunt obtinute prin restricfii de polinoame. Am evitat fo-
losirea termenului de functii polinomiale pentru cd este un termen care depinde de
scufundarea lui V. Vom ardta ca termenul de functie regulata este un termen intrin-
sec, deoarece putem privi o varietate afind intr-un mod abstract, fard a face referire
la o scufundare anume. Diferenta este una de nuantd, asa cum vom vedea mai tarziu.

Exercitiul 1.34 Fie V C C" si W C C™ douad varietdti afine. Ardtatica V x W C
C™ x C™ este o varietate afind. Care este inelul sdu de coordonate afine ?

Definitia 1.35 Fie V C C" si W C C™ doud varietdti afine. Un morfism ¢ : V —
W este un m-uplu de functii regulate

d="(fr,....fm): V—=0C™
a cdrei imagine se gaseste in W.

Sa remarcam cd un morfism de la V' la dreapta afina C este acelasi lucru cu o
functie regulatd pe V.

Propozitia 1.36 O functie ¢ : V — W este un morfism dacd si numai dacd pentru
orice f € O(W), rezultd f o ¢ € O(V).

O consecintd imediata este faptul cd un morfism ¢ : V' — W de varietéti afine
induce prin compunere cu ¢ un morfism de C-algebre ¢# : O(W) — O(V).
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Propozitia 1.37 Compunerea a doud morfisme este un morfism.

In modul acesta, putem vorbi de categoria varietdtilor afine. Obtinem prin aso-
cierea V. — O(V), ¢ — ¢* un functor contravariant de la categoria variedtilor
afine la categoria C-algebrelor, a cdrei imagine poate fi precizata.

Propozitia 1.38 Orice C-algebrd A, finit generatd, fdard elemente nilpotente, este
izomorfd cu inelul de coordonate al unei varietdfi afine. Dacd in plus A nu are
divizori ai lui zero, atunci este inelul de coordonate al unei varietdti ireductibile.

Demonstratie. Dacd A este generati de elementele x4, . . ., x,, atunci din definitie,
existd un morfism surjectiv ¢ : C[Xy,..., X, — A, X; — z;. Atunci, daca
I = ker(¢p) avem A = C[Xy,...,X,]/I. Cum A nu are elemente nilpotente,
rezultd cd [ este un ideal radical si, notind V' = V(I), obtinem A = O(V). O

Propozitia 1.39 Orice izomorfism de C-algebre intre inelele de coordonate O(W)
si O(V') a doud varietdti afine W si V este indus de un izomorfism ¢ : V. — W in
categoria varietdtilor afine.

Demonstratie. Si presupunem ca W C C™, iar O(W) = C[Yy,..., Y,]/I(W).
Notim cu y; := Y; mod I(W). Dacd ¢# : O(W) — O(V) este izomorfismul initial,
atunci definim ¢ : V' — C™ prin ¢(a) = (¢# (y1)(a), ..., % (ym)(a)), pentru orice
punct a € V. Aplicatia ¢ are imaginea continutd in W/, deoarece pentru orice
polinom P € I(WW) si pentru orice punct a € V, avem

P(¢(a)) = P (¢" (y1)(a), ..., 6" (ym)(a)) = ¢* (P mod I(V))(a) = 0;

mai sus am folosit faptul ci ¢* este un morfism de C-algebre. Este evident ci ¢#
este indus de ¢ prin compunere. 0

Observatia 1.40 Dacd A = O(V), unde V este o varietate afind, atunci gratie
Teoremei Zerourilor a lui Hilbert, existd o bijectie intre punctele lui V' $i multimea
idealelor maximale ale Iui A, care este numita spectrul maximal al inelului A si
notatd Specm(A). Topologia Zariski de pe V' induce o topologie, bine definita
datoritd Propozitiei precedente, pe Specm(A). Prin abuz de terminologie, spunem
cd Specm(A) este o varietate afina.

Am aratat practic :
Teorema 1.41 Functorul contravariant :
V= OW),

stabileste o echivalentd de categorii contra-variantd intre categoria varietdtilor
afine si categoria C-algebrelor finit generate fdrd elemente nilpotente al cdrui func-
for invers este :

A — Specm(A).
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In particular, pentru orice doud varietdti afine V si W, avem o bijectie
Homvya,—ag(V, W) = Home_u,(O(W), O(V)),

iar o varietate afind este complet determinatd de inelul sdau de coordonate afine.

Prin acest functor, varietdtile ireductibile corespund C-algebrelor integre finit
generate. Morfismelor dominante de varietdti ireductibile (i.e. cu imagine densd)
le corespund morfisme injective de algebre integre. Morfismelor de incluziune de
varietdti le corespund morfisme surjective de algebre.

Observatia 1.42 Din Teorema precedentd, rezultd ca punctele unei varietdti afine V'
sunt In corespondenta bijectivda cu multimea morfismelor de C-algebre de la O(V)
la C. Intr-adevir, punctele lui V' sunt in corespondenti bijectivd cu morfismele de
varietati afine :

{*} = Specm(C) — Specm(O(V)) = V.

1.4 Structura de spatiu inelat pe o varietate afina.

Atat notiunea de varietate afind, cat si notiunile de morfism intre varietdti sau functie
regulatd sunt notiuni definite global. De multe ori 1n studiul geometriei varietatilor
avem nevoie de notiuni locale (de exemplu, pentru studiul netezimii). Acest studiu
local este permis de structura mai bogata de spatiu inelat pe o varietate afina. Ideea
este una simpld, si anume : pentru a cunoaste structura intima a unei varietati, este
suficient sd cunoastem comportametul functiilor locale legate de acesta structurd.
Cu alte cuvinte, functiile convenabile definite local pe varietate determind complet
structura acelei varietati.

Definitia 1.43 Fie U C V un deschis Zariski intr-o varietate ireductibild V si x €
U. O functie ¢ : U — C se numegte regulatd in x dacd existd V,, o vecindtate a lui
xsi f,g € OWV) cug(y) # 0 pentru orice y € V,, astfel incdt p(y) = % pentru
orice y € V.. Functia p se numeste regulatd pe U dacd este regulatd in orice punct

din U.

Definitia 1.44 O functie rationala pe o varietate afind ireductibild V este un ele-
ment din corpul de fractii, notat K(V'), al inelului de coordonate O (V).

Observatia 1.45 Prin definitie, o functie regulatd intr-un punct dintr-o varietate
afind ireductibild V' defineste un element din corpul de fractii £ (V') al lui O(V).
Intr-adevir, daci Py, Py, ()1, Q5 sunt polinoame, iar % = % ca functii definite pe
un deschis nevid din X, atunci PQ)5 = P»(Q; pe acel deschis. Multimea pe care
doua functii regulate coincid este o multime inchisa. Din ireductibilitatea lui V' ob-
tinem P;(Qs = P,Q; pe V. Rezulti ca % = % ca elemente din K (V). Reciproc,
o functie rationald va defini o functie regulata pe deschisul pe care numitorul sdu nu
se anuleaza.
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Observatia 1.46 O functie regulatd Intr-un punct x € V' al unei varietdti afine ire-
ductibile este un element din inelul local O(V ), , unde my,, C O(V) este idealul
maximal corespunzitor punctului x. Acestd observatie este compatibild cu observa-
tia precedentd, deoarece localizatele unui inel integru sunt toate continute in corpul
sdu de fractii.

Avem la dispozitie doud notiuni de regularitate : cea introdusd mai sus si cea
din Sectiunea precedentd. Ar trebui sd ardtdm cd ele coincid.

Propozitia 1.47 Fie V o varietate algebricd afind ireductibild. O functie ¢ : V —
C care este regulatd in orice punct din V' este un element din O(V').

Demonstratie. Functia ¢ : V' — C care este regulata 1n orice punct din V' Tnseamna
cd pentru orice punct x € V existd o vecindtate V,, si doud functii polinomiale

fz, gz € O(V) astfel incat p = g—i pe V.

Observim ci idealul generat de numitorii g, in O(V) este intregul inel O(V'). In
caz contrar, acest ideal ar fi continut intr-un ideal maximal din O(V). Din Teorema
Zerourilor a lui Hilbert, ar exista un punct « € V in care toti numitorii s-ar anula,
ceea ce este absurd, céci g, (z) # 0.

Atunci existd puncte z; ..., x,, € V siexistd hy,...,h, € O(V) astfel incat

m
1 =" h;g.,. Rezultd cd, in corpul de fractii al lui O(V') avem egalitatea

=1

o= higse.
1=1

Dar g, = f.,, ceeace arati cid o € O(V). O

Observatia 1.48 Acelasi argument din demonstratia Propozitiei de mai sus este
aplicat pentru a ardta ca pentru orice inel integru A, avem

A:ﬂAm

mC A
ideal maximal

in inelul de fracttii al lui A.

Notiunea de functie regulata definitd intr-un punct, sau pe un deschis dintr-o
varietate afind V' poate fi introdusa si in absenta conditiei de ireductibilitate. Putem
defini o functie regulatd intr-un punct x € V' ca fiind un element din inelul local
O(V)my..- Spre deosebire de cazul varietitilor ireductibile, localizatele in idealele
maximale ale lui O(V') nu mai sunt insd continute toate ca subinele intr-un inel
comun. Pentru a evita discutiile pe tema bunei definiri ca functie a unei fractii
formale de tipul f/g, este convenabil sd privim o functie regulati ca fiind o multime
de reprezentdri sub forma f /g, mai degrabd decit prin intermediul valorilor sale.
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Definitia 1.49 (Grothendieck) Fie U C V un deschis Zariski intr-o varietate al-
gebricd afind V. O functie regulatd pe U este o functie

p:U— H OV )my.,

zeV

asa incdt pentru orice x € U existd V,. o vecindtate a lui x din U si f,g € O(V)
cu g ¢ my,, pentru orice y € V,, astfel incdt p(y) = % in O(V ), pentru orice
yeV,.

my,y

In contrast cu definitia clasicd a functiilor regulate ca fiind funcyii care local
sunt fractii, vezi [Se55], definitia de mai sus are avantajul de a putea fi generalizatad
imediat la cazul schemelor.

In cazul varietitilor ireductibile, cele douid definitii 1.43 si 1.49 sunt echiva-
lente. Acest fapt rezultd din obsevatia, aplicata deja anterior, cd doud fractii ratio-
nale coincid ca functii pe o mulfime deschisd nevida dacd si numai daca ele coincid
ca elemente din corpul de fractii al inelului de coordonate, vezi Observatia 1.45.

Observatia 1.50 Propozitia 1.47 are un analog identic in cazul varietdtilor afine
arbitrare. O demonstratie poate fi dedusa din [Ha77, II, Proposition 2.2 (c)].

Definitia locala a functiilor regulate ne permite sd introducem structura de spatiu
inelat pe o varietate afind. Reamintim, pentru convenientd, urmatoarele definitii
(recomandand [Ha77, Chap. II] pentru un excelent rezumat de teoria fascicolelor) :

Definitia 1.51 Un fascicol de grupuri abeliene (resp. inele, resp. inele peste C etc)
F pe un spatiu topologic X este o asociere, pentru orice deschis U C X

Uw— FU),

unde F(U) este un grup abelian (resp. inel, resp. C-algebrd), si pentru orice doi
deschisi U' C U C X, un morfism Y, : F(U) — F(U'), care satisface regula
de compatibilitate Tgf, orY, =rY, pentru U" C U C U, si astfel incat, pentru
orice deschis U C X, orice acoperire deschisd (U;);cr a lui U si orice familie de
elemente (s;);er cu s; € F(U;), cu proprietatea cd ngmUj (s;) = ngnU]_(sj) pentru
orice i,j € I sd existe un unic element s € F(U) cu s; = rg, (s) pentru orice i.

Elementele lui F(U) se numesc sectiuni, iar aplicatiile r), se numesc aplicatii
de restrictie.

Observatia 1.52 Dacda V' C X este o multime deschisd, atunci F induce un fas-
cicol de grupuri abeliene (inele, C-algebre etc) F |y, numit restrictia lui F la U,
definit prin F| (U) := F(U) pentru orice deschis U C V.

Observatia 1.53 Dacd ¢ : X — Y este o aplicatie continud, orice fascicol F
pe X induce un fascicol ¢, F pe Y, numit imaginea directd a lui F, definit prin
(6. F)(U) := F(¢p~'(U)) pentru orice deschis U C Y.
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Definitia 1.54 Fibra unui fascicol F intr-un punct x € X este grupul (resp. inelul,
resp. C-algebra)
Fy = lim F(U).
zelU
Un fascicol de inele Ox pe X se numeste fascicol de inele locale dacd pentru
orice x, fibra Ox , este un inel local.

Definitia 1.55 Un morfism de fascicole de grupuri abeliene (resp. inele, resp. inele
peste C, resp. inele locale) f : F — G este o familie de morfisme fy : F(U) —
G(U) de grupuri (resp. inele, resp. C-algebre, resp. inele locale), care comutd cu
aplicatiile de restrictie.

Definitia 1.56 e Un spatiu inelat (resp. spatiu inelat peste C, respectiv spatiu
inelat local) este o pereche (X,Ox), unde X este spatiu topologic, iar Ox
este fascicol de inele (respectiv fascicol de C-algebre, respectiv fascicol de
inele locale).

e Un morfism de spatii inelate (respectiv spatii inelate peste C), respectiv spatii
inelate locale) ® : (X,0x) — (Y, Oy) este o pereche ® = (¢, ¢%), unde
¢ : X — Y este o aplicatie continud, iar 7 : Oy — ¢,Ox este morfism de
fascicole de inele (respectiv de C-algebre, respectiv de inele locale).

Observatia 1.57 Dacd U C X este o submultime deschisa, atunci fascicolul struc-
tural Oy induce o structurd de spatiu inelat pe U prin restrictie : Op := Ox|y.
Dacd (X, Ox) este spatiu inelat peste C, respectiv spatiu inelat local, atunci la fel
este si (U, Op). Incluziunea lui U in X devine un morfism de spatii inelate (respec-
tiv spatii inelate peste C), respectiv spatii inelate locale.

Definitia 1.58 Fie V o varietate algebricd afind. Definim fascicolul de functii re-
gulate pe V, notat cu Oy, ca fiind fascicolul :

U Oy(U):={p:U — C, pregulatd pe U}.
Propozitia 1.59 Pentru orice varietate afind V' i orice punct a € V, fibra

Ovﬂ = lim Ov(U)
a€l

a fascicolului Oy in a este izomorfd cu localizatul O(V ), .

Demonstratie. Se defineste un morfism de la Oy, 1a inelul local O(V)mv’a asociind
fiecdrei sectiuni locale s € O(U), unde U este o vecindtate a lui a, reprezentarea
sa f/g din inelul O(V )y, ,, conform Definitiei 1.49. Morfismul definit este clar
surjectiv. Se aratd cd acest morfism este si injectiv, vezi [Ha77, II. Proposition 2.2
(a)] pentru detalii. O
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Corolarul 1.60 Pentru orice varietate afind V', fascicolul Oy este un fascicol de
inele locale peste C.

Observatia 1.61 Un morfism ¢ Intre doud varietdti afine V' si I/ induce un morfism
de spatii inelate locale peste C, ® = (¢, ¢7) : (V,0y) — (W, Oy ), unde, pentru
orice U C W deschis Zariski si ¢ € Ow (U), avem

% (p) = 0 0 o1 (1)

Conditia de a fi morfism de inele locale inseamna cd dacd o functie regulata defi-
nitd local pe codomeniu se anuleazd Intr-un punct, atunci compunerea sa cu ¢ se
anuleazd pe preimaginea punctului in cauzd. Aceastd proprietate evidentd explicd
nevoia de a lucra in categoria spatiilor inelate locale.

Teorema 1.62 Dacid ® = (¢, ¢7) : (V,0v) — (W, Ow ) este un morfism in cate-
goria spatiilor inelate locale peste C intre doud varietdfi algebrice afine atunci ¢
este un morfism de varietdti afine, iar ¢* este indus de ¢.

Demonstratie. Demonstratia este asemdndtoare cu demonstratia Propozitiei 1.39.
Presupunemca V C C*, W C C™, iar

O(V) = C[X,,. ... X,]/I(V),

O(W) = C[Ya, ..., Yol JL(W).

Notim z; := X; mod I(V) siy, :==Y; mod I(W).
Datorita identitdtilor Oy, = O(V )m,,, si analoagelor pentru W, rezultd cd N
este complet determinat de morfismul de C-algebre

ol O(W) = O(V).

Definim ¢; = ¢7, (1) € O(V), pentrui = 1,...,m si aritim ci

¢: (qbla"'vgbm)’
Dacd a = (a1,...,a,) € V, b = ¢(a) = (br,...,by), lar my, = (1 —
ai, ..., Tn—ay,) C O(V) este idealul maximal al lui a, consideram functiile regulate

care se anuleazi in a, ¢; — ¢;(a) € O(V). Atunci y; — ¢i(a) € (¢7,)~ (my,,). Din
faptul ca ® este morfism de spatii inelate locale, avem (gﬁ,)’l(mv’a) = My, (a)s
deci y; — ¢i(a) € (y1 — b1,...,Ym — byy) pentru orice i. Rezultd ca b; = ¢;(a)
pentru orice i. U

Observatia 1.63 Din Teorema 1.62 desprindem urmatoarea concluzie : categoria
varietdtilor algebrice afine se scufunda ca si categorie plind si fideld a categoriei
spatiilor inelate locale.

Am vézut ca orice deschis Zariski Intr-o varietate afind este Tnzestrat cu o struc-
turd indusa de spatiu inelat. Printre deschisii Zariski, am identificat clasa speciald a
deschisilor afini principali. Vom arita cd acestia sunt la rindul lor varietdti afine.
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Lema 1.64 Fie V o varietate afind, f € O(V') si V; deschisul afin principal in V
definit de f. Atunci

Oy (Vy) = OV); == {% geO(V), qe N} .

Demonstratie. Se defineste un morfism de la O(V') ¢ la Oy (V}), asociind fiecarei
fractii g/ f? sectiunea deasupra lui V; :

Vi— H O(V)mV,z7 v g/fle O(V>mv,m-
.’L'EVf

Se aratd relativ usor cd aceastd aplicatie este injectiva. Partea dificila este verificarea
surjectivitdfii ; vezi [Ha77, II. Proposition 2.2 (b)]. ]

Propozitia 1.65 Orice deschis afin principal Vy intr-o varietate afind V din C" este
izomorfd cu o varietate algebricd afind din C™1,
Demonstratie. Sa presupunem ca

V:V<P17,Pm) C(Cn7

iar Py € C[X1,...,X,] este un reprezentant al lui f. Dacd x € V este un punct,
atunci Py(x) # 0 dacd si numai dacd exista xy € C astfel incat

1-— mopo(ﬂf) =0.
Introducem variabila suplimentard X,. Atunci V} se identificd cu varietatea
W =V(P,...,P,,1—XoP(Xy,...,X,)) cC"" =C x C",

izomorfismul fiind obtinut din scufundarea canonici liniard a lui C* in C**!, mor-
fismul invers fiind dat de proiectia pe ultimii n factori. Riméane de ardtat ca

(V. Ovly,) = (W, Ow).

Pentru aceasta, folosim Lema precedenta. O

Observatia 1.66 Nu orice deschis Zariski poate fi realizat ca varietate afind. Un
exemplu este C? \ {0}, vezi Observatia 1.69.

Observatia 1.67 In demonstratia Propozitiei 1.65, scrierea
V\Vf:V(P07P177Pm)

nu este neapdrat unicd, deschisul V; putand fi scufundat in moduri diferite in C™+*
dupa acelagi algoritm. Mai mult, dacd f este decompozabil, i.e. P = @Q;..... Qs
cu Q; € O(X), atunci putem realiza deschisul U ca varietate afind in C"**, intro-
ducénd s variabile suplimentare Y7, ..., Y si identificand U cu V(Py, ..., P,,1 —
Y1Q1, ..., 1 —Y,Q;). Toate aceste structuri sunt insd izomorfe in categoria varieta-
tilor afine.
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Figura 1.1: Ilustrarea demonstratiei Propozitiei 1.65

Observatia 1.68 Din Propozitia 1.65 (sau Oservatia 1.67), rezulta cd deschisul Za-

riski 7, := (C*)™ C C™ poate fi privit la la rAndul sdu ca o varietate afind in spatiul

C™ x C™. Aceasta varietate, care se numeste for algebric n-dimensional, va juca un

rol primordial in geometria varietatilor torice. Terminologia provine din faptul ca

torul topologic St x --- x S! C T;, este homotopic echivalent cu torul algebric.
Pentru n = 1 avem O(C*) = C[X, X ~!]. In general, vom obtine

O(T,) = C[X, X% ..., X, X, 1.

Acest inel se numeste inelul de polinoame Laurent in variabilele X ..., X,,. Inclu-
ziunea T,, = (C*)™ C C" care este evident un morfism de varietti afine corespunde
incluziunii naturale

ClXy,..., X, CCIXy, X1 o, X, X
privitd ca morfism de C-algebre.

Observatia 1.69 Deschisul C? \ {0} nu este o varietate afind. Se poate arita cd
aplicatia de restrictie a functiilor regulate : O(C?) — Oz (C?\ {0}) este un izo-
morfism (Exercitiu : Justificati). Evident, incluziunea C* \ {0} C C? nu este
izomorfism.

1.5 Varietati abstracte.

O varietate algebricad abstractd (sau, pe scurt, o varietate algebricd) este obtinutd
prin lipirea unui numar de varietdti algebrice afine. Structura obtinuta este aceea de
spatiu inelat local.
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Definitia 1.70 (Grothendieck-Serre) O varietate algebrica abstractd este un spatiu
inelat local peste C, (X, Ox) astfel incdt :

(i) Orice punct x € X are o vecindtate V cu proprietatea cd (V,Ox|y) este
izomorf ca spatiu inelat local peste C cu o varietate algebricd afind.

(it) Diagonala A a lui X x X este inchisd.

Notatie. Pentru orice punct @ € X, idealul maximal al inelului local Ox, va fi
notat cu my .

Observatia 1.71 In articolul siu celebru Faisceaux algébriques cohérents, Serre
numeste un spatiu inelat care nu indeplineste decat prima conditie a Definitiei 1.70,
o prevarietate, [Se55]. A doua conditie din Definitie se numeste conditia de sepa-
rare.

Exemplul 1.72 Fie X o varietate afind si U C X un deschis Zariski. Atunci
(U,Ox|v) este o varietate algebrici abstractd. Intr-adevir, U este o reuniune de
deschisi afini principali, Observatia 1.22, iar orice deschis afin principal este o va-
rietate afind, Propozitia 1.65. Amandm pe moment prezentarea altor exemple fun-
damentale de varietdti algebrice abstracte (de altminteri necesard) pentru capitolele
urmadtoare.

Topologia pe X se numeste topologia Zariski, deoarece restrictia sa la fiecare
deschis afin este topologa Zariski de pe acel deschis.

Observatia 1.73 O varietate abstracta este obtinutd prin /ipirea unui numar de va-
rietdti algebrice afine, cu structurile de spatiu inelat. Aceastd lipire este realizati
concret in modul urmétor. Presupunem cd este datd o familie (V;);c; de varietati
algebrice afine §i presupunem ca pentru orice ¢, 7 € I, este dat cate un deschis V;;
din V; si cate un izomorfism in categoria spatiilor inelate locale ®;; = (¢;;, gbf;) :
Vij — Vj; care sd satisfaca urmdtoarele proprietdfi de compatibilitate :

@ V=V, 510, = id%-
(b) D |v;invy, © Pi

Putem defini atunci o varietate algebricd abstractd (X, Ox) (lipind varietitile V;
dupad deschigii V;; = astfel :

VijNVi = iy, ViiNVig *

e Spatiul topologic subiacent este :

xX=([Ivi)/~

iel

unde ~ este o relatie de echivalen{d datd prin : z; € V; si x; € Vj sunt
echivalente dacd si numai daca x; € Vj;, z; € Vj; si x; = ¢;;(x;). Topologia
indusd este cea canonicd, asa Tncat proiectia

p:[TVi— (TTVi )/ ~

i€l el
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sd fie continud. Fatd de aceastd topologie, fiecare V; se identificd cu cate un
deschis din X, notat tot V;, care este imaginea lui V; prin proiectia p. Cu
aceste identificari V; N V; = V;; = V.

e Fascicolul de structurd Ox este definit intr-un mod asemanator : pentru U C
X deschis, notam cu U; preimaginea lui U in V; prin p si definim

Ox (V) =A{(fi)ier, fi € Oy, (Uy), fi UinVi; = ¢f§(fj|Ujmvji)}-

Cu alte cuvinte, o functie regulatd pe un deschis U C X este o colectie de
functii regulate pe fiecare U N V;, care coincid pe intersectii.

Observatia 1.74 Procesul de lipire permite definirea topologiei Euclidiene pe o
varietate algebricd abstractd ca fiind indusd de topologiile Euclidiene pe deschisii
afini pe care 1i lipim, functiile regulate definite pe varietdti afine fiind continue si in
topologia Euclidiana.

Un morfism intre doua varietdti algebrice abstracte este prin definitie un morfism
in categoria spatiilor inelate locale. Analogul Teoremei 1.41 in noul context este :

Teorema 1.75 Pentru orice varietate algebricd abstractd (X, Ox) i orice varie-
tate afind V', morfismele de varietdti

® = (¢,9") : (X,0x) — (V,0y)
sunt in corespondentd bijectivd cu morfismele de C-algebre
" - O(V) — Ox(X)
prin asocierea

© = (¢,0") = o7 : O(V) — ¢,(Ox)(V) = Ox(X).

1.6 Aplicatii rationale.

Am viazut cd functiile regulate induc si determina morfismele de varietati. La randul
lor, functiile rationale definesc o noud notiune, aceea de aplicatie rationald.

Definitia 1.76 o FieV C C"siW C C™ doud varietdti afine si presupunem cd
V este ireductibild. O aplicatie rationald p dela V' la W, notatdi ¢ : V --» W,
este o functie definitd pe un deschis Vi al lui V' cu valori in W i ale cdrui
componente ¢; : Vo — C sunt functii regulate pe V.

e Fie (X,Ox) si (Y,Oy) doud varietdfi algebrice abstracte, asa incdt X este
o varietate ireductibild. O aplicatie rationald de la X la Y, notatd ca si
mai inainte ¢ : X --» Y, este un morfism de varietdti ¢ : (Vo, Ox|v,) —
(Y, Oy), unde Viy C X este un deschis Zariski.
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Aparent, notiunea de functie regulati depinde de domeniul siu de definitie. in
practicd, aceasta nu este o problemd majord, deoarece doud functii regulate defi-
nite local care coincid pe un deschis din intersectia domeniilor lor vor coincide pe
intregul deschis de intersectie. Acest fapt ne permite sa extindem orice aplicatie ra-
tionald pe un deschis maximal de definitie. Astfel, are sens sd vorbim si de imaginea
unei aplicatii rationale. In plus, daci acest deschis maximal coincide cu varietatea
de plecare, atunci avem de-a face chiar cu un morfism de varietati.

In cazul in care varietatea de sosire coincide cu dreapta afini C, aplicatiile ratio-
nale se numesc functii rationale. Ca $1 in cazul afin, mulfimea functiilor rationale
pe o varietate ireductibild (X, Ox) este un corp, notat cu K (X).

Compunerea a doua aplicatii rationale nu se poate realiza intotdeauna : de exem-
plu, dacd imaginea uneia este disjunctd de domeniul de definitie al celeilalte. Pentru
le putea compune, avem nevoie de o conditie suplimentara :

Definitia 1.77 O aplicatie rationald ¢ : X --+ Y intre doud varietdti ireductibile
se numegste dominantd, dacd imaginea sa este densd in 'Y .

Este relativ usor de vdzut cd aceastd condifie de dominantd rezolva problema
bunei definiri a compunerii, In particular, orice aplicatie rationala dominantd ¢ :
X — Y determind un morfism ¢# : K(Y) — K(X) peste C intre corpurile
de functii rationale. Atunci ne putem restrange atentia numai asupra aplicatiilor
rationale dominante, iar Tn modul acesta obfinem o noud categorie, in care obiectele
sunt varietdtile ireductibile, iar morfismele sunt aplicatiile rationale. Un izomorfism
in acestd categoria se numeste o aplicatie birationald. Ca si in cazul morfismelor
de varietiti, si aceastd categorie are o contrapondere algebrica :

Teorema 1.78 Functorul constravariant (X,Ox) — K(X), ¢ — ¢7 stabileste o
echivalentd de categorii intre categoria in care obiectele sunt varietdtile ireducti-
bile, iar morfismele sunt aplicatiile rationale dominante si categoria corpurilor de
tip finit peste C. Doud varietdti sunt birational izomorfe dacd si numai dacd au
corpurile de functii rationale izomorfe peste C.

1.7 Normalitate.

Definitia 1.79 Fie B un inel integru si A C B un subinel.

o Un element x € B se numeste intreg peste A dacd exisd un polinom monic
(coeficientul dominant este inversibil) cu coeficienti in A care se anuleazd in
x.

e Extinderea A C B se numeste intreaga dacd orice element din B este intreg
peste A.

o A se numeste intreg inchis in B dacd orice element din B care este intreg
peste A se gdseste in A.
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e Un inel integru A se numeste normal dacd este intreg inchis in corpul sdu
de fractii K(A) ; adicd rdddcinile din K(A) ale oricdrui polinom monic cu
coeficienti in A se gdsesc in A.

Exemplul 1.80 Orice inel factorial este un inel normal.

Definitia 1.81 Inchiderea intregi a inelului A in corpul sdu de fractii este inelul
A':={x € K(A), existd ay,...,a, € A,al a; +asx+--- + a4 2" = 0}.
Propozitia 1.82 A’ este un inel normal.

Observatia 1.83 Este usor de remarcat ca intersectia a doud inele normale cu ace-
lasi corp de fractii este tot un inel normal. Aceastd remarcd si Observatia 1.48 ne
conduc impreund la urmatoarea :

Propozitia 1.84 Normalitatea este o proprietate locald : A este normal dacd si
numai dacd Ay, este inel normal pentru orice m C R ideal maximal, dacd si numai
dacd A, este inel normal pentru orice ideal prim p C A.

Definitia 1.85 O varietate afind ireductibild V' se numeste normala dacd inelul sdu
de coordonate afine este un inel normal.

Observatia 1.86 Din Propozitia 1.84, normalitatea unei varietdti afine V' este echi-
valentd cu normalitatea tuturor inelelor locale Oy,.

Definitia 1.87 O varietate abstractd ireductibild (X, Ox) se numeste normald dacd
pentru orice punct x € X, inelul local Ox ,, este un inel normal.

Normalitatea are multe avantaje, printre care faptul cd varietdtile normale sunt
netede in codimensiune doi, [Sa76]. Prin urmare, normalitatea poate fi vdzuta ca
o variantd sldbitd a netezimii. Chiar dacd o varietate nu este normald, ea poate fi
normalizatd.

Teorema 1.88 Dacd V este o varietate afind ireductibild, atunci inchiderea in-
treagd a inelului sau de coordonare afine este o C-algebrd finit generatd.

Din acest rezultat si din Teorema de corespondentd intre algebre finit generate
si varietdti afine deducem existenta unei varietati afine ireductibile normale V' si al
unui morfism dominant V' — V. Se poate arata ca acest V'’ satisface o proprietate
de universalitate care i asigura unicitatea. V' se numeste normalizata lui V.

Exemplul 1.89 Inelul C[X,, X,]/(X? — X?) nu este un inel normal. Intr-adevir,
dacd notdim cu V' = V(X? — X2) C C? si x4, x5 functiile regulate pe V induse de
coordonatele X, respectiv X5, atunci in O(V') avem

0\ 2
(z) -n-e
T
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Figura 1.2: Curba cuspidald din Exemplul 1.89

ceea ce aratd cd elementul x5 /x; este intreg peste O(V'). Cu toate acestea, x5/ &
O(V), ceea ce aratd ca O(V') nu este normal.

Normalizata varietdtii V' este dreapta afina C. Pentru a vedea aceasta, procedam
in modul urmétor. Mai intdi, se aratd ca inchiderea intreagd a lui O(V') in corpul
sd u de fractii este inelul C[zy/x;]. Dupd aceea, Clzy/x;] = C[X] (Exercitiu :
Completati detaliile de demonstratie incpand cu ireductibilitatea lui V).

Exercitiul 1.90 Fie V = V(X X, — X3X,) C C*. Atunci
O(V) - C[UlUg, U3uq, U1U3, u2u4] - (C[Ul, Uz, U3, U4].

V' este de fapt o varietate toricd si vom vedea ca ele sunt normale, normalitatea
provenind din saturarea monoidului de definifie. Pana atunci, ardtati ca V' este ire-
ducitibila.

1.8 Dimensiune.

Notiunea de dimensiune a unei varietdti abstracte se introduce mai intai in cazul
varietatilor ireductibile.

Definitia 1.91 Fie V' o varietate afind. Dimensiunea lui V' este
dim(V) :=max{n, 320G 21 G --- G Z, C X, Z; ireductibile }.

Deoarece toate proprietdtile geometrice au o contrapondere algebricd prin in-
termediul Teoremei de Corespondentd, este natural sa ne intrebidm care este inter-
pretarea dimensiunii. Cum subvarietdtile ireductibile corespund idealelor prime, un
lant de subvarietdti va da nastere unui lant de ideale prime. Lungimea maxima a
unui astfel de lante este dimensiunea Krull a inelului de coordonate. Mai mult decat
atat :

Teorema 1.92 Dimensiunea unei varietdti ireductibile V' coincide cu gradul de
transcendentd peste C a corpului de fractii al lui O(V).
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Demonstratia foloseste Lema de Normalizare Noether, vezi de exemplu [AM69,
pag. 69], [Hu74, VIII. Theorem 7.2] :

Teorema 1.93 (Noether) Fie K un corp si A o K-algebrd finit generatd, al cd-
rui corp de fractii K(A) are gradul de transcendentd n peste K. Atunci existd

n elemente x1,...,x, € A, algebric independente peste K asa incdt extinderea
de inele K[z, ...,x,] C A sd fie intreagd ; in particular, extinderea de corpuri

K(zy,...,2,) C K(A) este finitd.
Iata cateva consecinte directe ale Teoremei 1.92 :
Corolarul 1.94 Dimensiunea spatiului afin C" este n.

Corolarul 1.95 Dimensiunea unei varietdti afine ireductibile este egald cu dimen-
siunea normalizatei ei.

Corolarul 1.96 Dimensiunea unei varietdti afine ireductibile V este egald cu di-
mensiunea oricdrui deschis nevid din V.

Teorema 1.97 Dimensiunea oricdrei hipersuprafete ireductibile din C**! este egali
cun.

Folosind din nou Teorema 1.92, Lema de Normalizare Noether si Teorema FEle-
mentului Primitiv (reamintim ca lucrdm numai cu corpuri de caracteristica zero,
deci orice extindere algebrica este separabild) obtinem urmatoarea reciprocd a Teo-
remei 1.97 :

Teorema 1.98 Orice varietate ireductibild de dimensiune n este birational izo-
morfi cu o hipersuprafatd din C*L.

Teorema 1.99 (Teorema dimensiunii fibrelor) Fie ® = (¢,¢%) : (X,0x) —
(Y, Oy ) un morfism dominant de varietdfi ireductibile. Atunci :

(i) Pentru orice y din imaginea lui ¢, dimensiunea fibrei lui ¢ deasupra lui y este
cel putin dim(X) — dim(Y").

(ii) Existd un deschis Zariski nevid in Y cu proprietatea cd dimensiunea fibrei
deasupra fiecdrui punct al sdu este exact dim(X ) — dim(Y).

1.9 Spatiul tangent afin.

Spatiul tangent este un invariant local fundamental al unei varietdti, deoarece el ca-
racterizeazi netezimea intr-un punct. in cadrul algebric, spatiul tangent este definit
prin analogie cu cazul varietatilor diferentiabile. Deoarece varietdtile abstracte sunt
obtinute din varietdtile afine prin lipiri locale, va trebui sa definim mai intai spatiul
tangent la o varietate afina.
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Fixdam I = (Py,...,P,) C C[Xy,...,X,] un ideal radical, definim V' =
V(Py,...,Py,) si condiserim a € V un punct ; in particular, P; € my, C O(V)
pentru orice j.

Introducem spatiul tangent afin in a la varietatea V. Asa cum i spune numele,
acesta este o varietate liniard afind in C™. Intuitiv, spatiul tangent afin este reuniunea
dreptelor din C" care trec prin a si sunt tangente la V. Evident, va trebui precizat
ce Inseamna o dreaptd tangentd la V.

Fie a # © = (x1,...,x,) € C" un alt punct si considerdm dreapta (complexa)
L, care trece prin a si x ; aceasta are o reprezentare parametrica de tipul :

Cot—ter+(1—-t)aecC"
Intersectia dreptei L, cu V' este mulfimea :
{y=tez+ (1 —t)a, Pi(y) =0V}
Definim polinoamele in (n + 1) variabile
Fi(X,t) = Pj(tX + (1 —t)a) € C[Xy,..., X, 1],

unde X = (X1,...,X,,).
Conditia de tangentd a unei drepte L, cu varietatea V' este aceea cd L, intersec-
teaza V' in a In doud puncte confundate, ceea ce se traduce prin :

OF; ,

Aplicand formula de derivare a functiilor compuse, observam cd

OF; 0P
W(% 0) = 2. 9%, (a)(zi — a;),

de unde obtinem ecuatiile spatiului tangent afin :

— 0P

2 ani(a)(Xi —a;)=0,Vj=1,...,m.
Propozitia 1.100 Definitia spatiului tangent afin nu depinde de alegerea generato-
rilor idealului 1(V').
Demonstratie. Alegem polinom f € I(V) arbitrat i un punct @ € V. Dacd
I(V) = (P,..., Py), atunci existd polinoamele P; asa incat

f=Y QP
i=1

si atunci, folosind relatiile P;(a) = 0, obtinem

p aX, <G>(Xz - Gi) = Z P](Cl) ( 8Xz (CL)(‘XZ — a2)> .

j=1 i=1
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Observatia 1.101 Spatiul tangent afin la varietatea V' in punctul a este un subspatiu
afin al lui C". Printr-o translatie a lui @ in origine X +— X — a, imaginea spatiului
tangent afin devine un subspatiu vectorial al lui C" (spatiul director al spatiului
tangent afin), ale cdrui ecuatii sunt :

0X;

(a)XZ-:(), ijl,,m

=1

Spatiul tangent afin Tmpreuna cu structura suplimentara de spatiu vectorial indusa de
bijectia (obtinutd prin translatie) cu spatiul sau director se numeste spatiul tangent
inalaV sisenoteazda T,V .

Exemplul 1.102 1. V = C", atunci pentru orice a € C", avem T,C" = C".
2.V=V(Y - X? cC?avem T,V = V(X) C C%
3. V=V(X2-Y3) c C%avem T,V = C%

1.10 Diferentiale si spatiul tangent Zariski.

Definim mai ntai diferentiala unui polinom.

Definitia 1.103 Pentru orice polinom f € C[Xy,...,X,] si pentru orice punct
a € Cm" definim diferentiala lui f in a ca fiind polinomul de grad 1, d,f €
(C[Xl, ce 7Xn] N

"0
dof = Y- (@) (X — )
=1

Observatia 1.104 Daci f este de gradul 1, atuncid, f = f + f(a).

Observatia 1.105 Ecuatiile spatiului tangent afin la varietatea afind V(Py, ..., P,,) C
C[Xy, ..., X,] se scriu simplificat :

d, Py =---=d, P, =0.

Observatia 1.106 d,f este termenul de gradul 1 din dezvoltarea Iui f conform
formulei lui Taylor :

f(X) = f(a) + d,f + termeni de grad > 2,

mai precis, daca f este de grad d, atunci

1 ol f o o
f<X1’.H,Xﬂ)|az<da1!-~~an!aX1al~--8X3n<a)(X1_al) (Xn_an> :

Exercitiu : Demonstrati formula lui Taylor. Indicatie : polinoamele

{(X1 —a)™ .. (Xy — an)* }al<d

formeaza o baza 1n spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult d.
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Consideram in continuare o varietate afind V = V(Py,..., P,) CC'sia € V.
Am definit mai sus diferentiala unui polinom in 7 variabile ca fiind un polinom in
n variabile. Dacd pornim cu o functie regulatd pe varietatea V/, atunci schimband
reprezentatii sdi, diferentialele lor, chiar privite ca functii regulate pe V' sunt diferite
(Exercitiu : gésitiu un exemplu). Cu alte cuvinte, aplicatia C-liniara

da : (C[Xh,Xn] — C[Xh,Xn]
nu induce in general o aplicatie :
d, : O(V) = O(V).

Totuj, se aratd relativ usor, ca In demonstratia Propozitiei 1.100 ca diferentiala
unei functii regulate pe V' este bine definita ca functie regulad pe 7,V adica aplica-
tia de diferentiere induce o aplicatie C-liniara :

do : O(V) = O(T,V), f = (dof)|1.v-

Mai mult, pentru orice functie regulatd f € O(V'), diferentiala sa (d, f)|r,y privitd
ca functie regulatd de la 7,V la C este o aplicatie C-liniard, altfel spus, d,f €
(T, V). Obtinem deci o aplicatie C-liniara :

dy : O(V) — (T, V)".
Propozitia 1.107 d, induce un izomorfism
myq/my, — (L.V)".

Demonstratie. Presupunem de la inceput ca [(V') = (Py, ..., Py,).

Aratam ca restrictia aplicatiei de diferentiere
dy :my, — (T,V)Y

este surjectivi si cd nucleul sdu coincide cu m¥, .

Surjectivitatea. Orice functie regulatd pe 7,V este indusd de un polinom f de gradul
1 in n variablie. Liniaritatea are drept consecintd f(a) = 0. Atunci f induce o
functie regulatd pe V' care se afla In my, si a cadrei diferentiald coincide cu ea
insdsi.

Ardtdam ker(d,) D m%/:a. Elementele din m%/,a sunt sume de produse de tipul f.g cu
f,g9 € my,. Folosim formula de derivare a unui produs (Exercitiu : demonstrafi-
0):

do(f.9) = g(a).dof + f(a).dag.

Ardtdm ker(d,) C mi,,. Alegem un reprezentant F' € C[Xy,...,X,] al lui f si
presupunem cd f € my, cu d,f = 0 ca functie regulatd pe 7,V. Atunci d,F
apartine idealului care defineste 7,V', adica

d,F € (d,P,,...,d,P,).
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Din motive de grad, exista Ay, ..., \,, € C asa incat

d,F = ij \jd, P;.

Jj=1

Este evident cd polinoamele F' si F' — ) A\, P; definesc aceeasi functie regulatd
f pe V, pe de alta parte

do(F =) _\Pj) =0

si F'(a) = 0 ceea ce inseamnad ca primii doi termeni din dezvoltarea conform for-
mulei lui Taylor, Observatia 1.106, a lui F' — ) A\, P; sunt nuli, deci

F-Y NPe(Xi—ay....X,—a,)* CC[Xy,..., X,],

deci
femi, cOV).

g

Definitia 1.108 Spatiul vectorial (my,,/m3, )" se numeste spatiul tangent Zariski
al lui V' in punctul a.

Observatia 1.109 Avantajul de a lucra cu spatiul tangent Zariski este faptul cd este
definit de o manierd intrinsecd, ce nu depinde de scufundarea lui V' intr-un spatiu
afin anume. In particular, ne arati ca dimensiunea spatiul tangent este un invariant
local al varietdtii.

Definitia 1.110 Fie (X, Ox) o varietate algebricd abstractd si a € X un punct.
Spatiul tangent la X in a este spatiul vectorial T, X := (mx q/m% ,)".

Observatia 1.111 In definitia precedentd, daci a apartine unui deschis afin V,
atunci 7, X =2 T,V.

Propozitia 1.112 Pentru orice punct a dintr-o varietate algebricd ireductibild X,
avem dim(T,X) > dim(X), iar egalitatea dimensiunilor este realizatd pe un des-
chis Zariski nevid din X.

Demonstratie. Este suficient sd aratim concluzia in cazul in care X este o varietate
afind. Considerdm varietatea de incidenta :

{(a,2) eV xC" zeT,V}CV xC"

si proiectiile py si po pe V, respectiv, pe C". Deoarece p; este surjectiva, iar fibrele
sale sunt spatiile tangente afine, ecuatiile spatiilor tangente ne aratd cd imaginea lui
p2 este inchisd In C". Din Teorem Dimensiunii Fibrelor 1.99, deducem ca functia
a — dim(7,V) este superior semicontinud ; in particular, valoarea minima este
atinsa pe un deschis Zariski din V. Ardtim cd aceastd valoare minima coincide
cu dimensiunea varietatii. Gratie ireductibiltdtii lu1 V' si a Teoremei 1.98, putem
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presupune deja ca V' este o hipersuprafatd din C". Scriem V' = V(P), cu P €
ClXy,..., X, si T,V = V(d,P). Din Teorema Idealului Principal a lui Krull
1.97, rezultd dim(V) = n — 1. In cazul in care d,P # 0, T,V este la rAndul siu
o hipersuprafatd, deci dimensiunea sa este n — 1, iar daca d,P = 0 atunci 7,V
coincide cu C" deci este de dimensiune n. Dimensiunea spatilor tangente este deci
cel putin egald cu dimensiunea lui V. Pentru a termina demonstratia, remarcam ca
pentru a dintr-un deschis nevid din V avem d,P # 0. Intr-adevir, daci am avea
d,P = 0 pentru orice a € V, atunci derivatele partiale 0P/0X; ale lui P ar fi
identic nule pe V, deci ar apartine idealului generat de P, ceea ce este imposibil,
din motive de grad. 0

Definitia 1.113 Un punct a € X dintr-o varietate algebricd se numeste neted dacd
dim(7,X) = dim(X). Punctele care nu sunt netede se numesc puncte singulare.
Varietatea X se numeste neteda dacd nu are puncte singulare.

Propozitia 1.114 Inelul local Ox , al unui punct neted a € X este un inel factorial.

Corolarul 1.115 Orice varietate netedd este o varietate normald.
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Capitolul 2

Notiuni de Geometrie Convexa.

Geometria Convexd are drept obiect principal de studiu corpurile poliedrale in di-
mensiune arbitrard, prin aceasta cuprinzand poligoanele (in dimensiune doi). Geo-
metria Toricd lucreazd exclusiv cu obiecte convexe ale caror varfuri au coordonate
intregi. Pentru rezultate optimale, este recomandat ca notele de curs sa fie scrise pe
foi de caiet de matematica.:-)

2.1 Conuri Poliedrale.

O varietate torica va fi construitd, asa cum vom vedea, din evantaie, care sunt mul-
timi de conuri convexe de un tip anume. De aceea, trebuie mai intai sd studiem
aceste conuri. Vom fixa de la inceput un spatiu vectorial real de dimensiune finitd
E. Notiunile folosite vor fi in general independente de alegerea unei baze, de aceea
vom putea presupune de multe ori cd E este direct spatiul R". Pentru a elimina orice
confuzie posibild, precizdm ca inchisii si deschisii cu care vom lucra sunt inchisii si
deschisii din topologia Euclidiana.

Definitia 2.1 O submultime o C E se numeste convexd dacd pentru orice v,w € o
si pentru orice 0 < X\ < 1, avem \v + (1 — Nw € o.

Observatia 2.2 Definitia ne spune ca pentru orice doud puncte continute in o, seg-
mentul determinat de ele este complet continut in o.

Exemplul 2.3 O bild din R", B(0,R) := {v € R", ||v|| < R} este o multime
convexa.

Exemplul 2.4 O multime cu cel putin doud componente conexe nu este 0 multime
convexa.

Observatia 2.5 Orice multime A din £ este continutd intr-o submultime convexa
minimald a lui £, numita acoperirea convexd a lui A, si definita prin :

conv(A) := {v = Z)\jvj, A; >0, v; € Apentru orice j si Z)\j = 1} :

35
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Definitia 2.6 O submultime o C E se numegte con dacd pentru orice v € o, §i
orice scalar pozitiv A > 0, avem \v € o.

Exemplul 2.7 O semidreaptd R, .z, unde x € F, este un con.
Exemplul 2.8 Multimea
{(21,22,25) € R, 2} + 23 < 23}

este un con. Este de asemenea un deschis in R3. Inchiderea sa este tot un con,
obtinut prin transformarea ingalitdtii stricte "<" Tn "<".

Exemplul 2.9 O multime marginita o din R" este un con daca i numai daca o =

{0}.

Observatia 2.10 Un con o0 C E este o multime convexd dacd si numai dacd pentru
orice v, w € o si orice doi scalari « > 0, § > 0, avem av + fw € 0.

Definitia 2.11 Fie {e1,...,e,} C E o mulfime finitd de vectori nenuli. Conul
generat de {ey, ..., e, } este multimea

0(61,...,em) = Z)\iei, )\220 C F.
i=1

O multime o C E se numegte un con poliedral dacd existd {e1, ..., e, } C E astfel
incdt o = o(ey, ..., en). Vectorii ey, . .., e, se numesc generatorii conului o.

Propozitia 2.12 Orice con poliedral este un con.

Demonstratie. Se aplica direct definitia. U

Propozitia 2.13 Orice con poliedral este o multime convexd.
Demonstratie. Se aplica direct definitia. U

Vom arita ca un con poliedral este o multime inchisd, in contrast cu conurile
definite la modul general, care nu sunt neapdrat inchise (vezi exemplul de mai sus).

Teorema 2.14 (Carathéodory) Fie 0 = o(ey, ..., e,) un con poliedral si v € o.
Atunci existd I C {1,...,m} astfel incdt (e;);cs este o multime liniar independentd
siv € o((ei)ier).

Demonstratie. Din definitie, putem scrie v ca o combinatie liniard cu coeficienti
pozitivi de vectori dintre eq, . .., e,,. Putem alege aceastd combinatie ca avand nu-
marul minim de vectori, cu alte cuvinte alegem I C {1, ..., m} astfel incét :

v = Z )\2'62',

el
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cu )\; > O pentru s € I, si v nu poate fi scris ca o combinatie liniard cu coeficienti

pozitivi de card(/) — 1 dintre vectorii ey, . . . , €.
Pentru simplitate, presupunem cd [ = {ey, ..., e,}. Ardtim cd multimea (e;);c;
este liniar independentd. Intr-adevar, in caz contrar, existd pq, ..., us € R, nu toti

zero, astfel Tncat
S
Z pie; = 0.
i=1

Inmultind eventual identitatea de mai sus cu —1, putem presupune ci o parte
dintre coeficientii y; sunt strict pozitivi. Dupa o renumerotare, putem presupune in
plus ca

Atunci
A A o
L (———) >0,Vi=1,s

(daca p > 0, atunci afirmatia rezultd din alegerea facutd ; dacd o < 0 atunci expresia
este pozitiva, ca produs de doud numere negative). Calculam

s—1

s—1 I
v = /\,-ei - /\s —€;.
i=1

i=1 %

s—1
)\i >\s )
v = Wil ———) e
Aceasta contrazice presupunerea facutd asupra minimalitdtii lui /. U
Definitia 2.15 Un con poliedral se numeste simplicial dacd este generat de o mul-

time liniar independentd de vectori.

Exemplul 2.16 Conul generat In R? de vectorii (1,0, 0), (0,1,0), (1,0, 1), (0,1, 1)
nu este simplicial.

Exercitiul 2.17 Orice con poliedral in R? este simplicial.
Corolarul 2.18 Orice con poliedral este o reuniune finitd de conuri simpliciale.

Demonstratie. Scriem 0 = o(ey,...,e,) C E. Din Teorema lui Carathéodory

rezulta ca :
0= U o ((ei)ier) -
Ic{1,...,m}
(€;)ier lin. indep.
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Propozitia 2.19 Orice con simplicial este o multime inchisd in E.

Demonstratie. Scriem o = o(ey, ..., e,) C E, cu vectorii ey, . . ., e, liniar inde-
pendenti. Atunci avem un izomorfism liniar

Span(ey, ..., en) — R™, Z Ai€i — (A1, Am),
conul o fiind preimaginea multimii inchise
{()\1, .. 7>\m> eR™, X\, >0, Vl} Cc R™

Cum spatiul generat de ey, . . ., e, este o multime inchisd in £, rezultd cd o este
o multime Tnchisa in E. U

Corolarul 2.20 Orice con poliedral este o multime inchisd.

Definitia 2.21 Dimensiunea unui con poliedral o = o(eq,...,e,) C E este di-
mensiunea celui mai mic subspatiu vectorial din E in care o este continut. Echiva-
lent,

dim(o) = dimg(Span(eq, ..., en)).

2.2 Conuri Duale. Teorema lui Farkas.
Incepem mai intai prin a reminti citeva notiuni din algebra liniari.

Definitia 2.22 Notdm cu EY sau E = {u: E — R liniard} spatiul dual al lui E.
Un element din E se numegte functionald liniard. Considerdm ( , ) : E x E — R
aplicatia biliniard naturald (u,v) — u(v).

Definitia 2.23 Fie u € E \ {0}. Definim hiperplanul ortogonal :
ut = ker(u) = {v € E, (u,v) =0} C E;

Conventie. Pe parcursul acestiu Capitol vom lucra numai cu hiperplane care trec
prin origine, adica subspatii liniare proprii de codimensiune 1 in £. Mai tarziu vom
lucra si cu hiperplane afine, care sunt obtinute din hiperplane liniare prin translatii.
Pentru a nu Ingreuna prea mult terminologia, hiperplanele liniare vor fi numite sim-
plu hiperplane. Aceeasi conventie se va aplica si pentru semi-spatii (un semi-spatiu
fiind una din componentele conexe ale complementarei unui hiperplan).

Observatia 2.24 Orice hiperplan din F este de forma u*, pentruun v € E \ {0}.
Elementul u nu este unic, dar orice v’ care defineste acelasi hiperplan diferad de u
printr-un scalar, adicd v’ = A\u, cu A € R.

Un hiperplan Tmparte spatiul £ in doud componente conexe. Este convenabil sd
gandim din nou in termeni de nuclee ale functionalelor liniare.
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Definitia 2.25 Fie u € E'\ {0}. Definim semi-spatiile :
1. uso:={v € E, (u,v) >0} C E. (semi-spatiu inchis).
2. usg = {v € E, (u,v) >0} C E. (semi-spatiu deschis).
3. u<o:={v € E, (u,v) <0} C E. (semi-spatiu inchis).
4. uco:={v € E, (u,v) <0} C E. (semi-spatiu deschis).

Cu notatiile de mai sus, cele doud componente conexe ale lui £ \ u> sunt u~
1 U<o-

Definitia 2.26 Fie u € E, u # 0. Doi vectori v,w € E sunt de aceeasi parte a
hiperplanului ut dacd (u,v).(u,w) > 0. O multime de vectori vy, ..., v, se afld
de aceeasi parte a lui u* dacd oricare ar fi i, j, vectorii v; §i v; se afld de aceeasi
parte a lui u™*.

Lema 2.27 Fie vy,...,v, € FE o multime de vectori aflati de aceeasi parte a unui
hiperplan u*. Atunci existd un hiperplan uz, unde 0 # vy € F, si existd i €

{1,...,m} asaincat vy, ..., v, se afli de aceeasi parte a lui uy §i v; € ujy.

Demonstratie. Alegem o norma euclidiand pe £ si presupunem, prin normalizare,
cd vectorii sunt unitari. Inlocuind le nevoie u cu —u putem presupune ci v; €
u>o. Prin renumerotare putem de asemenea presupune ci (u,vy) = max{(u,v;)}.
Atunci compunem u cu inversa rotagiei care transforma v; Intr-un vector coliniar
cu proiectia sa pe u® ({u,v;) este lungimea proiectiei lui v; pe u'). Daci ug este
aceastd noud aplicatie liniard, atunci u satisface toate conditiile cerute. U

Observatia 2.28 Lema 2.27 se aplicd evident pentru o multime de vectori al ca-
rui numar depaseste dimensiunea spatiului ambient. Daca m < n, atunci ipoteza
initiald ca vectorii sd se afle de o parte a unui hiperplan este automat satisfacuta,
deoarece existd un hiperplan care sd contind m — 1 dintre ei.

Revenim acum la geometria convexa.
Definitia 2.29 Dacd o este un con convex in E, atunci definim conul dual :
g:={uck, (u,v) >0, Vv o}
Cateodatd, pentru a evita confuziile, conul dual va fi notat cu .

Cu notatiile de mai sus, condifia u € ¢ este echivalentd cu 0 C u>(. In definitia
de mai sus, am admis si functionala nuld ca apartinidnd multimii &.

Propozitia 2.30 & este un con convex inchis.

Demonstratie. Convexitatea se verifica direct din definifie. Pentru a demonstra
faptul cd & este inchis, presupunem cd u,, — wu este un gir convergent, cu (u,, v) > 0
pentru orice v € o ; trecand la limitd obtinem (u, v) > 0 pentru orice v € o, adica
u€o. UJ
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Figura 2.1: Conuri Duale

Vom demonstra cd dacd o este in plus poliedral, atunci & este si el poliedral.
Aceast rezultat, cunoscut sub numele de Teorema lui Farkas, este o consecintd a
unui alt rezultat mai general care ne spune ca orice con poliedral n-dimensional
este o intersectie de semi-spatii. Obtinem astfel o noud descriere a conurilor po-
liedrale de dimensiune maxima, la fel de naturald ca si definitia Tn sine, ca fiind
intersectii finite de semi-spatii. Ne vom concentra asupra acestei Teoreme pentru
restul Sectiunii. Totul va fi bazat urmatorul rezultat fundamental din geometria con-
vexa, pe care il enuntam fara demonstratie (o demonstratie completa poate fi gasita,
de exemplu, in [Ro70]).

Teorema 2.31 (Teorema de Dualitate) Fie o un con inchis convex, siv & o. Atunci
existd u € & astfel incdt (u,v) < 0.

Enuntul Teoremei de Dualitate poate fi reformulat astfel, [Ro70, Theorem 14.1, p.121] :
(7)Y =o.

Teorema de Dualitate se aplica evident conurilor poliedrale, pentru cd am de-
monstrat in sectiunea precedenta cd sunt conuri inchise. In cazul conurilor polie-
drale, se poate da o demonstratie directd, mult simplificata.

Demonstratia Teoremei de Dualitate pentru Conuri Poliedrale. Scriem o =

o(ey,...,en) C E. Vrem sd aritdm cd existd u € E astfel incat :

(u,e;) >0, Vi=1,...,m,
(u,v) <O0.
Distingem doud cazuri :
Cazul 1. v & Span(ey, ..., ey).

In acest caz, existd un hiperplan care contine Span(ey, ..., e,,) si nu contine v,
deci existd u € F astfel incat (u, e;) = 0 si (u,v) # 0. Inlocuind eventual u cu —u,
putem presupune (u,v) < 0.
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Cazul 1. v € Span(ey, ..., ey).

In acest caz, rationdm prin inductie dupa m. Pentru m = 1, avem v = Aje; cu
A1 < 0,alegem v € E, u = —(v,.), unde de data aceasta (., .) este produsul scalar
pe L.

Pasul de inductie (m — 1) = m. Avem v = > " Ae; si nu tofi \; sunt
nenegativi. Printr-o renumerotare, putem presupune ca \; < 0. Afirmam ca exista
ug € F astfel incat :

{ (ug,e;) >0, Vi=1,...,m—1,

(ug,v) < 0.
Intr-adevir, ori v ¢ Span(eq,...,en_1) si atunci aplicam Cazul 1, ori v €
Span(eq,...,en 1), darv &€ o(ey, ..., e,_1) si atunci aplicim ipoteza de inductie.
Daci (ug, e,,,) > 0, atunci ug este elementul din F cdutat. Presupunem deci ca
(ug, m) < 0.

Definim vectorii urmatori :

gi=¢e€ + pem, Vi=1,...,m—1,
W=V + o€,

unde e
_ UuQ,€4 .
Mi——m, \V/Z—l,...,m—l,
_ _ Auoyv
MO - <u07em> :
Séd observim cd w ¢ o(ey,...,&p_1). Intr-adevir, dacd

m—1
w = E Yi€i,
i=1

cu y; > 0, atunci

m—1 m—1
v="Y iei+ | D Vit — o | € € oler, ., em)
=1

i=1
ceea ce este absurd. Din ipoteza de inductie, existi v’ € F cu :

W,e)>0,Yi=1,...,m,
(u';w) <0.

Definim atunci

si calculam
(u, ;) = (u',e;) >0,

(u,en) =0,
<u7 U> = <ulv w))

ceea cea arata ca u este elementul cautat. O
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Definitia 2.32 Fie o un con poliedral. O fata T a lui o este o intersectie a lui o cu
un hiperplan fatd de care o se afli de aceeasi parte : T = o Nu*, pentru un element
u € . Conul o este privit ca fatd a sa. Toate celelalte fete T # o se numesc fete
proprii.

Lema 2.33 Orice fatd a unui con poliedral este un con poliedral.
Demonstratie. Scriem o = o(ey, ..., e,,). Fie u € 5. Demonstram c&
cnu-=o({er,...,em} Nu").

Incluziunea o Nut D o ({ey,..., ey} Nut) este evidentd.
Pentru incluziunea directd, considerdm v = Y, \ie; € 0 Nu't. Atunci

<u, Z)\iei> =0& Z Ai(u,e;) =0

Dar \; > 0 si (u,e;) > 0 pentru orice 7, In particular \;(u,e;) = 0 pentru toti .
Rezultd cd \; = 0 daca (u, e;) # 0. d

Observatia 2.34 Din Demonstratia Lemei 2.33 rezultd cd un con poliedral are un
numar finit de fete.

Lema 2.35 O fatd T a lui o este proprie dacd si numai dacd dim(7) < dim(o).

Demonstratie. Este suficient si ardtim ca dim(7) < dim(o) pentru o fatd pro-
prie, implicatia reciprocd fiind evidentd. Ca in Lema 2.33, lucrdm cu generatorii
e1,...,en conului o. Presupunind ci 7 = o Nt pentru u € &, T este generat de
acei e; care se gisesc in u*. Fata 7 fiind proprie, existd un ¢ pentru care e; ¢ u™.
Atunci

e; ¢ Span ({61, ceyem N uL) ,

deci Span ({e1,...,en} Nut) C Span(ey, ..., e5,) O

Lema 2.36 Dacd o nu este subspatiu liniar, atunci o are cel putin o fatd proprie.
Demonstratie. Inlocuind E cu spatiul generat de o, putem presupune ci dim(o) =
n si 0 # E. Din Teorema de Dualitate rezultd cd 5 # {0}. 0
Lema 2.37 O intersectie de fete este o fatd.
Demonstratie. Dacd u,, uy € &, atunci rezultd direct din definitie cd

oNuy Nuy = o N (uy + ug)t

(suma a doud numere pozitive nu poate fi zero decat ambele numere sunt zero).
0
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Lema 2.38 O fatd a unei fete este o fatd.

Demonstratie. Scriem 0 = o(ey,...,e,). Fie u; € & un element nenul, 7 =
o Nuy fata definitd de uy, up € 7 sin = 7 N uy fata lui 7 definitd de u,. Pentru
orice numadr pozitiv k£ suficient de mare demonstrdm ca

us = kuy +us € &
si
nzaﬂué.

Pentru prima afirmatie, este suficient s aratam ca
<I€U1 + U2, €i> Z 0,

pentru generatorii e; ai lui 0. Daci (u, ;) = 0, atunci e; € 7 si deci (ug, €;) > 0.
Daca (uy, e;) > 0, atunci putem alege k astfel incat (ku; + uq, e;) > 0. Generatorii
fiind Tn numar finit, prima afirmatie este demonstrata.

Demonstrim a doua afirmatie prin dubld incluziune. Incluziunea 7 N uy; C
o Nus fiind evidentd rdmane si aritim 7 Nuy D o Nuy. Fie

m
T = g Aie;, unde \; > 0, pentru orice ¢,
i=1

un element din o N uz. Din egalitatea

m

Z )\Z'<U3, 6i> = O

i=1

si din u3 € & obtinem (ug,e;) = 0 pentru orice i cu \; # 0. Deoarece am ales
k > 0 asa incat (us, e;) > 0 pentru e; & 7, deducem cé dacid \; # 0 atunci e; € T,
ceea ce implicd # € 7. Mai departe, obginem (uy, ) = 0siz € u;y. O

Definitia 2.39 O fatetd 7 a lui o este o fatd de codimensiune 1, i.e. dim(7) =
dim(o) — 1.

Lema 2.40 Orice fatd proprie este continutd intr-o fatetd.

Demonstratie. Fie 7 = o N ut C o o fatd proprie, unde v € &. Demonstrim ci 7
este continuta intr-o fatetd prin inductie dupad codimensiunea lui 7. Daca 7 este de
codimensiune 1, atunci este o fatetd si nu mai avem nimic de demonstrat.

Presupunem ca 7 este de codimensiune cel putin 2. In acest caz, ardtdm cd 7 este
continutd intr-o fatd 7’ cu dim(7’) > dim(7). Scriem o = o(eq, . .., €,,). Inlocuind
E cu Span(ey, .. ., e,), dacd este nevoie, putem presupune ci

Span(eq,...,en) = E,
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i.e. dim(c) = n. Pentru simplitate, presupunem ci {ey, . .., e, }Nut = {ey, ..., es}.
Din Demonstratia Lemei 2.33, 7 = o(ey, . .., es). Notdim F' := Span(ey, ..., e,) si
e; clasele vectorilor e; in £/ F, pentrui € {s+1,...,m}. Atunci u defineste o apli-

catie liniard u € (E/F)", astfel incat (,¢;) > 0,V i € {s+ 1,...,m}. Deoarece
codim(7) > 2, rezultii cd dim(E/F) > 2, deci dim(@+) > 1. Vectorii €,41, . . ., ém
se giisesc de aceesi parte a hiperplanului 7+, fird a fi continuti in 7*. Din Lema
2.27, existd un hiperplan in £/ F astfel incit e,,1, . .., €,, se gisesc de aceesi parte
a sa i care in plus contine cel putin unul dintre vectorii €,,1, ..., €,. Cu alte cu-
vinte, existd w0 € (E/F)Y sii € {s+1,...,m}, astfel incat €,1,...,6, € U
si € € W*. Mai departe, obtinem w € &, astfel incit 7 C w™ si ¢; € wt. Atunci
o Nw este o fafi care confine 7, strict mai mare decét 7. U

Corolarul 2.41 Multimea fatetelor este nevidd.
Lema 2.42 Orice fatd proprie este intersectia fatetelor care o contin.

Demonstratie. Procedim prin inductie dupi codimensiune. In codimensiune 1,
aplicdm Lema 2.35. Presupunem cd 7 este o fatd de codimensiune cel putin 2. Din
Lema 2.40, 7 este continuta Intr-o fatetd . Atunci, din ipoteza de inductie aplicatd
pentru 7 C 7, 7 este intersectie de fatete ale lui v, iar fiecare dintre acestea este
intersectia unei fatete din o cu 7. U

Lema 2.43 Dacd dim(o) = n, atunci frontiera topologicd a lui o in E este reuniu-
nea fetelor (sau fatetelor) proprii.

Demonstratie. Pentru incluziunea directd fie v un punct pe frontiera lui o. Atunci
existd un sir {v; };ey C E \ o care converge la v. Din Teorema de Dualitate, rezultd
cd existd un sir de functionale {u; };en C 7, astfel incat

Prin normalizare, putem presupune ci toate u; sunt de normi 1. Cum sfera din £
este o multime compactd, deducem ci putem gési un subsir al lui {u; }; convergent
la o functionald uy € E. Trecand la limiti in relatia (2.1) obginem (ug, v) < 0. Dar
& este un con convex inchis, Propozitia 2.30, ceea ce implici 1 € &. In particular
(ug,v) > 0. Deci v € o Nug. Am aritat ci frontiera este continutd in reuniunea
fetelor. Pentru a demonstra ca frontiera este inclusd in reuniunea fatetelor, aplicim
Lema 2.40.

Pentru incluziunea reciprocd, sa remarcam mai 1ntai ca interiorul lui o este ne-
vid. Intr-adevir, scriem 0 = o(eq,...,e,), cu Span(ey, ..., e,) = E ; dupi o
numerotare putem presupune ci {ej, ..., e, } formeazi o bazi in E. Atunci multi-
mea combinatiilor liniare de forma Z?:l Aie; cu \; > 0V ¢, formeazda o multime
deschisi in £ care este complet continutiin 0. Fie 7 = c Nut ofatialuio, v € 7

S1
UJZZ/\Z'GZ‘EO', A >0We

i=1
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un punct interior. Deoarece o fafi este confinuti in hiperplanul v, rezulti ci inter-
sectia segmentului determinat de v si w (care este complet continut in ¢, din con-
vexitate) consistd doar in punctul v. In plus toate punctele de pe acest segment, cu
exceptia lui v, sunt puncte interioare : dacd v =Y . | pie;cup; > 0,510 <A <1,

atunci
n

Mw+ (1= Mo =Y ((1=Nu+I\)e
i=1
are tofi coeficientii strict pozitivi. Aceasta aratd cd v este limita unui sir de puncte
interioare. De asemenea, conectand v printr-un segment cu un vector din u ., putem
ardta cd v este limita unui sir din u.g C F \ 0. Rezultd cd v apartine frontierei lui
. 0

Observatia 2.44 In cazul general, renuntind la conditia dim (o) = n, putem enunta
un rezultat similar folosind fromtiera relativd a lui o, in locul frontierei topologice,
i.e. frontiera lui o 1n spatiul generat de el. Complementara frontierei relative a lui o
in o se numeste interiorul relativ al lui o si se noteaz relint(c). Atunci obtinem :

relint(o) = o \ U T

7Co fatd

Teorema 2.45 Daci o # E sidim(o) = n, notdnd 1y = o Nug, ..., T, =00N uql
fatetele lui o, unde u; € &, V 1, atunci

o = (u1)z0 M-+ N (ug)>o0-

Demonstratie. Incluziunea directa este evidenta.

Ardtam cd (u1)>o N -+ N (ug)>0 C o. Presupunem prin absurd cd v este un
punct 1n intersectie, dar nu apartine lui 0. Fie w un punct interior al lui . Unim
v sl w printr-un segment. Atunci acest segment va intersecta frontiera lui o Tntr-un
punct x = Av + (1 — MN)w, 0 < A < 1. Atunci = se géseste pe o fateta a lui o, Lema
2.43,deciexistdi € {1,...,q} astfel incat (u;, z) = 0. Pe de altd parte, v € (u;)>o,
deci (u;,v) > 0. Din Lema 2.43, avem (u;, w) > 0. Or, in acest caz, am avea
0= (u;, &) = Muy, v) + (1 — A){u;, w) > 0, contradictie. O

Corolarul 2.46 Orice con poliedral (nu neapdrat de dimensiune maximd) diferit
de E este intersectia unui numdr finit de semi-spatii.

Demonstratie. Fie /' C E spatiul generat de conul poliedral o. Din Teorema 2.45,
avem

o = (u1)>0 M-+ N (ug) >0,
unde u; € F. Daci W este un complement algebric al lui F' in E, putem prelungi

fiecare u; la o functionald pe F, care se anuleazd pe . Atunci formula de mai sus
raméane valabila. UJ
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Am ajuns la rezultatul principal al acestei sectiuni.

Teorema 2.47 (Farkas) Dacd o este un con poliedral, atunci si & este un con po-
liedral.

Demonstratie. In cazul in care ¢ = E, obtinem = {0}, care este un con poliedral.
Presupunem deci o # E. Din Corolarul 2.46, putem scrie

o = (u1)>0 M-+ N (ug)>o0,

unde u; € F'. Conul generat de {ug, ..., us}n F este un con poliedral. Din defintia
conului dual, avem relatia urmédtoare :

(3'(U1, Ce ,Uq) = {U € E, <Ui,?}> 2 O, VZ} = (Ul)zo N---N (U,q)zo,
deci & = &(uq, . .., u,). Din Teorema de Dualitate, deducem ci

g=o0(uy,...,ug).

De asemenea, direct din Demonstratia Teoremei lui Farkas, obtinem :

Propozitia 2.48 Fieu,,...,u, € E\{0}. Atunci (uy)soN---N(uy)>o este un con
poliedral.

In conjunctie cu Teorema 2.45, Propozitia precedenti ne permite si formulim o
definitie echivalenta a conurilor poliedrale :

Definitia 2.49 Un con poliedral este o intersectie finitd de semi-spatii inchise.

In procedeul practic de constructie al unui con dual cu ajutorul Teoremei lui
Farkas plecdm de la fatetele lui o si determindm generatorii conului dual. Pentru
fetele de codimensiune superioara putem proceda de o maniera similard pentru a a
descrie toate fetele conului dual. Vom folosi urmétoarea definitie :

Definitia 2.50 Fie 7 o fatd a lui 0. Notam

t={uckE, (u,v) =0, Yv €T}

Propozitia 2.51 Fie 7 o fatd a lui 0. Atunci 7° := & N\ 7+ este o fatid a conului
dual 5 cu dim(7) + dim(¢ N 71) = n. Corespondenta T — & N 7+ stabileste o
bijectie (descrescdtoare fatd de relatia de ordine datd de incluziune) intre fetele lui
o si fetele lui o.
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Demonstratie. Fie 0 = o(ey,...,e,) C E si considerdm vy = > " Ae;, cu
A; > 0 un punct din interiorul relativ. Atunci 7+ = 7 N vy, ceea ce implicd 7% =
&N (FNwvy),deci 7 = & Ny, (F D &). Prin urmare, 7* este o fagi a lui .

Sd ardtim mai intai cd aceastd asociere este bijectivd. Pentru o fatd & N vy a lui
g,cuvy € o = ()Y, consideram 7 cea mai mica fatd a lui o care contine vg. Atunci
v este 1n interiorul relativ al lui 7, deci 74 = ¥ Nvg §i 7* = & N vy ; in particular,
fata & N vy este de forma cdutatd.

Corespondenta 7 — 7" este deci o aplicatie surjectivd de la fetele lui o la fetele
lui &, in particular

card{ fete in o0} > card{ fete in 5}.

Inlocuind o cu & si aplicind Teorema de Dualitate obtinem si
card{ fete in ¢} > card{ fetein o },

deci cele noua numere sunt egale si functia 7 — 7" este bijectiva.
Este clar cd dacd 7y C 7y, atunci 75 C 7. Pentru a ardta ca dim(7) 4+ dim(7*) =
n, considerdm un lang

de fete ale lui o atsfel incat 7; este o fatetd a lui 7,4, ; rezultd si cd dim(7) =
dim(o) — ¢. AplicAnd —*, obtinem

* %k
~27—Z_0-7

iar incluziunile sunt stricte, deoarece aplicafia —* este bijectivd. De asemenea, 7/,
este o fatetd a lui 7%, altfel 7, ar fi continutd intr-o fatetd 7™, ceea ce inseamna ca
7. € 7 C Tiy1, absurd. Deci dim(7*) = ¢ + dim(c*). Dar 0* = § Not = o,
rezultd ca dim(7*) = n — dim(7). O

In Propozitia de mai sus, nu trebuie sa confundam 7* cu conul dual al lui 7. In
primul rand, 7* este o fata a lui &, pe cand 7 contine . Mai precis :

Propozitia 2.52 Dacd u € 5 §i T = 0 Nut, atunci
T =06 +RL.(—u).

Demonstratie. Datoritd Teoremei de Dualitate, este suficient sa aratam ca dualele
lor coincid. Calculam

(6+RL(—uw) ={veEE, (w+A(-u),v) >0, Vwe s, VA>0},

deci
(6 + Ri.(—u))v =onut=r,

unde mai sus am mai aplicat odatd Teorema de Dualitate si am folosit faptul ca
u € &,deci 0 N (—u)so = o N (—u)t. O
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Figura 2.2: Con care nu este ascutit ; Exercitiul 2.55.

2.3 Conuri Ascutite.

Conditia de convexitate in sens strict, care defineste conurile ascutite este o conditie
asupra subspatiilor liniare continute intr-un con poliedral o. Un subspatiu liniar
L C E care este complet continut in o va fi continut in orice fatd a lui . Intr-
adevar, fiew € 5 siv € L C 0. Atunci (u,v) > 0, din definitie. Dar —v € L C o,
deci (u, —v) > 0.

Lema 2.53 o N (—0) este cel mai mare subspatiu continut in o.
Definitia 2.54 Un con poliedral o0 C E se numeste ascutit sau strict convex dacd
oN(—o)=0.

Exercitiul 2.55 Determinati conul dual al conului o(e; + e3, —eg + €3, €2, —€3). Se
observa ca ¢ este de dimensiune doi.

Fenomenul apdrut 1n exercitiul precedent nu este intamplator.

Lema 2.56 o C F este ascutit dacd si numai dacd dim(5) = n.

Demonstratie. Avem dim(d) = n dacd si numai dacd dim(5)* = 0 dacd si numai
dacd (6)* = 0. Dar (6)* = o N (—0). O
Exemplul 2.57 Un con simplicial este ascutit.

Exemplul 2.58 O fatd a unui con ascutit este un con ascutit.

O proprietate foarte utild a conurilor ascutite este faptul ca 1i putem determina o
mulfime minimalad de generatori.

Definitia 2.59 O razi a unui con poliedral este o fatd de dimensiune unu.



49

Propozitia 2.60 Fie 0 # 0 un con poliedral ascutit si fie {11, ..., T} razele lui
0. Dacd e; € 7; \ {0}, pentru orice i = 1,...,m, atunci 0 = o(eq,...,ey), lar
{e1,...,em} este o multime minimald de generatori, in sensul cd orice altd mul
time de generatori trebuie sd contind si multipli {\ieq, ..., Apen}, cu \; > 0.

Demonstratie. Fiecare e; se gdseste in interiorul relativ al lui 7; si atunci 7;° = 7; N
e;. Mai mult, din complementaritatea dimensiunilor si din faptul ¢ o este ascutit,
rezultd ca 7;° este o fatetd a lui & pentru orice 7. Din Propozitia 2.51, deducem ca
Ty, ..., Ty, sunt toate fatetele lui &.
Din Teorema 2.45, avem
m
5 =)o,
i=1

iar din demonstratia Teoremei lui Farkas obtinem o = o(ey, ..., €,).

Presupunem acum o = o(€},...,€)). Deoarece 7; este o fatd a lui o, ea este
generatd, ca si con poliedral, de acei €’; pe care ii contine. Dar 7; este de dimensiune
1, deci fiecare dintre €’; este un multiplu de un element e;. 0

Observatia 2.61 Putem spune cd un con ascutit este generat de razele sale.

Observatia 2.62 Chiar daca la inceput nu pornim cu un con ascutit, Tn multe situatii
ne putem reduce la cazul conurilor ascutite prin procedeul clasic de factorizare.
Dacd ¢ C E este un con poliedral si . = o N (—o) este cea mai micd fatd a
sa, atunci imaginea lui o in spatiul cit (¢ + L)/L C E/L este un con ascutit.
Mai mult, fetele lui o sunt in corespondenta bijectiva cu fetele lui (o + L)/L prin
aplicatia 7 — (7 + L)/L.

Aplicand demonstratia Teoremei lui Farkas si observatia cd dualul unei raze este
de fapt un semi-spatiu, obtinem :

Corolarul 2.63 Dacd o este ascutit, atunci

m
o=
i=1

<

unde 1y, . .., T, sunt razele lui o.

2.4 Constructia Practica a Conurilor Duale.

Asa cum am vdzut, un sistem minimal de generatori ai unui con poliedral ascufit este
determinat de razele sale. Acest fapt de poate aplica pentru dualul unui con o =
o(e1,...,en) C E de dimensiune n. Razele lui & sunt in corespondenti bijectiva,
prin intermediul Propozitiei 2.51, cu fatele lui o, care sunt (n — 1)-dimensionale.
Acest scurt rafionament ne conduce la urmatorul procedeu practic de determinare
al unui con dual :
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Pasul 1. Se identifica (n — 1)-uplurile {e;,, ..., e;, ,} de vectori liniar independenti
dintre generatorii {eq, ..., e,,} ai lui o.

Pasul 2. Pentru un astfel de (n — 1)-uplu {e;,,...,e; .} se giseste un element
u € E '\ {0} astfel incat, pentru orice k = 1,...,n — 1, sd avem (u, ¢;, ) = 0.

Pasul 3. Daci (u,e;) > 0 pentru orice i = 1,...,m, atunci o N u' este o fatetd a
lui o si u defineste o razd, deci un generator al lui 7. Se alege un alt (n — 1)-uplu si
se trece la Pasul 2.

Pasul 4. Daci (u, e;) < 0pentruoricei = 1,...,m, atunci oN(—u)" este o faetd a
lui o si (—u) defineste o razi, deci un generator al lui 5. Se alege un alt (n— 1)-uplu
si se trece la Pasul 2.

Pasul 5. Daca (u,e;) ia semne diferite, atunci (n — 1)-uplul {e;,,...,e; _,} este
ignorat. Se alege un alt (n — 1)-uplu si se trece la Pasul 2.

Algoritmul este sintetizat In Figura 2.3.

Exemplul 2.64 Fie {¢;,e,} C R? baza canonicd, {¢1,é,} C R? baza duali si
o =o(ey,ey). Atunci & = (€1, &3).

Exemplul 2.65 Fie {¢,,e;} C R? baza canonicd, {¢;,é,} C R? baza duali si
g = 0'(62, —€e1 — 62). Atunci § = O'(él, —él + ég)

Exemplul 2.66 Fie {¢,,e;} C R? baza canonici, {¢;,é,} C R? baza duali si
o = 0'(61, —€e1 — 62). Atunci & = O'(—ég, él — ég)

Exemplul 2.67 Fie {¢;,e;} C R? baza canonici, {¢1,é,} C R? baza duali si
g = 0(617 e + 62). Atunci g = O'(éQ, él — ég)

Exemplul 2.68 Fie {e,, €2, e3} C R® baza canonici, {;, é;, é3} C R® baza duald
sioc=o(e,e9,e1 + e3,e9 + €3). Atunci & = 0(é1, €9, €3, 61 + €5 — €3).

In exemplele de mai sus, o si ¢ au acelasi numér de generatori. Totusi, nu
intotdeauna se intampla acest lucru :

Exemplul 2.69 (Fulton) Fie {e1, e3, €3, ¢4} C R* baza canonici, {1, €, €3,€4} C
R* baza duali st fie vectorii, pentrui =1, ..., 4,

€ = —6; +2Zej.
i

Consideram ¢ = o(ey,...,€e4,€1,...,64). Atunci o este un con ascutit cu
{e1,...,€4,€1,...,€4} un sistem minimal de generatori, iar un sistem minimal de
generatori pentru ¢ este mulfimea cu 12 elemente :

(Exercitiu. Scrieti detaliile.)
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2.5 Conuri Poliedrale Rationale.

Definitia 2.70 e O latice N este un grup abelian finit generat fdrd torsiune.
e Laticea duali a unei latici N este laticea N := Homgz (N, 7).
e Spatiul generat de o latice N este spatiul vectorial real Ng := N ®z R.

e Laticea naturald N = 7" C R" se numeste laticea canonicd din R".

Observatia 2.71 Incluziunea Z C R induce o incluziune canonicd N C Ng, care
in cazul laticii canonice din R" este incluziunea initiala Z™ C R".

Observatia 2.72 Daca M este laticea duald a unei latici /V, atunci avem o identifi-
care naturald : Mr = (Ng)".

Observatia 2.73 Aplicatia biliniard (., .) : Ng x Nz — R se restrénge la o apli-
catie :

<.,.>:N><N—>Z

Definitia 2.74 Fie o un con poliedral 0 C Ng.

e o se numeste rational (relativ la N ), sau conin laticea N dacd existd ey, . .., e, €
N astfel incat o = o(eq, ..., en).

e o0 se numegte regulat dacd este ascutit si dacd este este generat de o parte a
unei baze din N peste 7.

Propozitia 2.75 Dacd o C Ny este un con poliedral rational, atunci orice fatd a
lui o este un con rational, iar dualul sdu este de asemenea un con rational (relativ
la N).

Demonstratie. Daci o = o(eyq,...,e,) cue; € N, iar 7 este o fatd a lui o, stim cd
T, ca g1 con poliedral, este generat de acei e; care sunt continufi in 7, Lema 2.33.

Pentru a arita rationalitatea lui &, presupunem mai intdi ca dim(o) = n, i.e. o
este ascufit. Atunci ¢ este generat de elemente nenule din razele sale. Or, razele
lui & corespund fatetelor lui o care sunt conuri rationale, o raza fiind deci de forma
R.u cu o N ut faetd. Cum u este ortogonal pe (n — 1) vectori liniar independenti
cu coordonate intregi, semidreapta R.u contine un punct cu coordonate rationale, al
cdrui multiplu va avea coordonate Intregi.

Dacd dim(o) < n, notdm cu F' = Span(ey, ..., e,) si cu W un complement
algebric al lui F'in N, care sa fie generat la randul sdu de vectori din V. Existenta
lui W este obtinutd considerand mai Intai un complement algebric al spatiului ge-
nerat de vectorii ey, ..., e, in N ®z Q si tensorandu-1 apoi peste Q cu R. Atunci
obtinem ¢ = W + ((o + W)/W)". O
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Propozitia 2.76 Dacd o C Ny este un con regulat, atunci orice fatd a sa este un
con regulat §i dualul sdu este de asemenea un con regulat.

Demonstratie. Pentru prima afirmatie, remarcdm ca un con este regulat daca si
numai dacd mulfimea generatorilor minimali ai razelor sale poate fi completata la o
baza din Ng, iar o fafd 7 este generata de razele lui o care sunt continute in 7. A
doua afirmatie reiese direct din definitia conului dual. U
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Figura 2.3: Constructia Conului Dual.
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Figura 2.4: Conurile & si o din Exemplul 2.68



Capitolul 3

Varietati Torice Afine.

BLABLA (PENDING)

3.1 Spatiul Afin Reincarcat.

Sa incepem cu urmatoarele doud exemple :

Exemplul 3.1 Considerdm spatiul afin C". Inelul sdu de coordonate afine este
O(C") = C[Xjy,..., X,]. O bazd alui O(C") ca si C-spatiu vectorial este for-
matd din monoame : X;'... X', unde 7y,...,7, € N. Evident, multiplicarea

n °

monoamelor comutd cu exponentii
1 in jl ]n _ i1+j1 1n+]n
(X1 X (X Xy = XX
cu alte cuvinte exista un izomorfism de monoizi x intre N” si baza lui O(C") peste

C:
X:iu=(ig,. .., i) = x*= X" .. X" VueN",
cu
YUxY =", Vu,u € N™.

Exemplul 3.2 Consideram torul algebric n-dimensional 7,, = (C*)" C C". Inelul
sdu de coordonate afine este

O(T,) =CIX,, X, ... X, XY = CIXE, . XA,

O bazid a lui O(T},) peste C este formati din monoame Laurent : X{* ... X',
unde i1, .. .,1%, € Z, cu proprietatea binecunoscuta

(XXX X = X X
de unde obtinem izomorfism de monoizi y intre Z" si baza lui O(7,,) peste C :
X:iu=(iy,. .. i) = x* =X X" VueZ

cu
XX =X, Yau,u e 2

Putem spune férd a gresi cd O(T,,) este generat ca spatiu vectorial complex de Z",

asa cum O(C™) este generat, ca spatiu vectorial, de N".

55
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Exercitiul 3.3 Repetati descrierea de mai sus 1n cazul unui produs de tipul C" x 7.

O varietate toricd afind este obtinutd intr-un mod similar. Deoarece varietdtile
afine sunt complet determinate de inelele lor de coordonate, este suficient s le
precizam generatorii peste C si legea de multiplicare a lor.

3.2 (C-Algebra Asociata unui Monoid.

Reamintim ci un monoid (S, +) este o multime Tnzestrata cu o operatie asociativa,
comutativa si cu element neutru 0, un morfism de monoizi fiind o aplicatie care
comutd cu operatiile si care transporta elementul neutru al domeniului in elementul
neutru al codomeniului.

Definitia 3.4 Oricdrui monoid S i se asociazd o C-algebrd C|S| numitd algebra
monoidald, definitd astfel :

e Ca spatiu vectorial complex, C|S] este generat de S.

e Elementele bazei lui C[S] peste C sunt notate cu x" pentru orice u € S §i
sunt numite monoame.

e Multiplicarea a doud elemente din bazd este definitd ca x"*.x"* = y*+ 12,
o Elementul unitate este 1 = .

In cazul in care monoidul S este chiar grup, atunci algebra monoidald se numeste
algebra grupala.

Observatia 3.5 Aplicatia (S,+) — (C[S], . ), u — x* este un morfism injectiv
de monoizi.

Lema 3.6 Dacd S §i S’ sunt doi monoizi, iar ¢ : S — S’ este un morfism de
monoizi, atunci @ induce un morfism un morfism de algebre C[S] — C[S’]. Aceastd
asociere este injectivd, adicd avem o aplicatie injectivd

Hompon (S, S") — Home . (C[S], C[S"]),
care, in plus, pdstreazd injectivitatea si surjectivitatea morfismelor.

Direct din proprietatea de universalitate a produsului tensorial obfinem urma-
toarea :

Lema 3.7 Dacd S §i S’ sunt doi monoizi, atunci
C[S x §'] = C[S] ®@c C[5"].
Exemplul 3.8 1. Dacd S = 0, atunci C[S] = C.
2. Dacd S = N", atunci C[S] = C[ Xy, ..., X,].
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3. Daci S = Z", atunci C[S] = C[X{, ..., XF].
4. Fie S = N\ {1} € N monoidul generat de 2 si 3. Atunci
C[S] = C[X1, Xal/ (X} — X3).

In exemplele precedente, am considerat monoizi finit generati. Interesul pentru
acesti monoizi este legitim, deoarece ei produc algebre finit generate :

Lema 3.9 Dacd S este finit generat, atunci C|S| este C-algebrd finit generatd.

Demonstratie. Deoarece S este finit generat, exista un morfism surjectiv N — S,
iar In continuare aplicim Lema 3.6. 0

3.3 Monoizi Asociati Conurilor.

Considerdm N o latice de rang n, M = N laticea dualii si ¢ C Ng un con poliedral
rational.

Definitia 3.10 Definim monoidul asociat lui o ca fiind monoidul aditiv : S, =
cNMCMC Mg

O proprietate remarcabild a monoizilor asociati conurilor este urmdtoarea :
Lema 3.11 (Gordan) S, este un monoid finit generat.

Demonstratie. Am aratat cd dualul unui con poliedral rational este rational. Atunci
putem scrie & = o(uq, ..., uy,) C Mg, cuu; € M. Multimea

K = {ZAU i €[0,1], Vz}
=1

este o mulfime compactd, deci K N M este o mulfime finita.
Demonstram cd .S, este generat de i N M. Intr-adevdr, dacd v € .S, atunci

m
i=1

cu \; > 0. Descompunem \; in partile intregi si fractionare : \; = [\;] + {\;} si

atunci . .
=1

i=1

este o combinatie de elemente din K N M cu coeficienti naturali. UJ
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Monoidul .S, sunt ceea ce se numeste un monoid intreg saturat :

Definitia 3.12 e Un monoid intreg este un submonoid finit generat S C M al
unei latici M.

e Dacd S este un monoid intreg, atunci definim grupul generat de S ca fiind
SeP = S 4 (=5) C M.

e Dacd S este un monoid intreg, atunci definim saturatul lui S ca fiind

S5t = {u € S* existim € N, m.u € S} C S® C M.

e Un monoid intreg S se numeste saturat dacd S = S,

Observatia 3.13 Se aratii ci, in definitia de mai sus, SeP este o latice, iar S%*' este
un monoid. Mai mult, S C S C S8, (S%at)%at — G52t jar (S%t)8P = S, Orice
incluziune S” C S induce incluziuni naturale (S")8 C S8 gi (S)% C S®at,

Exercitiul 3.14 Aritati cd un monoid S, asociat unui con poliedral rational este un
monoid saturat. In plus, daca o este ascutit, atunci 5P = M.

Propozitia 3.15 Fie S C M un monoid intreg si fie o C Ny conul poliedral ratio-
nal al cdrui dual este conul generat de S, i.e. 0 := o(S)". Atunci S = S, =
o(S) N M ; in particular S** este un monoid intreg.

Demonstratie. Deoarece S C S, si S, este saturat, rezultd cd S** C S,. Ra-
mane deci sd aritim incluziunea reciprocd S, C S%*. Alegem u € S,. Din Teo-
rema Carathéodory 2.14 aplicatd lui o(S) (S este finit generat, deci o(S) este un
con poliedral) rezulta ca putem gasi uq, ..., u,, C S vectori liniar independenti si

Aly ..y A > 0 asa Incat
m
i=1

Deoarece sistemul {u1, . .., u,,} C M poate fi completat la 0 bazd alui M ®;Q,
iaru € S C M, rezultd cd toti coeficientii A, . .., A, sunt rationali. Prin aducere la
acelasi numitor comun, rezultd cd exista un numar natural m astfel incat m.\; € Z
pentru orice i, ceea ce implicd m.u € S. Atunci u € S%*. OJ

Corolarul 3.16 Un monoid intreg S este saturat dacd §i numai dacd este asociat
unui con poliedral rational.

Revenim la cazul unui con poliedral rational o C Ng.
Lema 3.17 C[S,]| este un inel integru.

Demonstratie. Intr-adevir, incluziunea S, < M 2 Z™ ne induce, din Lema 3.6
un morfism injectiv de inele C[S,] — C[M] = C[X}, ..., XF]. O
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Exercitiul 3.18 Corpul de fractii al inelului C[S,] coincide cu corpul de fractii al
inelului C[S2P]. Remarcam cd inelul C[S®P] este izomorf cu un inel de polinoame
Laurent.

Inelele cu care lucrdm sunt prin urmare subinele ale inelelor de polinoame Lau-
rent. O descriere inca mai precisd a inelului C[S,] ca inel de polinoame Laurent
este obtinuta considerand un izomorfism N = Z", deci si un izomorfism N = R"
in modul urmator :

Definitia 3.19 Fie

un polinom Laurent. Definim suportul lui f ca fiind multimea finitd :
Supp(f) :={(i1,...,in) €Z", ¢4, # 0}
Propozitia 3.20 C[S,] = {f € C[X{,..., XF], Supp(f) C &}.

Demonstratie. Inelul C[S,| este generat de monoamele x“ cu u € & N M. Prin
scufundarea C[S,] C C[X7,...,X;] si pentru u = (iy,...,i,) € 6 N M, x"
se identificd cu monomul Laurent X' ... X'. Evident Supp(x*) = {u} si din

descompunerea f = Y .. c,x" obtinem concluzia doritd. O

3.4 Varietati Torice Afine.

Fie N o latice de rang n, M = N si ¢ C N un con poliedral rational ascutit (ceea
ce implicd dim(s) = n). Am definit S, monoidul asociat lui o a carui algebra
monoidald este o C-algebra integra finit generatd. Din Teorema de corespondenta
1.41, rezultd ca C[S,| este inelul de coordonate afine al unei varietati algebrice afine
ireductibile X, = Specm(C|S,|), numitd varietatea toricd asociatd conului o.

Primele exemple sunt cele uzuale :

Exemplul 3.21 (Spatiul afin) Fie e, ..., e, baza canonicd din R" si fie conul 0 =
o(e,...,e,) CR™ Atunci 6 = o(é4,...,6,) CR"si S, = N, iar X, = C".

Exemplul 3.22 (Torul algebric) Fie ey, ..., e, baza canonica din R" si fie conul
o ={0} C R". Atunci & = (&1, —¢1,...,6n,—¢,) = R"si S, = M = Z", iar
X, = T,. Mai general, in cazul 0 = {0} C Ng, unde N este o latice arbitrara,
obtinem varietatea torica asociatd Ty := N ®z C* ; prin alegerea unei baze in N,
remarcdm ca varietatea Ty este de fapt izomorfd cu torul algebric n-dimensional
T,.

Observatia 1.42 are un corespondent mult mai precis in cazul varietdtilor torice
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Propozitia 3.23 Punctele lui X, sunt in corespondentd bijectivd cu morfismele de
monoizi de la S, la monoidul multiplicativ (C, . ).

Demonstratie. Punctele lui X, sunt in corespondentd bijectivd cu morfismele de
varietdti afine :

{*} = Specm(C) — Specm(C|[S,]) = X,

care in continuare sunt n corespondenta bijectiva cu morfismele de C-algebre de la
C[S,] la C. Mai departe,

HOHl(C,a]g((C[SU], (C) SN HOHIMOH(SU, (C, . )),
izomorfismul fiind cel natural. O

Putem spune deci ca un punct din X, este acelasi lucru cu un morfism de mo-
noizi intre S, si C.

Definitia clasicd a unei varietdti algebrice afine implica folosirea ecuatiilor po-
linomiale. In cazul varietdtilor torice, ecuatiile pot fi date explicit :

Propozitia 3.24 Notatiile ca mai sus. Presupunem cd S, este generatde uy, . . ., U,
cu u; € Z", atunci C[S,] = C[x",...,x""] = C[Xy,..., Xn]|/1,, unde I, este
idealul generat de polinoame de tipul

Xo L Xom X X
unde a;,b; € N cu proprietatea cd )y, a;u; = ), bu,.

Demonstratie. Deoarece S,, este generat de uq, . . . , u,,, avem un morfism surjectiv

de monoizi :
n

%)
0 :N"—= S, (a,...,a,) — E a;u;,
i=1

care, din Lema 3.6, induce un morfism surjectiv de C-algebre,
f:ClXy,..., X, — C[S,], f(X;)=x".

Este deci clar cd I, C ker(f), raméne de ardtat cd I, D ker(f).

Fie P € ker(f) un polinom. Descompunem P intr-o sumi de polinoame P =
Py + - -+ + Py, unde P; sunt obtinute regrupind monoamele din descompunerea lui
P cu aceeasi imagine prin f. Concret, pentru orice j, avem

Py = /\jXZi @ijui

cul); € Csia;; € Nyasaincat ) | a;u; # Y ajpu;, dacd i # k.

Dacid f(P) = 0, cum elementele {x"},cs, formeazid o bazi complexd a lui
C[S,), deci f(P;) = 0 pentru orice j. Dar fiecare P; este o sumd de monoame de
forma X7 ... X% cu p(ay,...,a,) fixat. Cum f(P;) = 0 pentru fiecare j, suma
coeficientilor monoamelor ce intrd in compozitia lui P; (ceea ce am notat cu ;)
trebuie sa fie zero. Atunci fiecare P; este un element din /,,. O
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Observatia 3.25 Din definitie, monoamele x", pentru u € S, sunt functii regulate
pe varietatea X,. In Propozitia anterioard, am definit practic o scufundare X, —
C™ prin z — (x*“'(2),...,x""(z)) si am identificat ecuatiile imaginii.

Observatia 3.26 In cazul laticii canonice N = Z" C R", pentru orice element
u € N, monomul " este o functie regulatd pe torul n-dimensional 7,,. Explicit,

pentru u = (ay,...,a,) stz = (z1,...,2,) € Ty, avem x"(z) = 2{* ... z%. Daca

S, = Niug+- - -+N.u,,, putem defini morfismul 7,, — C™ prinz = (21,...,2,) —
p p

(x"(2),...,x""(z)). Atunci X, este cea mai mici varietate afind in C™ care con-

tine imaginea aplicatiei de mai sus : echivalent, X, este inchiderea imaginii Tn
topologia Zariski din C™.

Iatd alte exemple de varietati torice afine :

Exemplul 3.27 Fie {¢1,...,&,,} C Z™ o parte a unei baze peste Z, nu neaparat a
celei canonice, si fie conul 0 = o(eq,...,&,) C R™. Completand {&1,...,&,,} la
obazd {ey,...,e,} sinotdnd cu {&1, ..., &, } baza duald, obtinem :

S, =Né&; +---+N&,, + Zéppsr + - - + Z&,,

iar C[S,] = C[X,1,..., Xo, X1, - - -, X, deci X, = C™ x (C*)n—™,

Exemplul 3.28 Fie ey, e, baza canonici din R?, {¢1,é,} C R? baza duali si fie
conul poliedral rational o = o(2e; —es, €5) C R2. Atunci & = o(é1, é,+2é5) C R2.
Din demonstratia Lemei 3.11 deducem ¢ S, = N.é; + N.(é; + é5) + N.(&1 + 2¢3),
deci X, C C3. Determinim idealul sdu, I, C C[X, X5, X3] folosind Propozitia
anterioara.

Stim c# I,, este generat de polinoame de tipul X' X52 X4 — Xb X022 Xb3 unde
a;,b; € N cu proprietatea ca :

a1é1 + a2(é1 + ég) + (lg(él -+ Qég) = blél + bg(él + ég) + bg(él + 2é2).

Observim cd a; = ag = by = 0, by = b3 = 1, as = 2 este o solutie a sistemului
de mai sus, ceea ce inseamnd ci polinomul X; X3 — X7 se gdseste in [,. Notim
2¢ = by — ag = 2(a; — by) = 2(a3 — bs) si presupunem ca ¢ > 0. Atunci

XXX — XXX = XD X2 XS (X, Xy — X2) (X1 Xs) ! —...),

aratand ca idealul 7, este generat de X; X5 — X%. Varietatea X, este definita de o
singurd ecuatie : X; X3 — X2 = (0 in C? (si este un con peste o conicd proiectivi).

Exemplul 3.29 Fie {¢}, €5, e3} C R? baza canonici, {¢,,é,, é3} C R? baza duali
sioc = o(ey, ea, e1+e3, ea+e3). Am vazut in Exemplul 2.68 cd 5 = o(éy, €, €3, €1+
¢, — é3). Atunci S, are patru generatori, care coincid cu generatorii conului 5. Ca si
in exemplul precedent, se arati ci idealul lui X, in C*, I, C C[X1, Xa, X3, X4] este
generat de polinomul X; Xs— X3.X, (iar X, este un con peste o cuadrica proiectiva).
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3.5 Deschisi Afini Principali.

In definitia unei varietiti torice afine, am plecat de la o latice N si de la un con
poliedral rational ascutit o C Ng si am construit varietatea X,. Am viazut de ase-
menea cd dacd 7 este o fata a lui o, atunci 7 este la randul sdu un con poliedral
rational ascutit in Vg, deci 7 defineste de asemenea o varietate torica afind X,. Se
pune intrebarea naturald ce legiturd existd intre varietatile X, si X,.

Propozitia 3.30 Fie N o latice de rang n §i 0 C Ny un con poliedral, rational
ascutit §i T este o fatd a lui o. Atunci X, C X, este un deschis afin principal.

Pentru demonstratie avem nevoie de urmatoarea :
Lema 3.31 Existdu € S, asa incat = o Nu* §i S; = S, + N.(—u).

Demonstratie. Scriemo = o(ey, ..., e,)cue; € N,astfelincat T = o(eq, ..., e,),
adicatN{ey,...,en} = {e1,...,es}.

*Din bijectia din Propozitia 2.51 intre fetele lui o si fetele lui &, deducem ca
7 este de forma 7 = o N u*, cu u € 7 din interiorul relativ al lui 7*. Putem
alege evident u € 7* N M, deci u € S,. Am demonstrat in Propozitia 2.52 ca
7 = ¢ + R%.(—u), de unde rezultd cd S, + N.(—u) C S;.

Sd ardtdm incluziunea reciprocd. Fiew € S, = 7N M = (¢ + R’ .(—u)) N M.
Stim cd (u,v) > 0 pentru orice v € o \ 7, ceea ce implicd (u,e;) > 0 pentru
i = s+1, ..., m. Ardtam ci pentru un numir intreg k£ > 0, avem w+k.u € S,. Este
evident cd w+ k.u € M, deci trebuie aritat ci w + k.u € 7, adica (w+ k.u, e;) > 0
pentru i = 1,...,m. Dacd ¢ < s, atunci (u,e;) > 0 pentru cd w € 7. Dacd
i > s+ 1,avem (w + k.u, e;) > 0, deoarece k > 0. O

Demonstratie. (Propozitia 3.30). Consideram « ca in Lema anterioard. Atunci
C[S,] = C[S, + N.(~u)] = (C[S,]) = OUyn).
O

Observatia 3.32 Evident, nu orice deschis afin principal este de forma descrisa
mai sus. Fetele unui con corespund numai complementarelor subvarietdtilor date
de ecuatii de tipul xy* = 0.

Observatia 3.33 Deoarece conul de plecare o din definitia unei varietdti torice
afine este ascuttit, {0} este o fatd a lui 0. Din Propozitia 3.30 deducem cd X, =
Ty = (C*)" este scufundat ca deschis afin principal in X,. Mai precis, daci
7= o(up,...,up) C Ng, atunci o N (uy + -+ 4 up)™ = 0, deci Ty se iden-
tificd cu deschisul afin principal U,u;++un . Varietatea T astfel scufundatd in X,
se va numi torul mare din X,.

Corolarul 3.34 Dacd o C Ny este un con poliedral rational ascutit, atunci dimen-
siunea lui X, coincide cu rangul lui N.

Demonstratie. Torulul mare 7 din X, are dimensiunea egald cu rangul lui N.
Aplicam apoi Corolarul 1.96. U
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3.6 Structuri Suplimentare pe o Varietate Torica Afina.

O varietate torica afind este o varietate de un tip special. Este de asteptat cd va-
rietdtile torice afine sd fie inzestrate cu structuri speciale, care sa le diferentieze in
catogoria varietatilor afine. Fixdm in continuare 0 C Ny un con poliedral rational
ascutit, unde N este o latice de rang n.

Structura de monoid algebric.

O primad structurd speciald pe varietatea torica afina X, este structura de monoid
algebric
X, x Xy — X,

i.e. o structurd de monoid care este un morfism de varietdti afine. Aceasta poate fi
descrisd prin intermediul morfismului indus la nivelul inelelor de coordonate afine.

C[S,] = C[S,] — C[S5] ®c C[S,] = C[S, x S5,
indus la randul sau de morfismul diagonal de monoizi :
Sy — Sg X Sy, u— (u,u).

Punctual, structura de monoid se descrie astfel : consideram doud puncte ar-
bitrare din X, cdrora le corespund doud morfisme de monoizi (Propozitia 3.23)
o, S, — (C,.). Se defineste produsul lor in mod canonic : ¢.v : S, — (C,.)
prin (¢.¢)(u) = ¢(u).¢)(u), pentru orice u € S,. Elementul neutru din X, este
punctul xy ce corespunde morfismului constant = 1.

Un alt punct particular important din X, numit punctul distins, notat cu x, este
punctul ce corespunde, morfismului de monoizi S, — (C, .), definit prin :

1 daciueot=0"=5N(-05)
U — ) )
0 altminteri

Observatia 3.35 In cazul torului Ty = N ®g C*, structura monoidald este cea
grupald: (v®a).(w®b) = (v+w)® (a.b). Pentru laticea canonica N = Z" C R",
obtinem :

(1, @n) (Y1, Un) = (T1Y15 -+, TnYn)s

pentru orice 1, ..., %), (Y1, -, Yn) € Th.

Observatia 3.36 Cu exceptia torurilor, structura monoidala definitd mai sus pe X,
nu va fi o structura grupala, de exemplu, structura de pe C" este structura multipli-
cativa :

(1, ) (Y1, Yn) = (T1Y1, -+ o, TnYn),

care diferd de structura grupald aditiva.

Actiunea torului mare T'y.

Am vazut cd torul Ty se scufunda in X, identificandu-se cu deschisul afin princi-
pal X, corespunzitor incluziunii {0} C o ca fatd. Restrictia structurii de monoid
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de pe X, la Ty este structura grupala de pe T’y (se verificd la nivelul inelelor de
coordonate afine), ceea ce induce o actiune a lui Ty pe X,, Ty x X, — X, indusd
de aceastd multiplicare. Concret, scufundarea lui 7y in X, este datd de ¢ — t.xg ;
in particular, observam ca actiunea torului are o orbitd deschisa.

Descrierea de mai sus caracterizeaza perfect varietdtile torice :

Propozitia 3.37 Fie X o varietate algebricd afind, normald, ireductibild, de di-
mensiune n, care contine torul algebric 'T,, ca deschis si astfel incdt structura gru-
pald a lui T, se extinde la o actiune a lui T}, pe X,. Atunci existd un con rational
poliedral o C R"™ astfel incat X = X, §i scufundarea I,, C X sd fie datd de
t— t.l’o.

Demonstratie. Scriem 7}, = Specm(C[M]) cu Z" = M = 7" C R™. Din ire-
ductibilitatea lui X, observam ca incluziunea 7,, induce o incluziune de C-algebre
O(X) C Ay :=C[M].

Definim submonoidul lui M :

S:={ue M, x* € O(X)}

si observdm cd un polinom Laurent f = )" ¢, x* apartine lui O(X') dacd si numai
daci c,x* € O(X), pentru orice v € M. Intr-adevir, daci f € O(X), atunci
You X" @ x" € Ay ®c O(X), deoarece actiunea torului este compatibild cu struc-
tura de grup de pe 7,,. Cum x" ® x* sunt liniar independente peste C rezulta ca,
pentru orice u € M avem ¢, x" ®@ x" € Ay ®c O(X), deci, pentru orice u € M
obtinem ¢, x"O(X).

Acesti observatie ne conduce la concluzia ci O(X) = CI[S). in plus, deoarece
O(X) este o C-algebri finit generatd, monoidul S este finit generat.

Presupunem ca
m
i=1

si consideram conul poliedral rational ascutit o C R™ al carui con dual n-dimensional
g este generatde uq, . . ., u,,. Aritamca S = S,. Incluziunea S C S, este evidenta,
ne ramane de ardtat incluziunea inversa.

Fieu € S, = ¢ N M. Din Teorema lui Carathéodory, 2.14, rezulta ca existd un
subsistem de vectori liniar independenti {u;,,...,u;, } astfel incat u = _ Ayuy,,
unde A\, > 0. Cum v € M si uj, € M, deducem cd \;, € Q pentru orice k si
atunci existd m € N cu m.u € S. Mai departe, rezultd ca (x*)™ € O(X), iar din
normalitatea lui O(X) obtinem x* € O(X). Aceasta incheie demonstratia. O

Conditia de normalitate din ipoteza Propozitiei anterioare este una naturala,
deoarece :

Propozitia 3.38 Inelul C|S,]| este un inel normal.

Demonstratie. Fie 74, ..., 7, razele lui 0. Am aratat in Corolarul 2.63 ca

m
&={%
=1
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Atunci obtinem, aplicand Propozitia 3.20 ca

intersectia fiind considerata in inelul de polinoame Laurent in n variabile. Dar 7;
sunt semispatii, deci C[S;,] = C[X,, X35, ..., X;F], pentru orice i. Pentru a incheia
demonstratia aplicdm faptul elementar ca o intersectie de inele normale cu acelasi
corp de fractii este un inel normal. 0

Corolarul 3.39 Fie S C M un monoid intreg. Atunci S este saturat dacd si numai
dacd C-algebra monoidald C[S] este intreagd.

Corolarul 3.40 Fie S C M un monoid intreg. Atunci inchiderea intreagd a alge-
brei C[S] este algebra C[S™].

Observatia 3.41 Am vazut Tn Exemplul 3.8.4 cd inelul de coordonate al varietatii
V = V(X? — X2) C C? este un inel monoidal. Cu toate acestea, varietatea nu este
toricd, nefiind o varietate normald. Echivalent, monoidul de definitie nu este saturat.

3.7 Netezimea Varietatilor Torice Afine.

Vom ardta cd singurele varietdti torice afine netede sunt produsele de spatii afine si
toruri algebrice.

Teorema 3.42 Fie N o latice si 0 C Ny un con poliedral rational ascutit. Atunci
varietatea toricd afind asociatd X, este netedd dacd §i numai dacd o este un con
regulat ; vezi Definitia 2.74.

Demonstratie. Notdm cu n rangul lui /N. Presupunem mai Intai ca o este regulat.
Scriem 0 = o(eq,...,ey), Cue,...,e, € N o parte a unei baze. Completim
multimea de generatori la o bazé {ey, ..., e,} alui N peste Z sinotimcu éy, ..., &,
baza dualid din N. Remarcim acum ci

0= O'(él, ey ém, iém—&—ly ey :i:én),
iar izomorfismul N = C" indus de baza {ey, ..., e, } induce un izomorfism
X, =2C"x T

Reciproc, presupunem ca varietatea X, este netedd. Observam ca ne putem
reduce la cazul dim(c) = n, inlocuind N cu N N Span(c). Intr-adevir, daci
dim(o) = m < n, iar dacd o este regulat in Span(o), atunci o este regulat in Ng.

Presupunem deci cd dim(c) = n, adicd & este ascutit. Atunci punctul dis-
tins z, € X, este neted. Reamintim ca x, corespunde morfismului de C-algebre
C[Sy] — C definit prin :

W, L1 dacau e g nN(—a)=0.
X 0 altminteri
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al cirui nucleu coincide cu idealul maximal my, ,, C C[S,], Observatia 1.42. In
particular, rezultd ca idealul maximal al lui x, este generat de monoamele ", cu
u € &\ {0}, iar m%_, este generat de monoame de tipul x*“'*2, unde u;, uy €
'\ {0}. Spatiul cotangent Zariski myx, 5, /m%, , este deci generat de monoame ",
unde u € & \ {0} nu se poate scrie ca 0 suma u; + up cu uy,us € 5\ {0}. Pentru
simplitate, vom numi un astfel de element u ireductibil. Dimensiunea spatiului
tangent la X, in x, coincide deci cu numdrul de elemente ireductibile.

Din presupunerea ficutd ca ¢ si fie ascutit, putem scrie & = o(u, ..., Up),
unde o (uy), ..., o(u,,) sunt razele lui &, iar u; genereazi o(u;) N N pentru orice
i. Deoarece dim(é = n, avem m > n. Este relativ usor de vizut, din minima-
liatea sistemului de generatori cd fiecare dintre u; este un element ireductibil. Din
netezime, rezultd cd m < n, deci m = n, iar elementele w4, . .., u, sunt singurele
elemente ireductibile si genereazi monoidul S,. Din egalitatea S, + (—S,) = N,
rezultd ci u,, ..., u, formeazi o bazi a lui N peste Z, ceea ce aratd ci & este un
con regulat. Pentru a Tncheia demonstratia, folosim Propozitia 2.76. U



Capitolul 4

Varietati Torice Abstracte.

Ca si in cazul varietatilor algebrice abstracte, varietdtile torice abstracte sunt obfi-
nute din varietdti torice afine prin procedeul de lipire. Lipirea este compatibila cu
structurile torice, conducand la o struactura toricd globald.

4.1 Separarea Conurilor.
Vom folosi urmatoarele doud rezultate de geometrie convexa :

Lema 4.1 (Lema de Separare) Fie 0,0’ C R" doud conuri poliedrale a cdror
intersectie T este o fatd a fiecdruia. Atunci existd u € & N (—d’), astfel incat
r=ocNut=0d Nut.

Demonstratie. Consideram conul poliedral :
y=0—-0c ={v—1v,veaq v ed}

Alegem wu un element arbitrar din interiorul relativ al lui ¥ si ardtdm ca w satis-
face conditiile din concluzie.

Mai intét sd remarcam cad u € ¢ N (—¢’), deoarece ¥ C ¢ N (—a”).

Demonstrim ci 7 = o Nut = o’ Nut.

Observim ci, deoarece u este in interiorul relativ al lui ¥, v N ut este cea mai
mica fatd a lui v, adica :

yNut =yN(=y) = (0 —d)n (o' —0).

Atunci o No’ C (0 —o') N (0' — o), deci 7 C ut ; in particular, 7 C o Nu' si
7 C o’ Nut. Rimane de ariitat ci o Nut C 7 si 0’ Nu’ C 7 ; ambele incluziuni se
aratid in mod analog. De exemplu, alegem v € oNut, implici v € (oc—0')N (0’ —0),
deciexistiv' € o’ siw € o cuv =0v —w. Rezulticav' =v4+w €onNo’ =71.
Pentru a incheia demonstratia, aplicim urmdtoarea :

Observatia 4.2 Fie 7 C o o fatd a unui con poliedral si v,w € Tcuv +w € 7.

Atunci v, w € 7.
O
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Observatia 4.3 Lema de Separare ne spune cd putem gasi un hiperplan care il con-
tine pe 7 si astfel incit conurile o si 0’ sa se gdseasca de o parte si de alta a acestui
hiperplan.

Propozitia 4.4 Fie o §i o' doud conuri rationale poliedrale in Ny astfel incat in-
tersectia o N o’ este o fatd a fiecdruia. Atunci

Soﬂo" == Sa + So"~

Demonstratie. Aplicim Lema de Separare cu observatia cd, dacd o si o’ sunt ra-
tionale, atunci ~y construit in Lema este de asemenea rational si putem alege v din
intersectia lui M cu interiorul relativ al lui 7.

Incluziunea S,n,» D S, + S, este evidentd pentru cd ¢ C (o N o’)Y, deci
Se C Synor $i analog pentru o”.

Pentru incluziunea inversd, aplicaim Lema 3.31, din care deducem cd putem
alege u € S, asaincitcNo’ = oNut §i S, = S, +N.(—u) ; observim cd 7* C 7.
Dar —u € S,/, deci S, + N.(—u) C S, + S, O

4.2 Varietati Torice Abstracte.

Ca si 1n cazul varietdtilor algebrice abstracte, o varietate toricd abstracta este obti-
nutd lipind varietdfi afine. De data aceasta Tnsd, se va face o lipire de varietdti afine
toric, In asa fel incat varietatea abstractd sa aibd o structurd foricd globald.

Definitia 4.5 Un evantai din N = Z" C R" (sau, mai scurt, un evantai din R",
dacd nu existd pericol de confuzie), este o multime A de conuri poliedrale, ratio-
nale, ascutite cu urmdtorele doua proprietdti :

(1) Orice intersectie a doud conuri din A este o fatd comund a ambelor conuri.
(2) Orice fatd a unui con din A este un con din A.

Observatia 4.6 Orice con poliedral, rational, ascutit defineste un evantai ale caror
elemente sunt toate fetele sale.

Definitia 4.7 Dimensiunea unui evantai este dimensiunea maximd a conurilor sale.

Definitia 4.8 Un con maximal al unui evantai este un con care nu este continut in
nici un alt con din evantai.

Definitia 4.9 Razele unui evantai sunt conurile sale de dimensiune unu. Multimea
razelor unui evantai A se noteazd A(1).

Fie A un evantai din R". Atunci, daci o si o’ sunt doud conuri din A, varietatea
afind X,n,s se scufunda Tn mod natural, ca deschis afin principal atat in X, cat
si in X,.. Aplicand procesul de lipire familiei de varietdti afine (X,),ca, dupd
deschisii X/, cu aplicatiile de lipire idx__ , (care Tn mod clar verifica relatiile de
compatibilitate), obtinem o varietate abstractd, notatd X A, numita varietatea toricd
asociatd evantaiului A. Topologia subiacenta fiind numita fopologia Zariski a lui
XAa.
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Observatia 4.10 Este suficient sd consideram lipirea familiei (X, ) o con maximat €A -

Observatia 4.11 In practici, se intAmpld adesea ca doi deschisi afini X, si X,
care corespund conurilor o, 0’ € A, si fie izomorfi ; atunci, notdnd cu @, : X, —
X, un astfel de morfism, identitatea lui X,~,» poate fi inlocuitd in procesul de
lipire cu @ := ®o0r|x, , : Xono = ®y0r(Xonoer ), 1ar X, poate fi inlocuit cu X,.
Vom spune ca lipim doud copii ale lui X, prin izomorfismul ®’. Acest principiu va
deveni mai transparent analizand diferite exemple de varietati torice, Incepand chiar
cu dreapta proiectivd, vezi Exemplul 4.13 1n Sectiunea urmadtoare.

Lema de Separare 4.1 are drept consecintd interesantd separabilitatea Hausdorff
a varietdtilor torice :

Teorema 4.12 Varietatea toricd X a asociatd unui evantaiului A C R" este un
spatiu topologic separat Hausdorff in topologia Euclidiand.

Demonstratie. Fie x,y € X doud puncte distincte. Dacd punctele se gadsesc
intr-un acelasi deschis afin X,, cu ¢ € A, atunci ele pot fi separate prin bile din
topologia Euclidiand pe acel deschis. Presupunem atuncica x € X,, y € X/, cu
o,00 € Ajiary € X,z ¢ X,. Notam 7 = ¢ N ¢’. Din Lema de Separare 4.1
existiu € 6N (—¢') cu T = o Nut = ¢’ Nut, unde u apartine interiorului relativ
allui 5 N7+, Notim f = %, g = Y~ “; f si gsunt functii regulate pe X, respectiv
X, cu f.g = 1pe X,. Mai mult, avem f(z) = 0si g(y) = 0. Considerdm deschisii
din topologia Euclidiana :

By :={z€ X,, |f(2)| <1},

By :={z € Xy, |g(2)] < 1},

care sunt disjunti si separd punctele x si y. UJ

4.3 Exemple de Varietati Torice.

Exemplul 4.13 Considerim eventaiul de dimensiune unu A := {0, 0,0'}, unde o
este generat de 1in R, iar 0’ = —o. Determinam varietatea toricd X a, obtinuti prin
lipirea varietitilor afine X, X, dupd deschisul comun Xy = X,~,» = C*. Inelele
de coordonate afine corespunzatoare sunt

A, = C[X] ¢ C[X, X,

respectiv
Ay =CX ' cClX, X 1.

Asa cum am precizat mai devreme, vezi Observatia 4.11, in cazul in care des-
chigii afini pe care i lipim sunt izomorfi, Tnlocuim identitatea deschisului comun
dupi care se face lipirea cu restrctia acestui izomorfism. In cazul nostru, X, = X,/
indus de izomorfismul de C-algebre C[X] = C[X '], datde X ~— X ~'. Prin acest
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izomorfism, imaginea lui C* coincide cu C*. Atunci, varietatea X este obtinutd
prin lipirea a doud copii ale lui C prin

~

(C)o=C>C*SC*cC=(C),

T —x L

Varietatea astfel construitd se numste dreapta proiectivd complexd si se noteaza

P!. Punctele sale sunt in corespindetd bijectivd cu punctele spatiului cat (C? \

{0})/C* = (C%\ {0})/ ~, unde (z0,21) ~ (2{,2]) dacd si numai dacd existd

A € C* asaincit z, = Azp, 21 = Az;. O clasd de echivalentd se noteazd [zo : zy].
Bijectia se realizeazd in modul urmétor : am definit

P = (@ ]T(©))/ ~

unde x ~ y dacd gi numai dacisaux =y =0 € (C)psauz =y =0 € (C)y, sau
r € C* C (C)y,y€C*C (C)siy=x""'. Definim atunci aplicatia :

P! — (C*\ {0}) /C7,
(€C)o>0—[1:0],
(C); 20 [0: 1],
(C)oDC 32~z €C C (T [lia] =[xt 1]

Este clar ca aplicatia definitd mai sus este bijectivd, iar imaginile deschisilor
(C)p si (C)y respectiv sunt multimile {[zo : 2], z0 # 0} si, respectiv, {[zo :
z1], z1 # 0}, deschisului comun X, = C* corespunzindu-i multimea {[z : 21], 20 #

07 21 7é 0}

Observatia 4.14 Proiectia canonici C? \ {0} — (C?\ {0}) /C* induce o topolo-
gie cat a topologiei Zariski pe (C?\ {0}) /C*. Aplicatia definitd mai sus este un
homeomeorfism pe dreapta proiectiva (Exercitiu : Justificati.)

Observatia 4.15 In topologia Euclidiani, dreapta proiectivd este un spatiu topo-
logic compact. Pentru aceasta se observa cd topologia Euclidiand coincide cu to-
pologia cat indusi de pe C? \ {0} (ca si in cazul topologiei Zariski), iar proiectia
canonica

CA\{0} = (C*\ {op) /e
factorizeaza prin

C*\ {0} — 5% — (C*\ {0}) /C*.

Observatia 4.16 In R existd numai 4 eventaie posibile : céte unul pentru fiecare
din conurile 0, o, ¢’ si evantaiul A. De aici, deoarece X, = X, obtinem numai
3 varietiti de dimensiune 1, si anume, C*, C si P!. Dintre acestea, P! este singura
compactd.
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Figura 4.1: Evantaiul din Exemplul 4.17.

G;

Figura 4.2: Dualele Conurilor Maximale din 4.17.

Exemplul 4.17 Considerdm {e;, e} C R? baza canonici. Fie evantaiul A din R?
format din 7 conuri, ale cérui conuri maximale sunt definite astfel : oy = o(ey, €3),
o1 =0(ez, —e; —e3) $i 0y = 0(€1, —e1 — €3).

Conurile duale ale conurilor maximale sunt : 5o = 0 (€1, €2), 01 = o(—€1, —€1+
és) $i, respectiv, oo = g(—€g, 1 — €3).

Inelele de coordonate ale varietdtilor torice asociate torurilor maximale oy, oy,
oy sunt urmitoarele : A,, = C[X1, X,], A,, = C[X; ', X, ' X5] si respectiv, A,, =
ClX: X, X5 1.

Exemplul 4.18 Considerdm {e;, e} C R? baza canonicd. Fie evantaiul A din
R? format din 6 conuri, ale cirui conuri maximale sunt urmitoarele doui conuri :
0o =o(eg, e1 +ey) siog = o(eg, e + e3).

Conurile duale sunt urmétoarele : 5o = o (¢, —€1+63), respectiv ; = (€, é1—
és).
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0,

-

Figura 4.3: Eventaiul din Exemplul 4.18.

S

Figura 4.4: Eclatarea lui C? in Origine.

4.4 Actiunea Torului n-dimensional pe o Varietate To-
rica.

(PENDING)

4.5 Morfisme Torice.

Fie N, N’ doua latici, o C Ng si 0’ C N} doud conuri poliedrale rationale ascutite
si X,, respectiv X,/, varietdtile torice asociate. Stim din teoria generald cd un
morfism de varietdti X,» — X, este indus de un morfism de C-algebre C[S,] —
C[S,]. Printre aceste morfisme se gésesc acelea induse de morfisme de monoizi :
p:S, — S, Lema 3.6.

Definitia 4.19 Un morfism de varietdti torice afine ¢ : X,» — X, indus de un
morfism de monoizi ¢ : S, — S, se numegste morfism toric.
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Cu observatia ca S, + (—S,) = N, vezi Exercitiul 3.14, putem demonstra usor

ca:

Propozitia 4.20 Cu notatiile de mai sus, ¢ induce un morfism de toruri algebrice
f : Tne — Ty astfel incdt g este compatibil cu actiunile torurilor, i.e. g(t.x) =
f(t).g(x), pentru orice t € T+ si orice v € X,

Din aceeasi Observatie S, + (—S,) = N si Sy + (—S,/) = N’, deducem ci ¢
poate fi prelungit la un morfism de grupuri N — N’ si, mai departe, la o aplicatie
liniard N — Nu’%- Prin dualizare, obtinem o aplicatie liniard N — Ny a carei
restrictie la V' are imaginea continutad in NV si a carei restrictie la ¢’ are imaginea in
0. Aceastd constructie este Tn mod evident reversibila si poate fi extinsa la evantaie :

Definitia 4.21 Fie N, N’ doud latici, A un evantai in Ny §i o' un evantai in Nj,. Un
morfism de evantaie este o aplicatie liniard ¢ : Ny — Ng astfel incdt p(N') C N
si pentru orice o' € A existd o € A cu ¢p(o’) C 0.

Definitia de mai sus este coerentd in sensul cd dacd ¢(o’) C oy si ¢(0’) C o9,
atunci ¢(0’) C oy Nog € A.

Un morfism de evantaie determina un morfism intre varietdtile torice asociate
XA — Xa ; un astfel de morfism se numeste morfism toric. Pe deschisi afini,
X, C Xarsi Xy C XA cug(o') C o acest morfism este cel discutat in cazul afin.

Propozitia 4.22 Un morfism toric ® : Xar — Xa induce un morfism de toruri
algebrice Iy — T care este compatibil cu actiunile torurilor, cu alte cuvinte,
avem diagramele comutative :

Tf/*)Tff TN/XXA/HTNXXA
XA/HXA XA/ XA

Exemplul 4.23 Fie N o latice si N’ C N o sublatice de acelasi rang ; in particular,
avem N, = Ngr. Dacd A’ este un evantai in /N’ atunci el induce un evantai in N,
notat A. Practic, cele doua evantaie coincid ca multimi, doar laticile sunt cele care
diferd, iar morfismul identitate N, = Ny, induce un morfism natural de evantaie.
Grupul cat N/N’ actioneazd canonic pe varietatea X a, iar catul sdu prin aceastd
actiune se identifica cu varietatea X o, morfismul de proiectie fiind acelasi cu mor-
fismul toric indus de morfismul initial de evantaic A’ = A. (PENDING) de dat mai
multe detalii.

4.6 Subgrupuricu un Parametru, Caractere si Puncte-
limita.

Scopul introducerii acestor notiuni este acela de a putea recupera evantaiul unei
varietdti torice din geometria sa. Reamintim ca un morfism X, — X,/ de varietdfi
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torice afine se numeste morfism toric dacd provine dintr-un morfism de monoizi
S, — S,. Am ardtat cd un morfism toric induce un morfism de grupuri algebrice
intre torurile continute Tn X, si, respectiv, X, .

Propozitia 4.24 Orice morfism ® : T, — T,, de grupuri algebrice este un morfism
toric.

Demonstratie. Considerim o# : C[Xi, ... XF] — C[Y5,..., Y. ] morfismul
indus de ¢ Intre inelele de coordonate. Fie v € Z" C R" un element arbitrar si
PP = Y cux™s
weZm
Cum ¢ este un morfism de grupuri algebrice, avem o diagramd comutativa :

ot

(C[Xita>X7:H C[}/l:t7ayn:1t]
lx“Hx“ ®x" lx” X ex"
+ + + et et + + + +
CIXE,... XE ®c CIXE, ... XH—%ClYE, ..., Y] ®c C[YE, ..., Y

Rezulta cd
(X" @ (") =D cux” ® X,
adicd
D Cu X" X" =D cwx” ® X"

Dar vectorii (x"* ® x*?) sunt liniar independenti peste C, de unde rezulti ca pentru
orice w; # wsy, avem ¢, = 0 sau ¢,, = 0. De aici deducem ca existd cel mult
un coeficient c,, diferit de zero si in plus ¢ = c,. Obtinem p#(x%) = \¥ ; s
remarcim ci y* este inversabil, deci ¥ (y*) # 0. Prin asocierea u — w se obfine
o aplicatie ® : Z™ — Z" cu ¢*(x*) = x*®. Cum ¢# este un morfims de inele,
rezultd cd ® este un morfism de monoizi §i deci ¢ este un morfism toric. U

Corolarul 4.25 Fie ¢ : X, — X, un morfism de varietdti torice afine astfel incat
@ induce un morfism de toruri algebrice, compatibil cu actiunile torurilor. Atunci
 este un morfism toric.

Demonstratie. Folosim S, + (—S,) = M (REF) si in final ®(S,.) C S,. O
Cazuri Particulare.

1. A da un morfism C* — T, de grupuri algebrice este echivalent cu a preciza
un element din NV = Z". Cu alte cuvinte, avem

HomGrAlg((C*, Tn> = 7",

Un astfel de morfism se numeste subgrup cu un parametru al lui T;,. Cores-
pondenta este datd in mod explicit astfel : daca v = (a4, ..., a,) € Z™ atunci
obtinem morfismul de grupuri algebrice

Ao : C" =T, A(2) = (2%, ...,2%)

si orice morfism de grupuri algebrice este de aceastd formd, dupda cum am
aratat.
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2. A da un morfism 7,, — C* de grupuri algebrice este echivalent cu a da un
morfism de monoizi de la Z" la Z, adicd a preciza un element din N = Z".
Deci

HOHlGrAlg(Tn, C*) = Zn =M.

Un astfel de morfism se numeste caracter al lui T,,. Explicit, pentru un ele-
ment u € Z", morfismul indus este exact x* : T,, — C* (x* € O(T},) este un
element inversabil, deci nu se anuleaza nicdieri) si orice morfism de grupuri
algebrice este de aceastd formd. Monoamele sunt deci caractere ale torului
n-dimensional.

Observatia 4.26 Aplicatia biliniara :
Hom(7T,,,C*) x Hom(C*,T,,) — Hom(C*,C"),

definita prin
(a,3) — o f,

corespunde aplicatiei biliniare naturale
(,):MxN —Z.
Cu alte cuvinte, pentru orice z € C*, orice v € N siu € M, avem :

(X" o) (2) = 2,

In cazul general, pentru XA o varietate toricd arbitrard, consideram 7;,, C Xa
torul mare. Am vazut cd laticile M si /V pot fi descrise ca fiind caracterele, respectiv
subgrupurile cu un parametru ale lui 7;,. Este de asteptat ca evantaiul de definitie A
sd poatd fi descris in termeni asemanatori.

Conventie. Pentru orice subgrup cu un parametru \, : C* — T, vom nota tot
cu )\, : C* — XA mrofismul indus.

Ideea cheie este sa studiem limitele hH(l) Av(2). Acesta idee devine mult mai trans-
Z—

parentd daca analizdm un caz particular, cel al dreptei proiective.

Exemplul 4.27 (Dreapta proiectivi) Reamintim cid P! a fost construit prin lipirea
a doud copii ale lui C, Exemplul 4.13 :

P' = (@ [T(C€1)/~ €2z~ € (Ch.

Daci v € Z, atunci A\, (z) = 2°.
Pentru v > 0, lir% 2" = 01n (C)y.
zZ—

Daca v > 0, atunci lin% 2" nu existd in (C)g, dar existd in (C); dupd cum se poate
22—
1

observa Inlocuind z cu z~-.
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Dacd v = 0, atunci lim 2¥ = 1 existd si apartine lui C*, iar 1 € (C), se identifica cu

z—0

1 € (C);. In concluzie,

C* dacav =01ie. v e S
lir% 2V existdin ¢ (C)g = X,, dacive S,
- (C)y = X,, daciveS,,

si
C* daciv # 0ie. v &€ .Sy
lir% 2’ nuexistiin ¢ (C)y=X,, daciv &S,
- (C), = X,, dacivgS,,

In cazul general, vom intdlni acelasi fenomen, care se bazeaza pe observatia
simpla urmatoare : dacd u € M siv € N sunt doud elemente fixate, atunci conditia
(u,v) > 0 este echivalenti cu existenta limitei lim z(** in C. In acest caz, limita

z—0

(up) _ 0 daca <U, ’U> > 0,
| 1 dacd (u,v) =0

este :

lim 2 4.1)

z—0
Observatia 4.28 Am definit, pentru un con poliedral rational ascutit din R", un
punct x, din varietatea X, numit punctul distins al lui X, care corespunde mor-
fismului de monoizi :

1 dacawu e al,
Sy — (Cv ')’ ur= { 0 altminteri,

iar dacd o, ¢’ sunt doud conuri cu o fatd comund 7, atunci prin lipirea varietatilor
X, si Xy dupd deschisul comun X, punctul . € X, C X, coincide cu x, €
X, C X, deci avem un punct distins bine definit z, Tn varietatea torica abstracta.
In concluzie, pentru orice evantai A din R” si pentru orice con 7 € A, avem céte
un punct distins z,, mai mult, toate aceste puncte sunt distincte.

Propozitia 4.29 Notatiile ca mai sus. Fie o € A si v in interiorul relativ al lui o.
Atunci liH(l) Mo(2) = x4
Z—

Demonstratie. Problema fiind de naturd locald, ne restrangem la cazul afin. Obser-
vam ca \,(z) € X, privit ca morfism de monoizi S, — (C,.), actioneazi astfel

Ao(2) (1) = X" (Ao(2)) = 2", Vu € S,

In acest caz, lin% Ay (2) existd dacd si numai daci lim z{™?) existd pentru orice
VAR

z—0

u € S,, ceea ce este echivalent cu (u,v) > 0, pentru orice u € S,. Aceastd

ultimd conditie, impreund cu Teorema de Dualitate si cu rationalitatea conului o

este echivalentd cu v € o. Din relatia 4.1, rezulta ca limita lir% Ay (2) coincide cu
zZ—>

T O

Corolarul 4.30 Dacd v nu apartine nici unui con din eventaiul A, atunci lim \,(2)

z—0

nu existd.

Concluzia. c N N = {v, lin% Ao(z) existd}, iar pentruv € o N N, liII(l) Mo(2) = 2,
z— Z—

unde 7 este cea mai mica fata care contine punctul v.
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4.7 Structura Orbitelor.

Asa cum am mentionat inainte, pe orice varietate toricd n-dimensionald X avem
o actiune naturald a torului 7}, in asa fel incat torul poate fi identificat cu una din or-
bitele acestei actiuni (orbita punctului distins z, pentru precizare). Cum XA este in
mod evident reuniunea disjunctd a orbitelor sale, intr-un limbaj mai putin academic
putem spune cd X este obtinutd adaugand "ceva" torului algebric n-dimensional
T,, = (C*)". In aceastd Sectiune, vom explicita acest "ceva" suplimentar si vom ve-
dea ci este de fapt o reuniune de toruri algebrice de dimensiune inferioari. In fine,
vom descrie inchiderile tuturor orbitelor actiunii torului 7;, si vom arita ca acestea
sunt la randul lor varietati torice scufundate invariant in X .

Pentru edificare, incepem cu doud exemple familiare.

Exemplul 4.31 (Dreapta proiectiva) Actiunea torului 1-dimensional C* pe dreapta
proiectivd P! este dati de :

Mzo: 2] = [20: Az] = [A 20 21).
Atunci
e A\.[1:0]=][1:0],pentru orice A € C*.
e A\.[0:1]=[0: 1], pentru orice A € C*.

e orice punct [z : z1] cu zpz; # 0 se afld In orbita deschisi a punctului dis-
tins [1 : 1]. (PENDING: de explicitat punctele distinse ale var cunoscute in
sectiunea respectiva)

Remarcam ca numarul de orbite coincide cu numaérul de conuri de evantaiul de
definitie a dreptei proiective, adicd 3.

Exemplul 4.32 (Planul proiectiv) Actiunea torului 2-dimensional 75 pe planul proiec-

tivd P? este datd de :
(A1, A2).[20 0 21 1 2] = [20 1 A121 & Agza).

Atunci

e 15[1:0:0]=1[1:0:0].

e 15.0:1:0/=1[0:1:0].

e 1,.0:0:1]=1[0:0:1].

e multimea {[0 : 21 : 22], 2122 # 0} este orbita punctului [0 : 1 : 1].
e multimea {[z : 0 : 23], 2922 # 0} este orbita punctului [1 : 0 : 1].

e multimea {[z : z; : 0], 2021 # 0} este orbita punctului [1 : 1 : 0].
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e orice punct [z : 27 : 2] cu zpz129 # 0 se afld in orbita deschisd a punctului
distins [1: 1 : 1].

Remarcam ca numarul de orbite coincide cu numarul de conuri de evantaiul de
definitie a dreptei proiective, adica 7.

Exemplele de mai sus nu scot la iveald nici o coincidentd stranie. Vom ardta cd
intotdeauna numadrul de orbite va coincide cu numarul de conuri din evantaiul de
definitie.

Fixdam notatiile. Consideram N = Z" o latice de dimensiune n, &/ = N ®z R,
M=NcCE=M®®zR.A CV unevantai din N si X varietatea torici asociati
evantaiului A. Torul n-dimensional Ty = N ®7 C* se scufunda in X ca orbita
punctului distins x.

Reamintim ca pentru orice con 0 € A avem punctul distins z, € X, C Xa
care corespunde morfismului de monoizi :

1, daciu€ ot

Se=cnNM —C, ur— { 0, altminteri.

Definim O, ca fiind orbita lui z,, i.e. O, := Tx.2,.
Ca sd intelegem structura orbitei O,, trebuie sd Intelegem structura stabilizato-
rului lui z,. Pentru acest scop, definim :

N, := sublaticea generata de o N V. 4.2)

Atunci T, := N, ®7 C* este un subtor al lui 7).
Laticea N, va juca un rol esential in cele ce urmeazd. S& punctim una din
proprietitile sale :

Observatia 4.33 Laticea duald a lui NV, este N) = M/ o+ N M. (PENDING) de
demonstrat.

Propozitia 4.34 T, coincide cu stabilizatorul punctului .

Demonstratie. Fie ¢ € T un punct care corespunde unui morfism de monoizi
t: M — C*. Atunci t.z, : S, — C este produsul uzual de aplicatii, iar t.z, = z,
daci si numai daci t(u) = 1 pentru orice u € 0. Stabilizatorul lui z, va fi grupul :

Stab(z,) := {t € Homyn (M, C*), t(u) = 1, pentru orice u € o N M},

deci
Stab(z,) = Homyjon (M /o N M, C*).

Din Observatia 4.33 rezulti cd Stab(x,) = N, ®z C* = T,. O
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In continuare, si remarcim ci N, este un subgrup saturat in N : daci n € Z si
v € N asaincat n.v € N,, atunci v € N,,. Aceasta se traduce prin faptul ca grupul
cat N(o) := N/N, este fara torsiune si atunci

N(U) ®Z C* — TN/TO'7

ceea ce aratd cd orbita O,, care se identificd in mod natural cu Ty /T, este in fapt
izomorfd cu un tor algebric de dimensiune n — dim(o) :

OO’ = TN(O’)'

Propozitia 4.35 Orice orbitd a actiunii lui Ty pe X este de forma O, pentru un
conT € A.

Demonstratie. Fie x € XA un punct arbitrar. Atunci z se gaseste intr-un deschis
afin X, pentru un con 0 € A. Ca de obicei, privim x ca un morfism de monoizi :
x : Sy, — C. Reamintim ci orice fafi a conului dual & este de forma 7 = 7+ N &,
unde 7 este o fatd a lui o, Propozitia 2.51. Consideram 7* cea mai mica fatd a lui &
care contine multimea x~(C*) ; 7* poate fi chiar 5. Ardtim ci :

7 HCH) =7"N M.

Direct din definitie, rezulti ¢ z~1(C*) C 7* N M, deci rimane de aritat cd
7 H(C*) DT N M.

Si observim ci 2~ (C*) contine un punct din interiorul relativ al lui 7*. In caz
contrar, x_l(C*) ar fi inclus intr-o reuniune 7; U ... U 73 de fatete ale lui o, din
Observatia 2.44. Alegem k minimal cu aceastd proprietate (eliminind eventual o
parte din fatete) si consideram, pentru orice ¢ = 1,...,k, cite un element u; €
(z7H(C*) N7) \ (UjeTj). Atunciug + -+ +up € 27 H(C*) C 7 U ... U7y, deci
existd j pentru care u; + - - - + u, € 7;. Din Observatia (REF), rezultd ca orice u;
apartine lui 7; In contradicfie cu alegerea facutd.

Fie up € 27 1(C*) Nrelint(7). Din Teorema 2.45, putem scrie 7 ca o intersectie

de semi-spatii :
’7'>‘< = ﬂ(vi)zo.

Deoarece uy este in interiorul relativ al lui 7%, avem (ug, v;) > 0, pentru orice 4.

Consideram v € 7*NM. Pentru un numar intreg £ > 0, avem w = kug—u € 7*
si atunci u +w = kuy € 71 (C*), or aceastd apartenentd implici u € 71 (C*). Am
aratat egalitatea

e HCHY=7NM=7r"NnsNM.

In continuare, morfismul z : 3N M — C induce un morfism 2z’ : 7-NFNM —
C*. Deoarece o este ascutit, deci dim(¢) = n, rezultd cd morfismul 2’ se extinde la
un morfism z” : 7+ — C*. Se observi ci :

Homg (- N M,C*) = N(7) ®, C* = O,.

Pentru fata 7 C o, prin incluziunea X, C X,, compunerea de incluziuni
Homy (7t N M,C*) = O, € X, C X, identifici punctul 2 cu punctul ", prin
urmare, z € O,. O
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4.8 Inchiderile orbitelor.

In general orbitele actiunii torului mare (PENDING: de spus undeva ca vorbim des-
pre 1x ca despre torul mare) pe o varietate toricd XA nu sunt subvarietdti inchise.
De aceea, este intersant de studiat inchiderile acestor orbite. Vom arita ca ele sunt
la rAndul lor varietati torice, iar incluziunea este un morfism toric.

Pentru aceasta (§1 nu numai) avem nevoie de notiune de sfar a unui con :

Definitia 4.36 Fie N o latice de rang n, A C Ny un evantai si T € A un con.
Starul lui 7, notat Star(t) este multimea conurilor din A care contin T.

Fixdm 7 un con din evantaiul A si notdm cu N, C N sublaticea generatd de
TNN. Am aritat (REF) cd N (1) := N/N; este tot o latice. Starul unui con defineste
un evantai A(7) in spatiul N(7)g in modul urmitor : pentru orice o € Star(7)
definim

(1) = (0 + (N-)r)/(Nr)r C N(T)r

si
A(7) :={o(71), o € Star(7)}.

Lema 4.37 Cu notatiile precedente, o(T) este un con poliedral rational ascufit.

Demonstratie. Faptul cd o(7) este poliedral, precum si rationalitatea rezultd direct
din proprietitile similare ale lui 0. Rdmane de aritat cd o(7) este ascutit, ceea ce
este echivalent cu incluziunea :

(0 + (N)r)N (=0 + (Ny)r) C (N;)g-
Fiev € (0 + (N;)r) N (—0 + (N;)r). Atunci existd vy, ve € 0 i wy,wy € (N;)gr
astfel incdt v = vy + w; = —vy + wy. Deoarece (N,)g = 7 + (—7), existd
ai, as, bl, bg € T asa incat w, = ay — b1 §1 Wo = Qg — bg. Obpnem

Vit ag+vet+by=ay+byET.

Cum 7 este o fatd a lui o, deducem ca vy, v9 € 7. |

Lema 4.38 A(7) este un evantai in N (7).
Demonstratie. Printr-un argument similar celui din demonstratia Lemei anterioare,

se aratd cd dacd 01,09 € Star(7) si v = o1 N 09, atunci y(7) = o1(7) N 02(7)
(Exercitiu: completati detaliile demonstratiei). O

Definitia 4.39 Varietatea toricd V(1) := Xa(r) se numegte inchiderea abstractd a
orbitei lui x ..

Terminologia este justificatd de urmdtorul rezultat :
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Teorema 4.40 Cu notatiile precedente, existd o scufundare naturald V (1) — Xa
ca subvarietate inchisd, a cdrei imagine coincide cu inchiderea orbitei O, si astfel
incat torul lui V (1) sd corespundd orbitei O, ; in particular, avem

dim(V (7)) = n — dim(7).

Demonstratie. Notim )/ = N. Vom scufunda V' (7) in Usestar(r) Xo $i ardtdm ca
aceastd scufundare verificd proprietitile cerute, dupa care demonstram ci V' (1) este
Inchisa in X A.

Considerdm o € Star(7) ; deoarece N(7)¥ = 7+ N M (REF), rezulti ci

o(T)'NM(r)=c"N7tN M,
deci X,(-) = Specm(C[s N7+ N M]).
Vrem sd construim un morfism toric X, ;) — X,, sau, echivalent, un morfism

de monoizi
To 1 Se =0 NM — Sy =cnN7tN M.

(PENDING) O

Aplicatie : Varietdti Torice Compacte.

Definitia 4.41 Un evantai A din R™ se numeste complet dacd U,cn = R™.

Lema 4.42 Dacd A este complet si T € A, atunci A(T) este un evantai complet.
Demonstratie. (PENDING) 0J
Teorema 4.43 O varietate toricd X a este compactd dacd §i numai dacd evantaiul
de definitie A este complet.

Demonstratie. (PENDING) ]
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Capitolul 5

Varietati Torice Proiective.

5.1 Subvarietati Invariante ale Spatiului Proiectiv.

(PENDING)

5.2 Politopuri.

Spre deosebire de teoria conurilor, unde am lucrat cu hiperplane (si subspatii) li-
niare, aici vom lucra cu hiperplane afine.

Definitia 5.1 e Un politop K intr-un spatiu vectorial real finit dimensional F
este acoperirea convexd a unui numdr finit de puncte v, . .., vy i.e.

N
K = conv(vg,...,vy) = {Z)"'U“ Ai 2> 0, Z)\i = 1}
i=0

e Directia lui K este spatiul director al spatiului afin generat de vy, . . ., vy.
e Dimensiunea lui K este dimensiunea directiei sale.

e Un hiperplan suport al lui K este un hiperplan H din E cu H N K # 0 i
pentru care existd u € I si r € R astfel incat

H={vekE (uv)=r}

i
(u,v) > r, pentru oricev € K.

e Ofatd a lui K este intersectia lui KK cu un hiperplan suport ori multimea vidd.
e O fatetd a lui K este o fatd F' cu dim(F') = dim(K) — 1.
e Un varf al lui K este o fatd zero-dimenionald (un punct).
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Oricarui politop K din F i se poate asocia conul generat de K x 1 din E/ x R,
notat cu C'(K) si definit prin :

C(K):=0(K x1)={(v,t) e ExRy,vetK}.

Conul C'(K) este, dupd cum se poate observa, un con ascutit. Reciproc, consi-
derand un con poliedral C' din E x R pentru care intersectia K = C'N (E X 1) este
nevida si marginitd (ceea ce implicd si C' ascutit), aceasta intersectie va fi un politop.
Asocierile K — C(K), C — CN(FE x 1) sunt bijectii inverse una celeilalte. Toate
proprietdtile demonstrate pentru conuri poliedrale vor avea un corespondent perfect
pentru politopuri, folosind aceste bijectii. Fetele lui K si ale lui C'(K') de asemenea
corespund.

Propozitia 5.2 Dacid 7 C C(K) este o fatd a i C(K), atunci F' := 7N (E X
1) este o fatd a lui K cu dim(F) = dim(7) — 1. Aceastd asociere stabileste o
corespondentd bijectivd si crescdtoare fatu a de relatia de incluziune intre fetele lui
C(K) si fetele lui K, a cdrui inversd este F' — C(F).

Demonstratie. O fatd a lui K este de forma
F:=Kn{vekFE, (uv)=r},

unde 7 € R, si u € E, cu (u,v) > r pentru orice v € K. Atunci pentru orice
(v,t) € C(K), avem (u,v) —rt > 0, adicd (u, —r) € C(K). Conul 7 = C(F) este
egal cu

T=0n{(v,t), (u,v) =rt} = (u, —r)*,

deci este o fata nenuld a lui C'(K) si C(F)N(E x 1) = F.
Reciproc, fie 7 o fagd nenuld a lui C'(K), atunci 7 = C(K) N (u, s)*, unde
(u,s) € C(K)V. Cu alte cuvinte, avem :

{(u,v) + st > 0, pentru orice (v,t) € C(K)
si
T ={(v,t) € C(K), (u,v) + st =0.
Notim F' = 7N (FE x 1) # (. Atunci avem (u, v) > —s pentru orice v € K si
F={veK, (uv)=—s}.

U

Observatia 5.3 Fatetele lui K sunt in corespondentd bijectiva cu fatetele lui C'(K),
iar fete nule a lui C'(K) ii corespunde fata vidd a lui K.

Observatia 5.4 Deoarece orice con poliedral ascutit este o intersectie de semi-
spatii, din Teorema 2.45 rezultd ca orice politop este o intersectie de semi-spatii
afine, adicd existi a; € Rsiu; € E,1 =1,...,s, asaincat

K = m{v, (uj,v) > —a;}.

O intersectie finitd de semi-spatii afine se numeste poliedru convex. Politopurile
sunt deci poliedre convexe marginite.
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Urmatoarea propozitie rezultd direct din proprietatile analoage pentru conuri.
Propozitia 5.5 Fie K C E un politop convex. Atunci :
1. Orice fatd a lui K este un politop convex.
O intersectie de fete a lui K este o fatd a lui K.
O fatd a unei fete a lui K este o fatd a lui K.
Orice fatd a lui K diferitd de K este continutd intr-o fatetd.

Orice fatd a lui K este intersectia fatetelor ce o contin.

S N

In cazul in care K este de dimensiune maximd, frontiera topologicd a lui K
coincide cu reuniunea fetelor (sau fatetelor) lui K.

Folosind faptul ca orice con ascutit este generat de razele sale, Propozitia 2.60,
obtinem :

Propozitia 5.6 K este acoperirea convexd a multimii varfurilor sale.

Definitia 5.7 Fie K un politop convex si fie F' o fatd a lui K. Definim conul barierd
a lui K la F ca fiind conul Cr generat de diferentele : v —w cuv € K siw € F.

Propozitia 5.8 Conul Cr este un con convex poliedral si Cr N (—C) coincide cu
directia lui F. In particular, C este ascuit dacd si numai dacd F este un varf al
lui K.

Demonstratie. (PENDING) OJ

In ceea ce priveste teoria de dualitate, se defineste multimea polard K° a unui
politop convex K din spatiul £ prin :

K°:={u € FE, (u,v) > —1, pentru orice v € K }.

Observatia 5.9 Inlocuind —1 cu un alt numir negativ —a in definitia de mai sus a
multimii polare, diferenta intre definitiile este de o omotetie.

Propozitia 5.10 Presupunem cd dim(K') = dim(FE) §i cd originea lui E se afld in
interiorul lui K. Atunci K° este un politop.

Demonstratie. Considerim C'(K) C E x R si dualul siu C(K)¥ ¢ E x R:
C(K)" :={(u,s), (u,v) + st > 0 pentru orice (v,t) € C(K)}.

Atunci )
C(K)Nn (K x1) =K.

Deoarece C'(K)" este un con ascutit, rimane doar de aritat cd multimea K° este
marginitd. Or, mérginirea multimii polare este echivalentd cu conditia 0 € Int(K).
(PENDING) O
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Observatia 5.11 In general, multimea polari a unui politop este un poliedru con-
vex.

Teorema 5.12 (Teorema de Dualitate) Presupunem dim(K) = dim(FE) si 0 €
Int(K). Atunci (K°)° = K.

Demonstratie. Este suficient si ariitim egalitatea C'(K) = C(K°)". Din definitia
conului dual, avem :

1 1
C(K)Y = {(u,s), <u, ¥v> + s > 0 pentru orice ;v € K} U {0}.

In egalitatea de mai sus, faptul ci 0 € K implici s > 0. Pe de alti parte, avem :
C(K°) = {(u,s) € E x R%, (u,v) + s > 0 pentru orice v € K} U {0},

deci C(K)Y = C(K?). Din Teorema de Dualitate pentru conuri avem C(K )"V =
C(K). O

Pentru constructia practicd a politopurilor polare se foloseste egalitatea mentio-
natd anterior
K°=C(K)"Nn(FE x1)

si procedeul practic de constructie a conurilor duale.

Exemplul 5.13 Fie K = conv(0,e1,e3) C R?, unde {e;,e2} C R? este baza
canonicd. Atunci K° = {(uy, us), uy > 0,uy > 0} nu este un politop.

Exemplul 5.14 Ca in exemplul precedent, fie {e1, e;} C R?si {€,,6,} C R? baza
canonicd. Considerim politopul K = conv(2e; — eg, —eq + 2e9, —€1 — €3) C R2.
Atunci K° = COIlV(él7 éQ, —él — ég)

Exemplul 5.15 Pentru
K = conv(+ey, +ey) := conv(er, —ey, €9, —€3) C R?
avem : K° = conv(£é; + é;).
Exemplul 5.16 Analog exemplului precedent, pentru
K = conv(zey, +ey, e3) 1= conv(er, —ey, ea, —€9, €3, —€3) C R
avem : K° = conv(£é; + é; £ €3).

Propozitia 5.17 Presupunem cd dim(K) = dim(FE) §i 0 € Int(K), iar F este o
fatd a lui K. Atunci

F*:={u e K’ (u,v) = —1, pentru orice v € F'},
este o fatd a lui K°, iar corespondenta :
F— F~

este o aplicatie bijectivd, descrescdtoare fatd de relatia de incluziune intre fetele lui
K si cele ale lui K°, cu

dim(F) + dim(F*) = dim(F) — 1.
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5.3 Varietatea Torica Asociata unui Politop Laticial.

In geometria torici vom lucra cu politopuri dintr-un spatiu de tipul E = Ng, unde
N este o latice (sau in spatiul dual V).

Definitia 5.18 Un politop din Ny se numeste laticial, respectiv rational dacd varfu-
rile sale fac parte din laticea N, respectiv din spatiul N @z Q.

Observatia 5.19 Un politop K C N este rational daca si numai dacd existd £k € N
astfel incat k. K sa fie laticial. In plus, K rational implica K° este de asemenea
rational.

Observatia 5.20 Polarul unui politop laticial nu este neaparat laticial. De exemplu,
consideram K = conv(—1,2) C R, atunci K° = conv (—%, 1) C R.

Pornind de la un politop laticial K din Ng care con tine 0 1n interiorul sdu, putem
defini un evantai complet din Ny ale cdrui conuri sun conurile generate de fetele lui
K. Totusi, in practicd va fi mai convenabil sd pornim de la un politop laticial P
din spatiul dual My = Ny cu dim(P) = dim(Mpg) si si construim un evantai Ap
in Ny (va trebui sd ardtam totusi cd Ap este itr-adevar un evantai, vezi Propozitia
5.21) ale carui conuri sa fie dualele conurilor bariera :

Ap = {Co}ocp -

Pentru orice fad @ a lui P vom avea deci un con 0y = Cg in multimea Ap,
numit conul normal la () si descris prin :

og = {v € Ng, (u,v) < (u',v), pentru orice u € Q, v’ € P}.

Avantajul acestei abordari este faptul cd multimea {Cg}ocp s DU se schimba
dacd inlocuim P cu un mutiplu al sdu k. P sau chiar cu un translatat al sdu P + a cu
a € Mg, deoarece conurile bariera raman aceleasi.

Propozitia 5.21 Multimea Ap este un evantai complet din Ng. In plus, dacd 0 €
Int(P), atunci Ap coincide cu evantaiul format din conurile generate de fefele
politopului polar K°.

Demonstratie. Am vdzut cd pentru orice k € 7Z si orice v € M avem egalitatea
Ap = Ak pyy. Putem presupune atunci cd 0 € Int(P) si ariitdm cd A p este format
din conurile generate de fetele lui P. Consideram () C P o fatd proprie (cazul
() = P este trivial, deoarece avem o = {0}) si

Q" :={v € P° (u,v) = —1,pentru orice u € Q}.
Stim (REF) ca
dim(Q) + dim(Q*) = dim(Ng) — 1.

Aritam cd o coincide cu conul o(Q)*) generat de Q™.

Deoarece Q* C o, din definitie, rezultd incluziunea o (Q* C 0. Pentru a ardta
incluziunea reciproca, alegem v € o \ {0}, atunci (v, v)(u, v) pentru orice u € Q)
si v/ € P. De aici deducem cd (.v) este constantd pe (), pe care o notdm cu c.
Am presupus o € Int(P) ceea ce implicd ¢ < 0, deci —%v € (Q*, ceea cea arata ca
v e a(Q).

Completitudinea reiese din conditia 0 € Int(P?). O
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In concluzie, unui politop laticial P C My 1 se asociazd o varietate toricad com-
pacta, notatd X p. In plus, avem X, p., = Xp, pentru orice k € N* si orice u € M.
Vom arita Tn Sectiunea urmadtoare cd varietatea X p este proiectiva.

Exemplul 5.22 Considerdm P = conv(0,¢é1,...,6,) C R”, unde {¢1,...,¢,} C
R™ este duala bazei canonice din R". Atunci Xp = P".

Observatia 5.23 Dacd laticea initiald M se descompune intr-o sumd de doud su-
blatici : M; & Mo, iar P este un produs de doua politopuri laticiale P = P; X P,
atunci Xp = Xp, X Xp,. De exemplu, cu notatiile uzuale, dacd P = conv(+¢é; +
-..4¢,) C R*, atunci P = [—1,1]", deci Xp = P' x - - - x P!, produs de 7 factori.

Propozitia 5.24 Varietatea Xp este netedd dacd si numai dacd pentru orice varf
Q € P, conul barierd Cy este generat de o bazd a lui M peste 7

Demonstratie. Folosim criteriul de netezime (Teorema (REF)) si faptul cé regula-
ritatea conurilor este o proprietate auto-duala.
[l

5.4 Morfisme Asociate Politopurilor Laticiale.

5.5 Aplicatia Moment.

5.6 Topologia Varietatilor Netede si Proiective.

Scopul acestei Sectiuni este de a studia topologia varietdtilor netede asociate poli-
topurilor rationale. Vom porni de la o latice N, considerim laticea duald M/ = N si
P C My un politop rational cu dim(P) = rang(M) si considerdim X p varietatea
proiectiva asociatd.

5.7 Polinomul Ehrhart.
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