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1. INTRODUCERE

Această lucrare tratează o serie de probleme de control optimal stochastic cu comenzi feedback. Vom uti-
liza o tehnică nouă din literatura matematică ce constă ı̂n considerarea unei probleme echivalente de con-
trol optimal determinist pentru anumite ecuaţii Kolmogorov (de tip forward sau backward). Informaţiile
obţinute din studiul problemelor deterministe ne dau o perspectivă mai profundă asupra problemelor
stochastice.

În primul capitol prezentăm câteva chestiuni relevante pentru problemele investigate ı̂n această teză
şi subliniem contribuţia originală a autoarei. Structura tezei este următoarea:

Capitolul 2: Probleme de control optimal stochastic cu comenzi de tip feedback via ecuaţii
Kolmogorov. Acest capitol tratează anumite de control optimal stochastic cu comenzi de tip feedback
şi se bazează pe lucrările autoarei [1] şi [3]. Rezultatele au fost prezentate ı̂n două comunicări (vezi [C1],
[C2]) susţinute la conferinţe internaţionale.

Se arată ı̂ntâi că există o profundă relaţie ı̂ntre problema de control stochastic şi o problemă de
control determinist asociată unei perechi de ecuaţii Kolmogorov (backward) cu comenzi de tip open-
loop. Se demonstrează că există un control optimal pentru problema deterministă dacă coeficientul de
drift are o formă particulară şi dacă o proprietate de convexitate pentru funcţionala de cost are loc. Se
demonstrează un principiu de maxim şi se deduc condiţii necesare de optimalitate. Prezentăm câteva
exemple şi discutăm o abordare alternativă semigrupală. Subliniem că metoda se poate adapta pentru
investigarea unei clase mai generale de probleme de control optimal stochastic. Câteva rezultate auxiliare
sunt prezentate la sfârşitul capitolului.

Capitolul 3: Controlul optimal al ecuaţiilor diferenţiale stochastice via ecuaţii Fokker-
Planck. Acest capitol tratează o problemă de control optimal stochastic cu comenzi de tip feedback
(closed-loop) pentru o ecuaţie diferenţială stochastică şi o problemă de control optimal determinist cu
comenzi de tip open-loop pentru o anumită ecuaţie Fokker-Planck (forward Kolmogorov equation). Ca-
pitolul se bazează pe lucrările autoarei [2] şi [4]. Unele din idei şi rezultate au fost prezentate ı̂n [C3] şi
[C4].

Sunt investigate unele proprietăţi de bază ale soluţiilor slabe ale unei ecuaţii diferenţiale stochastice
şi ale unei ecuaţii Fokker-Planck şi se discută relaţia dintre cele două ecuaţii. În anumite ipoteze este do-
vedită echivalenţa dintre problemele de control optimal stochastic şi determinist. Principiul superpoziţiei
este unul din ingredientele principale din demonstrarea echivalenţei. Se stabileşte un principiu maxim
folosind aşa-numitele controale spike şi se deduc condiţiile de optimalitate necesare pentru problema
deterministă. Se obţine un rezultat similar ı̂n cazul controalelor independente de timp. Existenţa unui
control optimal este demonstrată ı̂n ipoteze suplimentare pentru problema de control optimal determinist.
Câteva exemple ilustrează aplicabilitatea rezultatelor teoretice. Se discută câteva aspecte referitoare la
o problemă cu control cu acţiune nelocală. Capitolul se ı̂ncheie cu câteva rezultate auxiliare.

Capitolul 4: Extinderi Acest scurt capitol sugerează câteva posibile extinderi şi subiecte pentru
investigaţii viitoare. O atenţie deosebită este acordată controlului ecuaţiei Fokker-Planck cu termen
nelocal. O altă extindere se referă la o problemă de control optimal al unei ecuaţii Fokker-Planck neliniare
s, i relaţia acesteia cu o problemă de control optimal stochastic al ecuaţiei McKean-Vlasov. Unele din aceste
subiecte sunt ı̂n studiu ı̂n [4].



Capitolul 5: Anexă. Aici amintim câteva noţiuni şi rezultate care sunt indispensabile pe parcursul
acestei teze de doctorat: inegalitatea lui Gronwall, teorema de existenţă a lui Lions, teorema de com-
pactitate a lui Aubin, şi teoremele lui Lumer-Phillips şi Trotter-Kato privind semigrupurile de clasă C0.

Rezultatele originale ale autoarei sunt cuprinse ı̂n capitolele 2 şi 3, ı̂n timp ce posibile extensii sunt
incluse ı̂n capitolul 4.

Unele dintre rezultatele originale au fost comunicate la conferinţe internaţionale:

C1. Ş.-L. Aniţa, Optimal control for SDEs with feedback inputs and related Kolmogorov equations,
Atelier de travail en Stochastique et EDP, Bucharest, Romania, 20 October, 2020, http://imar.
ro/CFM/2020/EDP-Stochastique-Oct2020.pdf;

C2. Ş.-L. Aniţa, Stochastic optimal control problems and related Kolmogorov equations, IWSPA 2020
- International Workshop on Stochastic Processes and Their Applications, A virtual workshop, 24
November - 9 December, 2020, http://blogs.mat.ucm.es/presa/program2020/;

C3. Ş.-L. Aniţa, Optimal control problem for McKean-Vlasov stochastic equation, The 10th Internatio-
nal Conference on Stochastic Analysis and its Applications (10th ICSAA), Kyoto University, Japan,
6-10 September, 2021, https://www.math.kyoto-u.ac.jp/workshop/ICSAA2020/ICSAA2020_program.
pdf ;

C4. Ş.-L. Aniţa, An optimal control problem related to a non-linear Fokker-Planck equation, Young Re-
searchers Workshop - Romanian Society of Probability and Statistics, Bucharest, Romania, 19 No-
vember, 2021, https://spsr.ase.ro/wp-content/uploads/2021/10/spsr-workshop-2021-3.pdf.

2. PROBLEME DE CONTROL OPTIMAL STOCHASTIC CU COMENZI
DE TIP FEEDBACK VIA ECUAŢII KOLMOGOROV

2.1 Formularea problemei

Considerăm următoarea problemă de control optimal stochastic cu comenzi de tip feedback

(CPS) Min
u∈Mc

{
E

[∫ T

0

∫
Rd

G(Xu(t, x), u(Xu(t, x)))dν(x) dt

]
+ E

[∫
Rd

GT (Xu(T, x))dν(x)

]}
,

unde Xu este soluţia pentru dX(t) = f(X(t), u(X(t)))dt+ σ(X(t))dW (t), t ∈ [0, T ]

X(0) = x ∈ Rd.
(2.1)

Aici T ∈ (0,+∞), d, n, m ∈ N∗, (Ω,F ,P) este un spaţiu de probabilitate, W : [0, T ]× Ω→ Rn este
un proces Wiener şi (Ft)t∈[0,T ] este filtraţia naturală corespunzătoare.

Mc = {v ∈ C2
b (Rd;Rm); v(x) ∈ U0, ∀x ∈ Rd}

este mulţimea controalelor şi U0 este o mulţime mărginită, convexă şi ı̂nchisă a lui Rm cu 0m ∈ U0.

http://imar.ro/CFM/2020/EDP-Stochastique-Oct2020.pdf
http://imar.ro/CFM/2020/EDP-Stochastique-Oct2020.pdf
http://blogs.mat.ucm.es/presa/program2020/
https://www.math.kyoto-u.ac.jp/workshop/ICSAA2020/ICSAA2020_program.pdf
https://www.math.kyoto-u.ac.jp/workshop/ICSAA2020/ICSAA2020_program.pdf
https://spsr.ase.ro/wp-content/uploads/2021/10/spsr-workshop-2021-3.pdf
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(H2.1) ν este o măsură finită a lui Rd cu o densitate ρ ce satisface

ρ ∈ C1
b (Rd), ρ(x) > 0, ∀x ∈ Rd, ∇ρ

ρ ∈ Cb(R
d;Rd).

Funcţiile f : Rd × Rm → Rd, σ : Rd → Rd·n, G : Rd × Rm → R, GT : Rd → R,
f(x, u) = (f1(x, u) f2(x, u) ... fd(x, u))T , σ(x) = (σil(x))i=1,2,...,d, l=1,2,...,n,
q(x) = (qij(x))i=1,2,...,d, j=1,2,...,d = σ(x)σ(x)T , ∀x ∈ Rd, u ∈ Rm,
satisfac

(H2.2) f |Rd×Ũ0
este mărginită şi Lipschitz continuă pe Rd × Ũ0, unde Ũ0 este o vecinătate deschisă a lui

U0;

(H2.3) σ ∈ C1
b (Rd;Rd·n) şi există o constantă γ > 0 astfel ı̂ncât

qij(x)yiyj = σ(x)σ(x)T y · y ≥ γ|y|2d, ∀x, y ∈ Rd;

(H2.4) G|Rd×Ũ0
∈ Cb(Rd × Ũ0) and GT ∈ Cb(Rd).

Pentru orice u ∈Mc avem că G(·, u(·)), GT ∈ Cb(Rd) şi că funcţiile ϕu1 , ϕ
u
2 : [0, T ]× Rd −→ R,

ϕu1 (t, x) = E[G(Xu(t, x), u(Xu(t, x)))], ϕu2 (t, x) = E[GT (Xu(t, x))], (t, x) ∈ [0, T ]× Rd, (2.2)

sunt unicele soluţii slabe (pentru definiţie vezi [1]) pentru
∂ϕ1

∂t
(t, x) = f(x, u(x)) · ∇ϕ1(t, x) +

1

2
qij(x)

∂2ϕ1

∂xi∂xj
(t, x), x ∈ Rd, t ∈ (0, T )

ϕ1(0, x) = G(x, u(x)) = ϕu01(x), x ∈ Rd,
(2.3)

şi 
∂ϕ2

∂t
(t, x) = f(x, u(x)) · ∇ϕ2(t, x) +

1

2
qij(x)

∂2ϕ2

∂xi∂xj
(t, x), x ∈ Rd, t ∈ (0, T )

ϕ2(0, x) = GT (x) = ϕ02(x), x ∈ Rd,
(2.4)

respectiv. Este evident că pentru orice u ∈Mc avem că

E

[∫ T

0

∫
Rd

G(Xu(t, x), u(Xu(t, x)))dν(x) dt

]
+ E

[∫
Rd

GT (Xu(T, x))dν(x)

]

=

∫ T

0

∫
Rd

ϕu1 (t, x)dν(x) dt+

∫
Rd

ϕu2 (T, x)dν(x),

şi că (CPS) este echivalentă cu următoarea problemă de control optimal determinist cu controale de tip
open-loop

(CPD) Min
u∈Mc

{∫ T

0

∫
Rd

ϕu1 (t, x)dν(x) dt+

∫
Rd

ϕu2 (T, x)dν(x)

}
.

Este convenabil să considerăm o mulţime mai mare de controale

M = {v ∈ L∞(Rd;Rm); v(x) ∈ U0 a.p.t. x ∈ Rd},

şi problema de control optimal determinist

(CP) Min
u∈M

{∫ T

0

∫
Rd

ϕu1 (t, x)dν(x) dt+

∫
Rd

ϕu2 (T, x)dν(x)

}
,

unde ϕu1 and ϕu2 sunt soluţiile slabe pentru (2.3) şi (2.4), respectiv.



2. Probleme de control optimal stochastic cu comenzi de tip feedback via ecuaţii Kolmogorov 6

2.2 Relaţia dintre problemele de control optimal stochastic şi determinist

Considerăm următoarele spaţii vectoriale: H = L2(Rd; ν) = {ψ ∈ L2
loc(Rd);

√
ρψ ∈ L2(Rd)},

V = W 1,2(Rd; ν) =

{
ψ ∈W 1,2

loc (Rd); ψ,
∂ψ

∂xi
∈ L2(Rd; ν), i = 1, 2, ..., d

}
.

Din (H2.1) rezultă că V = {ψ ∈W 1,2
loc (Rd);√ρψ ∈W 1,2(Rd)}.

Observăm că (H, 〈·, ·〉H) şi (V, 〈·, ·〉V ) sunt spaţii Hilbert reale, unde

〈ϕ,ψ〉H =

∫
Rd

ϕψ dν(x) =

∫
Rd

ϕψρ dx,

〈ϕ,ψ〉V =

∫
Rd

[ϕψ +∇ϕ · ∇ψ] dν(x) =

∫
Rd

[ϕψ +∇ϕ · ∇ψ]ρ dx

sunt produsele lor scalare. Identificăm dualul lui H (i.e. H∗) cu H şi notăm cu V ∗ dualul lui V cu
produsul ı̂n dualitate notat cu 〈·, ·〉V,V ∗ sau 〈·, ·〉V ∗,V . Mai mult, 〈ϕ,ψ〉V,V ∗ = 〈ϕ,ψ〉H , pentru orice
ϕ ∈ V, ψ ∈ H. Următoarele scufundări V ⊂ H ⊂ V ∗ sunt continue şi dense.

Să observăm că există două constante m0,M0 astfel ı̂ncât

m0‖ϕ‖V ≤ ‖ϕ
√
ρ‖W 1,2(Rd) ≤M0‖ϕ‖V , ∀ϕ ∈ V.

Să studiem acum următoarea problemă Cauchy
dφ

dt
(t) = A0φ(t) + g(t), t ∈ (0, T )

φ(0) = φ0,

(2.5)

unde A0 ∈ L(V, V ∗) este definit de 〈A0v1, v2〉V ∗,V = −a0(v1, v2), ∀v1, v2 ∈ V , a0 : V × V −→ R este
operator biliniar şi mărginit şi g ∈ L2(0, T ;V ∗).

Din teorema lui Lions obţinem că dacă φ0 ∈ H şi a0 satisface ı̂n plus

∃α0 > 0, β0 ≥ 0 : a0(v, v) ≥ α0‖v‖2V − β0‖v‖2H , ∀v ∈ V, (2.6)

atunci (2.5) admite o unică soluţie slabă (pentru definiţie vezi [1]).
Fie A∗0 dualul formal al lui A0, i.e. A∗0 ∈ L(V, V ∗) definit prin

〈A0v1, v2〉V ∗,V = 〈v1,A∗0v2〉V,V ∗ , ∀v1, v2 ∈ V,

şi considerăm problema Cauchy
dp

dt
(t) = −A∗0p(t) + g(t), t ∈ (0, T )

p(T ) = pT .

(2.7)

Considerăm acum următoarea ecuaţie diferenţială stochastică dX(t) = F 0(X(t))dt+ σ(X(t))dW (t), t ∈ [0, T ]

X(0) = x ∈ Rd
(2.8)
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şi următoarea ecuaţie Kolmogorov asociată
∂φ

∂t
(t, x) = F 0(x) · ∇φ(t, x) +

1

2
qij(x)

∂2φ

∂xi∂xj
(t, x), x ∈ Rd, t ∈ (0, T )

φ(0, x) = L0(x) = φ0(x), x ∈ Rd.
(2.9)

Dacă F 0 ∈ L∞(Rd;Rd), L0 ∈ L∞(Rd), atunci (2.9) admite o unică soluţie slabă.

Teorema 2.2.1. ([3]) Dacă F 0 : Rd −→ Rd este mărginită şi Lipschitz continuă, atunci există o unică
soluţie X pentru (2.8). Dacă ı̂n plus L0 ∈ Cb(Rd), atunci pentru orice t ∈ [0, T ]:

φ(t, x) = E[L0(X(t, x))] a.p.t. x ∈ Rd, (2.10)

unde φ este unica soluţie slabă pentru (2.9).

Să revenim acum la problema de control optimal stochastic (CPS) şi la problema de control optimal
determinist (CP ). Pentru orice u ∈ M definim funcţiile fu : Rd −→ Rd şi au : V × V −→ R astfel

fu(x) = f(x, u(x)), x ∈ Rd, au(ϕ,ψ) = −
∫
Rd

fu · ∇ϕψρ dx+
1

2

∫
Rd

∂ϕ

∂xj

∂

∂xi
(qijψρ) dx, ∀ϕ,ψ ∈ V.

Fie ϕu1 soluţia slabă pentru (2.3), i.e. soluţia slabă pentru (2.9) corespunzătoare la F 0 := fu, L0 :=
G(·, u(·)) şi ϕu2 soluţia slabă pentru (2.4), i.e. soluţia slabă pentru (2.9) corespunzătoare la F 0 := fu,
L0 := GT . Este evident că pentru orice u ∈ Mc avem că F 0 := fu (şi deci a0 := au), L0 := G(·, u(·)) şi
L0 := GT satisfac ipotezele din Teorema 2.2.1. Astfel (2.1) are o unică soluţie Xu şi

E

[∫ T

0

∫
Rd

G(Xu(t, x), u(Xu(t, x)))dν(x) dt

]
+ E

[∫
Rd

GT (Xu(T, x))dν(x)

]

=

∫ T

0

∫
Rd

ϕu1 (t, x)dν(x) dt+

∫
Rd

ϕu2 (T, x)dν(x).

Concluzionăm că (CPS) este echivalentă cu (CPD).

Lema 2.2.2. ([1]) Pentru orice v ∈M, există {vk}k∈N∗ ⊂Mc astfel ı̂ncât

vk −→ v ı̂n Hm.

Aceasta ı̂nseamnă că Mc este o submulţime densă a lui M ı̂n raport cu distanţa lui Hm.

Din Lema 2.2.2 obţinem că pentru orice u ∈ M există un şir {uk}k∈N∗ ⊂ Mc ce satisface uk −→
u ı̂n Hm. Ca ı̂n demonstraţia Teoremei 2.2.1 rezultă că ϕuk

1 −→ ϕu1 , ϕ
uk
2 −→ ϕu2 , ı̂n C([0, T ];H). De aici

deducem că

inf
u∈M

{∫ T

0

∫
Rd

ϕu1 (t, x)dν(x) dt+

∫
Rd

ϕu2 (T, x)dν(x)

}

= inf
u∈Mc

{∫ T

0

∫
Rd

ϕu1 (t, x)dν(x) dt+

∫
Rd

ϕu2 (T, x)dν(x)

}
= m∗.

Lema 2.2.3. ([3]) Pentru orice u ∈M şi pentru orice h ∈ L∞(Rd) ce satisface h(x) ≥ 0 a.p.t. x ∈ Rd,
următoarea problemă

∂ϕ

∂t
(t, x) = fu(x) · ∇ϕ(t, x) +

1

2
qij(x)

∂2ϕ

∂xi∂xj
(t, x), x ∈ Rd, t ∈ (0, T )

ϕ(0, x) = h(x), x ∈ Rd
(2.11)

are o unică soluţie slabă ϕ şi ϕ(t, x) ≥ 0 a.p.t. x ∈ Rd, pentru orice t ∈ [0, T ].
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2.3 Existenţa unui control optimal pentru problema deterministă

Existenţa unui control optimal pentru problema (CP ) se va demonstra ı̂n ipoteza suplimentară că
f(x, u) = f0(x) + f1(x)u, unde f0 : Rd −→ Rd şi f1 : Rd −→ Rd·m sunt Lipschitz continue şi mărginite.

Presupunem că pe lângă (H2.1)− (H2.4) avem

(H2.5) Pentru orice x ∈ Rd, funcţia u 7→ G(x, u) este convexă pe U0 şi G|Rd×Ũ0
∈ C0,1

b (Rd × Ũ0).

Teorema 2.3.1. ([1, 3]) Există cel puţin un control optimal u∗ pentru problema (CP ).

2.4 Principiul de maxim pentru problema de control optimal determinist

Pentru orice u ∈M considerăm operatorul liniar continuu Au : V −→ V ∗,

Auϕ = fu · ∇ϕ+
1

2
qij

∂2ϕ

∂xi∂xj
.

Adjunctul formal al acestui operator, A∗u : V → V ∗ este definit prin

A∗uψ = −1

ρ
∇ · (fuψρ) +

1

2ρ
· ∂2

∂xi∂xj
(qijψρ), ∀ψ ∈ V.

Presupunem că u∗ este un control optimal pentru problema (CP ). Fie p∗1, unica soluţia slabă (pentru
definiţie vezi [1]) a următoarei ecuaţii retrograde

dp1

dt
(t) = −A∗u∗p1(t) + 1, t ∈ (0, T )

p1(T ) = 0,

(2.12)

i.e. p∗1 este soluţia slabă pentru
∂p1

∂t
(t, x) =

1

ρ(x)
∇ · (fu

∗
(x)p1(t, x)ρ(x))− 1

2ρ(x)
· ∂2

∂xi∂xj
(qij(x)p1(t, x)ρ(x)) + 1, x ∈ Rd, t ∈ (0, T )

p1(T, x) = 0, x ∈ Rd,

şi fie p∗2, unica soluţie slabă pentru următoarea ecuaţie retrogradă
dp2

dt
(t) = −A∗u∗p2(t), t ∈ (0, T )

p2(T ) = −1,

(2.13)

i.e. p∗2 este soluţia slabă pentru
∂p2

∂t
(t, x) =

1

ρ(x)
∇ · (fu

∗
(x)p2(t, x)ρ(x))− 1

2ρ(x)
· ∂2

∂xi∂xj
(qij(x)p2(t, x)ρ(x)), x ∈ Rd, t ∈ (0, T )

p2(T, x) = −1, x ∈ Rd.
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Teorema 2.4.1. (Principiul de maxim) ([3]) Dacă G este independent de u şi dacă u∗ este un
control optimal pentru problema (CP ), atunci aproape pentru orice x ∈ Rd:

f(x, u∗(x)) ·
∫ T

0

[
p∗1(t, x)∇ϕu

∗

1 (t, x) + p∗2(t, x)∇ϕu
∗

2 (t, x)
]
dt

= max
u0∈U0

{
f(x, u0) ·

∫ T

0

[
p∗1(t, x)∇ϕu

∗

1 (t, x) + p∗2(t, x)∇ϕu
∗

2 (t, x)
]
dt

}
.

Observaţia 2.4.1. ([3]) Dacă G nu depinde de u şi dacă ı̂n plus avem că f |Rd×Ũ0
∈ C0,1

b (Rd × Ũ0;Rd),
atunci dacă u∗ este un control optimal pentru problema (CP ) avem că

(Duf
u∗

)T (x)

∫ T

0

[
p∗1(t, x)∇ϕu

∗

1 (t, x) + p∗2(t, x)∇ϕu
∗

2 (t, x)
]
dt ∈ NU0

(u∗(x)) ⊂ Rm,

a.p.t. x ∈ Rd. Am notat cu Duf =

(
∂fi
∂ul

)
i=1,2,...,d,l=1,2,...,m

şi cu (Duf)T transpusa acesteia.

Presupunem acum că G depinde de x şi u şi că pe lângă (H2.1)− (H2.4) avem că

(H2.2*) f |Rd×Ũ0
∈ C0,1

b (Rd × Ũ0;Rd);

(H2.4*) G|Rd×Ũ0
∈ C0,1

b (Rd × Ũ0).

Teorema 2.4.2. (Condiţii necesare de optimalitate de ordinul ı̂ntâi) ([3]) Dacă u∗ este un
control optimal pentru problema (CP ), atunci a.p.t. x ∈ Rd:

p∗1(0, x)∇uG(x, u∗(x)) + (Duf
u∗

)T (x)

∫ T

0

[p∗1(t, x)∇ϕu
∗

1 (t, x) + p∗2(t, x)∇ϕu
∗

2 (t, x)]dt ∈ NU0
(u∗(x)).

Observaţia 2.4.2. ([3]) În cazul particular U0 = B(0m;µ) (unde µ este o constantă pozitivă) conclu-
zionăm că a.p.t. x ∈ Rd:

u∗(x) ∈ µ sign{p∗1(0, x)∇uG(x, u∗(x)) + (Duf
u∗

)T (x)

∫ T

0

[p∗1(t, x)∇ϕu
∗

1 (t, x) + p∗2(t, x)∇ϕu
∗

2 (t, x)]dt}.

Lema 2.4.3. ([3]) Pentru orice u ∈M, soluţia slabă p pentru
dp

dt
(t) = −A∗up(t) + 1, t ∈ (0, T )

p(T ) = 0

(2.14)

satisface p(0, x) < 0 a.p.t. x ∈ Rd.

Corolar 2.4.1. ([3]) Dacă u∗ este un control optimal pentru problema (CP ), atunci din Teorema 2.4.2
şi Lema 2.4.3 obţinem că

u∗(x) ∈ (∇uG(x, ·) +NU0
(·))−1(F (x)) a.p.t. x ∈ Rd,

unde F (x) = − 1

p∗1(0, x)
(Duf

u∗
)T (x)

∫ T

0

[
p∗1(t, x)∇ϕu

∗

1 (t, x) + p∗2(t, x)∇ϕu
∗

2 (t, x)
]
dt.
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2.5 Exemple şi comentarii

Comentariul 2.5.1. ([3]) Dacă presupunem că

∫
Rd

ρ(x)dx = 1, atunci putem vedea ν ca pe distribuţia

lui Xu(0) şi E [G(Xu(t, x), u(Xu(t, x)))] şi E [GT (Xu(T, x))] ca pe medii condiţionate.

Exemplul 2.5.1. ([3]) Un important caz particular se obţine pentru f(x, u) = f0(x) + f1(x)u, cu
f0 ∈ C1

b (Rd;Rd), f1 ∈ C1
b (Rd;Rd·m), G(x, u) = 1

2 |u|
2
m şi U0 = B(0m;µ), µ > 0. Din Teorema 2.4.2

obţinem că

p∗1(0, x)u∗(x) + f1(x)T
∫ T

0

[
p∗1(t, x)∇ϕu

∗

1 (t, x) + p∗2(t, x)∇ϕu
∗

2 (t, x)
]
dt ∈ NU0(u∗(x))

a.p.t. x ∈ Rd. Cum p∗1(0, x) < 0 a.p.t. x ∈ Rd (vezi Lema 2.4.3), putem concluziona că

u∗(x) = P
B(0m;µ)

(F̃ (x)) a.p.t. x ∈ Rd,

unde F̃ (x) = − 1

p∗1(0, x)
f1(x)T

∫ T

0

[
p∗1(t, x)∇ϕu

∗

1 (t, x) + p∗2(t, x)∇ϕu
∗

2 (t, x)
]
dt.

Exemplul 2.5.2. ([3]) Cazul m = d, f(x, u) = 1K0
(x)u este un caz limită pentru f(x, u) = f0(x) +

f1(x)u, când f0 ≡ 0d, f1 = 1K0
Id. Aici K0 este o submulţime convexă şi ı̂nchisă a lui Rd cu 0d ∈ K0.

Acest caz corespunde situaţiei când controlul acţionează doar pentru x ∈ K0. Funcţia f nu verifică
ipoteza (H2.2). Oricum, problema poate fi “aproximată” de (CPS) dacă luăm f0 ≡ 0d şi f1 = 1K0,εId,
unde 1K0,ε este o versiune regularizată (“mollified”) a lui 1K0

(ε > 0 este o constantă mică).

Observaţia 2.5.1. Ca ı̂n Teorema 2.4.2 se obţine că pentru orice u, v ∈ L∞(Rd;Rm) astfel ca u ∈M şi
u+ εv ∈M pentru orice ε > 0 suficient de mic, derivata direcţională a lui I ı̂n u, după direcţia v este

dI(u)(v) = −

〈
pu1 (0)∇uGu + (Duf)T

∫ T

0

[pu1 (t)∇ϕu1 (t) + pu2 (t)∇ϕu2 (t)]dt, v

〉
H

,

unde pu1 , pu2 sunt soluţiile slabe pentru (2.12) şi (2.13), respectiv, corespunzând lui u∗ := u.
Această observaţie ne permite să propunem un algoritm conceptual de tip gradient (vezi de asemenea

[21], [22]) pentru problema (CP ). Controlul u va fi ı̂mbunătăţit la fiecare pas.

O abordare alternativă

O abordare alternativă bazată pe semigrupurile de clasă C0 poate fi utilizată pentru a demonstra că
problemele (CPS) şi (CPD) sunt echivalente şi că relaţia dintre (CPS) şi (CP ) are loc dacă vedem pe ϕu1
şi ϕu2 ca fiind soluţiile mild pentru (2.3) şi (2.4), respectiv.

2.6 Notă asupra abordării considerate

Observaţia 2.6.1. ([3]) Un exemplu de problemă de control optimal stochastic unde mediile/mediile
condiţionate sunt sub acţiunile lui de J şi JT , respectiv, este următorul
(CP1

S)

Min
u∈Mc

{∫ T

0

J

(∫
Rd

E[G(Xu(t, x), u(Xu(t, x)))]dν(x)

)
dt+ JT

(∫
Rd

E[GT (Xu(T, x))]dν(x)

)}



(aici J, JT ∈ C(Rd)). Această problemă este echivalentă cu următoarea problemă de control determinist

(CP1
D) Min

u∈Mc

{∫ T

0

J

(∫
Rd

ϕu1 (t, x)dν(x)

)
dt+ JT

(∫
Rd

ϕu2 (T, x)dν(x)

)}
,

şi este strâns ı̂nrudită cu

(CP1) Min
u∈M

{∫ T

0

J

(∫
Rd

ϕu1 (t, x)dν(x)

)
dt+ JT

(∫
Rd

ϕu2 (T, x)dν(x)

)}
.

În anumite ipoteze asupra lui J şi JT , problema (CP 1) poate fi tratată analog problemei (CP ).

Abordarea din acest capitol poate fi extinsă la cazul poroblemelor mai generale de control optimal
stochastic pentru care studiul nu poate fi redus la o singură ecuaţie Kolmogorov, ca ı̂n Observaţia 2.6.1.
Alte asemenea cazuri se ı̂ntâlnesc ı̂n probleme financiare unde funcţionala de cost depinde de dispersia
lui GT (Xu(T )) (ca o mărime a costului asociat riscului).

2.7 Rezultate auxiliare

Lema 2.7.1. ([1]) C∞0 (Rd) este o submulţime densă a lui V .

Lema 2.7.2. ([1]) Dacă α ∈ V , atunci qij
∂2α

∂xi∂xj
∈ V ∗. Mai mult, există o constantă M̃ ≥ 0 astfel

ı̂ncât ∥∥∥∥qij ∂2α

∂xi∂xj

∥∥∥∥
V ∗
≤ M̃‖α‖V , ∀α ∈ V.

3. CONTROLUL OPTIMAL AL ECUAŢIILOR DIFERENŢIALE
STOCHASTICE VIA ECUAŢII FOKKER-PLANCK

3.1 Formularea problemei

Considerăm următoarea ecuaţie diferenţială stochastică cu control feedback dX(t) = f (t,X(t), u(t,X(t))) dt+ σ(t,X(t))dW (t), t ∈ [0, T ],

X(0) = X0.
(3.1)

Aici T ∈ (0,+∞), d, n, m ∈ N∗, W : [0, T ] × Ω → Rn este o mişcare Browniană pe un spaţiu de
probabilitate filtrat (Ω,F ,P, (Ft)t∈[0,T ]) cu filtraţie completă şi X0 este o variabilă aleatoare cu valori ı̂n

Rd independentă de (W (t))t∈[0,T ] şi astfel ı̂ncât E[|X0|2d] < +∞. Mai mult, presupunem că X0 admite o
densitate de probabilitate ρ0.

Aici u(t,X) este un control feedback ce aparţine mulţimii

U = {v : [0, T ]× Rd −→ Rm; v este o funcţie Borel, v(t, x) ∈ U0 a.p.t. (t, x) ∈ [0, T ]× Rd},
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unde U0 este o submulţime ı̂nchisă şi mărginită a lui Rm cu 0m ∈ U0. Notăm că u(t, x) = 0m ı̂nseamnă
că de fapt controlul nu acţionază ı̂n (t, x).

Dacă nu facem alte precizări, presupunem ı̂n acest capitol că funcţiile f : [0, T ] × Rd × Rm −→ Rd,
σ : [0, T ]× Rd −→ Rd·n, q : [0, T ]× Rd −→ Rd·d,

f(t, x, u) = (f1(t, x, u) f2(t, x, u) ... fd(t, x, u))T , σ(t, x) = (σil(t, x))i=1,2,...,d, l=1,2,...,n,
q(t, x) = σ(t, x)σ(t, x)T = (qij(t, x))i,j=1,2,...,d (qij(t, x) = σil(t, x)σjl(t, x)),

pentru orice t ∈ [0, T ], x ∈ Rd, u ∈ Rm şi satisfac

(H3.1) f |[0,T ]×Rd×U0
este o funcţie Borel mărginită;

(H3.2) σ ∈ C1
b ([0, T ]× Rd;Rd·n) şi există o constantă γ > 0 astfel ı̂ncât

σ(t, x)σ(t, x)T y · y = qij(t, x)yiyj ≥ γ|y|2d, ∀(t, x, y) ∈ [0, T ]× Rd × Rd.

Pentru ρ0 presupunem pentru claritatea expunerii că

(H3.3) ρ0 ∈ C0(Rd), ρ0(x) ≥ 0, ∀x ∈ Rd şi

∫
Rd

ρ0(x)dx = 1.

Pentru orice u ∈ U , următoarea ecuaţie Fokker-Planck
∂ρ

∂t
(t, x) = −∇ · (fu(t, x)ρ(t, x)) +

1

2

∂2

∂xi∂xj
(qij(t, x)ρ(t, x)), t ∈ (0, T ), x ∈ Rd,

ρ(0, x) = ρ0(x), x ∈ Rd,
(3.2)

are o unică soluţie slabă (definită ı̂n următoarea secţiune) ρu(t, x), care este o funcţie de densitate, i.e.

∀t ∈ [0, T ]: ρu(t, x) ≥ 0, a.p.t. x ∈ Rd,
∫
Rd

ρu(t, x)dx = 1 (vezi secţiunea următoare).

Aici şi ı̂n restul capitolului se notează fu(t, x) = f(t, x, u(t, x)). În ipotezele date deducem din
principiul superpoziţiei că pentru orice u ∈ U există o (unică ı̂n lege/ distribuţie) soluţie slabă pentru
(3.1) care are densitate, care este de fapt ρu(t), pentru orice t ∈ [0, T ]. Notăm oricare dintre aceste soluţii
cu Xu.

Presupunem că G : [0, T ]× Rd × Rm −→ R şi GT : Rd −→ R satisfac

(H3.4) G este continuă ca funcţie de (t, x, u) ∈ [0, T ]×Rd×U0 şi există G0 ∈ C([0, T ]×Rd)∩L2((0, T )×Rd)
astfel ı̂ncât |G(t, x, u)| ≤ G0(t, x), ∀(t, x, u) ∈ [0, T ]× Rd × U0;

(H3.5) GT ∈ C(Rd) ∩ L2(Rd).

Pentru orice u ∈ U se notează cu Gu(t, x) = G(t, x, u(t, x)) şi avem că

E

[∫ T

0

Gu(t,Xu(t))dt

]
+ E[GT (Xu(T ))] =

∫ T

0

∫
Rd

Gu(t, x)ρu(t, x)dx dt+

∫
Rd

GT (x)ρu(T, x)dx.

Această egalitate nu depinde de alegerea lui Xu. Se obţine astfel că problema de control stochastic cu
comenzi feedback

(PS) Min
u∈U

{
E

[∫ T

0

G(t,Xu(t), u(t,Xu(t)))dt

]
+ E [GT (Xu(T ))]

}
este echivalentă cu următoarea problemă de control optimal determinist cu comenzi de tip open-loop

(P) Min
u∈U

{∫ T

0

∫
Rd

Gu(t, x)ρu(t, x)dx dt+

∫
Rd

GT (x)ρu(T, x)dx

}
.
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3.2 Soluţie slabă pentru ecuaţia Fokker-Planck. Relaţia dintre problema
stochastică de control optimal şi o problemă deterministă de control

optimal asociată unei ecuaţii Fokker-Planck

Considerăm următoarele spaţii Hilbert reale: V = H1(Rd) şi H = L2(Rd). Identificăm dualul lui H cu
H şi notăm V ∗ = H−1(Rd) dualul lui V , cu produsul ı̂n dualitate 〈·, ·〉V,V ∗ (sau 〈·, ·〉V ∗,V ). Mai mult,
pentru orice ϕ ∈ V , ψ ∈ H avem 〈ϕ,ψ〉V,V ∗ = 〈ϕ,ψ〉H (unde 〈·, ·〉H este produsul scalar uzual pe H).

Notăm că următoarele scufundări V ⊂ H ⊂ V ∗ sunt continue şi dense.
Fie F : [0, T ]× Rd −→ Rd o funcţie Borel mărginită. Să discutăm acum relaţia dintre soluţiile slabe

(probabilistic) pentru următoarea ecuaţie diferenţială stochastică (pentru definiţie vezi [20])

dX(t) = F (t,X(t))dt+ σ(t,X(t))dW (t), t ∈ [0, T ], (3.3)

soluţiile cu valori măsuri de probabilitate pentru ecuaţia Fokker-Planck (pentru definiţie vezi [20])

∂

∂t
µ(t) = L∗tµ(t), t ∈ [0, T ], (3.4)

unde Lt(x) = F (t, x) · ∇ +
1

2
qij(t, x)

∂2

∂xi∂xj
şi L∗t este adjunctul său formal, şi soluţia slabă pentru

următoarea problemă (pentru definiţie vezi [2])
∂ρ

∂t
(t, x) = −∇ · (F (t, x)ρ(t, x)) +

1

2

∂2

∂xi∂xj
(qij(t, x)ρ(t, x)), t ∈ (0, T ), x ∈ Rd,

ρ(0, x) = ρ0(x), x ∈ Rd.
(3.5)

Teorema 3.2.1. ([2]) Dacă ρ0 ∈ H, atunci există o unică soluţie slabă ρ pentru (3.5).
Dacă ı̂n plus ρ0(x) ≥ 0 a.p.t. x ∈ Rd, atunci pentru orice t ∈ [0, T ], ρ(t, x) ≥ 0 a.p.t. x ∈ Rd.

Teorema 3.2.2. ([2]) Dacă ρ0 satisface (H3.3), atunci pentru orice t ∈ [0, T ], ρ(t, ·) este o densitate de
probabilitate, i.e.

ρ(t, x) ≥ 0, a.p.t. x ∈ Rd,
∫
Rd

ρ(t, x)dx = 1.

Mai mult, ρ ∈ C([0, T ];L1(Rd)).

Observaţia 3.2.2. Cum ρ ∈ C([0, T ];L1(Rd)), rezultă că pentru orice ψ ∈ Cb(Rd), funcţia t 7→∫
Rd

ψ(x)ρ(t, x)dx este continuă pe [0, T ], i.e. dacă considerăm ν : [0, T ] −→ P(Rd) definită de

ν(t)(A) =

∫
A

ρ(t, x)dx, pentru orice mulţime Borel A ⊂ Rd,

atunci ν ∈ C([0, T ];P(Rd)).

Dacă (X(t))t∈[0,T ] este o soluţie slabă pentru (3.3), atunci din formula lui Itô obţinem că (L(X(t)))t∈[0,T ]

este o soluţie cu valori măsuri de probabilitate pentru (3.4).
Proprietăţile lui ρ implică faptul că (ν(t))t∈[0,T ] (definit ca ı̂n Observaţia 3.2.2) este o soluţie cu valori

măsuri de probabilitate pentru (3.4) şi satisface ν(0) = L(X0). Aplicând principiul superpoziţiei putem
concluziona că există o soluţie slabă (X̃(t))t∈[0,T ] pentru (3.3) astfel ı̂ncât L(X̃(t)) = ν(t), ∀t ∈ [0, T ].

Să revenim la relaţia cu soluţia slabă pentru (3.5). Din Observaţia 3.2.2 obţinem că (ν(t))t∈[0,T ] este
o soluţie cu valori măsuri de probabilitate pentru (3.4) ce satisface că ν(0) = L(X0). Rezultă că există



3. Controlul optimal al ecuaţiilor diferenţiale stochastice via ecuaţii Fokker-Planck 14

o soluţie slabă (X(t))t∈[0,T ] pentru (3.3) cu L(X(0)) = L(X0), satisfăcând ı̂n plus L(X(t)) = ν(t),∀t ∈
[0, T ].

Dacă presupunem ı̂n plus că F este uniform Lipschitz continuă ı̂n raport cu variabila x şi cum ρ ∈
L2((0, T ) × Rd), atunci obţinem din teorema 1.3 [28] că orice soluţie cu valori măsuri de probabilitate
(µ(t))t∈[0,T ] pentru (3.4) cu µ(0) = ν(0) (are densitate ρ0) satisface µ(t) = ν(t),∀t ∈ [0, T ] (acesta este

un rezultat de slabă unicitate pentru (3.4) cu valoarea iniţială L(X0)). În consecinţă, orice soluţie slabă
pentru (3.3) cu legea/distribuţia iniţială L(X0) satisface că legea sa este egală cu ν(t),∀t ∈ [0, T ].

Dacă ı̂n plus presupunem că F este continuă şi uniform Lipschitz continuă ı̂n raport cu variabila x,
atunci (3.3) are o unică soluţie tare (X(t))t∈[0,T ], cu X(0) = X0 (aici se consideră filtraţia Ft generată
de X0 şi W (s), s ∈ [0, t]), care este de asemenea soluţie slabă pentru (3.3) şi ı̂n plus L(X(t)) = ν(t),
∀t ∈ [0, T ] (X(t) are pe ρ(t) ca densitate de probabilitate).

Să ne ı̂ntoarcem la relaţia dintre (3.1) şi (3.2), şi dintre (PS) şi (P ). Notăm că pentru orice u ∈ U ,
F := fu este o funcţie Borel mărginită. Problema (3.2) are o unică soluţie slabă ρu.

Dacă pentru orice u ∈ U notăm cu Xu orice soluţie slabă a EDS din (3.1) cu proprietatea că pentru

orice t ∈ [0, T ], L(Xu(t)) = νu(t), unde νu : [0, T ] −→ P(Rd) este dat de νu(t)(A) =

∫
A

ρu(t, x)dx,

pentru orice mulţime Borel A ⊂ Rd (i.e. ρu(t) este o densitate de probabilitate pentru νu(t)), atunci

E

[∫ T

0

Gu(t,Xu(t))dt

]
+ E[GT (Xu(T ))] = I(u),

şi concluzionăm că (PS) şi (P ) sunt echivalente.
Dacă f |[0,T ]×Rd×U0

este mărginită, continuă şi uniform Lipschitz continuă ı̂n raport cu (x, u), atunci

pentru orice u ∈ Uc = U ∩ C0,1
b ([0, T ] × Rd;Rm), F := fu este mărginită, continuă şi uniform Lipschitz

continuă ı̂n raport cu x. Este evident că (3.1) are o unică soluţie tare (aici se consideră filtraţia Ft
generată de X0 şi W (s), s ∈ [0, t]), pe care o notăm cu Xu. Aceasta este de asemenea o soluţie slabă
pentru EDS din (3.1) şi satisface că ρu(t) este densitate de probabilitate pentru L(Xu(t)) pentru orice
t ∈ [0, T ].

Avem că pentru orice u ∈ Uc: E

[∫ T

0

Gu(t,Xu(t))dt

]
+ E[GT (Xu(T ))] = I(u) şi

inf
u∈Uc

{
E

[∫ T

0

G(t,Xu(t), u(t,Xu(t)))dt

]
+ E [GT (Xu(T ))]

}
= inf
u∈Uc

I(u).

Notăm că Xu este de fapt unica soluţie tare pentru (3.1).
Dacă ı̂n plus U0 este convexă, atunci din Lema 3.7.2 (din secţiunea 3.7) obţinem că Uc este o

submulţime densă a lui U (cu topologia lui L2
loc([0, T ] × Rd;Rm)). Pe de altă parte, dacă ı̂n plus

f |[0,T ]×Rd×U0
este mărginită, continuă şi uniform Lipschitz continuă ı̂n raport cu (x, u), atunci rezultă că

inf
u∈Uc

I(u) = inf
u∈U

I(u).

3.3 Principiul de maxim pentru problema de control determinist

Presupunem ı̂n această secţiune că f satisface ipoteza mai restrictivă

(H3.1’) f |[0,T ]×Rd×U0
este o funcţie mărginită,

şi că ρ0 satisface ipoteza mai slabă
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(H3.3’) ρ0 ∈ L2(Rd), ρ0(x) ≥ 0 a.p.t. x ∈ Rd,
∫
Rd

ρ0(x)dx = 1.

Pentru orice u ∈ U şi t ∈ [0, T ] definim operatorul liniar Au(t) : V −→ V ∗,

Au(t)ϕ = −∇ · (fu(t, ·)ϕ) +
1

2

∂2

∂xi∂xj
(qij(t, ·)ϕ), ∀ϕ ∈ V.

Rezultă pe cale standard că Au(t) ∈ L(V, V ∗) şi ‖Au(·)‖L(V,V ∗) ∈ L∞(0, T ).

Fie Au(t)∗ ∈ L(V ;V ∗) adjunctul său formal, definit astfel Au(t)∗ψ = fu(t, ·) · ∇ψ +
1

2
qij(t, ·)

∂2ψ

∂xi∂xj
.

Presupunem că u∗ este un control optimal pentru problema (P ). Fie p unica soluţie slabă pentru
dp

dt
(t) = −Au

∗
(t)∗p(t) +G(t, ·, u∗(t, ·)), t ∈ (0, T ),

p(T ) = −GT ,
(3.6)

Aceasta este o problemă Cauchy ı̂n V ∗ şi (3.6) se mai poate scrie ı̂n mod echivalent ca
∂p

∂t
= −fu

∗
· ∇p− 1

2
qij

∂2p

∂xi∂xj
+Gu

∗
, t ∈ (0, T ), x ∈ Rd,

p(T, x) = −GT (x), x ∈ Rd.

(3.7)

Teorema 3.3.1. (Principiul de maxim) ([2]) Dacă u∗ este un control optimal pentru problema (P ),
atunci

ρu
∗
(t, x)[f(t, x, u∗(t, x)) · ∇p(t, x)−G(t, x, u∗(t, x))] = max

u0∈U0

ρu
∗
(t, x)[f(t, x, u0) · ∇p(t, x)−G(t, x, u0)],

a.p.t. (t, x) ∈ (0, T )× Rd.

Observaţia 3.3.1. ([2]) De fapt, principiul de maxim spune că aproape pentru orice (t, x) ∈ (0, T )×Rd
avem că

u∗(t, x) = arg max{ρu
∗
(t, x)[f(t, x, u0) · ∇p(t, x)−G(t, x, u0)]; u0 ∈ U0}.

Dacă ı̂n plus U0 este convexă şi f |[0,T ]×Rd×U0
∈ C0,0,1

b ([0, T ]×Rd×U0;Rd), G|[0,T ]×Rd×U0
∈ C0,0,1

b ([0, T ]×
Rd × U0), atunci

ρu
∗
(t, x)((Duf(t, x, u∗(t, x)))T∇p(t, x)−∇uG(t, x, u∗(t, x))) ∈ NU0

(u∗(t, x)),

a.p.t. (t, x) ∈ (0, T )× Rd, unde Duf =

(
∂fi
∂ul

)
i=1,2,...,d, l=1,2,...,m

şi (Duf)T este transpusa sa.

Cazul independent de timp

Dacă f , σ, G şi G0 sunt independente de timp, atunci este natural să luăm ı̂n considerare şi următoarea
problemă de control optimal stochastic cu comenzi de tip feedback

(P0
S) Min

u∈M

{
E

[∫ T

0

G(Xu(t), u(Xu(t)))dt

]
+ E [GT (Xu(T ))]

}
,
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şi următoarea problemă de control optimal determinist cu comenzi de tip open-loop

(P0) Min
u∈M

{∫ T

0

∫
Rd

G(x, u(x))ρu(t, x)dx dt+

∫
Rd

GT (x)ρu(T, x)dx

}
,

unde M = {v : Rd −→ Rm; v este o funcţie Borel, v(x) ∈ U0, a.p.t. x ∈ Rd}.
Teorema 3.3.3. ([2]) Dacă u∗ ∈M este un control optimal pentru problema (P 0), atunci

f(x, u∗(x)) ·
∫ T

0

∇p(t, x)ρu
∗
(t, x)dt−G(x, u∗(x))

∫ T

0

ρu
∗
(t, x)dt

= max
u0∈U0

[
f(x, u0) ·

∫ T

0

∇p(t, x)ρu
∗
(t, x)dt−G(x, u0)

∫ T

0

ρu
∗
(t, x)dt

]
,

a.p.t. x ∈ Rd, unde p este unica soluţie slabă pentru (3.7).

Observaţia 3.3.2. ([2]) Dacă ı̂n plus U0 este convexă şi f |Rd×U0
∈ C0,1

b (Rd × U0;Rd), G|Rd×U0
∈

C0,1
b (Rd × U0), atunci a.p.t. x ∈ Rd:

(Duf(x, u∗(x)))T
∫ T

0

∇p(t, x)ρu
∗
(t, x)dt−∇uG(x, u∗(x))

∫ T

0

ρu
∗
(t, x)dt ∈ NU0

(u∗(x)).

3.4 Existenţa unui control optimal pentru problema de control determinist

Presupunem ı̂n această secţiune că U0 este de asemenea convexă şi că

f(t, x, u) = f0(t, x) + f1(t, x)u, ∀(t, x, u) ∈ [0, T ]× Rd × Rm,

unde f0 : [0, T ] × Rd −→ Rd, f1 : [0, T ] × Rd −→ Rd·m sunt continue şi mărginite. Presupunem de
asemenea că pe lângă (H3.4) şi (H3.5), G şi GT satisfac că funcţia de la U0 la R

u 7−→ G(t, x, u) este convexă , ∀(t, x) ∈ [0, T ]× Rd,

G(t, x, u) ≥ α1, ∀(t, x, u) ∈ [0, T ]× Rd × U0, GT ∈ H1(Rd), GT (x) ≥ α2, ∀x ∈ Rd.
Aici α1, α2 sunt constante reale.

Teorema 3.4.1. ([2]) Problema (P ) admite cel puţin un control optimal.

Observaţia 3.4.1. ([2]) Presupunem că f(x, u) = f0(x) + f1(x)u, ∀(x, u) ∈ Rd × Rm,
unde f0 : Rd −→ Rd, f1 : Rd −→ Rd·m sunt continue şi mărginite şi σ, G şi G0 sunt independente
de t. În mod analog rezultă că există cel puţin un control optimal pentru (P 0) (definit ı̂n secţiunea 3.3).

3.5 Exemple

Această scţiune cuprinde mai multe exemple; reamintim doar pe unul dintre acestea.

Exemplul 3.5.1. ([2]) Presupunem că U0 = B(0m; r) (r ∈ (0,+∞)), f(t, x, u) = f1(t, x)u, unde
f1 : [0, T ]× Rd −→ Rd·m este continuă şi mărginită, f1(t, x) = 0d·m,∀t ∈ [0, T ], |x|d ≥ R (R ∈ (0,+∞)),
G(t, x, u) = 1

2G1(t, x)|u|2m, unde G1 ∈ C([0, T ] × Rd), G1(t, x) = 0,∀t ∈ [0, T ], |x|d ≥ R,G1(t, x) >
0,∀(t, x) ∈ (0, T )×B(0d;R). Obţinem că

u∗(t, x) = P
B(0m;r)

(
f1(t, x)T∇p(t, x)

G1(t, x)

)
,
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a.p.t. ı̂n {(t, x) ∈ (0, T ) × B(0d;R); ρu
∗
(t, x) > 0}, unde P

B(0m;r)
este proiecţia pe B(0m, r) şi p este

soluţia slabă pe (3.7).

3.6 O problemă de control optimal cu comenzi cu acţiune nelocală

Presupunem că driftul f este egal cu controlul u (i.e. f(t, x, u) = u) şi că u nu depinde explicit de timp.
Atunci, (3.1) devine  dX(t) = u(X(t))dt+ σ(t,X(t))dW (t), t ∈ [0, T ],

X(0) = X0.

Funcţia ρ, soluţia slabă pentru (3.2) poate fi văzută ca o densitate probabilistică a unei populaţii.
Fie ζ(x) densitatea ı̂n x ∈ Rd a unei a doua populaţii (sau a unei alte entităţi) care produce un stimul

pentru prima populaţie. De dragul clarităţii presupunem că a doua populaţie este independentă de timp,
imobilă, localizată ı̂n B(0d;R0) (R0 > 0) şi că respinge indivizii primei populaţii care sunt la o distanţă
mai mică de R (aici R este o constantă pozitivă). Înseamnă că ζ este un control cu acţiune nelocală.
Această acţiune se exprimă matematic ı̂n funcţie de aşa numitul “gradient generalizat” (gradient nelocal)
cu nucleul GR. Mai exact,

u(x) = −∇
(∫

Rd

GR(x− y)ζ(y)dy

)
(u = −∇(GR ∗ζ)) descrie acţiunea nelocală (efectul) produs de a doua populaţie asupra indivizilor primei
populaţii ı̂n x ∈ Rd. Presupunem că funcţia GR este nenegativă, suficient de regulată şi că supportul
acesteia este o submulţime a lui B(0d;R).
Termenul −∇ · (u(x)ρ(t, x)) = ∇ · (∇(GR ∗ ζ)(x)ρ(t, x)) din (3.2) descrie aşa numita “cross-dispersion”
(vezi [12], [13]).

O mulţime potrivită de controale este

M0 = {ζ : Rd −→ R; ζ este funcţie Borel, 0 ≤ ζ(x) ≤ M̃0 a.p.t. x ∈ Rd, ζ(x) = 0 a.p.t. |x|d > R0}.

Aici M̃0 este o constantă pozitivă şi presupunem că GR ∈ C2
0 (Rd), GR(x) > 0 dacă |x|d < R şi GR(x) = 0

dacă |x|d ≥ R. Mulţimea de acţiuni produse de controalele ζ este

U0 =
{
u; u(x) = −∇(GR ∗ ζ)(x), ∀x ∈ Rd, ζ ∈M0

}
.

Considerăm următoarea problemă de control optimal determinist cu comenzi ζ ∈M0:

(P0
nl) Min

ζ∈M0

{∫ T

0

∫
Rd

G(x, ζ(x))ρζ(t, x)dx dt+

∫
Rd

GT (x)ρζ(T, x)dx

}
.

Folosim fie notaţia ρu, fie ρζ (unde u(x) = −∇
(∫

Rd

GR(x− y)ζ(y)dy

)
).

Presupunem că G ∈ C(Rd × [0, M̃0]) şi că există G0 ∈ C(Rd) ∩ L2(Rd) astfel ı̂ncât

|G(x, ζ)| ≤ G0(x), ∀(x, ζ) ∈ Rd × [0, M̃0].

Mai mult, presupunem că
ζ 7−→ G(x, ζ) este convexă , ∀x ∈ Rd,

G(x, ζ) ≥ α1, ∀(x, ζ) ∈ Rd × [0, M̃0], GT (x) ≥ α2, ∀x ∈ Rd.



Aici α1, α2 sunt constante reale.
Problema de control optimal determinist este evident echivalentă cu următoarea

(P0
Snl) Min

ζ∈M0

{
E

[∫ T

0

G(Xζ(t), ζ(Xζ(t)))dt

]
+ E

[
GT (Xζ(T ))

]}
,

unde am utilizat notaţia Xu sau Xζ (unde u(x) = −∇
(∫

Rd

GR(x− y)ζ(y)dy

)
).

Teorema 3.6.1. Există cel puţin un control optimal ζ∗ pentru problema (P 0
nl).

Presupunem ı̂n plus că G ∈ C0,1
b (Rd × [0, M̃0]).

Teorema 3.6.2. Dacă p este soluţia slabă pentru
∂p

∂t
= ∇(GR ∗ ζ∗) · ∇p−

1

2
qij

∂2p

∂xi∂xj
+G(·, ζ∗(·)), t ∈ (0, T ), x ∈ Rd,

p(T, x) = −GT (x), x ∈ Rd,

atunci

ζ∗(x) =



0, a.p.t. pentru

∫ T

0

∫
Rd

ρζ
∗
(t, y)∇p(t, y) · ∇GR(y − x)dy dt

+
∂G

∂ζ
(x, ζ∗(x))

∫ T

0

ρζ
∗
(t, x)dt > 0, |x|d ≤ R0

M̃0, a.p.t. pentru

∫ T

0

∫
Rd

ρζ
∗
(t, y)∇p(t, y) · ∇GR(y − x)dy dt

+
∂G

∂ζ
(x, ζ∗(x))

∫ T

0

ρζ
∗
(t, x)dt < 0, |x|d ≤ R0.

3.7 Rezultate auxiliare

Presupunem că ρ0 satisface ipoteza mai slabă (H3.3′) (̂ın loc de (H3.3)).

Lema 3.7.1. ([2]) Există o constantă nenegativă M̃ astfel ı̂ncât

‖ρu‖C([0,T ];H) ≤ M̃, ∀u ∈ U .

Lema 3.7.2. ([2]) Dacă U0 este şi convexă, atunci pentru orice u ∈ U există un şir {uk}k∈N∗ ⊂ Uc,
astfel ı̂ncât

uk −→ u ı̂n L2
loc([0, T ]× Rd;Rm),

i.e. ı̂nchiderea lui Uc ı̂n L2
loc([0, T ]× Rd;Rm) este U .

Lema 3.7.3. ([2]) Dacă f |[0,T ]×Rd×U0
este o funcţie continuă şi mărginită şi dacă {uk}k∈N∗ ⊂ U

satisface
uk −→ u, a.p.t. in [0, T ]× Rd,

atunci
ρuk −→ ρu ı̂n C([0, T ];H).
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4. EXTINDERI VIITOARE

4.1 Extinderi la Capitolul 2

O atenţie specială va fi acordată problemelor lumii reale descrise de ecuaţii diferenţiale stochastice (vezi
[29] pentru EDS din Fizică şi Inginerie şi [24] pentru Finanţe).

4.2 Extinderi la Capitolul 3

Prima extindere. Considerăm următoarea problemă de control optimal stochastic cu comenzi feedback

(PS) Min
u∈U

{
E

[∫ T

0

Gu(t,Xu(t))dt

]
+ IK0(Xu(T ))

}
,

unde K0 este submulţime nevidă şi ı̂nchisă a lui L2(Ω;Rd). Notăm că aceasta nu este un caz particular
al problemei (PS). Considerăm o problemă “aproximativă”

(P
ε

S) Min
u∈U

{
E

[∫ T

0

Gu(t,Xu(t))dt

]
+

1

2ε
dK0

(Xu(T ))2

}
,

unde ε > 0 şi dK0
(y) = inf{‖y − z‖L2(Ω;Rd); z ∈ K0}.

Pentru K0 = {y ∈ L2(Ω;Rd); ‖y‖L2(Ω;Rd) ≥ r0} (r0 > 0) avem că

dK0
(y)2 = (min{r0, ‖y‖L2(Ω;Rd)} − r0)2.

Problema (P
ε

S) este echivalentă cu următoarea problemă de control optimal determinist

(P
ε
) Min

u∈U

{∫ T

0

∫
Rd

Guρudx dt+
1

2ε

(
min{r0, (

∫
Rd

|x|2dρu(T, x)dx)
1
2 } − r0

)2
}
.

Metodele dezvoltate şi utilizate ı̂n Capitolul 3 pot fi adaptate pentru a investiga (P
ε

S) şi de asemenea
(P

ε
).

A doua extindere. O altă posibilă extindere a studiului din Capitolul 3 se referă la problema de control
optimal determinist (P ) cu ρu fiind, de această dată, soluţia slabă a următoarei ecuaţii Fokker-Planck cu
termen nelocal

∂ρ

∂t
(t, x) = −∇(fu(t, x)ρ(t, x)) +

1

2

∂2

∂xi∂xj
(qij(t, x)ρ(t, x))

−ζ(x)ρ(t, x) +

∫
Rd

ζ(y)ρ(t, y)κ(x, y)dy, t ∈ (0, T ), x ∈ Rd,

ρ(0, x) = ρ0(x), x ∈ Rd,

(4.1)



unde ζ ∈ L∞(Rd), ζ(x) ≥ 0 a.p.t. x ∈ Rd, κ ∈ L∞(Rd × Rd), κ(x, y) ≥ 0 a.p.t. (x, y) ∈ Rd × Rd,∫
Rd

κ(x, y)dx = 1 a.p.t. y ∈ Rd.

Densitatea de probabilitate corespunzătoare lui Xu satisface (4.1) dacă, ı̂n loc de un simplu zgomot
Brownian, considerăm suma a două zgomote independente, unul Brownian şi unul de tip Poisson (vezi
[14], [11]).

4.3 Controlul optimal al unei ecuaţii McKean-Vlasov via ecuaţia
Fokker-Planck neliniară

Considerăm următoarea problemă de control optimal determinist

(P1) Min
u∈U0

∫ T

0

∫
Rd

G(t, x, u(x))ρu(t, x)dx dt+

∫
Rd

GT (x)ρu(T, x)dx,

unde ρu este soluţia “mild”, definită folosind semigrupurile neliniare, a următoarei ecuaţii Fokker-Planck
neliniare 

∂ρ

∂t
(t, x) = −∇ · (u(x)b(ρ(t, x))ρ(t, x)) + ∆β(ρ(t, x)), t ∈ (0, T ), x ∈ Rd

ρ(0, x) = ρ0(x), x ∈ Rd.

În anumite ipoteze această problemă este strâns legată de următoarea problemă de control optimal
stochastic (via principiul superpoziţiei)

(P1
S) Min

ζ∈M0
E

[∫ T

0

G(t,Xu(t), ζ(Xu(t)))dt

]
+ E[GT (Xu(T ))],

unde Xu este o anumită soluţie (probabilistic) slabă a următoarei ecuaţii McKean-Vlasov
dX(t) = u(X(t))b

(
dLX(t)

dx (X(t))
)
dt+ σ

(
dLX(t)

dx (X(t))
)
dW (t), t ∈ [0, T ]

X(0) = X0.

Aici σ(r) =
√

2
(
β(r)
r

) 1
2

şi u = −∇(GR ∗ ζ). Controalele ζ ∈ M0 au acţiuni nelocale u ∈ U0 (ca ı̂n

secţiunea 3.6).
Intenţionăm să studiem problema (P 1) folosind o abordare semigrupală bazată pe semigrupuri ne-

liniare ı̂n L1(Rd). Proprietăţile soluţiilor ecuaţiei Fokker-Planck neliniare sunt obţinute ı̂n [6], [7], [8],
[9]. Pentru a trata problema de control optimal determinist vom considera o aproximare Euler implicită
(backward) a ecuaţiei Fokker-Planck neliniare şi problema de control optimal corespunzătoare. Existenţa
unui control optimal şi condiţiile de optimalitate pentru problema aproximativă sunt mai uşor de obţinut



decât pentru problema (P 1). Studiul este ı̂n curs ı̂n [4].

5. ANEXĂ

Am reamintit aici câteva rezultate care au fost indispensabile pe parcursul acestei teze de doctorat:
inegalitatea lui Gronwall, teorema de existenţă şi unicitate a lui Lions, teorema de compactitate a lui
Aubin, câteva rezultate privind operatorii disipativi şi semigrupurile de clasă C0.
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